A statika és dinamika alapjai al

Bevezetés: targyunk targya

Barmely statikaval, vagy dinamikaval foglalkoz6 bevezetd tankonyv a témakor vildgunkban valo
elhelyezésével kezdddik. Mi sem tesziink masként, ha csak attekintés szintjén is.

A mechanika altalaban a fizikan beliil a testek mozgasaval foglalkoz6 tudoméanydg. Tovabb
csoportosithatjuk a vizsgalatokat az anyag halmazallapota szerint. Jelen targy keretén beliil a szildrd
halmazallapotu testekkel foglalkozunk. Azt a testet, melynek az alakvaltozésait elhanyagoljuk,
(tokeletesen) merev testnek nevezziik. E targyban elhanyagoljuk a testek alakvaltozasait. Ha a test
mozgasat irjuk csak le, az azt kivaltd okok nélkiil, azt kinematikanak nevezziik, ha a mozgas okat,
az azt létrehozo6 hatasokat is vizsgaljuk, akkor kinetikai vizsgélatot végziink. Ha a test valojaban
nem mozog, akkor azt mondjuk, hogy egyenstlyban van. Ezzel az allapottal a statika foglalkozik.
Dinamikai vizsgalatnak azt nevezziik e targy keretében, amikor valédi mozgésok is bekdvetkeznek.

A mozgasok leirasara az altalunk vizsgalt nagysagrendekben a Newton-térvények kielégitéen
pontosak:

1. Minden test megOrzi egyenes vonali egyenletes palyajat, vagy nyugalmi helyzetét, amig egy
masik test vagy mezd mozgésallapotanak megvaltoztatasara nem kényszeriti.

2. Egy anyagi pontnak tekinthetd testre hatd (F) erd altal okozott (a) gyorsulds az erdvel
azonos irdnyud, a két mennyiség kozott az aranyossagi tényezd a test (m) tehetetlen tomege.
(F=m a)

3. Két test kolcsonhatdsa sordn az egymaésra kifejtett erék azonos nagysaguak, kozos

hatasvonaluak és ellentétes iranytiak. (Hatas-ellenhatés torvénye.)
Az els6 torvényhez persze sziikség van arra is, hogy a koordinata-rendszer inerciarendszer legyen. Egy koordinata-
rendszert inerciarendszernek neveziink, ha nem forog, és az origbja egyenes vonalu egyenletes mozgast végez, vagy
nyugalomban van a tobbi inerciarendszerhez képest.
Ha mar koordinata-rendszer: bar a felvételére nincs altalanos szabdly, azt el kell donteni, hogy Un.
jobbkezes, vagy balkezes (jobbsodrasu, vagy balsodrasu) rendszert hasznalunk. Allapodjunk meg
abban, hogy jobbkezes koordinata-rendszert hasznalunk. Emiatt a koordinata-rendszer tengelyeinek
kézi bemutatasat jobbkézzel végezziik: a hiivelykujjunk az x, a kinyugjtott mutatéujjunk az y, a
tenyér sikjara merdlegesen behajtott kozépsé ujjunk pedig a z tengely iranyaba forgathato. igy egy
"szokasos" sikbeli xy koordinata-rendszerben, ahol az x jobbra, az y felfelé mutat, a z tengely a
sikbol kifelé (felénk) mutat. Forgathatdak a tengelyek ugy is, hogy a sikon beliil az x jobbra, a z
pedig lefel¢é mutasson, ekkor az y tengely mutat a sikbol kifelé. (Tovabbi kombinaciok is
lehetségesek, de ez a kettd a leggyakoribb.)

A masodik Newton-torvényben az m tomeg Ugynevezett skaldrmennyiség, egyetlen szammal
megadhato az értéke. Az F és az a un. vektormennyiségek, nem csak nagysaguk, de irdnyuk is van.
Az ilyen mennyiségeket rajzban egy nyilban végz6dd szakasszal abrazoljuk. A nyilnak kezdd- és
végpontja van, az altaluk meghatdrozott egyenes adja meg a vektor dllasat. Ha a vektor allasat
ismerjilk, és az egyenest irdnyitva adjuk meg, azzal definidlhatjuk a vektor irdnyitottsagat is. Az
erdvektor esetén két tovabbi fogalmat kell bevezetniink. Az erd tamaddspontja a test azon pontja,
ahol a testre hat az erd, az erd hatasvonala pedig a tamadaspontjan at huzott, a vektorral
parhuzamos egyenes.

A félév soran még nagyon sokféle miiveletet végziink vektorokkal, ezért tekintsiik 4t a fobb
miuveleti szabalyokat.
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Vektorok

A vektorok, amint mar emlitettiik, iranyitott mennyiségek, nagysaguk és iranyuk van.
Megnevezésiikre nyomtatasban vastag dolt betlit szokéds hasznélni, példaul v, kézirassal a
mennyiség aldhuzasaval jelezziik annak vektor voltat, példaul v. (Bar szokas feliilvonassal, vagy a
vonas helyett nyillal jelezni ezt a tulajdonsagot.) Ebben a munkafiizetben a foly6 szovegek esetén a
vastag betlis leirast fogjuk hasznalni, a példdknal azonban aldhuzéast hasznalunk, hogy a kitoltés
utdn konnyebben Osszehasonlithatd legyen a mintapélda és a gyakorlopélda megoldasa. Rajzban
egy nyillal iranyitott szakaszként abrazolhatjuk a vektorokat.

Egy origobdl inditott vektort megadhatunk nagysaga és irdnya segitségével. A nagysag a vektor
hossza, jele nyomtatdsban a valtoz6é neve (példaul a v vektor nagysaga v), kézirasban a vektor
abszolutértékeként is jelolhetjiik (azaz az el6z6 példanal maradva v=|v| ). Az iranyt valamilyen
rogzitett iranyokhoz (példaul a koordinatatengelyekhez) képest adhatjuk meg a bezart szog
segitségével. A vektor masik megadéasi mddja a koordinatatengelyekre vett merdleges vetliletek
felirasa szogletes zardjelben egymds ald egy un. oszlopvektorban. A kétféle megadas kozott
természetesen egyértelmii megfeleltetésnek kell lennie, hiszen mindkét modszer ugyanazt a vektort
adja meg.

Azt a vektort, melynek hossza 1, egységvektornak nevezziik. Kiemelt jelentdsége van az x, y és z
tengely irdnyu egységvektoroknak, ezeket szokds rendre az i, j, k szimbolumokkal jel6lni.

Stkban két adattal, a vektor végpontjanak két koordinatajaval (lasd az a vektort), vagy a vektor
hosszaval €s valamelyik tengellyel bezart szogével (pl. a b és a ¢ vektorok). A kétféle megadas
kozott szogfiiggvények és a Pitagorasz-tétel segitségével tudunk atvaltani. (Emlékeztetdiil: szoggel
szemkozti befogd / atfogd = szinusz, szog melletti befogod / atfogd = koszinusz, szoggel szemkozti
befog6 / sz6g melletti befogd = tangens)

Ha a vektor valamilyen fizikai mennyiséget fejez ki, akkor minden egyes skalarkomponense és a
vektor nagysaga is annak a mennyiségnek a mértékegységével rendelkezik.

Mintapélda — 1
frjuk fel az a, b és ¢ vektorokat!
Adjuk meg az a vektor nagysagat és iranyat is!

Megoldds . 4“,},/ ,,,,,,, ‘
_[3 A
=H 3
| TO-sin25° | | 42,536 30° +3 x
—6:c0s25°| |—5,438
- lc|[=7m bl=6
_|—=7m-cos30°| |—6,062 254
c= . = m
|—7m-sin30° | [-3.5

a nagysaga: a=|Q|=\/32+42=5
a iranya (a jobbra felfelé mutatd vektor vizszintessel

bezart szége):tgaz%—wx =53,13°
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A komponensek eldjelét szemléletbdl célszeri meghatdrozni, majd a kerekitésnél négy értékes
jegyre szamoljunk. Miért négy? A bevezetd fejezetben irtunk errél. Valamennyinek kell lennie,
hogy korlatozzuk az Ggysem hasznalt szamjegyekkel vald6 munkat, és sok év utan nincs ra jobb
Otletiink (a harom kevés, az 6t sok). A hasznalt jegyek szdma befolyasolja a végeredmény
pontossagat, de ehhez a hiba hatasanak ¢s terjedésének analizisére lenne sziikség. Szokjuk meg,
hogy nem lesz pontosabb a leirt eredmény attdl, hogy a tizedik szadmjegyet is leirjuk, ha kdzben mar
az eldjelet elrontottuk.

Gyakorlopélda — 1

frjuk fel a d, e és f vektorokat!

Adjuk meg a d vektor nagysagat és iranyat is!
Megoldas

d elemei (sorrend, eldjel):

d=

e elemei (el6bb képlettel, majd kiszamitva és kerekitve):
Q — pu—

£ elemei (eldbb képlettel, majd kiszamitva és kerekitve):

f= —

d na-gységa:
|d|=

d irénya (az x-tengely egyenesével bezart szog 0):

tgd=

Térben harom adattal adhaté meg a vektor, példaul a kezddpontjat az origoba helyezve a végpont
koordinataival. Lehetne itt is nagysaggal és irannyal dolgozni, ekkor az irdnyt az x, y, z tengelyekkel
bezart o, P,y szogekkel adhatnank meg. (Bar a nagysig és a harom szog négy paramétert
jelentene, Pitagorasz tétele alapjan a cos’a+cos’p4cos’y=1 feltételnek teljesiilnie kell a
szogekre.
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Mintapélda — 2
frjuk fel az d és e vektorokat!

Adjuk meg a d vektor koordinatatengelyekkel bezart
hajlasszogeit, és ellendrizziik az eredményt!

Megoldas
2
d=|3
5
0-2] [-2
e=|3-3[=| 0m
5-0 5

d nagysaga: d=|d|=\2> 3> +5=58=6,164m
58,=71,07°

COSd.= e

3 o
COSéy:mﬁéy:60,88

cosd = —08_=35,79°

5
6,164
Ell: cos> 71,07 °+cos” 60,88 °+cos’ 35,79 °=1,000 v/

Gyakorlopélda — 2
frjuk fel a g és h vektorokat! ty
Adjuk meg a & vektor koordinata-
tengelyekkel bezart hajlasszogeit, és
ellendrizziik az eredményt!
Megoldas

g elemei:

g: pu—




al
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h elemei: h nagysaga:

h=|h|=
h= Cosy, =

cosy,=

COSYy.=

Ell.:

Vektorok osszege, killonbsége, a miiveletek sorrendje

Vektorokat 6sszegezhetiink grafikusan, illetve numerikusan. Grafikusan
ugy Osszegziink két vektort, hogy nyilfolytonosan ésszefiizziik ket (a
sorrend k6zombds, ezért szokas parallelogramma-szabdlynak is hivni),
azaz az egyik vektor kezdOpontjat a masik végpontjdhoz rajzoljuk.
Numerikusan iranyonként dsszegezziik a koordinatakat.

Mintapélda - 3
Szamitsuk ki az a+b, b+c és a+b+c vektorokat,

08] [-0.8 0,9
ha a=|(12 [ b=| 04 |c=|-1,1]

05] |-07 1
Megoldas

[l0.8] [-0.8] [0,8+H=0,8)] [0,0
ath=[12H 04 |=| 12404 |=| 1.6
0,5] |-0,7] 10,5+-0,7)] |-0,2

~0,8+0,9 0,1 0,8H-0,8)+0,9 10,9
b+c=| 04+H-1,1)[=|-0,7| atb+c=|1,24+04—(1,1) [=]0,5
—0,7+1,1 0,4 0,5+H-0,7)+1,1| (0,9

Gyakorlopélda — 3
Az els6 gyakorlopélda adatait felhasznalva szamitsuk
kia d+e, etf és f+d+e vektorokat!

Megoldas

C_II+Q: =
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e+ f=

Vegylik észre, hogy at+b=b+a . A vektor 6nmagaval valo Osszeadasan keresztiil vezethetjiik be a
vektor skalarral vald szorzasat (skalarszorost) is, ahol egy o v vektor az eredeti v vektorral
parhuzamos vektor lesz, a skalar a—t6l fiiggéen, a vektor megnyulik (Ja|>1), sszenyomoddik
(la|<1), illetve tiikroz6dik is (o <0).

A vektor -1-szeresét a vektor ellentettjének nevezziik: a H—a)=0 .

Két vektor kiilonbségét az a-b szimbolummal jeldljik, és a-b =
a+(-b). A kivonas sorrendje fontos: a-b = -(b-a).

Mintapélda — 4

Szamitsuk ki az a—b, b—a vektorokat,

[ 12,5 3,9
ha a=|—54 | b=|-113]
| 873 6,6
Megoldas
[ 12,5-3.9 8,6 3,9-12.,5 8.6
a—b=-54—(-113) |59 b—a=|-113—(-5,4)|=|-5,9
| 8,73-6,6 2,13 6,6—8,73 -2,13

Gyakorlopélda — 4
Az els6 gyakorlopélda adatait felhasznalva szamitsuk
ki az e—d, d—e vektorokat!

Megoldas

Q_C_Z: =

d—e= =
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Két vektor egymasra vett vetiilete, skalaris szorzat

Két vektor skalaris szorzata (@b, a miveletet a szorzasjel pontjanak megvastagitasaval jelezziik)
egy olyan skalar szdm, mely ardanyos a vektorok hosszaval és az altaluk bezart szog koszinuszaval.
Mivel a bezart szog 0°¢s 180° kozotti értéket vehet csak fel, igy annak koszinusza -1 és 1 kozotti
érték lehet. A két hatarhelyzetben a két vektor vagy azonos iranyba mutat (cosa=1), vagy
ellentétes iranyba mutatnak (cosa=—1) .

a
a-b=|al|b|cos a
a
0°<a<180°>»—1<cosax1
b
Szamitani a vetiiletek szorzatosszegeként is lehet:
ax bx
a-b=\a |b, |=a.b.+a,b +ab, .
aZ bZ

A két szamitasi mod ugyanazt az eredményt adja.

Mintapélda — 5
Szamitsuk ki az a, b és ¢ vektorok 4,0

skalaris szorzatait paronként!
Szamitsuk ki a vektorok altal bezart szogeket!

Megoldas
a-b=3-3+4-0=9
a-c=3-3+4-(—2,25)=0
b-c=3-34+0-(—2,25)=9 2,25
ab 9
COSOypy=r—7= —a,,=53,13°
"lallbl T BB
coso, =2 = 0 —a ,=90°
“ lalld  \BP+42B24225  “
b-c 9
cosQ, =———= —-a ,=36,87°
“Tlllel 210232050 ¢
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Gyakorlopélda — 5 ty
Szamitsuk ki a 2. gyakorlopéldaban felirt g €s A vektorok

skalaris szorzatat!
Szamitsuk ki a vektorok altal bezart szoget!

Megoldas
g-h=
g h
COSO.,,, =—>7—
gl

Van pér specialis eset, amit érdemes megjegyezni.

* Ha a skalaris szorzat egyik vektora egységvektor, akkor a skalaris szorzat a masik vektor
egységvektor irdnyu vetiilete.

* Néhany specialis eset a vektorok egymashoz képesti helyzetétdl fiigg:
* ha a két vektor merdleges egymasra, akkor a skalaris szorzatuk nulla,
* ha akét vektor azonos iranyu, akkor a skalaris szorzatuk a vektorok hosszanak szorzata,

* ha a két vektor ellenkezd iranyu, akkor a skalaris szorzatuk eldjele negativ, nagysaga a
vektorok hosszdnak szorzata.
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Anyagi pont kinematikaja

Def.: Az anyagi pont egy kiterjedés és irdnyitottsag nélkiili test, melynek helyzetét egy helyvektor
egyértelmiien meghatarozza.

Az anyagi pont kinematikdja a pont mozgasjellemzdinek meghatarozasaval foglalkozik, a hely
fiiggvényében a sebesség és a gyorsulds szamitasaval, illetve a gyorsulasbodl a sebesség €s a hely
szamitasaval. (Ne keverjiik 0ssze a gyorsasagot a gyorsulassal.)

Egyenes vonali mozgas

Az egyenes vonalll mozgas egyenese barmilyen egyenes lehet. (A pont helyzetét az idé fiiggvényében
megadhatnank valami r(t)=r,+e.s(t) fiiggvénnyel, ahol r, egy kezdeti helyvektor, e. pedig az egyenessel
parhuzamos egységvektor lenne.) De a koordinata-rendszert mi vehetjiik fel, ezért tegyiik azt ugy, hogy
az x-tengelyen mozogjon a pont (vagy akar az y-tengelyen is lehetne, de mi itt most igy fogjuk
magyarazni).

Ekkor a pont helyzetét leirja az x(¢) helyfiiggvény.

A helyfiiggvény idObeni valtozasanak mértéke (matematikailag a fiiggvény idé szerinti derivdltja) a
sebességfiigavény: v(t) .

A sebességfiiggvény idobeni valtozasanak mértéke (matematikailag a fiiggvény idd szerinti derivaltja) a
gyorsuldsfiiggvény: a(t) .

(A matematikai fogalmakat dsszevonva a gyorsulas a hely id6 szerinti masodik derivaltja.)

Fentiek eldjeles mennyiségek, azaz ha pozitivak, akkor "elére" mutatnak, ha negativak, akkor
"hatra".

Def.: Egyenes vonalu egyenletesen valtozé a mozgas,
ha a gyorsulas az idében allando. a

Ilyenkor az aldbbi 6sszefiiggések érvényesek: // % % a(t):konst.

s
x(t)zg—(t—to)z (1= 1)+,
vit)=a-(t—t,)+v,

NURRLUNIEN

/// v(t)iletéris

x(¢):masodfokt
parabola

vz(t)zvé +2-a-(x(t)—x0)

A képletek formalis ismeretén kiviil a felhasznalashoz
azt érdemes tudni, hogy melyikben mi nem szerepel
(az els6ben a ¢ idopontbeli sebesség, a masodikban a

hely, a harmadikban a gyorsulds, a negyedikben R .
pedig az 1d6), ugyanis egy-egy egyenlet felirasdhoz ty t

arra a képletre lesz célszertien sziikség, amelyikben

csak egy ismeretlen van, a nem szerepl0 mennyiség

pedig sem ismert, sem keresett mennyiségként nem

fordul el a feladatban.

A négy képlet kiolvashatd a hadrom grafikonbdl is, lefelé¢ az integralds miatt a teriilet az érték
valtozasaval aranyos.
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Az els6 képlet a konstans kezdeti értéknek a kezdeti sebesség hatasanak és a gyorsulas hatasanak
0sszege.

A masodik képlettel a kezdeti sebesség és a gyorsulas hatasat kezeljiik.
A harmadik esetben a vizsgalt idOtartam atlagos sebességével szamolunk.
Az utolso képletben az 1d6 kizarasaval lesz Osszefiiggésiink gyorsulas, sebesség €s hely kozott.

Fenti képletek tovabb egyszeriisddhetnek, ha a koordinata-rendszert szabadon valaszthatjuk meg. A
célszerli megoldas ilyenkor az, hogy a hely és az id6 kezdpontjat gy valasztjuk meg, hogy x,=0
és 1,=0 legyen. Ekkor a képletek az alabbi osszefiiggésekké egyszerlisodnek:

-4

) VotV
X=—t +tv,t=
2 0 2

Fenti képleteket meg kell tanulni. (Mint négy rovid verset.)

t, v=v,tat, v2=v(2)+2ax

Egyenes vonalu egyenletes mozgas

Az egyenes vonali mozgdas tovabbi specidlis esete, ha a=0 . Ezt egyenletes mozgasnak nevezziik,
ilyenkor a sebesség allando: v=v, és x(¢)=x,+v,t, mely képleteket az egyenletesen valtozo
mozgas képleteibdl is megkaphatunk.

Mintapélda — 6

Egyenes vonali egyenletes mozgast végzé anyagi pontnak tekinthetd test tiz masodperc alatt 8
métert tesz meg. Mennyi 1d0 alatt jut el a kiindulasi ponttol 43 méter tavolsagba?

Megoldas
Az elsé kijelentés alapjan az allando sebesség: 8=v-10—v=0,8m/s

Ezt felhasznalva a megtett Gt: x(¢)=0,8-t—43=0,8-t— ¢=53,75m .

Gyakorlopélda — 6

Egyenes vonalu egyenletes mozgast végzd anyagi pontnak tekinthetd test 8 masodperc alatt tiz
métert tesz meg. Mennyi 1d0 alatt jut el a kiindulasi ponttol 34 méter tavolsagba?

Megoldas
Az elmozduléstiiggvény altalanos alakja a megadott szamokkal:
x(t)=x0+v-t -

A keresett pillanatban a pont helye:

10
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Mintapélda — 1

Adott egy anyagi pont sebessége v(¢)=20—4-¢ (m/s, ha az idét s-ban mérjiik).

Hatdrozzuk meg a pont gyorsulasat!

Hatarozzuk meg a pont helyzetét a kiindulasi helyzethez képest 8 masodperc elteltével!

A kiindulasi helyzethez képest hol éri el a 10m/s sebességet?

Megoldas

A t,=0 egyszeriisitést hasznalva a sebesség fiiggvényben a paraméterck megfeleltetésével:
votat=20+H—4)t — v,=+20m/s,a=—4m/s’

A gyorsulas tehat —4m/s” .

A pont helyzetét a kiindulasi helyzethez képest keressiik, igy az x,=0 helyzetbe tehetjikk a
koordinata-rendszer origdjat. Az elsd képletet hasznalva:

X(t)=_—;t2+20-t —>x(8):% 8°420-8— x(8)=32m

Az utolsé kérdést feltehetjiik olyan formaban, hogy mikor lesz 10m/s a tdmegpont sebessége €s
hol lesz akkor. Ezzel a modszerrel az els6 részkérdésre a valasz:

v(t)=v,+at—10=20—4-t—t=2,5s,
aminek ismeretében a hely:

x(t):_—;tt2 420t —>x(2,5):%2a52+20'2,5—> x=37,5m

Az utols6 kérdés rovidebb szamitdsdhoz ismerjiik a kérdéses szakaszon a kezdeti és a
végsebességet, valamint a gyorsulast, igy az utolsé képletben egyetlen ismeretleniink (a keresett
hely) szerepel:

Vi=vp2-a-x—10°=20 +2-(—4)-x— x=37,5m

Gyakorlopélda — 1

Adott egy anyagi pont sebessége v(z)=6-¢—3 (m/s, ha az id6t s-ban mérjiik).

Hatarozzuk meg a pont gyorsulasat!

Hatarozzuk meg, hogy mikor lesz a pont a /=0 kiindulasi helyzethez képes 15m tavolsagban!
A kiindulasi helyzethez képest hol éri el a 18 m/s sebességet?

Megoldas
A sebességfliggvény alakjabol olvassuk ki a mozgas f6 paramétereit:
v(t)=6-1—3 SV, = , A= (Elgjelek, mértékegységek!)

A masodik kérdésben az i1d6, a hely, a kezdeti sebesség €és a gyorsulds szerepel ismert, vagy
keresett mennyiségként, de a vizsgalt pillanatban a sebesség nem. Ennek megfelelden a célszerlien

hasznélhat6 képlet: — , nullara rendezve egy masodfoku

egyenlet: () = , aminek megoldasa:
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L=

A két érték koziil a feladat szovegéhez fizikailag értelmezheté megoldas: f =

A harmadik kérdéshez keressiik meg azt a képletet, amelyikben a kezdeti- és végsebesség, a
gyorsulés és a hely szerepel (tehat az id6 nem), és irjuk fel az ismert szamértékekkel:

aminek megoldéasa: x =

Mintapélda — 2

Egyenletesen valtozé mozgast végzo test helyzete a t=0s,7=2s,t=4s pillanatokban rendre
Im,4m,10m .

frjuk fel a pont helyzetét az idé fiiggvényében!
Megoldas

. a . . . .
Az egyenletesen valtoz6 mozgas miatt az x(t)= 2—~t2+v0-t +x, fiiggvény a,v, X, paramétereit

kell meghataroznunk.
A t=0 pillanatbol x,=1m

Az elsé 2 masodperces iddszak alatt a test atlagos sebessége =1,5m/s volt, a masodik 2

2—-0
masodperces iddszak alatt pedig ﬁ=3 m/s . Ezeket az atlagos sebességeket rendre az
- 4-2
id6tartamok kozepén, azaz t=2—=1 s ¢és t=2—=3s idépontokban éri el a test, amiket a
, ) LS=v,+a-1 .
v(t)=v,+at képletbe behelyettesitve a 3.0=v. +a-3 kétismeretlenes egyenletrendszerhez
sJ=Vy
vezet. A két egyenletet kivonva egymdsbol szdmolhaté a gyorsulds, majd azt felhasznalva a
. . a=0,75m/s’
kezdeti sebesség: v,=0,75m/s

Ezekbdl a test helyzete: x()=0,375-£740,75¢+1,0 [m]

Gyakorlopélda — 2

Egyenletesen valtozd6 mozgast végzd test sebessége az x=1m,x=3m pontokban rendre
2m/s,4m/s .

Mekkora lesz a test sebessége az x=5m pontban?
Megoldas

A megadott szakaszon ismert a kezdd- és végsebesség, valamint a szakasz hossza. Ezekbdl kiilon
egyenletekbdl kiszdmithato a gyorsulas, illetve a szakasz megtételéhez sziikséges ido.

A gyorsulas szamitasa

Az id6t nem tartalmazo képlettel:
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Ezt a gyorsulast felhasznalva:

Megoldas 2: Az ido kiszamitasaval

Az els6 szakasz idétartamanak szamitasahoz a megtett Ut atlagsebességbdl torténd szamitasanak
képletét hasznalhatjuk:

Ebbdl a sebesség valtozasat felirva a gyorsulas:

A harmadik pont elérésének idopontja:

nullara rendezve:

[ =

A fizikailag értelmezhet6 idépont: f =

Ekkor a sebesség: V = — y=

Mintapélda — 3

Két jarmii azonos kezd8sebességgel ( vo=60km/h ) halad egymas mogott 15 méterrel. Az el6l
haladé jarmi fékez, és 2m/s* egyenletes lassuldssal megall. A mogotte haladd jarmi 1
masodperccel késobb kezd fékezni, majd azonos lassulassal probal megallni.

Osszeiitkozik-e a két jarm{i? Ha igen, mikor, hol és mekkora sebességkiilonbséggel?

Megoldas

A két jarmi akkor iitkdzik 6ssze, ha van olyan pillanat, amikor a helyzetiik azonosséa valik. Ez

bekovetkezhet akkor, amikor még mindkettd mozog, vagy akkor, amikor az els6 mar megallt.
Tegyiik fel, hogy az el6bbi eset kovetkezik be.

Az els6 jarml helyzete az i1d6 fiiggvényében, ha az id6t a fékezése kezdetétdl mérjik és a
koordinata-rendszert a fékezés kezddpontjatol inditjuk:
a -2 > 60

x(1)=3 I g t=—rt W-tz—t2+16,67z

A masodik jarmii a #=0 pillanatban a —15 helyen van, és alland6 sebességgel halad 1
masodpercen keresztiil. Fékezése kezdetekor a helyzete: x,,=—15+16,67-1=+1,67m

Ezt is felhasznalva, a fékezés megkezdése utan a helyzete az id6 fiiggvényében:

sl 1) =5 (=10 v (=t s = (1= 116,671~ 1) 4167

ami egyszeriisitve: x,(¢)=—¢ +18,67-t— 16 . Ezt egyenl6vé téve az elsd jarmii helyzetével:
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—£°16,67t=—1"+18,67-t— 16— t=8s"
Ellendrizziik a kiindulsi feltevésiinket: az elsé jarmii sebessége v(8)=16,67-2-8=+0,67 m/s ,
mig a hatsoé v,(8)=16,67—1-(8—1)=+2,67m/s azaz még egyik sem allt meg teljesen, azaz
még mindkét jarmi halad. (A felirt egyenleteink alapjan matematikailag a megéllas utdén mindkét jarmii

elindulna visszafelé, ezért egy, az {itkdzés pillanataban negativ sebesség arra utalna, hogy az adott jarmi az {itkdzés
pillanatdban mar hatrafelé mozogna, ami nem ¢életszerti a feladat kiirasa alapjan. Ekkor azt kellene kiszdémolnunk,

hogy a hatsé jarmli elémé, elérhetné-e az elsé megallasi helyét) A valasz tehat: igen, a két jarmi
Osszelitkozik az elsé fékezését kovetden 8 masodperccel. A sebességkiilonbségiik az iitkozés
pillanataban +2,67—0,67=2m/s , az iitk6zés helye:

x,(8)=16,67-8—8= 69,36m az elsd jarmii fékezésének kezdSpontjatol.

Gyakorlopélda — 3

Gyorsulasi versenyen két jarmi egymas melldl indul 4ll6 helyzetbdl azonos irdnyba. Az elsd

jarmii 0,5 masodperccel hamarabb elindul, a gyorsulasa a,=3m/s’ . A masodik jarmii gyorsulésa
a,=32m/s’ .

Mekkora eldnyre tesz szert a kordbban rajtolo jarmi (sebességben, tavolsagban)?

Mikor és hol éri utol a masodik jarmii az els6t?

Megoldas

frjuk fel mindkét jarmii helyzetét az idé fiiggvényében, a helyet a rajttél mérve, az id6t pedig a
masodik jarmii indulasatol kezdve. Igy amikor a két fiiggvény azonossa valik, az id6 az utolérés
pillanataval lesz egyenld.

Az elsé jarmii mozgasa:

A korabbi induldssal szerzett elényhoz azt kell tudnunk, hogy mekkora lesz az elsé jarmi
sebessége, amikor a masodik elindul, €s hol lesz a rajthoz képest?

Vio=™ s X107~

A masodik jarmii rajtjatdl inditva a ¢ id6t, hol lesz az elsd jarmi az id6 fiiggvényében?
a
1 2
xl (t)zz_t +V1,0't +x1,0:

A masodik jarmii mozgasa

A koordinata-rendszer €s az 1d6 megvalasztidsa miatt:

xz(t>:

Az utolérés pillanata

Azt a ¢t pillanatot keressiik, amikor x,;=Xx,:
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Rendezziik a fenti egyenletet 0-ra: () = , aminek a megoldasa:

[ =

A két megoldas koziil melyik értelmes fizikailag? =

Hol lesznek ekkor a jarmivek?

Altalanos sikbeli mozgas kinematikaja

Nem egyenes vonall mozgis esetén az egymasra merdleges irdnyll mozgasdsszetevok ugy
kezelhetdk, mintha iranyonként egyenes vonali mozgasok lennének. Ez igaz térbeli esetre is, de mi
most csak sikbeli példakkal foglalkozunk. Ha egy elhajitott test mozgéasat vizsgaljuk, és a
légellenallas hatasat elhanyagoljuk, akkor a test fiiggdlegesen a gravitacios gyorsulas miatt gyorsul
lefelé (ennek eldjele a fliggdleges tengely iranyatol fiigg), mig vizszintesen allando a sebessége.

Mintapélda — 4
Szamitsuk ki az emelkedd aljan allo {jasz altal kilott
nyilvesszd foldetérésének a helyét. A nyilvesszd
kezdeti sebessége v,=90km/h, a vizszintessel
a.=40°-o0s szoget zar be. Az emelkedod hajlasszoge
B=10°, a légellenallast elhanyagoljuk.

Megoldas

A légellenallds elhanyagoldsa miatt a test gyorsuldsa megegyezik a g=9,81m/s’ gravitacios

gyorsulassal lefelé. Az abran vazolt koordinata-rendszer szerint a gyorsulasok:

a,=0m/s’, a,=—9,81 m/s’.

Azaz a vizszintes mozgas egyenletes mozgasnak, a fliggdleges egyenletesen valtozd mozgasnak

felel meg, azaz x(t)=x,+v ¢, y(t):y0+v0y-t+;l—y-t2.

A koordinata-rendszer felvétele miatt x,=y,=0 .

A kezdeti sebességvektor vetiileteibdl:

0 o_
36 -c0s40°=19,15m/s,

906 -sin40 °=16,07 m/s.

b

V,=V( COSOL=

Vo, =VySino=

Fenti adatokkal a test helyzete az 1d6 fliggvényében:
x(t)=19,15¢, y(t)=16,07-t—4,905-1".
A foldetérés pillanataban: y (t)=x(t)-tgP , amibe behelyettesithetjiik a két koordinatat:
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16,07-1—4,905-£=19,15-1-tg10° — 12,69-t—4,905¢°=0.

Ennek két megolddsa ¢=0s ¢és ¢=2,587s: a palyagorbe ¢és a ferde egyenes két
metszéspontjanak elérési idejét jelenti. Az els6 a kilovés pillanatdhoz, a masodik a foldetéréshez
tartozik. A nyilvessz6 helyzete ekkor:

x(2,587)=19,15-2,587— x=49,54m
v(2,587)=16,07-2,587—-4,905-2,587°—~  y=8,746m
Megjegyzés:

A kilovéstdl eltelt id6 kifejezhetd a vizszintes helyzet fiiggvényében: =x/19,15 , amit behelyettesitve a fiiggéleges
16,07 4,905 ) L . W A1
koordinata fliggvényébe: yIW'x—sz egy masodfoku polinomot kapunk, azaz a nyilvessz6 palyaja egy

masodfokl parabola lesz.

Gyakorlo példa — 4
Szamitsuk ki a lejtd tetején 4llo {jasz altal kilott
nyilvesszo foldetérésének a helyét. A nyilvessz6
kezdeti sebessége v,=100 km/h, a vizszintessel
a=15°-o0s szoget zar be. A lejtd hajlasszoge
B=10°, a légellenallast elhanyagoljuk.
Megoldas
A légellenallas elhanyagolasa miatt a test gyorsuldsa fiiggdlegesen lefelé g=9.81m/s*. Ezt
figyelembe véve a gyorsuldsvektor vizszintes és fliggdleges komponense:

a.,= . a,= (eldjelek!)
Jellemezziik a test mozgésat: VIZSZINTESEI  eveiiiieiiieiiieiieeite ettt et ste e e et eaeenaee e
fUZEOIEZESEN: ..eeiieieieiie et e

A mozgéasnak megfelelden a koordinatak idéfiiggésének altalanos képlete:

x(t)=
y(t)=

ahol az ismeretlen paraméterek X, Vi., Vo, V, .

A kordinatarendszer felvétele miatt X ;= y YVo—

A kezdeti sebesség: Vo= , melynek eldjelhelyes komponensei:
VOx —
Vo y

A koordinatak fliggvényei szdmszeriien:
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x(1)= y(t)=
A foldeteres pillanataban: ) ( t ) =
Helyettesitsiik be a fenti két koordinatafiiggvényt:

és oldjuk meg #-re. | = t,=

Gondoljuk at a megoldasok fizikai jelentését! A nem trivialis megoldas fizikailag lehetséges-e?

Ha igen, hol van ekkor a nyilvesszd:

x:
y:

Mintapélda - 5
Labdartigd-mérkdzés sziinetében a vallalkozo kedvii

nézOknek a palya kdzepérdl, a ( H=2,44 m magas) kaputol
L=45m tavolsagra levo labdat kell a kapuba rugni. - b
Az egyik jelentkezd technikdja olyan, hogy a labda o

sebességvektora az elriigas pillanatdban a vizszintessel
a.=40 °-os szoget zar be. Mekkora sebességgel kell
elriignia a labdat, hogy az éppen a kapuba érkezzen

¢s addig ne pattanjon a foldre?

Megoldas

Helyeziink egy jobbra-felfel¢ mutatdé xy koordinata-rendszert az elrigas pontjaba. A feladatunk
olyan kezdeti sebességek meghatdrozasa, melyekre igaz, hogy amikor az x koordinata eléri L
értékét, az y koordinata értéke 0 és H kozott lesz. Ennek meghatarozasahoz a kezdeti sebesség
fiiggvényében kifejezzilk az idét, majd abbol a fold folotti magassagot, amire két
egyenldtlenséget irunk fel.

"
i

."f

L

A légellenallas elhanyagoldsa miatt a labdanak nincs vizszintes gyorsuldsa, fliggélegesen lefelé
gyorsul g-vel. A kezdeti sebességet ¢és a koordindta-rendszer elhelyezését figyelembe véve a
koordinatak az id6 fiiggvényében:

x(t)=v, cos 40 °-¢
y(t) :—ii-t2 +v,-sin 40 °-¢

Az elso egyenletbdl az id0, amikor a labda eléri a golvonal fliggdleges sikjat:
__L
v, cos40°’
a labda magassaga ebben a pillanatban:

2
_ & L - ano._ L
=S | — | 4yp.- 40 -
Y= (vo-cos40° VoS Vvy-c0os 40 °
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A lepattanas elkeriiléséhez y,>0 feltételt kell teljesiteni (az Aatalakitisoknal iigyelve az
egyenldtlenségre):

ng ) ) ng 2 gL
——>———+L-tg40°>0—-L-tg40 S -V, 5
2v,cos 40° 2v,cos 40° 2tg40°cos 40°

amibd] (felhasznalva, hogy tga-cosa=sina , illetve 2-sino-coso=sin(2-a)):

[ gL _ p8i4s _
v0>\/sin80° \/ sin 80° 17m/s

Ahhoz, hogy ne menjen f61¢, az v, <H feltételt kell teljesiteni:

2 2
8L i iea0°<H-Ltga0°—H<—8L 2. gl

T4 2 2 i no 2 2 100
2 vicos>40 2v2cos 40 Z(tg 400_Lg )Cosz 10°
o< 8L _ [ o814 =21,89m/s
amibol: H 5 2.44 5
2 tg40°—L— cos’40° |2 tg40°—? cos 40°

Ahhoz tehat, hogy egyenesen a kapuba talaljon, a kezddsebességnek az aladbbi hatarok kozé kell
esni: 21,17m/s<v,<21,89 m/s |

Gyakorl6 példa — 5

Mekkora szogben és milyen sebességgel kell a varfaltol
L=200m tavolsagra all6 4gyubol kildni az agyugolyot,
hogy az a falba H =14 m magasan, vizszintesen
csapodjon be? L2 L/2
Megoldas

A sebességvektor becsapodaskori irdnya alapjan melyik
komponens akkori értékét ismerjiik?

Mekkora az ilyen irdnyu gyorsulds?

Ezt felhasznalva a sebességvektor fiiggdleges vetiilete a kilovéskor:
vi=v§y+2ay-sy—>

A 1ovéstol a becsapodasig eltelt id6 alatt a sebesség fiiggdleges komponense nullara csokken:
V, =V, ta, o

A vizszintes L tavolsagot egyenletes mozgassal teszi meg az agyugolyd. Mekkora vizszintes
sebesség sziikséges ehhez?

L=v t—

Akiszamitott két komponens alapjan a kilovés pillanataban a golyo sebessége és iranya:
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Vo=
tgo=

Kormozgas

A kérmozgas a sikmozgas egy specidlis esete, amikor a pont a sik egy pontjatdl mindvégig azonos
tdvolsagra mozog. A pont helyét megadhatjuk egy kezdeti helyzethez képest mért @
szogelforduldssal. Ennek a szogelforduldsnak a mértékegysége radian ¢és a koordinata-
rendszerilinkkel analég modon akkor tekintjiik pozitivnak, hogyha az 6ramutatd jarasaval ellenkezo
iranyu elfordulést jelent.

A szogelfordulds idébeni valtozasa a szdgsebesség, jele ® (omega). Az eldjelének azonos az
értelme, mint a szogelforduldsnak, azaz az 6ramutatd jardsaval ellentétes iranya forgds esetén
pozitiv.

A szdgsebesség idobeni valtozéasa a szoggyorsulas, jele k (kappa). Az eldjelet itt is azonos modon
értelmezziik, mint az el6z6 két mennyiségnél.

Ahogyan az egyenes vonalll mozgasnal megjegyeztiik, itt is hasonld6 matematikai kapcsolat van a
mozgas fenti harom jellemzdje kozott: a szogelfordulas id6 szerinti elsd derivaltja a szogsebesség, a
szOgsebesség 1dO szerinti elsé derivaltja a szoggyorsulés (igy a szoggyorsulas a szogelfordulds id6
szerinti masodik derivaltja). A differencialis kapcsolatokban megjelend elemek alapjan az aldbbi
"szotart" allithatjuk Ossze:

Egyenes vonalii mozgas — kormozgas szotar:

Egyenes vonali mozgas Kormozgas
X ®
v ®
a K

A definiciokban a szotar "egyenes" és "koOr" szavait megfeleltethetjiik, igy beszélhetiink akar
egyenletesen valtozd kormozgasrol is, ahol k=4allando, ekkor a szdgelfordulas szamithaté a mult
orai képlet leforditasaval:

¢ (1)=go o t+3-1°
o (t)=w,+K,t

Gyakorlo feladat: irjuk 4t a masik két képletet is:

Vo tv

x(t)

't+x0 -

2 2
Vi=vyt+2-a-x -
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A kormozgas jellemzdin tul a mozgas leirhato tavolsagot tartalmazo mennyiségekkel is az aldbbiak
szerint. A korvonal mentén gorbe vonalt ivhossz szamolhaté: s(¢)=R-¢(¢). A sebesség mindig
érintSiranyu lesz, a nagysaga v(¢)=R-w(t) .

A gyorsulds bonyolultabb. Egyenes vonali mozgasnal azt mondtuk, hogy a gyorsulds a sebesség
1dobeni valtozasa. Ez tovabbra is igaz, viszont ki kell egésziteniink azzal, hogy most mar nem csak
a nagysaga valtozhat a sebességnek, hanem az irdnya is. (Emlékezziink ra, hogy vektormennyiség!)

A nagysag valtozasa mindig egy érintéiranyu gyorsulaskomponenst eredményez: a.(t)=R-x(t).
Ez a komponens az eléjelétdl fliggden mutathat a koriv mentén eldre is, és hatra is.

Az irdny valtozdsa mindig a kor kozéppontja felé mutatd gyorsulaskomponens lesz, melynek
2
nagysaga: an(t)z%zwz-R

E két, egymasra merdleges komponens vektoridlis 6sszege a pont eredd gyorsulasa.

Belathato, hogy az érintéiranyu mennyiségek kozott hasonld differencialis kapcsolat van, mint a
szogelforduldshoz kapcsolodd mennyiségek, vagy az egyenes vonalu mozgas jellemzdi kozott. Az s
megtett ivhossz id6 szerinti elsé derivaltja a v sebesség, annak id6 szerinti derivaltja pedig az a,
érintdiranya gyorsulas. Kordbbi szétarunkat tehat kiegészithetnénk akéar egy tovabbi oszloppal is,
ahova ¢ harom mennyiséget irhatnank be, rdadasul az ezek kozott érvényes kapcsolat barmely
gborbevonalll mozgasra igaz lesz.

Mintapélda — 6 m gI

Egy m=1,2t tomegli személygépkocsi egy r=800m -
lekerekitési sugara dombon halad 4t alland6 v =70km/h + _ﬁ
sebességgel. Mekkora a gyorsuldsa a domb tetején? I_o_o_l a, .
Megoldas :

A jarmi egy fiiggbleges sika koriv mentén mozog.
2

A norméliranyu gyorsuléasa: a, = iranya mindig

a kor kozéppontja felé mutat, igy a domb tetején fiiggdlegesen lefelé.

19,44°
7_>

A sebesség v=70/3,6=19,44m/s , amib6l a,= a,=0,4724 m/s”

Megjegyzés: A feladatban nem foglalkoztunk azzal, hogy a jarmiire hat6 erék képesek-e ezt a mozgéast 1étrehozni, az
mar a kinetika témakorébe fog tartozni. Eléfordulhat, hogy nagy sebesség, vagy kis lekerekitési sugar esetén az
utpalyarol a jarmtre adddo erének huzoderének kellene lenni az adott mozgés eléréséhez. Ilyenkor a valésagban
megsziinik a kapcsolat, és a jarmii az utpalyatol fliggetlen palyat jar be.

Gyakorl6 példa - 6

Egy m=1,0t tomegl személygépkocsi egy »=800m
lekerekitési sugart volgyon halad at alland6 v="72km/h
sebességgel. Mekkora a gyorsulasa a volgy aljan?

Megoldas

A jarmi egy fiiggdleges siku koriv mentén mozog, sebessége V =

10
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A koriv minden pontjan a kor kdzéppontja felé mutat a normalirany gyorsuldsa. Ez az irdny a

Mekkora a nagysdga ennek a gyorsuldsnak? a,=

Mekkora az erintdiranyu gyorsulas? Miert? =

Mintapélda - 7 \&\)‘0
Mekkora az R=500m sugaru ivben allandé v=75km/h N 413/‘ """"
sebességgel halad6 jarmi gyorsuldsa? 7
Legalabb mekkora ut kell az egyenletes lassulassal valo P
megallitashoz, ha a surlddasi egylitthatd miatt a teljes Pu o
gyorsulas nem érheti el az 1,5 m/s’-t? 00,]]
Megoldas

2
Az 4llando sebesség esetén csak Aliranyt 14 lynek : =Y ira
z allando sebesség esetén csak normalirdnyl gyorsulds van, melynek nagysaga a”_R , Irdnya

a kor kozéppontja fel¢ mutat. A km/h-ban megadott sebesség m/s-ra atszadmolva:

2
v =B 20,83 m/s | ezt felhasznalva a képletben: a, :2;)(,)%3 - a,=0,8678 m/s’

36
Egyenletes lassulés esetén az érintéiranyt a, gyorsulds allandd, mig a normalirdnyt gyorsulés a
sebesség csokkenésével négyzetesen csokken (kezdeti értéke az elébb kiszamolttal azonos). A
teljes gyorsulast a két komponensbdl Pitagorasz-tétellel szamoljuk: azx)ai +ai . Ennek minden
pillanatban kisebbnek kell lennie a maximalis értéknél:

J7, 2 2, 2 2 2 2 2
a.ta,<1,5—a +a,<1,5—a.<1,5"—a,

Az utols6 egyenldtlenségnek a, legnagyobb (mar kiszamolt) értéke esetén is igaznak kell lennie,

azaz |a.|<V1,5°—0,8678°=1,223 m/s” . Mivel a kerekitést lefelé végeztiik, ezért a tovabbiakban
az egyenldtlenséget kielégitod kerekitett értékkel szamolunk.

A kiszamitott maximalis érintdirdnyu gyorsuldssal a kezdeti sebességrdl a megallasig megtett ut
(miutan e megfogalmazasbdl latszik, hogy e kérdésben nem szerepel az 1d0):

Vi=viH2:a,0so 0°=20,83°42:(=1,223).5— s=1774m

Gyakorl6 példa - 7

A

Mekkora az R=600 m sugaru ivben allandé v=100 km/h QQ:‘}?V -----
sebességgel halado jarmii gyorsuldsa? N //

A sebességet 2 masodperc alatt egyenletes gyorsulassal o

120 km/h-ra ndveljiik. Szamitsuk ki a gyorsulast a FANNVN
gyorsitasi szakasz kezdetén €s végén! \600

2

Megoldas

11
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Mekkora az allando6 sebesség m/s-ban? V=
Allandé sebességgel haladva a vizszintes sikti korpalyan milyen iranyd a gyorsulas? ..............

Mekkora ez a gyorsulas? a,=

A gyorsitas végén a sebesség m/s-ban V=

A gyorsitas id6tartamanak ismeretében szamithatd az érintdiranyu gyorsulas:
v=y,ta  t—

A teljes gyorsulés a gyorsitas kezdetén (felhasznalva az allandé sebességnél kiszamitott
normalirdnyu gyorsulast:

a,=

A teljes gyorsulés a gyorsitas végén:
a, =

Kotott palyan valé mozgas

Amennyiben a pont palyajat, lehetséges helyzeteit egy r(s) fiiggvénnyel adjuk meg, ahol az s
ivhosszparaméter egy rogzitett kezdépontbdl az adott pontig mért tdvolsdg a palya ive mentén,
akkor a pont pillanatnyi helyzetének leirasahoz elegendd az ivhosszparaméter idébeli valtozasat
megadni s(¢) alakban. A pont tovabbi mozgasjellemzdi ekkor az aldbbiak szerint alakulnak.

A sebességvektor minden pontban érintdiranyu lesz a palya gorbéjéhez viszonyitva, a sebesség
nagysaga az ivhosszparaméter id6 szerinti derivaltja, azaz v ~q (A negativ sebességérték itt azt

jelenti, hogy a palyan az s novekedésével ellenkezd irdnyba, "hatrafelé¢" mozog a test.)

A gyorsuléas lokalisan egy, a gorbéhez az adott pontban rendelhetd simulokdéron valdé mozgasnak
felel meg, igy a kormozgasnal tanultak alkalmazhatok. A gyorsulasvektor két komponensbdl all. Az
dv
dt
iranyanak valtozasidt a kormozgashoz hasonléan a normaliranyd gyorsulas fejezi ki, melynek

érintoiranyu gyorsulas a sebesség nagysaganak valtozasaval egyenld, azaz a.=——. A sebesség

2
nagysaga an:g_ , ahol v a pont sebessége, Q pedig a palya gorbiileti sugara, azaz a simulokor

sugara. E gyorsulaskomponens a palyara az adott pontban merdleges, a simulokor kozéppontja felé
mutat.

Ha a mozgast koordinatdkkal és palyaadatokkal is ismerjiik, akkor az a,,a,, a, komponensekbdl,
illetve az a., a, komponensekbdl természetesen ugyanazt a gyorsulasvektort kell megkapnunk.

12
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Merev testek

A merev testek mozgasdnak vizsgélatakor abbdl indulunk ki, hogy az egyméshoz kapcsolodo
elemien kicsiny tomegpontok halmaza. E tomegpontok egymassal is kolcsonhatasban allnak, igy a
test merev voltdnak figyelembevétele mellett mindegyik pont a rd4 hatd er6k hatdsara mozog.
Ugyanakkor az egész merev test szempontjabol az elemi pontok mozgasegyenleteinek
Osszegzésekor (integralasakor) a tomegpontok kozotti kapcsolati erdk kiejtik egymast, igy a
mozgast csak a kiilsé erdk befolyasoljak.

Merev testek kinematikaja

Ahogyan anyagi pont esetén a pont helyzetének, Uigy merev test esetén a test helyzetének
egyértelmii leirasaval kell kezdenlink a vizsgalatot. A leirast itt csak a sikbeli feladatokra
korlatozzuk, amikor minden pont egy rdgzitett sikkal parhuzamosan mozog. A merev test sikbeli
mozgasa lehet eltolodo (haladd) mozgas, lehet rogzitett tengely koriili forgo mozgas végil altalanos
sikbeli mozgas.

Eltolodo mozgas

Eltol6d6 mozgasrdl akkor beszélink, ha a merev test minden pontjdnak ugyanakkora az
elmozdulésa a kezdeti helyzetéhez képest. Ennek kdvetkezménye, hogy a test az eredeti helyzetéhez
képest nem fordul el, tovabba a sebességek és a gyorsuldsok is azonosak minden pontban. Ilyenkor
(és csak ilyenkor) beszélhetlink a merev test sebességérol.

Rogzitett tengely koriili forgo mozgas

Ha egy rogzitett, vagy fix tengely koril forog a test, akkor minden egyes pontja a tengely koriil
végez kormozgést. A kezdeti helyzethez képest minden pont szdgelforduldsa azonos, igy annak
idébeni valtozasai, azaz a szogsebesség €s a szoggyorsulds is (ezekre tehat hivatkozhatunk a merev
test mozgésjellemzdiként). Az egyes pontok sebessége és gyorsuldsa azonban a tengelytdl valo
tavolsagtol fiigg (emlékeztetdiil: v=w-r,a,=w’-r,a,=K-r ), azaz pontrol pontra valtozhat. Emiatt
forgd mozgas esetén nincs értelme a test sebességérdl beszélni.

Altalanos sikbeli mozgds

Az altalanos sikbeli mozgast mindig Osszerakhatjuk egy altalunk tetszOlegesen valasztott tengely
koriili forgd mozgésbol és a kivalasztott tengely eltoloddsaval azonos eltolodd mozgasbol. Meg kell
azonban mondanunk, hogy a test melyik pontjat tekintjiik a tengelynek, ami koriil szamitjuk az
elfordulést. Az eltolddé mozgast a tengelyként hasznalt pont eltolodésa adja meg. A kétféle mozgas
koziil csak a forgd mozgas tartalmaz szogsebességet és szoggyorsulast, igy azok nagysaga a tengely
kivélasztasatol fliggetlen lesz. Egyes pontok sebesség- €s gyorsuldsvektorait a haladd és a forgod
mozgasbol szamitott értékek vektorialis 0sszegzésével tudjuk meghatarozni.

A tengely pontjanak tetszOleges pont valaszthatdo (akdr egy, a testhez képzeletben mereven
hozzékapcsolt kiilsé pont is). A gyakorlatban azonban altalaban két kitiintetett pont valamelyikét
hasznaljuk. Az egyik ilyen a fest sulypontja, a masik pedig a test egy olyan pontja, amelyiknek az
adott pillanatban nulla a sebessége. Ez utobbi pontot a test pillanatnyi forgaskozéppontjanak
nevezzik.

Mivel a pillanatnyi forgaskdzéppontnak a sebessége nulla, ezért a tobbi pont sebességének
szamitasahoz az eltoldédd mozgasbol szdrmazod komponens nulla lesz, csak a forgd mozgas hatasat
kell figyelembe venniink. (A gyorsuldsokra azonban ez nem feltétlenil igaz.) Az egyes pontok
sebességének nagysaga tehdt csak a pillanatnyr forgaskozépponttdl vald tavolsagtol és a
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szogsebességtol fligg, a sebességek irdnya mindig a pontot a pillanatnyi forgaskdzépponttal
0sszekotd sugarra merdleges. Ennek kovetkezménye, hogy ha a merev test két altalanos pontja
sebességének iranyat ismerjiik, akkor az egyes pontokban a sebességekre merdleges egyenesek
megrajzolasaval a két egyenes metszéspontja megadja a pillanatnyi forgaskdzéppont helyét.

Mintapélda — 1
Egy falnak tdmasztott, /=4 m hossziisagu létra lecsuszik

a fal mentén. A csuszas egy pillanatdban a létra a vizszintessel
a.=50° szdget zar be. E pillanatban az als6 végpont sebessége

v,=2m/s, gyorsulasa a,=0,5m/ s* (mindkettd a faltol elfelé mutat).

Mekkora a fallal érintkezd legfelsd pont sebessége és gyorsulasa
ugyanebben a pillanatban?

Megoldas

A falhoz ér6 pont sebességét a talppont eltoldéddé mozgasabol €s az
a koriili elfordulasbol irhatjuk fel vizszintes és fiiggdleges
komponensekre kiilon-kiilon. A két komponenst lathatjuk a
jobboldali abran is. Mivel végig ¢érintkezik a fallal, ezért a
vizszintes komponensek 0sszegének nullanak kell lennie:

v, =—V,tw-/-sina=0

Amibé] a 1étra szogsebessége: m=0,6527rad/s()

A sebesség fiiggdleges komponense egyben a keresett sebesség:

v, =0+w-I-cos 0— v, =1,678m/s (! )

A falhoz ér6 pont gyorsulasat a talppont eltolddé mozgéasabdl és az
a koriili elfordulasbol irhatjuk fel vizszintes ¢és fiiggdleges
komponensekre kiilon-kiilon. Ennek harom komponensét lathatjuk
a jobboldali &bran is. Mivel végig érintkezik a fallal, ezért a
vizszintes komponensek 0sszegének nullanak kell lennie:

. 2
a,=—ay+K-[-sino—w"/-cosa=0

Amibdl a létra szdggyorsulasa: «=0,5206rad/s’( )

A gyorsulas fiiggdleges komponense egyben a keresett gyorsulas:
a,=0—K-l-cosa—w™I-sina—  a,=—2,644m/s’(l )

A sebesség meghatarozasa a pillanatnyi  forgaskozéppont
segitségeével:

A pillanatnyi forgaskdzéppont a forgd mozgast végzd merev testhez
mereven kapcsolédd olyan pont, melynek sebessége zérus. A test
barmely pontjdban a sebességvektor az ebbe a kozéppontba mutatd
iranyra merdleges, nagysaga a tdvolsag és a szogsebesség szorzata.

Esetiinkben a két végpont sebességének az iranyat ismerve a pillanatnyi
forgaskozéppontnak az o és az f'egyenesen is rajta kell lennie, emiatt:
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vo=wl/sina, v,=w/cosa

v % v . _—y .
Ebbsl: —=—"——y,=—", ami azonos a korabbi eredménnyel.
SINX  COS X tg o

Gyakorl6 példa — 1

Adott az R=0,5 m sugaru kerék szdgsebessége, szoggyorsulasa,
valamint stlypontjanak sebessége ¢s gyorsulasa.

Szamitsuk ki a folddel érintkez6 pont és az 4 pont sebességét,
valamint a B pont gyorsulasat!

w=3rad/s, kx=1,6rad/s” vy=1,2m/s, ag=2,2m/s"
Megoldas

A sebességeket a sulypont sebességébdl, mint haladé mozgasbol €s az a koriili @ szdogsebességli
forgasbol szamoljuk. A talppontra:

V.=
V,=

Az A pontra:

A gyorsulads komponenseit a sulypont gyorsuldsdbol, mint haladé mozgasbodl és az a koriilli ®
szOgsebességll és K szoggyorsulasu forgasbol szamoljuk:

Az eltolodd és a rogzitett tengely koriili forgd mozgas természetesen csak specidlis esetei az
altalanos sikbeli mozgésnak. Eszerint a rogzitett tengely koriili forgd mozgés egy olyan mozgas,
ahol a pillanatnyi forgaskozéppont mindig a fix tengelyre esik. A halad6 mozgas esetén az
elfordulds, a szogsebesség és a szoggyorsulds nulla, emiatt ebben a kivételes esetben nincs
pillanatnyi forgaskoézéppont.
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Newton mozgastorvényei

A tovabbiakban a mozgés okat is vizsgaljuk, azaz kinetikai feladatokat oldunk meg.

Emlékeztet6iill Newton harom mozgastorvénye (ami valdjaban axidoma, de az altalunk hasznalt
mérettartomanyokban térvényként hivatkozhatunk rajuk):

1. Egy anyagi pont megérzi egyenes vonalu egyenletes mozgasat, vagy nyugalmi helyzetét,
amig egy masik test vagy mez6 mozgasallapotanak megvaltoztatdsara nem kényszeriti.

2. Egy anyagi pontra hat6 er6 altal okozott gyorsulds az erfvel azonos iranyu, a két mennyiség
kozott az aranyossagi tényezo a tdmegpont tehetetlen tomege. (F=m a)

3. Két test kolcsonhatdsa sordn az egymasra kifejtett er6k azonos nagysdguak, kozos
hatadsvonaluak ¢és ellentétes iranytiak. (Hatds-ellenhatas torvénye.)

Newton tovabbi folyomanyokat fiizott a torvényeihez. Ezekre az akkoriban még nem rendelkezésre
allo muveletek megoldasédhoz volt sziikség, itt nem soroljuk fel dket.

Tovébbra is csak anyagi pontokrol beszéliink, igy barmely a pontra hat6 erd hatasvonala dtmegy a
ponton. Ezért a mozgés tetszéleges pillanataban felvehetiink egy xyz koordinata-rendszert, aminek
az origdja abban a pillanatban éppen a pont helye. fgy tobb erd hatisat az erék vektorialis
Osszegzése alapjan vizsgalhatjuk.

Itt és most csak a masodik mozgastorvényt hasznaljuk. Altalaban kétféle feladat fordulhat el
(minden irdnyban). Vagy ismerjiik a testre hatd erdket kiilon-kiilon, és ebbdl kell a mozgésat
meghataroznunk, vagy pedig arra vagyunk kivancsiak, hogy milyen erdket kell ahhoz
mikddtetniink, hogy egy bizonyos mozgast elérjiink. ElI6bbi esetben az F=m-a vektoregyenlet bal
oldaldn levd erdket kell 0sszegezniink, amibdl iranyonként ki tudjuk szamitani a gyorsulasokat,
illetve azokbol és a kezdeti sebességkomponensekbdl és helyvektorbdl a pont helyzetét. Utdbbi
esetben a mozgasjellemzOkbdl a gyorsulast, majd az F=m-a vektoregyenlet bal oldalan szerepld
ismeretlen erdkomponenseket kell meghataroznunk. A statikai feladatokban nincs mozgas, igy
nincsen gyorsulds sem, ezért a statikai feladatok mindig a mésodik csoportba tartoznak.

Amikor a gyorsulds ismeretében szamolunk erdket, az eléirt mozgashoz mindig tartozik valamilyen
kinematikai kényszer. Ez a kényszer azt jelenti, hogy a test mozgdsa valamilyen iranyban
korlatozott. Ezt a korlatozast egy (késébb majd ugy mondjuk, hogy a meggatolt elmozdulassal
munkakompatibilis, azaz azon munkat végezni képes) ismeretlen nagysagu erd hozza létre.

Amennyiben egy testre tobb erd hat egyszerre, azokat eggyiittesen erdrendszernek nevezziik. Azt az
egyetlen erét, amely ugyanazon az anyagi ponton ugyanolyan gyorsuldst hoz létre, mint egy
erérendszer, az erérendszer ereddjének nevezziik. Az eredd tulajdonsaga, hogy az altala 1étrehozott
gyorsulds megegyezik az erdrendszer erdi altal kiilon-kiilon létrehozott gyorsuldasok vektoridlis
Osszegével.

Csuszo surlodds

Amennyiben két érintkez6 sikfeliilet egymashoz képest elmozdul, akkor az §sszenyomott feliileten
a két érintkezd test kozott atadddo erdt két részre tudjuk bontani. A feliilet sikjara merdleges erdt
szoritderdnek nevezziik (jele N, ennek az erének természetesen nyomoerdnek kell lennie), a sikkal
parhuzamos komponenst pedig strlodasi erdnek nevezziik (jele Fs). Ennek a két erének a
hanyadosa a (csuszo6) surlodasi tényezé, jele U (mii), szamitasi modja W=F¢/N . Bar a sarlodas és
a surlodasi tényezd kezelésére sokféle modell 1étezik, mi csak olyan egyszeri modellt hasznalunk,

ahol a p értéke allando (a szoritoerdtdl €s a feliiletek relativ sebességétdl fiiggetlen). Ezt a modellt
Coulomb-féle szaraz surlédasnak nevezziik.
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Mintapélda — 2
Vizszintes palyan mekkora ton tudjuk felgyorsitani

allo helyzetb6l 13 m/s sebességre az m=50kg tomegii
testet az F'=200N nagysagu vizszintes erdvel, ha a

csuszo surlodasi egyiitthatd uw=0,1? Y X \\ "
Megoldas

Az édbran felrajzoltuk a testre hat6 6sszes erot.

A sulyer6: m-g=50-9,81=490,5N , lefelé mutat. Az F nyomoberd
jobbra, az N szoritoerd felfelé. A gyorsitas esetén a gyorsulasnak és az
elindulés pillanatat kdvetden a test sebességének jobbra kell mutatnia,
ezért a testre hatd Fis surlodasi erd balra mutat. Mivel a test vizszintes
uton mozog, ezért a sebessége €és a gyorsuldsa is vizszintes lesz

fliggbleges komponensek nélkiill. Newton masodik térvényének
megfelelden tehat:

Z F..F-F&=m-a,
Z F,:N-m-g=m0
A masodik egyenletb6l N=m-g=490,5N
A surlodasi feltétel alapjan Fg=w-N=0,1-490,5=49,05N

Ezt felhasznalva a vizszintes egyenletben: 200—49,05=50-a,— 4, =+3,019m/s’(—)

A pozitiv eléjel azt jelenti, hogy a feltételezett iranyba mutat a gyorsulds. (Mivel cstszast
feltételeztiink, a negativ eldjel egészen mast jelentene. Otszor ekkora strlodasi egyiitthatd mellett az 4116 helyzetbdl
inditott testre kiszamolhatd balra mutaté gyorsulas mellett a sebesség is balra mutatna, ami miatt a sirlodasi erd
iranya megfordulna, ett6l azonban a vizszintes egyenletiink és annak megoldasa is megvaltozna. Ez ellentmondasra
vezetne, aminek az az oka, hogy a nagy strlodas miatt a test valojaban nem mozdulna meg, a gyorsuldsa lenne nulla,
a surlodasi erd pedig az egyenstlyhoz éppen sziikséges értéket venné fel. Ha viszont mar mozogna, akkor
elképzelhetd jobbra mutatd sebesség, de a balra mutat6 gyorsulas miatt az csokkenne.)

Ezutan kovetkezik a feladat kinematikai részének megoldasa. A gyorsulas allando, igy az egyenes
vonalu egyenletesen valtozd mozgas megfeleld képletét hasznalhatjuk:

Vi=ve42-a,-x—13"=0"42-3,019-x
Ennek megoldasabol a gyorsitashoz sziikséges ut: x=27,99m .
Gyakorl6 példa — 2

Vizszintes iton mennyi id6 alatt tudjuk lefékezni Vo
allo helyzetbe a 13 m/s kezdeti sebességii m=50kg

tomegt testet az F'=200 N nagysagu vizszintes erével,

y
ha a csuszo surlodasi egyiitthato u=0,17? pX \\ m
Megoldas

A feladat megoldasahoz ki kell szdmolnunk a test gyorsulasat, majd abbol a megéllashoz
sziikséges 1dot.

Rajzoljuk fel a testre hatd dsszes erdt:

(A surlddasi erd iranyanal vegyiik figyelembe a mozgéas pillanatnyi irdnyat!)
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Az erdk koziil az 6nsuly a tdmegbdl szamithato, ismert:
m-g=

A test gyorsulasanak komponensei:

a y — a vizszintes komponens feltételezett iranya: ( )

Irjuk fel Newton masodik tv.-ének skalaregyenleteit (amelyiket lehet, azt mindjart oldjuk is meg):

ZFiy:
ZFZ.X:

A szoritder6 ismeretében szamitsuk ki a surlodasi erot:
F ¢=

Ezt felhasznalva a vizszintes irdnyhoz tartozo egyenlet:

A kezdeti és végsebességet, az id6t valamint a gyorsulést tartalmazé képlet:

Behelyettesitve:

Mintapélda — 3

Egy m=15kg tomegl testet vizszintes, F'=120 N nagysagt
er6vel vontatunk felfelé az a=30° hajlasszogii emelkedon.
A test sebessége az emelkedd aljan v,=3 m/s. Mekkora lesz F

a test sebessége a 10 m hosszu emelkedd tetején?
(A surlodast elhanyagolhatjuk.)
Megoldas
Az dbran felrajzoltuk a testre hato 6sszes erot.
A sulyeré: m-g=15-9,81=147,2N , lefelé mutat. Az F huzderd F
jobbra, az N szoritoerd balra-felfelé. Mivel a test az emelkeddvel \
N

parhuzamosan mozog, ezért a sebessége és a gyorsuldsa is
parhuzamos lesz az emelkeddvel. Newton masodik torvényét
felirhatjuk szokés szerint vizszintes és fliggdleges iranyban:

Z F,:F—N-sino=m-a-cosa
Z F,:—m-g+N-cosa=m-a-sina
vagy az emelkeddre merdleges és azzal parhuzamos irdnyban:
Z F,.:m-g-coso—N+F-sina=m-0
Z F,,:—m-g-sina+F-cosa=m-a
A négy egyenlet koziil csak kettdre van sziikséglink. Latszik, hogy az elsé két egyenlet
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mindegyikében szerepel mindkét ismeretlen, mig a masodik két egyenletbdl képzett
egyenletrendszer szétesik egyismeretlenesekre. Ennek az a valdés oka, hogy az egyik a
gyorsulasra, a masik a szoritoerére merdleges irdnyl egyenlet, igy rendre csak a masik ismeretlen
marad benne. Természetesen barmelyik két egyenletbdl ugyanazt a megoldast kell kapjuk, de
most a legegyszeriibb az utols6t megoldani:  —147,2-sin30°+120-cos30°=15-a—
a=2,022m/s*(/ ).
Ezzel az allando6 gyorsulassal a keresett sebesség:

V=3%42.2,022-10- v=7,031m/s(/)
Megjegyzés 1: a gyokvonas miatt a matematikai problémanak lehetett volna -7,031 nagysagti megoldasa is, ehhez
azonban negativ id6 tartozott volna, ami kiviil van a feladat értelmezési tartomanyan.

Megjegyzés 2: ha nem hanyagoltuk volna el a strlodast, akkor az is megjelent volna az egyenletekben, kivéve a
lejtére merbleges iranyut, ezért abbol a szoritderdt ugyanigy tudtuk volna szamolni, majd a parhuzamos egyenletben
mar az abbdl szamitott surlodasi erét felhasznalhattuk volna. Ilyen esetben azonban a negativ gydk a sebességnél
nem csak az idé miatt lenne fizikailag nem elfogadhaté6 megoldds, hanem azért is, mert ahhoz a sebességhez mas
iranyu surlddasi erd, igy mas gyorsulas tartozna.

Gyakorl6 példa — 3
Egy m=15kg tomegii test az o =30 ° hajlasszogi lejton
csuszik lefelé v,=7m/s kezdeti sebességgel. A testet egy

vizszintes, F'=120N nagysagu erdvel lassitjuk.
Mekkora uton all meg a test?
(A csuszo surlodasi egyiitthatdo u=0,15.)

Megoldas

A feladat megoldasdhoz ki kell szdmolnunk a test gyorsuldsat, majd abbol a megallashoz
sziikséges utat.

Rajzoljuk fel a testre hatd dsszes erdt:
(A surlodasi erd iranyanal vegyiik figyelembe a mozgas
pillanatnyi irdnyat!)

Az er6k koziil az 6nsuly ismert, a tomegbdl szamithato:

m-g=

Irjuk fel Newton masodik torvényének négy lehetséges skalaregyenletét:

2 Fy
2 Fy
ZFZ.,:
ZFZ.\:

Az egyismeretlenes egyenletet oldjuk meg:

N=
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A szoritoerd ismeretében szamitsuk ki a surlodasi erét:
F o=

Mar csak egyetlen ismeretlen maradt, ezt szamoljuk ki valamelyik egyenlet megoldasaval:

A kezdeti és végsebességet, a megtett utat valamint a gyorsulast tartalmazo képlet:

Behelyettesitve:

Newton mozgastorvényeinek alkalmazasa sikbeli feladatokra

Ezen az 6ran anyagi pontra hat6 erdk ereddjének, az azok altal Iétrehozott gyorsulasoknak, illetve a
gyorsulast meggatld er6knek a szamitasat fogjuk elvégezni. Az el6z0 orai feladatokhoz képest annyi
kiilonbség lesz, hogy az egyenes vonali mozgas helyett altalanos sikbeli mozgast végezhet az
anyagi pont.

Mintapélda — 4
Szamitsuk ki az anyagi pontnak tekinthetd elhajitott
testre hato erdket, ha a 1égellenallast elhanyagoljuk!
Megoldas

Mivel a légellenallast elhanyagoljuk, az anyagi pontra hato egyetlen m-g
erd a gravitacios erd lesz, ami lefelé hat, nagysaga m-g .

<

Ez az er6 mindig fliggélegesen lefelé mutat, €s nagysaga az m
tehetetlen tomegtdl, valamint a g gravitacids gyorsulastol fligg.

Ut6bbi helytdl és id6td] fiiggd mennyiség, ebben a targyban hasznéljuk mindig a g=9,81m/s’
értéket!

Gyakorl6 példa — 4

Hatarozzuk meg az agyubdl kilott 16vedékre hato erdk

ereddjét. A 1ovedék egy 25 cm atmérdjii tomor acél gomb,

stirlisége o= 7850 kg/m’, a 1égellenallast elhanyagoljuk!
Megoldas

A légellenallas elhanyagoljuk. Milyen erdt (erdket) kell figyelembe venniink?

Az erdé(k) nagysaga:

4 3
Mekkora a gomb térfogata? V' = 3— TR =
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Alovedek tomege: m=Q- V=

A lovedekre hat6 gravitacios eré: m-g =

Mintapélda — 5
Siugro az elugrést kdvetden a vizszinteshez képes

lefelé a=7° szogben v=90km/h sebességgel repiil.
A légellenallas a sebességgel ellenkezd iranyban egy

c- Av’-0 nagysagu erd, ahol ¢-4=0,3m’ az alaktol és
kiterjedéstd] fiiggd tényezd, o=1,3kg/m’ a levegd siirtisége.
Szamitsuk ki az ugréra hat6 erdk ereddjét és pillanatnyi
gyorsulasat az elugras pillanataban, ha a tomege m="75 kg!

Megoldas

Az &bran vazolt elugrasi helyzetben a jobb oldali abra szerint két erd
hat az ugroéra. A gravitacios eré: G=m-g=75-9,81=735,8N(l ).

A légellenallasbol szarmazo erd:

2
E= 0,3~(&) 1,3=2438N(\)

3,6
Az ugrora hato erék ereddje:
0 n —243,8-0'057o L, p— —242.0 N
—735,8 243,8-sin7° —706,1
Az ered6 nagysaga: |R|=4242,0°+706,1°-> R=746,4N(< ),
6,1
242.0

A gyorsulast szamolhatjuk a testre hat6 erdk ered6jébol. Eszerint az R=m-a vektoregyenlet

alapjan a gyorsulds vektora balra lefelé mutat, a vizszintessel 71,08°-ot zar be, a nagysaga pedig:

R=G+E=

vizszintessel bezart hajlasszoge: tg o= — 0,=71,08°

746,4=75-a— q=9,952m/s’

A kordbban kiszamitott ereddé nélkiil kozvetleniil is szamolhatjuk a gyorsuldsvektor
komponenseit, ehhez a vektoregyenlet két vetiiletét kell felirnunk, célszeriien egy vizszintes és
egy fuggbleges iranyut. Egy-egy egyenleten beliil a pozitiv iranyt szabadon vehetjiik fel, szokésos
a pozitiv koordinatatengely irdnyat, vagy a gyorsulds iranyat pozitivnak valasztani és a tobbi elem
eldjelét ennek megfelelden felirni. (Dinamikai feladatoknal utébbi elvnek az az eldnye, hogy az
egyenldségjel utdn nem tudunk elfelejtkezni az utolsé elem eldjelérdl.) Esetiinkben tegyiik fel,
hogy a fiiggbleges gyorsulas lefelé, a vizszintes jobbra mutat, €s irjuk fel a vetiileti egyenleteket
ennek megfelelden:

D F,:7358-2438:sin7°=75a, - a,=9,415m/s’(L )

D F, :0-2438-cos7°=75-a, — a,=—3226m/s*(<)

az egyenletek megoldéasaval kapott eredmény eldjele mindig arra utal, hogy a feltételezettel
megegyez0, vagy ellenkezd irdnyl-e a mennyiség tényleges iranya. Ennek megfeleléen az eredd
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gyorsulas balra-lefelé¢ mutat, ezt jeleztiik az eredmények mogotti zardjelben.

A komponensekbdl Pitagorasz-tétellel ¢és egy tangens-fliggvénnyel az eldzdvel azonos
eredményeket kapunk.

Gyakorl6 példa — 5

Egy siugr6 sebessége a foldetérés elétti pillanatban a=22°

szoget zar be a vizszintessel, nagysaga v=84km/h. A 1égellenallés

a sebességgel ellenkezd iranyban ¢-A4-v’o, ahol ¢-4=0,25m" az
alaktol és kiterjedéstdl fiiggd tényez6, o=1,3kg/m’ a levegd stirlisége.
Szamitsuk ki az ugréra hat6 erdk ereddjét és a pillanatnyi

gyorsulasat, ha a tomege m="75kg!

Megoldas
A jobb oldali abran lathato a vizsgalt pillanatban az ugré sebességvektora.
Rajzoljuk be sielére hato két erdt:

-a fliggbleges G sulyerdt, y

-a légellenallas E erejét.

<

A stlyerd nagysaga: (G =
A sebesség m/s-ban: V=

A légellenallas: E=

Az ugréra hato erdk ereddje a két erd osszege R=G+E . Irjuk fel a vektoregyenlet vizszintes és
fliggdleges vetiileti egyenletét, majd oldjuk is meg (R komponenseit a koordinatatengelyek pozitiv
iranyaiba mutatonak tételezziik fel, ezért az eldjeleik pozitivak):

Z Fix:
Z Fiy:

Az ered6 nagysaga: p—./p? +R’— X
x y

vizszintessel bezart hajlasszoge: tg Op=

A gyorsulast a G+E=m-a vektoregyenlet két vetiiletébodl irhatjuk fel. Az a gyorsulds két
komponensének irdnya megegyezik az eredd két komponensének iranyéaval, azaz lefelé és balra
mutat. [rjuk fel a vetiileti egyenleteket ilyen pozitiv iranyokkal:

ZFN:

10
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ZFz%—:

A két egyenletet kiilon-kiilon megoldva (a zardjelben jeldljiik a tényleges irdnyt):
a y = ax _=
E két komponensbdl a gyorsulas nagysaga:

a— y
iranya: tg oL =

Ellen6rz6 kérdés: A teljes gyorsuldst létrehozo erd egyenlé-e a testre hatdé erdk korabban
kiszamitott ereddjével?: m-q =

Tapado surlodas

Bizonyos esetekben az érintkezd testek az érintkezési pontban nem mozdulnak el egymashoz képest
az ¢érintkezési feliilettel parhuzamosan (nem csuszik el egymason a két érintkez6 feliilet). Ezt a
tapadd surlodas okozza, melynek modellezésére a legegyszerlibb, Coulomb-féle szaraz surlodast
fogjuk hasznalni. Eszerint a két feliilet mindaddig nem csuszik el egymason, amig a surlodasi erd
nagysaganak €s a szoritderd nagysaganak a hdnyadosa nem éri el a surlodasi egyiitthatod értékét,
azaz képletszeriien |Fgl/N<w . (Vagy més szavakkal kifejezve: amig a strlodasi eré nem éri el a
surlodasi egyiitthato és a szoritderé nagysaganak szorzatat, azaz |Fg<uN ) A tapado surlodasi erd
iranya mindig olyan, hogy a hidnydban kialakuld6 mozgast gatolja meg, ezért mindaddig, amig a
hatarértékét nem éri el, egy szabad ismeretlenként tekinthetiink ra. A megcsuszas elkeriiléséhez
szlikséges surlodasi egyiitthatd értékét az egyenlétlenségbdl tudjuk meghatarozni.

Kozati jarmiivek mozgasanak vizsgalatakor a mozgés iranyaba a kerekek gordiilésével jut a jarmi.
Ennek dinamikdjaval itt kiilon nem foglalkozunk, ugyanakkor kiemeljiik, hogy a kerekekrdl
atadodo surlodasi erének tapadasi surlodasi erdnek kell maradnia annak érdekében, hogy a mozgast
ne a jarmi tehetetlen tdmege és a sebességgel ellentétes irdnyu cstisz6 surlodas befolyasolja, hanem
a jarmi vezetdje (elobbire altalaban nincs elég hely az utakon).

Mintapélda — 6
Az anyagi pontnak tekinthetd m=1,5t tomegii /O)V """"
\] .

jarmi v =90km/h sebességgel halad az R=600m
sugaru ivben.

Hatarozzuk meg a jarmiire hat6 erdket! N
Elegendd-e a fenti mozgashoz a u=0,2 nagysagu N\

g 2 u=0,2 nagysag 0,22
tapadasi surlodasi tényezo?
Megoldas

A megoldas harom 1épésbdl 4ll.

El6szor meg kell hataroznunk a test gyorsulasanak komponenseit, majd a testre hatdé erdk
segitségével Newton masodik torvényét felirva az ismeretlen erdket tudjuk kiszamolni. Végiil a
surlodasi feltételt hasznalhatjuk az utolsé kérdés eldontéséhez.

11
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Gyorsulasok

Mivel a test a vizszintes siku korpalyan mozog allando sebességgel, ezért a fiiggdleges gyorsulasa
nulla, és az érintdirdnyll gyorsuldsa is az. Az egyetlen nemzérus komponens a kor kdzéppontja
felé mutatd normalirdnyt gyorsulas:

v’ _(90/3,6) 25

== =1,042m/s’
GE R T 600 60 042

Erék

A testre 0sszesen harom komponenssel megadhat6 erd hat. A gravitacios erd fiiggdlegesen lefelé
hat, nagysaga: m-g=1,5-9,81—» m-g=14,72kN .

Az utpalyarol a testre atadodo erd fliggdleges komponensét jeldljiik N-nel, ez az erd felfelé fog
mutatni. Newton masodik torvényének fiiggdleges iranyu vetiileti egyenlete: m-g—N =m-0 alaka
lesz. (Itt a lefelé mutatd erd eldjelét pozitivnak, a felfelé mutatd erd eldjelét negativnak irtuk, a
jobb oldali 0 a kordbban mar megéallapitott fiiggdleges gyorsulds.) Ennek megoldasaként:

N=m-g— N=14,72kN (A pozitiv eldjel azt jelenti, hogy az er6 valoban felfel¢ mutat.)

Az utpalyarol a testre atadédd erd vizszintes komponense az tUtpalya €s a jarmi kozotti
surlodasbol szarmazik, ezért F'g-sel jeloljik. Mivel ez az egyetlen vizszintes erd, ezért ennek

iranya meg kell, hogy egyezzen a gyorsulds irdnydval, azaz a kor kozepe felé (befel¢) mutat.
Newton masodik torvényének ilyen iranyu vetiiletét felirva:

Fy=m-a,=1,5-1,02— F=1,563kN

Kiemeljiik, hogy az utpalyarol atadoédo erdk a jarmi és az utpalya kozotti kdlesonhatas miatt alakultak ki. Newton
harmadik térvénye alapjan az utpalyara az N-nel és Fi-sel jelolt erdk ellentettjei hatnak, azaz egy lefelé mutato 14,72
kN nagysagu és egy, a korivre merdleges, kifelé mutato, 1,563 kN nagysagu erd.
Fentieket tapado strlodas feltételezése mellett szamoltuk ki. Az adott szoritoerd mellett a
strlodasi er6 maximalis értéke: F¢“=u-N=0,2-14,72=2,944kN . Mivel a kérdéses mozgas
kialakulasahoz ennél kisebb surlodasi erd sziikséges (1,563<2,944), ezért az utolso kérdésre a
valasz: igen, elegendod.

. , . 1,563
Utobbi kérdés eldontéséhez kiszamolhattuk volna az F¢/ N hanyadost is: m=0,1062 .Ez a
szamérték kisebb kell legyen, mint a tapadasi surlodéasi egyiitthatd. Mivel ez teljesiil
(0,1062<0,2), ezért a valasz ezzel a megkdzelitéssel is ugyanaz lesz.

Gyakorl6 példa — 6

Az anyagi pontnak tekinthetd m=1,8 t tomegli /%Q‘/; --------
Jjarmi v =30 m/s sebességgel halad az R=500m N s/

sugart ivben, vizszintes iton. A

A jarmi fékez és egyenletes lassulassal =8 s alatt megall. SN
Hatdrozzuk meg a jarmiire a fékezés kezdetekor hat6 erdket! \500
Elegendé-e a jarmli megallitasdhoz a w=0,4 nagysagu 2
surlodasi egyiitthatd?
Megoldas

A megoldas sordn a gyorsulasokat, majd az erdket kell meghataroznunk, végiil a surlodasi feltételt
ellendrizniink.

12
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Gyorsulasok

Mekkora a jarmi fiiggdleges irdnyu gyorsuldsa?

Mekkora az érintdirdnyu gyorsulds?

Mekkora a normalirdnyt gyorsulas a fékezés kezdetekor? a,=

Ekkor a jarmi teljes vizszintes gyorsulasa:

a=
Erok

A jarmiire hat6 erdk koziil melyiknek van fliggéleges komponense? ...........cccvevveeiieninennen.
A jarmi sulya: m g=

Newton masodik torvénye alapjan a fiiggdleges vetiileti egyenlet:

Vizszintes iranyban egyetlen erd hat a testre, a sirlodasi erd.

Newton masodik torvényébdl a gyorsulassal megegyezd iranyban felirt skalaregyenlet:
F =
Az adott tapad6 surlodasi egyiitthatd esetén mekkora a surlodasi eré maximalis értéke?
max
F s M : N —

Ezt 6sszehasonlitva az eldirt mozgéashoz sziikséges surlddasi erdvel elegendd a megadott surlodasi
tényez0?

Mintapélda — 7

Egy m=10kg tomegi testet egy /=1,3m hosszl
kotellel fiiggdleges sikban korbeforgatunk. Miutan
a test elhagyja az als6 holtpontot és a kotél a
fliggdlegessel ¢ =10 °-os szdget zar be, a test
sebessége v=15m/s.

Szamitsuk ki ebben a pillanatban a test gyorsulasat
és a kotélerdt!

Szamitsuk ki a kormozgas hidnyzo jellemzdit!

13
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Megoldas

A kérdésben szerepld helyzetben az abran kirajzolt két er6 hat a testre, a
gravitaciobol szarmazo sulyerd és a kotélerd. Elobbi fiiggdlegesen lefelé mutat,
nagysaga G=m-g=98 1N. A kotéler6 mindig kotéliranyl, ezért az a kor
kozéppontja felé mutat, nagysaga ismeretlen, S. E két erd egyiittesen hozza 1étre a
kormozgashoz sziikséges gyorsuldasokat, a normal- és az érintirdnyu
komponenst, melyeket az dbran szaggatott vonallal rajzoltunk meg.

A normaliranyu gyorsulés értéke:
2 2
v: 15 2
a,=—=——=173,1m/s
"R 13
Az érintdiranyu gyorsulds ismeretlen, feltételezett irdnya az abra szerinti.

Newton masodik torvénye alapjan két fliggetlen vetiileti egyenletet kell felirnunk. Ezek
lehetnének a szokasos fiiggdleges és vizszintes egyenletek:

Z F,:S-cos10 °—98,1=10-(173,1-cos 10°+a_-sin 10°)
> F,:S-sin10°+0=10-(173,1-sin 10°—a_-cos 10°)

de hasznéalhatunk ferde koordinata-rendszert is, ahol az egyik egyenlet sugéariranyu (jobbra-fel
pozitiv), a masik pedig érintdiranyu (balra fel pozitiv):

D> F,:5-98,1-cos10°=10-173,1
> F,:0-98,1-sin10°=10-a,

A négy felirt egyenletbdl barmelyik kettd ugyanazt a megoldast szolgéltatja, a legegyszeriibb
dolgunk az utolso6 kettdvel van, hiszen azok egyismeretlenes egyenletek. Ezekbdl:

S=1828N , a,=—1,703m/s*(\)

A kormozgas hianyzo jellemzdi a szogsebesség €s a szoggyorsulds. Eldbbit a sebesség és a
korpalya sugaranak segitségével szamolhatjuk, az irdnyt szemléletbdl eldontve:

w=v/[=11,54rad/s (")

A szdggyorsulast az érintdirdnyl gyorsuldsbol €s a korpalya sugarabdl szamoljuk. A gyorsulas
irdanya miatt a szoggyorsuldsnak "hatrafelé¢" kell mutatnia, azaz az Oramutatd jardsaval
ellenkezdleg:

k=a./1=1,31rad/s’(")

Gyakorl6 példa — 7

Egy m=10kg tomegi testet egy /=1,3 m hossza

kotéllel fiiggdleges sikban korbeforgatunk. Mieldtt

a test eléri a felsd holtpontot és a kotél a fiiggdlegessel

¢ =10 °-o0s szdget zar be, a test szogsebessége w =6 rad/s.
Szamitsuk ki ebben a pillanatban a test szoggyorsulasat
¢s a kotélerdt!

Szamitsuk ki a pont sebességét ebben a helyzetben!
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Megoldas
Els6 1épésként készitsiink egy vazlatot a korpalyan mozgo
testrél. Rajzoljuk be a testre hato erdket:
-a G sulyero6t,
-az S kotélerot,
¢s a gyorsulas két komponensét: )
-a normaliranyt komponenst ( 4, ),
-az érintéiranyt komponens ( a. ).

Fenti négy mennyiségbdl ismert, vagy kozvetleniil kiszdmolhato:
-a suly: G=m g=
(e , 2
-a normaliranyu gyorsulas: a,=w - /=

A két ismeretlen koziil a kotélerét a feladat kérdezi, az érintdirdnytl gyorsulas kozvetlen
kapcsolatban van a szoggyorsulassal: = , azaz eldbbi ismeretében a masik
kérdést is meg tudjuk valaszolni.

A két ismeretlen meghatarozasahoz az R=m-a vektoregyenlet két vetiileti irdnyt skalarvaltozatat
kell felirnunk és megoldanunk. Ezeket valaszthatjuk a vizszintes, a fliggdleges, a kotéliranyu €s az
érintdiranyu egyenletek kozil. Itt most felirjuk mind a négyet, de mivel a megoldashoz célszeriien
egyismeretlenes egyenleteket akarunk majd megoldani, ezért mindegyik egyenlet felirasa elott
vegylik szdmba, hogy az ismeretlenek (S és a. ) koziil melyik nem kertiil bele az adott egyenletbe,

¢s melyik igen.

Vizszintes vetiileti egyenletbdl kimarad:.................... , bekeriili......coocoeennins
Z F i —>:

Fiiggbleges vetiileti egyenletbdl kimarad...................... , bekertil:......ocoooeeiis
Z LT

Kotéliranyu vetiileti egyenletbdl kimarad...................... , bekerlli..................
S F.

Erintéiranyt vetiileti egyenletbdl kimarad:..................... , bekeril:.....................

> F
Oldjuk meg a két legegyszertibb egyenletet:
S=
at = — K=

Megjegyzés: A kotélerd negativ eldjele nyomott kotelet jelentene. Ilyen a valosagban nem fordulhat eld, ezért vagy
nagyobb sebességgel kellene forgatni a testet, vagy a kotél helyett egy rudat hasznalni.

A vizsgalt pillanatban a sebesség: V=] =

15
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Egyensulyozas

Adott erdk altal 1étrehozott gyorsuldsok szamitasa mellett a masik lehetséges feladat
az, amikor valamilyen altalunk kivant gyorsulast létrehozd erd(k) nagysagat
keressiik. Ennek specidlis esete, amikor az eldirt gyorsulds zérus (azaz Newton
masodik térvényének jobb oldaldn zérus szerepel). Ha a kezdeti sebesség is nulla,
akkor a vizsgalt test nyugalomban marad, egyensulyban lesz. Epp ezért az ilyen
tipusu feladatokat egyensulyozasi feladatoknak nevezziik.

Az egyensulyozas legegyszeriibb esete az egyetlen erdvel torténd egyensulyozas. Ilyenkor a testre
hato aktiv erdk részereddjéhez egyetlen passziv egyensiulyozo erdt kell hozzaadnunk ugy, hogy a
részereddnek €s az egyensulyozo erdnek az ereddje zéruserd legyen. Ez azt jelenti, hogy az
egyensulyozoé erdnek a részeredo ellentettjével kell megegyeznie.

Példaul, ha egy G=0,2kN sualya vodrot egyetlen C erdvel akarunk egyensulyban tartani, akkor az

aktiv erék részereddje a fliggdleges, lefelé mutatd, G nagysagu erd lesz. Az egyensulyozashoz egy

ezzel azonos hatasvonall (azaz fiiggoleges), de felfelé mutaté G nagysagu erore lesz sziikség, azaz
C=0,2kN adodik.

Mintapélda — 1

A G=0,2kN stlyt vodrot két erbvel tartjuk A Y B
egyensulyban, a két er0 iranya az abra szerinti. 40°
Hatarozzuk meg az egyensulyozo erdket! >

Megoldas

Egyensuly esetén az egyenletek jobb oldalan a tomeget
rendre nullaval szorozzuk. Az egyensulyi egyenleteket
felirhatjuk egy vizszintes és egy fliggdleges vetiileti egyenlettel:

Z F,:—A-c0os30°+B-cos 40°+0=0
D F,:A-sin30°+B-sin40°—0,2=0
Az els6 egyenletbdl kifejezhetd B (vagy 4), majd a masodik egyenletbe behelyettesitheto:

cos30°
cos40°

Y. F,:A-sin30°+4 5in40°—0,2=0— A4=0,1630kN(~ )

> F, B0 Gin30°4B-5in40°~0.2=0— B=0,1843kN()
cos 30

A masik lehetéség az egyenletrendszer felirdsara és megoldasara az, ha olyan egyenleteket
keresiink, amikben csak egy-egy ismeretlen szerepel. Ez példankban azt jelenti, hogy az 4 erd
meghatarozasdhoz azt az egyenletet irjuk fel és oldjuk meg, amelyben a B er6 nem szerepel.
Ko6z06s metszéspontu erdk esetén csak vetiileti egyenletet irunk fel. A B erd a rd merdleges vetiileti
egyenletben nem szerepel, ami a fiiggélegessel 40°-o0s szoget zar be €s balra-felfelé, vagy jobbra-
lefelé mutat. Valasszuk az utdbbit:

> F, = A-c0s20°+0,2-cos 40°=0— A=0,1630N (")

A B erd szamitdsdhoz az A-t nem tartalmazo, azaz arra merdleges iranyu vetiileti egyenletet kell
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felirni és megoldani. Ez a fliggdlegessel 30°-0s szdget bezard irany balra-lefelé, vagy jobbra-
felfelé. Valasszuk az utobbit:

Z F,,:B-c0s20°—0,2-cos30°=0— B=0,1843N()

Az eredmények természetesen azonosak, az egyenletek felirdsa ugyan némileg
bonyolultabb volt, a megoldasuk viszont lényegesen egyszeriibb. Végezetiil a
jobb oldali abran Osszegeztik a harom vektort. Mivel egyiitt egyensulyi B
erérendszert alkotnak, a nyilfolytonosan egymas utan rajzolt vektorokkal vissza

kell érniink a kezddpontba (in. zart, nyilfolytonos vektorhdromszdget kapunk).

Gyakorl6 példa — 1

A G=0,2kN sulya vodrot két erdvel tartjuk egyenstlyban, a két erd
irdnya az abra szerinti. Hatdrozzuk meg az egyensulyozo erdket!
Megoldas

Az egyensulyozds miatt Newton masodik torvényét R=0 alakban kell
felirnunk, azaz a G+4+B=0 vektoregyenlet két ismeretlenét kell zérussa
tenni. Ez megtehetd Ugy, hogy felirjuk a vizszintes és fiiggdleges vetiileti
egyenletet (eldjelek, vetiiletek!), majd megoldjuk azokat:

ZFi,x:
Z Fi,y:

A megoldashoz elészor fejezziik ki az elsé egyenletbdl valamelyik ismeretlent a masik
segitségével:

majd ezt helyettesitsiik be a masodik egyenletbe:

Ennek megoldasa: , amit visszahelyettesithetiink a két ismeretlen
kapcsolatat leir6 kifejezésbe, igy:

A fenti megoldastol fliggetleniil, egyismeretlenes egyenletek segitségével is megoldhatjuk a
feladatot. Az 4 erd szamitasahoz arra az egyenletre van sziikség, amiben nem szerepel

Ez az irany a fiiggdlegessel szoget zar be. Irjuk fel ezzel parhuzamosan a vetiileti egyenletet,

a jobbra-lefelé iranyt valasztva pozitivnak, majd oldjuk meg:

ZFZ.\:

A B szamitasat ettdl fiiggetleniil végezziik. Azt az egyenletet keressiik, amelyikben nem szerepel

az A er6. Ez a fiiggblegessel szoget zar be. E mentén irjuk fel a vetiileti egyenletet, a jobbra-

felfel¢ iranyt valasztva pozitivnak, majd oldjuk meg:
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ZFi,:

Az eredmények alapjan vazoljuk az egyensuly vektorhdromszogét!
(A kiszamitott értékeknél ne feledkezziink meg a mértékegységrol
¢s az eldjel alapjan kikovetkeztetett tényleges iranyrol.)
Amennyiben egy sikbeli feladatban harom, adott irdnya és kozds metszéspontli erdvel akarjuk

egyensulyozni a testet, akkor a megoldds mar nem lesz egyértelmii. Ezt a jelenséget statikai
hatarozatlansagnak nevezziik, és késdbb részletesebben is targyaljuk majd.

Mintapélda — 2 Y
A G=0,2kN sulyu vodrot harom erdvel tartjuk C
egyensulyban, a hdrom erd irdnya az 4bra szerinti.
Mutassunk lehetséges megolddsokat a korabbi példak
eredményeit felhasznalva! 30°
Hatarozzuk meg az A4 és C egyensulyozé erdket a
B erd fiiggvényében!

Megoldas
A feladatra két megoldast a kordbbiakban megadtunk.

A szamozatlan példat kiegészitve a zérus nagysagu A és B erokkel az egyensuly nem valtozik,
azaz az

A=B=0kN és C=0,2kN ¢ésaz 4=0,1630kN,B=0,1843 kN, C=0kN

szdmharmasok kiilon-kiilon egy-egy lehetséges megoldast jelentenek. (Ezeket konnyen
ellendrizhetjiik, ha a késébb felirand6d egyensulyi egyenletek barmelyikébe behelyettesitjiik dket.)

Altaldnossagban az egyensulyi egyenleteket felirhatjuk a vizszintes és fiigg6leges vetiileti
iranyokban:

Z F, :—A-c0s30 °+B-c0s40 °+C-cos 90 °+0=0
Y. F,:A-sin30°+B-sin40 °+C—0,2=0
"Szerencsénkre" az elsd egyenletben C egyiitthatoja nulla, igy abbdl ki tudjuk fejezni A4-t:

cos40°
cos30°

majd ezt felhasznalhatjuk a méasodik egyenletben:
0,8846-B-sin30 +B-sin40°+C-02=0— C(B)=0,2-1,085-B

Az egyenlet konnyebb megoldhatosaga érdekében itt kiilondsen fontos lehet, hogy a C erd
szamitasahoz az A-t nem tartalmazo egyenletet irjuk fel. A két lehetdség koziil legyen ez a
fliggdlegessel 30°-o0s szoget bezard, jobbra felfelé mutatd iranyu vetiileti egyenlet:

z F.,:B-c0s20°+C-c0s30°—0,2-c0s30°=0— C(B)=0,2—1,085-B

A(B)=B

A(B)=0,8846-B |
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Az eredmény természetesen ugyanaz. A

Az A(B) és C(B) fiiggvényekbdl adodik, hogy ennek az ¢
egyensulyozasi feladatnak végtelen sok megoldasa van. A jobb
oldali a&bran két ilyen megoldashoz tartoz6 nyilfolytonos
vektorsokszog lathatd. Mivel az 4 erd kezddpontjat, illetve a

B erd végpontjat tartalmaz6 szaggatott vonalak nem hatarozzak

meg egyértelmiien a C erd nagysagat, grafikusan sem kaphato
egyértelmii megoldas..

Gyakorl6 példa — 2 Iy

A G=0,2kN stlyt vodrot harom erdvel tartjuk A C B
egyensulyban, a harom erd iranya az abra szerinti. M%
Mutassunk lehetséges megoldasokat a korabbi példak 3

eredményeit felhasznélva! 25°\ X
Hatarozzuk meg a B és C egyensulyozo erdket az

A erd fiiggvényében!
Megoldas v

Az el6zo gyakorlopéldat kiegészitve egy zérus nagysagu C erdvel az egyensuly nem valtozik,
ezért egy lehetséges megoldas: 4 =............. kKN,B=............. kKN, C=0kN
Hasonl6 elven, ha az egyetlen C erdvel egyensulyozzuk a G erdt, akkor a masik kettd zérus lesz,

azaz: A = ,B= ,C=O,2kN

Fentieken kiviil még végtelen sok lehet6ség van, melyeket fiiggvényszertien fogunk felirni. A
fiiggvény valtozoja legyen az A erd, igy csak a B és C erdket tekintjiik ismeretlennek. A B erd
szamitasahoz irjuk fel azt az egyenletet, amelyben C nem szerepel. Ez a C iranyara merdleges
iranyu vetiileti egyenlet, azaz:

Z F ix : >
melynek megoldasaként B ( A ) =

A C er6 szamitasahoz a B-t nem tartalmazo (azaz a B irdnyara merdleges vetiileti) egyenletet kell
felimunk. Ez a fliggdlegessel

szoget zar be. Valasszuk a jobbra-lefel¢é mutatd iranyt
pozitivnak, igy:

2 Fi
melynek megoldasaként: ( A ) =

Az egyismeretlenes egyenletek felirdsdnak eldnye itt tisztan megmutatkozik a megoldéas soran.
Nézziik meg, mi tortént volna, ha ehelyett vizszintes-fiiggdleges egyenleteket irtunk volna fel!

A vizszintes egyenlet ugyaniugy nézett volna ki, mint korabban, igy azt nem ismételjiik meg. A
fiiggoleges egyenlet (felfelé mutatd pozitiv irdnnyal):
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Z Fiy:

A C erd specidlis helyzete miatt ugyan nem kell a teljes kétismeretlenes, paraméteres
egyenletrendszert megoldani, hiszen a vizszintes egyenletbdl kozvetleniil ki tudjuk fejezni B-t,
mint fent is tettiik. Ezt kell behelyettesiteniink a fliggdleges egyenletbe:

2. Fy
majd megoldani azt C-re, amibsl (' ( A ) =

Megjegyzések, észrevételek:

Korébbi példdinkban az eredmények eldjele mindig egyértelmilen megadta, hogy a kiszamitott mennyiség a
feltételezett iranyu volt-e, vagy azzal ellentétes. Ezt akkor jeldltiik is az eredmény utan zardjelben. Most az eredmény
eléjele és igy a tényleges irany az 4 nagysagatol fiigg, ezért nem adjuk azt meg.

A két trivialis megoldassal ellendrizhetdé a megoldasként kapott fiiggvény. S6t, mivel az 4, B, C reakciok az
egyensulyi egyenletekben allando egyiitthatokkal fordulnak el6, ezért ha van megoldas, akkor az biztos, hogy B-re €s
C-re is felirhato o P-4 alakban, ahol o és B két skalar. Az 4 erd egyik trividlis megoldasbeli értékét beirva, és
egyenlévé téve B ugyanazon trivialis megoldasbeli értékével, majd ugyanezt megismételve a masik trivialis
megoldassal a-ra és B-ra egy kétismeretlenes egyenletrendszert kapunk, melynek megoldasa ugyancsak a fenti
fuggvényre vezetne (bar kozben pont egy olyan kétismeretlenes egyenletet kellene megoldani, amilyet nem
szeretnénk). Ugyanez természetesen elvégezhetd C-vel is.

A héarom reakcié G-vel tart egyensulyt, azaz Osszegilik annak ellentettje, egy fiiggdleges 0,2 kN nagysagut, felfelé
mutatd erd. A két trivialis megoldas hoz tartozd reakciok barmely linearis kombinacidjanak ereddje is fiiggdleges
iranyu lesz, és akkor lesz a nagysaga éppen 0,2 kN, ha az egyiitthatok dsszege éppen egy. Példaul az els6 trivialis
megoldas 0,3-szorosanak és a masodik trividlis megoldas 0,7-szeresének az Osszege teljesiti ezt a feltételt, az igy
kapott reakciok tehat az egyensulyt is biztositjak. Ellendrizziik!

Mozgasi energia, munka

Def.: Egy anyagi pont T mozgadsi energidgja a pont m tomegének €s v sebessége négyzetének

2
szorzata osztva kettdvel. Képletszerlien: T'= mTv
kg-m’
Az energia alapmértékegysége Joule, jele J, szarmaztatasa: J= £ >
S

A kovetkez6 definicionk az erd munkdjat adja meg. Korabbi fizikai tanulmanyainkbdl ismerds lehet
erre az energiajellegi mennyiségre az "erd szorozva az iranydba esd elmozdulas"-szerli
meghatarozas. Olyan definiciét fogunk bevezetni, mely alland6 nagysagu és iranyu erd esetén
egyenértékli lesz a fenti meghatarozassal, de képes lesz kezelni azt az esetet is, amikor az erd
nagysdga, vagy iranya esetleg valtozik. Ezt Gigy érjiik el, hogy eldszor csak egy olyan kicsi, Un.
elemi elmozdulason végzett munkat definidlunk, amelyen az er6 valtozadsanak még nincsen hatésa.

Def.: Az anyagi pontra hato F erd altal dr elemi elmozduldson végzett dL elemi munka egyenld az
erd és az elemi elmozdulés skalaris szorzataval. Képlettel: d L= F-dr

Def.: Az anyagi pontra hatd F er0 altal adott r Gton végzett L munka az erdnek az Gton végzett elemi

munkdinak 6sszege (matematikailag az 0t szerinti integralja). Képlettel: L= J. di :f F-dr



A statika és dinamika alapjai a4

Mintapélda — 3

Egy m=5kg tomegl testet alland6 F=50 N nagysagu, a
lejtével parhuzamos erével vonszolunk felfelé¢ az a=20°
hajlasszogli emelkeddn. A cslisz6 surlddasi egyiitthato ©=0,2.
Szamitsuk ki a testre hato egyes er6k munkéjat, amig az s=13m
hosszu emelkedd aljatol elér a test annak tetejéig!

Megoldas
Az F er6 parhuzamos az elmozduléssal és azzal azonos iranyba is mutat, igy a munkaja:
L,.=+50-13=+650J

A sulyer6 munkdjat kétféleképpen szdmolhatjuk. Az elmozdulas erd irdnyt vetiilete:
5,=13-sin20°=4,446m , Az er§ lefelé mutat, az elmozdulas ezzel ellentétes, ezért a munka
negativ:

L,=—m-g-s,=—59,81-4,446=—218,1]

A masik lehetdség, hogy az erdt felbontjuk a lejtd sikjara merdleges és azzal parhuzamos
komponensre. A merdleges komponens az elmozdulasra is merdleges, igy annak munkaja nulla. A
parhuzamos komponens nagysaga m-g-sina=16,78N , ez az er6 az elmozdulassal ellentétes
iranyba mutat, igy munkéja negativ (és ez egyben a sulyerd teljes munkéja is):
L,=—-16,78-13=-218,1J

Ezt a munkat a skalarszorzatos definici6 alapjan is szamolhatnank:

L,=13-5-9,81-cos110°=-218,1J 110
A test és a lejtd kozotti erd két komponense koziil a szoritdoerd merdleges a n-g
feliiletre, igy az elmozdulésra is, azaz a munkaja nulla:

L,=0
A surlodasi eré munkajahoz tudnunk kell annak nagysagat, amihez a szoritoer6t

ki kell szdmolni. Ezt megtehetjiik Newton mésodik torvényének a lejtd sikjara merdlegesen felirt
vetlileti egyenletével, hiszen ebben az irdnyban nincs elmozdulés, igy gyorsulas sem:

m-g-cosa—N=m-0—>N=m-g-cosa=5-9,81-cos 20°=46,09N
Ebbdl a surlodasi erd nagyasaga Fg=u-N=0,2-46,09=9,218N | irdnya a mozgas iranyaval
ellentétes, ezért a munkajanak eldjele negativ:

L,=-9,218-13=-119,8J

Gyakorl6 példa — 3

Egy m=15kg tomegii testet engediink lefelé az a=25 ° hajlasszogi
lejton. A testet egy allanddé F'=50N nagysagu, a lejtével parhuzamos
erovel fékezziik, a csuszo surlodasi egylitthatd u=0,2.

Szamitsuk ki az egyes er6k munkajat, mialatt a test a lejtdn s=6m
utat tesz meg!
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Megoldas

Az F er6 munkdja (erd szorozva az irdnyaba esoé elmozduléssal):
LF -

A stulyer6 munkdja kétféleképpen szamolhatd. Egyik lehetdség az eré komponenseinek
munkajabol szamolni. A lejtdre merdleges komponens az elmozdulasra is merdleges, igy a
munkaja nulla. A lejtével parhuzamos vetiilet:

m-g-sino=

Melynek munk4ja:

L=

A masik lehetdség az elmozdulés erdiranyu vetiiletének szamitasa. Ez a fligg6leges vetiilet:
S g

melyen a teljes stlyerd végez munkat, melynek értéke:

L,=

A lejtdrdl a testre atadodo er6k munkdjanak szamitasahoz eldszor az
erOket kell ismerniink. Rajzoljuk be az elkiilonitett testre hato dsszes
erdt, és irjuk fel a lejtd sikjara merdleges vetiileti egyenletet:

Z F,:

Ennek megoldéasaval megkapjuk a szoritderdt és abbol szamithato a cstiszo surlodasi erd:

N= F=wN=

A szoritéerd munkija:

L,=

A csuszo6 surlddasi eré munkédja:

L=
Mar itt felhivjuk a figyelmet, hogy a tapadd surlodasi erd esetén a feliiletek nem mozdulnak el
egymashoz képest, igy az anyagi pontra hato tapado strlddasi erd tipikusan nem végez munkat.
Mozgasi energia valtozasanak tétele
Tétel: Egy anyagi pont mozgasi energidjanak adott Gton torténd megvaltozasa egyenld a pontra hatd
erdk altal az Gton végzett munkaval.

Képletszerlien: ;ivi—zm vf=f R-ds ,vagyroviden T,—T =L, ,.

A tetel hasznalata

Mint a képletbdl lathatd, az egyenletben nincs gyorsulds és 1d6, azaz minden olyan feladatnal
hasznalhato, ahol sem a megadott, sem az ismeretlen mennyiségek kozott ezek nem fordulnak elo.
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Mintapélda — 4

Egy m=15kg tomegii test az o =30 ° hajlasszogil lejtén
csuszik lefelé v,=7m/s kezdeti sebességgel. A testet egy
vizszintes, F'=120N nagysagu erdvel lassitjuk.
Mekkora ton 4ll meg a test?

(A csuszo surlodasi egyiitthatdo w=0,15.)

Megoldas
Az er0k munkdjanak szamitasahoz sziikségiink van arra, hogy
legalabb a munkat végzd er6k nagysagat ismerjiik. Ezért az dbraban
berajzoltuk a testre hat6 Osszes erdt, azaz a sulyerét (lefelé), a
lassito F er6t, a feliileteket Osszenyom6 N erdt (a lejtd sikjara
merdlegesen) €s a surlodasi erdt (a csuszéssal ellentétes iranyba).
A sulyer6: m-g=15-9,81=147,2N
Newton masodik torvényét a lejtd sikjara merdlegesen felirva:

Z F,,:N—-m-g-coso—F-sina=0—
N=147,2-c0s30°+120-sin30°=187,5N
Ezt felhasznalva a surlodasi erd:

F =0,15-187,5=28,13N

A stlyerd ¢s az F er6 munkajahoz sziikségiink lesz az s elmozdulés fiiggdleges €és vizszintes
vetiiletére: §,=s-sina, s, =s-cosa

Ezekkel felirhaté a mozgasi energia valtozasanak tétele:

m
> (vV’—vi)=L, +L,+L+L,

15

2—(02772)=—120-S-cos 30°+147,2-5-5in30°—28,13-5 +0

Ezt megoldva s-re: §=6,287 m

Gyakorlo példa — 4

Egy m=15kg tomegii testet vizszintes, F'=120 N nagysagu
erdvel vontatunk felfelé¢ az a.=30° hajlasszogli emelkedon.
A test sebessége a lejtd aljan v,=3 m/s. Mekkora lesz a test F
sebessége a 10 m hosszi emelkedd tetején?
(A surlodast elhanyagolhatjuk.)

Megoldas

Az er6k munkdjanak szdmitasdhoz sziikséglink van arra, hogy
legalabb a munkéat végzo erdk nagysagat ismerjiik. Rajzoljuk be
az abraba a testre hat6 0sszes erot.

Ezek kozil a sulyero:
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m-g=
Newton masodik torvényét a lejtd sikjara merdlegesen felirva meg tudndnk hatdrozni az N
szoritoerdt, de ez az erd nem végez munkat, ezért most nincs ra sziikségiink.

A stlyerd és az F' er6 munkdjdhoz sziikségiink lesz az s elmozdulas fiiggdleges és vizszintes
vetiiletére:

S, =
Sy:

[rjuk fel a mozgési energia valtozasanak tételét:

Es oldjuk meg:
v =

Mintapélda — 5

Egy repiildgép #=1200m magassagban 600 km/h vizszintes sebességgel repiil
nyugat felé. A reptilébdl kiugrik egy m=70kg tomegl ejtdernyds. ( A kiugras
pillanatdban a sebessége azonos a repiiléével.) A foldetérés pillanataban az ejto-
ernyOs sebessége 1,2 m/s, a sebességvektora 80 °-os szoget zar be a folddel.
Szamitsuk ki az ejtéernydsre hato 1égellenallas altal az ugras kozben végzett munkat!

Megoldas

A kezdeti vizszintes sebesség miatt az ejtdernyds palyaja valamilyen gorbe vonal lesz. Mivel
azonban pillanatnyi gyorsuldsok, ered6k nem szerepelnek a feladatban, ezért a kérdést a palya
ismerete nélkiil is meg tudjuk valaszolni. A kezdeti és a végsebesség ismeretében a mozgasi
energiat ki tudjuk szdmolni a mozgas kezdo- és végpontjaban:

600 . 2
A kezdeti sebesség: v, =36 166,7m/s , igy Tozmzlﬂ:9726l 1]
2
A foldetéréskor: T= 70'21’2 = 50,41

A gravitacios er6: m-g=70-9,81=686,7N

A munkajahoz az elmozdulés erdiranyu vetiiletét tudjuk felhasznélni (hiszen a palya ismeretének
hianyaban az eré elmozdulasiranyu vetiiletét sem tudjuk szamolni):

L,=m-g-h=4686,7-1200=824040J
A mozgasi energia valtozasanak tétele:
T-Ty=L,+L, — 50,4-972611=824040+L,

Ennek megoldasaként: L,=—1,796-10°J
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Gyakorlo példa — 5

Egy m=10kg tomegi testet egy /=1,3 m hosszu
kotéllel fiiggdleges sikban kdrbeforgatunk. Miutan
a test elhagyja az also6 holtpontot és a kotél a
fliggblegessel ¢p=10 °-os szoget zar be, a test
sebessége v=15m/s.

Szamitsuk ki a test sebességét a felsd holtponton
valo 4thaladaskor!

(A légellenallast elhanyagoljuk.)

Megoldas

A feladatot (valoszinlileg) megoldhatnank Newton
masodik torvényének a segitségével is, de akkor a
mozgas soran egy, a pont helyzetétdl fliggd érintdiranyu
gyorsuldsbol kellene a sebesség valtozasat kiszamolnunk
minden helyzetben. Az ilyen, pontrol-pontra valtozo
allapotot tartalmaz6 feladatok a valtozastételek egyik
kiemelt alkalmazasi teriilete.

A testre a mozgas soran végig két eré miikodik. Az egyik a fiiggdleges sulyerd:
m-g=
A masik a valtoz6 nagysagu kotélerd. Utdbbi mindig sugariranyu, ezért az elemi elmozdulédsokon

végzett elemi munkaja: dL s , amibdl a teljes munkdja L §=
A sulyeré munkajat célszeri az elmozdulas erdiranyu vetiiletével szamolni, ami:

Sy:

A mozgasi energia valtozasanak tétele szerint:

aminek megoldasaként: y =

Potencialos erok

Vannak olyan erdk, melyek munkéjanak a szamitasakor azt tapasztaljuk, hogy a végzett munka csak
az ut kezdd- és végpontjanak helyzetétdl fiigg, az ut vezetésétdl nem. Ezeket az erdket potencidlos-,
vagy konzervativ eréknek nevezziik és rendelhetdé hozzajuk egy olyan helyfiiggd U
potencialfiiggvény, melynek két pont kozotti valtozasa éppen a két pont kozott végzett munka
ellentettje, azaz U,-U,=—L, ,»L, ,=U,—U,.

A potencidl sz6 a képességre utal, a potencialfiiggvény kifejezésben az erd munkavégzd képességét
irja le. Amennyiben az er6 munkat végzett, gy a munkavégzo képessége annyival csokkent.

Mivel a potencialfiiggvény az iddben nem valtozik, ezért ha a kezdd és végpont egybeesik, akkor a
munkanak nulldnak kell lenni az uttol fiiggetleniil, azaz: zart palyan a konzervativ eré6 munkaja
zErus.

Példak

A gravitacios erdé potencidlos erd, egy altalunk tetszélegesen kivalasztott alapszint feletti
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magassagot h-val jeldlve a potencialfiiggvény U (h)=m-g-h alakban irhatd. Az alapszintrél h
magassagba emelés kozben a gravitacios erd altal végzett munka L, ,=—m-g-h (az er lefelé, a h
elmozdulas felfelé mutat, ezért a negativ eldjel), mig a potencialfiiggvény hasznalataval, azaz az
Ly ,=U,~U,=0-m-g-h formulaval ugyanazt az eredményt kapjuk.

A linearis rugoban €bredd rugoerd (ezalatt a rug6 altal a hozzakapcsolt testre kifejtett erdt értjiik)

potencidlos erd. Ha a rugderd és a megnyulas kozotti aranyossagi tényezot k-val jeloljiik, akkor a
e \ e kAP

Al megnytlasu rugo altal kifejtett erd potencialfiiggvénye U (Al) == -

Ellenpélda: A surlddasi er6 mindig ellenkezd iranyba mutat, mint az elmozdulas, ezért ha munkat

végez, annak eldjele nem lehet pozitiv, azaz az Gnmagéba visszatérd palya esetén nem lehet zérus az

0sszes munkavégzes, ezért a surlddasi erd nem konzervativ.

Mechanikai energia

Def.: Egy anyagi pont mozgasi energidjanak ¢és a pontra hatd dsszes erd potencidlfiiggvényének
Osszegét mechanikai energianak nevezziik. (A szokasos jeloléssel eza T'+U 0Osszeg.)

Tétel: Ha egy anyagi pontra hatd erdk koziil egy mozgas soran csak potencidlos erdk végeznek
munkat, akkor a mechanikai energia a mozgas soran nem valtozik.

A tétel képlettel 7T+U =éllandd alakban fogalmazhaté meg, a gyakorlatban azonban a mozgas
kezdd és végpontjaban szamitott értékek egyenldségét irjuk fel. Ha példaul az 1-es és 2-es pont
kozotti mozgasra irjuk fel az egyenletet, akkor a 7,+U,=T,+U, egyenletet irjuk fel és oldjuk meg
a benne szerepld ismeretlenre.

(A tétel bizonyitdsa is ezen alapul, a mozgasi energia valtozasanak a tételét barmely két pont kozott felirva
T,-T,=L,_,, ahova behelyettesithetjik a potencidlos erék munkajat: 7,—T,=U,~U,. Ezt itrendezve kapjuk a

T, +U,=T,+U, egyenletet. Mivel az 1-es és 2-es pont a mozgds barmely szakaszanak lehet kezdd-, illetve végpontja,
ezért a két energia Osszegének a mozgas soran allandonak kell lennie)

Mintapélda — 6 — v,

Egy r sugart gomb tetejérdl v, sebességgel elindul
lefelé egy m tomegli anyagi pont. Milyen magasan
van a kor kdzéppontjahoz képest, amikor elvalik a
test a korpalyatol? A sturlodastol eltekintiink.
Megoldas

A két helyzetet jobbra latjuk. Az elvalés pillanataban a keresett magassag h=rcosux.

Az elvalés pillanatdban a gomb és a test kdzott nincs erd, igy ekkor csak a sulyerd az, amely a
kérmozgasnak megfelelé gyorsulast biztositja.

A normaliranyban felirva Newton masodik torvényét: Iy 4
2
\%
mgcosou=ma,=m-—,
r mg

2
amibdl egyszeriisités utdn az » cos o= v egyenlet adodik.
£

Mivel rcosa=h, apont sebessége ebben a pillanatban: v=1//-g .

A legfelsd ponttol az elvalas pillanatdig csak a gravitacios erd végez munkat, ami konzervativ erd,
igy hasznalhaté a mechanikai energia allanddsaganak tétele. A mozgasi energia a kezdeti és a
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1 1
végallapotban rendre: T0=2—M'v(2) és T=2—m~v2 .

Mérjiik a pont magassagat a gomb kdzéppontjdhoz képest, igy a potencidlis energia a kezdeti és a
végallapotban rendre Uy=m-g-r és U=m-g-h . A tétel szerint:

T0+U0=T+U—>;—m~v§+m~g~r=;—m-v2+m~g-h

A fenti egyenlet a tomeggel vald egyszertsités, kettdvel vald szorzas és az elvalaskori sebesség
behelyettesitése utan vg+2 g-r=g-h+2g-h alaku lesz, amit megoldhatunk:

2
2 v
h=2r+=>
3 3¢
Megjegyzés:

Amennyiben h>r eredményt kapnank, az azt jelenti, hogy mar a Vv, kezd8sebességre is normalirany( huzoerdre
lett volna sziikség a kdzmozgas eldidézéséhez.

Gyakorl6 példa — 6

Egy ferdén fell6tt m=2kg tomegili 16vedék O
mozgasi energidja =140 m magassagban

4 kJ, a sebessége a palya legmagasabb pontjan
v,=50m/s. Milyen magasan van a palya
legmagasabb pontja?

Mekkora a kilovési sebesség és milyen iranya?
A légellenallastol eltekintiink.

X

140 m

h

Megoldas

Milyen iranyu a palya legmagasabb pontjan jelentkezd vV, sebess€ég? ......cccvvvvvivviieviieeeinnnns
Milyen mozgast végez a (ferdén elhajitott) 16vedék vizszintesen? .........ccccceceeverveneniiineennene
Tehat a vizszintes sebessEZKOMPONENS: .......ccveiviieiiiiriieiiecie ettt e
Milyen a mozgas fUZEOIEZESENT ......cccviieiiiieiie ettt e e seae e e eaeeeeseeeaaeeenns
A mechanikai energia, 7 + U mindegyik allapotban allando.

frjuk fel a mechanikai energiat a # = 140 m magassagban:
Ir+U,=

Mivel a mozgasi energia ismert, abbdl a v, sebesség szamithato:

Mivel a sebesség vizszintes komponense allando, ezért ebbol a v, fliggdleges komponense:

12
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[rjuk fel a mechanikai energiat abban az allapotban, amikor a 16vedék a legmagasabban van:
I',+U,=

A mechanikai energia megmaradasanak torvénye alapjan 7,+U,=T,+U,, amibdl az ehhez az
allapothoz tartozémagassag szamithato:

frjuk fel a mechanikai energiat a kilovés pillanataban:
I',+U,=

Ez is egyenld kell, hogy legyen a fentiekkel, ebbdl pedig a kilovési sebesség szamithato:

A sebesség vizszintes komponense most is megezezik az eldbbiekkel, igy a fliggdleges
komponens:

A két komponensbdl pedig az iranyt megado szog szamithato:

Megjegyzés:

A feladat tigy is megoldhato, hogy a potencialis energia zérus szintjét nem a kilévéshez, hanem 4 magassagba tessziik.
Ilyenkor mindegyik allapotban a teljes mechanikai energia lesz 4 kJ, a kilovési szinten a potencialis energia negativ,

ésa V| -et ki sem kell szamolni.
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Eré nyomatéka

Eddig anyagi pontrdl beszéltiink, a test kiterjedésével és az erdk helyzetével nem foglalkoztunk. A
korhinta alapjan azonban mindenki tudja, hogy az erd hatdsara nem csak eltolodhat egy test, hanem
el is fordulhat. Ezt a forgatd hatast az eré nyomatékdnak nevezziik és altalaban M-mel jeloljiik.

Def.: Egy er6 adott tengelyre vonatkozé nyomatékat ugy szamoljuk, hogy az erd tengelyre
merdleges vetiiletének nagysdgat megszorozzuk az erd karjaval, ami a tengely tdvolsaga az erd
hatasvonalatol. A tengely pozitiv irdnyabol szembe nézve az dramutatd jarasaval ellentétes iranyba
forgat6 eré nyomatéka pozitiv.

Def.: Sikban egy erd adott pontra vonatkoz6 nyomatéka a ponton dtmend, a sikra merdleges, felénk
mutato tengelyre vett nyomatékkal egyenld. Az déramutatd jarasaval ellentétes iranyba forgato erd
nyomatéka pozitiv.

Talan legegyszeriibb példaként a mérleghintat, mint kétkaru emelot

szokas felhozni. (E feladatot sikbelinek tekintve a mérleghinta F, F
tengelyének a sikkal valé metszéspontjara hatarozzuk meg az erék

nyomatékait.) Az egyensuly feltétele, hogy a két forgatd hatés

azonos nagysagu, de ellentétes iranyu legyen. A pont (tengely)

koriil az egyik oldalon il6 sulya az egyik, a masik oldalon {il6 stlya , Iy / l p

a masik iranyba forgat. A forgat6 hatas mindkét esetben a stly és a

tengelytdl valo tavolsag szorzata, azaz az

F-l,=F,,
feltétel esetén marad meg az egyensuly, tehat nagyobb F, erd esetén kisebb /, kar sziikséges.

Mivel a gyakorlatban nem csak két forgaté hatis fordulhat eld, ezért az egyensuly feltételét
altalaban nem a kétféle hatas egyenldségeként fogalmazzuk meg, hanem az eldjelhelyes Gsszegiiket
tessziik egyenldvé nullaval. Példaul ha pozitivnak az éramutat6 jarasaval ellenkezd irdnyt valasztjuk
akkor az egyensuly feltétele: F,-/,—F,[,=0 alaka lesz. Ezt, ha teljesiil, konnyedén 4t lehet
rendezni az egyenlOség alakjara, ha viszont nem, akkor a baloldal eldjelébdl az is kideriil, hogy a
test merre kezd elfordulni (pozitiv eldjel esetén pozitiv irdnyba, azaz az Oramutatd jaraséaval
ellenkezodleg).

Megemlitjiik, hogy az abran lathatd vizszintes testre még egy erd hat, a tengelyen egy fiiggdleges,
felfelé mutatd erd (jelolje 7). Ennek az erdnek a hatasvonala atmegy a forgéastengelyen, ezért az
attol valo tdvolsaga nulla, igy nem forgat koriilotte, ezért nem keriilt bele a felirt egyenletiinkbe. Az
egyensuly teljesiilése esetén azonban nem csak a nyomatéki egyenletnek kell teljesiilnie, hanem
barmelyik vetiileti egyenletnek is, igy fliggbleges iranyban T—F,—F,=0->T=F +F, A test
pedig nem csak a tengely koriil nem fordulhat el, hanem az £, tamadaspontja koriil sem. Erre a
pontra F, karja zérus, a T erd karja [, az F, karja [,+/,, igy a nyomatéki egyensulyi egyenlet:
F-0+(F +F,)1,—Fy(I,+1,)=0 , amibél ugyanazt a feltételt kapjuk, mint korabban.

Ahhoz, hogy ne kelljen az 6ramutatéra hivatkozni, a tovabbiakban (hacsak nem hangsulyozzuk
ennek ellenkezdjét) a nyomatéki egyenletekben az 6ramutatd jarasaval ellentétes iranyban forgato
nyomatékot tekintjiik pozitivnak. Néhany szabdly:

* Ez a nyomaték az er6é. A hatasvonala mentén felbontva komponensekre, a komponensek
nyomatékanak dsszege az erd nyomatékat adja (hiszen a komponensek is az erét adjak).
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* A tengelyt metszd hatdsvonalu eré nem forgat a tengely koriil.

* A tengellyel parhuzamos er6komponens nem forgat a tengely korill (ez latszik a
definiciobol, de ha a parhuzamosokra ugy tekintiink, mint amik a végtelenben metszik
egymast, akkor ez az el6z6 két pontbol kovetkezik).

* A koordinata-rendszer jobb-, vagy balkezessége donti el, hogy melyik irany a pozitiv, azaz
ha egy konyvben balkezes koordinata-rendszert hasznalnak, akkor ott az dramutato jarasaval
megegyezO irany lesz a pozitiv.

Mintapélda — 1 1y F,
Szamitsuk ki az dbra szerinti helyzetli F', és F, erdk 2m | >
nyomatékat az origora és az A pontra! | >
F,=12kN, F,=9kN 3m X

Megoldas —o5md -

Az F| erd nyomatéka F, 30°

Az erd az origd koriil az dramutato jarasaval megegyezden forgat, igy az eldjele negativ, a karja a
hatasvonal és a pont fiiggdleges tdvolsaga (2m):

M\Y=—12:2=—24kNm.

Az er6 az A pont koriil az 6ramutatoval megegyezd iranyba forgat, eldjele negativ, karja a
fiiggdleges tavolsag (2+2,5=4,5m):

M\{=—12-4,5=—54kNm.

Az F, erd nyomatéka

A ferde er6 nyomatékat szdmolhatjuk vizszintes és fliggdleges komponensekre bontassal, és a
komponensek nyomatékainak dsszegzésével. Ehhez a két komponens:

F,,=+9-c0s30°=+7,794kN (=), F, =—9sin30°=-4,5kN({).

A felbontast a megadott tamadaspontban elvégezve a vizszintes komponens az Oramutatoval
ellenkezdleg forgat az origd koriil, eldjele pozitiv, karja az x tengelytdl valo tavolsag (2,5m ),
mig a fiiggéleges komponens oramutatoval megegyezden forgat, eldjele negativ, karja az y
tengelytdl valo tavolsag (3m ):

MY =47,794-2,5—4,5-3=+5,985kNm ()
Lathato, hogy miutan a komponensek nyomatékanak az elgjelét szemléletbdl eldontottiik, az erdk
¢s tavolsadgok nagysaganal mar csak azok abszolutértékét hasznaltuk.

Ugyanitt felbontva az er6t, az 4 pont koriil a vizszintes komponens nem forgat (a karja nulla), a
fliggdleges komponens negativ iranyba (6ramutatoval megegyezden) forgat, a karja a vizszintes
tavolsag (3m ):

M5=+7,794-0~4,5-3=-13,5kNm ")

A nyomaték szadmitdsat komponensekre bontds nélkil s
elvégezhetjiik, de ekkor hosszabb geometriai szamitdsokra lehet
sziikség az aldbbiak szerint:

A hatasvonal origdtol valo tavolsagahoz elészor a hatasvonal és az—2,5my ™24, L
y-tengely metszéspontjat keressiik meg. Ez 3-tg30°=1,732m
magasan van az 4 pont felett, azaz
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2,5—1,732=0,768 m -rel az origo alatt. A legkisebb derékszogli haromszog alapjan tehat

k,,=0,768-c0s30°=0,665m .

as

Az orig6 koriil az F, a hatasvonala helyzete alapjan pozitiv irdnyba (Oramutatd jarasaval
ellentétesen) forgat, nyomatéka: M (20):+9~O,665:+5,985 kNm (¥) , akarcsak a komponensekbdl

szamitva.
A hatasvonal 4 ponttdl valo tavolsaga:
k,,=3-sin30°=1,5m

A meghosszabbitott hatidsvonal alapjan £, az A pont koril negativ irdnyba (az 6ramutato
jarasaval megegyezden) forgat, ezért: M5'=—9-1,5=—13,5kNm().

Gyakorlo példa — 1
Szamitsuk ki az abra szerinti helyzetli ', és F, erék

nyomatékat az origora és az A pontra!

F,=9kN, F,=12kN

Megoldas

Az F| er6 nyomatéka

Az er6 az origd koriil az éramutatohoz képest hogyan forgat?
................ , ezért az eldjele ...,

A hatasvonal és az orig6 tavolsaga (az ero karja):
(0)_

L=

Az er6 nyomatéka az 4 pontra:

M=

Az F, er6 nyomatéka

Az er6 nyomatéka: M

3mr

—2,5m

>V

Az erd ferde, ezért a forgatas iranya és karja helyett bontsuk komponensekre a tiamadéaspontjaban:

F 2x
F, =
Az origora szamolt nyomatékhoz:

A vizszintes komponens forgatasi értelme: ...... , nyomatékanak eldjele: ....., karja: .......... m.

A fliggdleges komponens forgatasi értelme: ......, nyomatékanak eldjele: ....., karja: .......... m.

Az eré nyomatéka: A go) =

Az A pontra szdmolt nyomatékhoz:

A vizszintes komponens forgatési értelme: ...... , nyomatékanak eldjele: ....., karja: .......... m.

A fiiggdleges komponens forgatasi értelme: ...... , nyomatékanak eldjele: ....., karja: .......... m.

(4) _

Az eré nyomatéka: M y =
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Térbeli feladatnal is visszavezetjiik sikbeli feladatokra a nyomaték szamitasat, igy csak a tengelyre
merdleges erOkomponensek és tavolsagvetiiletek szamitanak.

Egy térbeli pontra vett nyomaték egy olyan vektor, melynek barmely tengely iranyaba eso vetiilete a
ponton athaladé adott iranyu tengelyre vett nyomatékkal egyenld. Ha tehat a vizsgalt ponton
atmend, koordinatatengelyekkel parhuzamos tengelyekre szadmitott nyomatékokat egy vektorba
gylijtve felsoroljuk, akkor az a vektor a kérdéses pontra szamitott nyomatékvektor lesz.

Mintapélda — 2
Szamitsuk ki az r tamadasponta F' erd nyomatekat
az x, y, z tengelyekre és az origora!

5 4
F=| 7]|kN, r=[8|m
—6 3
Megoldas

Az x tengelyre vett nyomatékhoz a tengely irdnyabol, azaz jobbrol

kell nézniink a feladatot az dbra szerint. Mindkét komponens negativ y F,=7kN(t)

irAnyba forgat: f—:g_fl kN(2)
M =-7-3-6-8=—69 kNm( ) r.=3m
A nyomaték eldjele itt az x tengely irdnyabol nézve értendo.
Az y tengelyre vett nyomatékhoz a tengely irdnyabol, azaz ; F ,=5kN(->)
felilr6l kell néznink a feladatot az abra szerint. Mindkét F,=—6KkN(t)
komponens pozitiv iranyba forgat, igy: r,=4m
M ,=+5-3+6-4=+39kNm () r,=3m
A nyomaték eldjele itt az y tengellyel szembenézve értendd.
A z tengelyre vett nyomatékhoz a tengely irdanyabol, azaz eldlrdl kell F.=5kN(-)
nézniink a feladatot az 4bra szerint. A vizszintes komponens negativ, F,=TkN(T)
a fiiggbleges komponens pozitiv irdnyba forgat, igy: r.=4m
M _=—58+7-4=—12kNm (") r,=8m

A nyomaték eldjele itt a z tengely iranyabdl nézve értendd.
A harom nyomatékbdl képezhetjiik az F’ erd nyomatékat az origora:
. -69
M ;=|+39 |kNm
-12
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Gyakorlo példa — 2
Szamitsuk ki az r tamadasponta F erd nyomatékat
az x, y, z tengelyekre és az origora!

8 5
-3 3

Megoldas

Az x tengelyre vett nyomaték szdmitasahoz rajzoljuk meg az é&bra
vetliletét az x tengely iranyabol nézve!

A sikbeli abra alapjan dontsiik el e két erdkomponens forgatasi iranyat
¢s a nyomatek eldjelét.

M =
Az y tengelyre vett nyomaték szdmitasahoz rajzoljuk meg az éabra
vetliletét az y tengely iranyabol nézve!

A sikbeli abra alapjan dontsiik el e két erdkomponens forgatasi irdnyat
¢€s a nyomatek eldjelét.

M =
A z tengelyre vett nyomaték szamitdsdhoz rajzoljuk meg az é&bra
vetiiletét a z tengely iranyabol nézve!

A sikbeli abra alapjan dontsiik el e két erdkomponens forgatasi irdnyat
¢s a nyomatek eldjelét.

M =

as

A tengelyekre kiszamolt nyomatékok mindegyike az origén atmend tengelyre szamitott nyomaték.

Az origbra vett nyomaték tehat:

M= p |=

Mintapélda — 3
Szamitsuk ki az F'=14kN-os er6 nyomatékait a
x -tengelyen jelolt pontokra!

Megoldas

g

A 45°-0s sz0g miatt az F erd vizszintes ¢és fliggdleges =
komponense csak iranyukban térnek el, nagysaguk egyarant —

2mt

3mi

4m+—

S5mi

v
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F =F = 14~\/72 =9,899kN jobbra, illetve lefelé.

Az er6t a tdmadaspontjaban felbontva a vizszintes komponens valamennyi pont koriil negativ
iranyba forgat, karja 2m, a fliggdleges komponens valamennyi pont koriil pozitiv iranyba forgat,
a karja az adott pont x koordinatajaval egyenld. A nyomatékok:

M ,=-9,899-2+9,899-1=—9,899 kNm ()
M,=-9,899-2+9,899-2=0kNm

M ,=-9,899-2+9,899-3=+9,899 kNm ()
M ,=—9,899-2+9,899-4=+19,80 kNm ()
M =—9,899-2+9,899-5=+29,70 kNm ()

Megjegyzés: M, zérus értéke azt jelenti, hogy az eré nem forgat a pont kériil. Ez azt jelenti, hogy a hatasvonala
atmegy a 2m -nél levé ponton, ami valoban igaz.

Gyakorl6 példa — 3 Ay
Szamitsuk ki az F=16kN-os erd nyomatékait az 2,5m 30°

x tengelyen jelolt pontokra! i‘

Megoldas F

A ferde er6 nyomatékat a komponensei nyomatékanak az ‘ ‘
Osszegeként szamolhatjuk ki. A komponensekre bontast g E
végezzilk az eré tamadaspontjaban: - o

F =
F =

A vizszintes komponens forgatasi értelme a jelolt pontok koril ....... , ezért nyomatékanak
elojele ....., akarja pedig .....ccevevveviveniienieeiies

3mi
4mr
S5mi

A 4

A fliggéleges komponens forgatasi értelme a jelolt pontok koril ....... , ezért nyomatékanak
elojele ....., a karja pedig rendre .........cccoeeeeveeieeiieniiennnn,

Ezeket felhasznalva az er6 nyomatéka az egyes pontokra:



A statika és dinamika alapjai ad

Eropar

Korabban mar lattuk, hogy két azonos nagysagu, ellentétes iranyu erd ereddje egy zéruserd akkor,
ha k6z0s a hatasvonaluk. Erdpdrmak akkor neveziink két erdt, ha a két erd hatasvonala parhuzamos,
de nem esik egybe, az er6k nagysaga azonos, irdnyuk pedig ellentétes. Ha az erdpar ereddjének
szamitasahoz felirjuk a vetiileti egyenleteket, a két er6 komponensei mindig azonos vetiilettel, de
ellenkezd eldjellel fognak szerepelni, igy az Osszegiik mindig nulla lesz. A forgatonyomatékuk
azonban nem nulla, hanem minden pontra ugyanakkora. Ezt az er6 nyomatékanak vektorialis

Az A, B és C harom pontra felirva a két erd nyomatékainak 0sszegét:
M =—Fk+F-(k+k,)=Fk
M ,=Fk,+F-(k—k,)=Fk
M =F-(k+k,)—F-k,=F-k

A két er6 tehat minden pont koriil ugyanakkora eredd nyomatékkal forgat, az ereddjiik ez a forgato
hatds. Ezt a forgatd hatast, amivel az erdpar helyettesithetd forgatonyomatéknak nevezziik. A
forgatonyomaték nagysaga, amint a harom fenti egyenletbdl is kidertil, két dologtol fiigg: az erépar
erdinek nagysagatol és a két hatasvonal tévolsagatol, amit az erépar karjdnak neveziink. A
forgatonyomaték forgatasi értelme és igy az eldjele is a két erd helyzetétdl fiigg, legegyszeriibben
ugy donthetjiik el, ha megnézziik, hogy az erdpar egyik tagja milyen irdnyban forgat a masik erd
hatasvonalanak egyik (barmelyik) pontja koriil.

Mintapélda - 4

Hatarozzuk meg az abran megadott, F',=F,=12kN A4y

nagysagu er0kbol allo erdpar ereddjét: m

-a két erd origdra vald nyomatékanak dsszegzésével,

-az erokar kiszamitasanak segitségével!

Megoldas F,

A két erd nyomatéka az origora tobbféleképpen ;c

szamolhato. A valtozatossag kedvéért F'| -et bontsuk fel 3m 7 m\ F,
az y-tengellyel valdo metszéspontjaban, az F, -t pedig az

x-tengellyel valé metszéspontjaban. Igy elébbinek csak a

vizszintes, utdbbinak csak a fliggéleges komponense

forgat az origd kortiil. A forgatonyomaték értéke:

S 41— 7——384kNm(~)

37442 3244

M=+2-
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A két er6 hatdsvonalanak egymastol vald tavolsagat két N
hasonlé derékszogl haromszoggel tudjuk kiszamolni:
k 4
—=———=—k=32m
4 Z;z 2 i
+4 4m
A forgatonyomaték eldjeléhez azt kell megfontolnunk, k
hogy az F| er$ az 6ramutatd jarasaval megegyezien X
forgat az F', er6 tamadaspontja koriil, igy az el6jele Im 7_3—4m >
negativ, értéke pedig: M =—12-3,2=—38,4 kNm( ™)
Gyakorl6 példa — 4 Ay
Hatarozzuk meg az 4bran megadott, F,=F,=15kN
nagysagu er6kbdl allo erdpar ereddjét:
-a két er0 4 pontra szamolt nyomatékanak 0sszegzésével, 2m' 4
-az erOkar kiszamitasanak segitségével! F
55° > x
2m S5m\
Megoldas \ F
Bontsuk fel mindkét ferde erét a tdmadaspontjukban
komponensekre, jeldlve a komponensek iranyat is:
F Ix
F =
F 2x
F,,=
A négy komponens A pontra vett nyomatékainak osszegzése (eldjel, erd, karja):
M=
Az erOpar erdkarja a két hatdsvonal tavolsaga. il
Jeloljik be ezt a tavolsdgot az abran és keressiink hasonl6
haromszogeket!
Az erOpar karja ez alapjan:
k= 55°
2m S5m\

Milyen irdnyba forgatnak az erék az egymas tamadaspontjai
koriil?

Az erépar nyomatéka (eldjel, erd, karja):

M=
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A y
Mintapélda — 5
Bontsuk fel az M =27 kNm (¥) forgatdnyomatékot egy Iml +A
olyan erdparra, melynek erdi fiiggdlegesek és az 4, és a | B
B pontokon mennek at! 2m T +
Megoldas | X
Az A és B pontokon at a keresett erdkkel parhuzamos két 1 m 4m >

fliggbleges vonal egymastol mért (merdleges) tavolsdga az
erOpar karja, azaz k=3m .

Az A és B er0k nagysagat az M =F"-k képlet atalakitdsaval
kapjuk:

k3
Az er6k irdnyahoz a forgatasi iranyokat kell megfeleltetniink. Az A ponton atmend fiiggdleges
felfelé mutatd erd negativ, a lefelé mutatd erd pozitiv iranyba forgat a B pont koriil. A feladatban
megadottal azonos eldjelli forgatonyomatékot az utobbi (azaz a lefelé mutatd) eredményezi. Az
erépar masik erejének ezzel ellenkezd irdnyunak kell lennie, azaz B felfelé mutat, igy az
eredmény: A=9kNm(l ), B=9kNm(T )
Megjegyzés: fiiggdleges erdkrol 1évén szo, a fiiggdleges koordinatak a szamitast nem befolyasoltak, hiszen az erd a
hatasvonala mentén eltolhato.

=9kN

Gyakorl6 példa — 5

Bontsuk fel az M =—27kNm () forgatbnyomatékot egy 4y
olyan eréparra, melynek erdi vizszintesek és az 4, ¢és a
B pontokon mennek 4t! 4
: 3m [+
Megoldas rml §

Az erdk irdnyanak ismeretében a két tdmadasponton 4t huzott
ilyen iranyu hatdsvonal tdvolsdga az erdpar karja. Ez: 3 ;
k= Im 4m

v =

A kar ismeretében az er6k nagysaga:
|4]=|B|=

Milyen iranyu legyen a vizszintes 4 erd, hogy a B pont koriil az ~ + ¥
M forgatonyomatékkal azonos irdnyba forgasson?

3
Milyen irdnyu legyen a vizszintes B erd, hogy a 4 pont koriil az : Q

A 4 I 2m 777777 b :
M forgatonyomatékkal azonos irdnyba forgasson? 3 !

Vazoljuk az eredményt!

v =

Im Am
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Mintapélda - 6

Bontsuk fel az M =—23kNm () forgatonyomatékot

egy olyan erOparra, mely egyik ereje az dbra szerinti

F,=TkN nagysagu erd!

Megoldas

Az erépar egyik ereje adott, a masiknak azonos nagysagu, de
ellentétes iranyunak kell lennie: F,=7kN (N).

Az erépar forgatdbnyomatéka akkor lesz azonos a megadottal, ha a

karja: kzg =3,286 m

Ezt a tdvolsdgot a hatdsvonalra merdlegesen kell felmérniink
ahhoz, hogy az [, hatidsvonalat megkapjuk. Ezt
megtehetnénk jobbra-felfelé, vagy balra-lefelé. A jobbra-
lefelé mutatd F, az els6 esetben negativ, a masodik esetben

v

pozitiv iranyba forgat F; tdmadaspontja koriil, ezért nekiink
jobbra-felfelé kell felmérniink a tavolsagot. Ezt tettiik az
abran, ami alapjan az F', hatasvonalanak az x-tengellyel
vald metszéspontjat is szamolhatjuk:

Ax=3286-2=4,647m amibél: x,=3+4,647=7,647m

Gyakorl6 példa — 6
Bontsuk fel az M =+23 kNm (¥) forgatdnyomatékot

egy olyan erOparra, mely egyik ereje az abra szerinti
F,=8kN nagysagu erd!

Megoldas

Milyen irdnyu az erpar F, ereje? .....
Mekkora ez az eré? I &

Az er6par karjat a forgatobnyomatékbdl €s az erd nagysagabol
szamithatjuk:

k=

Milyen irdanyban kell lennie az F, erének az F'| -hez képest?

Mekkora a két eré hatasvonalanak vizszintes tdvolsaga?

as

10
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Parhuzamos erérendszerek ereddje sikban

Egy sikbeli er0rendszer ereddjének azt az egyetlen erét vagy nyomatékot nevezziik, amely az
erérendszerrel azonos mechanikai hatast fejt ki. Azt, hogy két erérendszer azonos mechanikai hatast
fejt ki egyenértékiiségnek nevezziik. Két erérendszer egyenértékiiségét irasban gy jeldljiik, hogy a
kozéjik irt egyenldségjel f61¢ egy pontot tesziink.

Két kozos hatasvonali erd esetén az eredordl tudjuk, hogy az eredd az iranyoknak megfeleld
eldjelekkel dsszegzett erdnagysagokkal megegyezd nagysagl erd, melynek hatdsvonala megegyezik
a kozos hatasvonallal (esetleg, ha a két erd azonos nagysagu, akkor zéruserd az eredd). Az eréparnal
mar lattunk példat arra, hogy ha nem koz0s a hatdsvonal, akkor nem elegendd a vetiileti egyenlet az
ered6 megallapitasdhoz, hanem az erdk forgatd hatdsat is figyelembe kell venniink.

Elészor nézziik meg, milyen hatassal helyettesithetd egy er6 és egy forgatonyomaték.

Mintapélda - 1 Ty

Hatarozzuk meg az 4bra szerinti F'=13kN er6 és L —F> *****

M =14 kNm nyomaték ereddjét! (M

Megoldas b X,
Az egyenértékiiség alapjan: (F, M)=R 3m

Ahhoz, hogy eredd erét szamoljunk, a vetiileti egyenletekbe
valo beirhatésdghoz az M nyomatékot erdparra kellene
alakitanunk. Mostanra azonban mar tudjuk, hogy az erépar két
erdje azonos nagysagu ¢és ellentétes iranyu lenne, igy barmilyen vetiileti egyenletben azonos
nagysaggal, de ellentétes eldjellel szerepelnének, igy kiejtenék egymast. Az eredd erd szamitasara
szolgalo vetiileti egyenletben tehat csak az F erd vetiilete szerepelne, igy az eredd az F-fel azonos
nagysagu és iranyl lesz, azaz vizszintes, és R=13kN(—). A
Kérdés viszont, hogy hol van ez az ered6. Ehhez a m
hatdsvonalanak kell olyan helyen lennie, hogy barmely pont ~- e
kortl ugyanolyan nyomatckkal forgasson, mint a megadott 'y, _R> \M)

er6 és M nyomaték egyiittesen. A hatdsvonal helyzetét X
egyértelmiien megadhatjuk az y-tengellyel valo
metszéspontjdnak ¥, koordinatijaval, és felirhatjuk a
nyomatékokat az origéra. Ez a nyomatéki egyenlet (az R
kiszamitott értékeét zardjelbe téve): 4

Yy
Z MZ(O):_13_3 +14=—(13)-y,, amibl y,=1,923m (a pozitiv F
el6jel ennél a koordinatinal azt jelenti, hogy valéban az x- ; R M 777777
tengely f6l6tt van ez a metszéspont). p- J

Kereshetjiik az eredd helyét mas paraméterrel is. Jelolje d azt a
tavolsagot, amennyivel az eredd hatdsvonala lejjebb van, mint az
F hatasvonala. A nyomatéki egyenértékiiséget kifejezd
nyomatéki egyenletet irjuk fel az F erd tamadaspontjara:
> M 413-0414=+13-d , amibél d=1,077m (itt a pozitiv eldjel jelentése, hogy a
feltevésiinknek megfelelden lejjebb van az eredd, mint az F' erd).

Ez utébbi modszert altalanositva azt mondhatjuk, hogy a nyomatéki egyenletet az erd
tdmadaspontjara irva fel, annak egyik oldalan csak a forgatonyomaték, masik oldalan pedig az
eredd nyomatéka lesz nemzérus. Az ereddnek tehat azon az oldalon kell lennie (a megadott
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er6hoz képest), hogy azonos irdnyba forgasson az erd tdmaddspontja koriil, mint a megadott
M| M :

forgatdnyomaték. A hatasvonalak tavolsagat a d ::R_||::F_|| Osszefiiggés adja. Egy erd és egy

nyomaték ereddje tehat egyetlen erd, melynek nagysaga €s irdnya az eréével azonos, helyét az erd

hatasvonalara merdleges eltolasaval kapjuk, az eltolas nagysagat és iranyat pedig a fentiek szerint

kereshetjliik meg.

Fenti gondolatmenettel részben atfedé modon is megoldhatjuk a feladatot (az egyes 1épéseket lasd
a kovetkez6 abra a) részén). Az M nyomatékot felbonthatjuk egy erdparra, jeldlje ezt a két erdt
F, és F,. Az F er6é és M forgatonyomaték eredéje ugyanaz, mint az F,Fés F', er6k eredbje.
Vegylik fel az F, er6t Ggy, hogy az F ellentettje (azaz azonos nagysagu, ellentétes iranyu és
kozos hatasvonalt) legyen. Ekkor az (F, Fy, F,) erbrendszerbél elvéve az (F,F,) egyensulyi
erérendszert az eredd valtozatlan marad. Mivel ez most egyetlen erd, az F, lesz, ez egyben az
(F,F i ,) erbrendszer, és igy az F erd és M forgatobnyomaték ereddje is lesz. Az erOpar
tulajdonsagabol kovetkezik, hogy £, nagysaga F'| -gyel és igy F-fel is megegyez0 lesz, de £, -
gyel ellentétes, azaz F-fel azonos iranyt. A korabban mar latott feladathoz hasonloan az F, erd
helyét F, hatasvonalahoz képest merdlegesen eltolva |[M|/|F,|=|M|/|F| tavolsagban kell
keresniink. Az eltolas irdnyat konnyen megkaphatjuk, ha a forgatonyomaték félkorives nyilat az F'
eré kezddpontjatol hatrafelé kezdve rajzoljuk meg. Ekkor a forgatonyomaték félkorives nyildnak
végpontja az eredd oldalan fog elhelyezkedni (lasd a kdvetkezd abra b) részét).

F F F
—————————— — — R e
) W I ] ) C
By TR B T by
Gyakorlo példa — 1 y A
Hatarozzuk meg az abra szerinti F'=31kN er0 és Sm| - M
— r e '
M =14 kNm nyomaték ereddjét! l F L}
Megoldas X
Az egyenértékiiség: 4m "

Az eredd erd nagysagdnak meghatidrozasara szolgald vetiileti
egyenletekben csak az F és az R erd megfeleld komponensei
szerepelnének. (A forgatdbnyomaték vetiileti egyenletbe nem keriil
bele.) Ez alapjan mekkora és milyen irdnyt az eredd erd?

R=

Jeldlje az eredd x tengellyel vald metszéspontjat az X, koordinata. Az ered nyomatéka azonos a
forgatobnyomaték €s az F' eré nyomatékaval a sik barmely pontjara. Irjuk ezt fel az origéra:

ZM(.O):

Masik lehetdségként az eredd helyét az F' er6hoz képest adjuk meg. Az F' erd hatasvonaldhoz
képest hol legyen az eredd, hogy azonos irdnyba forgasson az F tdmadéaspontja koriil, mint az M

forgatonyomaték?

Milyen tavol legyen az eredd az F erdtdl, hogy az M-mel azonos mértékben forgasson?
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y A
Sm| M
A .
Vazoljuk az eredményt! F b
X,
4m
Mintapélda - 2 Ay
Hatarozzuk meg az abran lathato két erét 5kN 15kN
helyettesito egyetlen erot!
Megoldas
Az egyenértékiiség: (F) F,)=R | | 3
A filiggdleges vetiileti egyenlet (feltételezve, hogy az eredd 2m Sm
fliggbleges komponense felfelé mutat): Ay
D F,:—5+15=R >R =+10kN(T)
A vizszintes egyenletben egyik erd sem szerepel, igy az ereddnek R
sem lehet ilyen irany komponense. Az ered6 tehat egy 10kN -os erd,
ami felfelé mutat. Az eredd hatdsvonaldnak x-tengellyel vald X
metszéspontjat jeldljilk x, -rel. A forgaté hatdsok egyenértékiiségét ‘ >
XR

kifejez6 nyomatéki egyenletet irjuk fel az origora:
> M —524155=10-x,—x,=6,5m
Megoldas egy erdpar segitségevel fejben

Bontsuk fel a 15 kN-os erdt egy olyan erdre, ami a masik ervel egy erdpart alkot és

a maradékra. Az igy kapott forgatonyomaték +5-3=+15kNm () nagysagn, a maradék erd pedig valtozatlan
hatasvonallal 10 kN-os és felfelé mutat. Ennek a 10 kN-os erének és 15 kNm-es forgatonyomatéknak az ereddje egy
10 kN-os felfelé mutato erd, ami 15/10=1,5 m-re van a 10 kN-os er6t6l. Ennek az 1,5 m-es eltoldsnak az iranyat ugy
tudjuk meghatarozni, hogy a felfelé mutaté 10 kN-os erd kezddpontjabol, alulrdl inditunk egy pozitiv irdnya
félkorives nyilat lefelé. Ennek végpontja jobbra helyezkedik el az er6hoz képest, vagyis az eredd is jobbra lesz a 15
kN-os er6hoz képest. Az 1,5 m-es tavolsagot hozzaadva az er6 5 m-es x koordinatajahoz a korabban kiszamolt 6,5 m-

t kapjuk.
5kN ISKN| 51N SkN
LTD T %y
T IOkNT
10kN U
Gyakorl6 példa — 2 Ay
Hatarozzuk meg az dbran lathato harom erot skN 15KN 15kN
helyettesito egyetlen erdt!
Megoldas
Feltéve, hogy az ered6 egy erd, szamitsuk ki annak X
komponenseit! i i i >

Az egyenértékiiség:
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A megadott er6k mindegyike fliggdleges, igy vizszintes vetiiletiik nincs, ezért az eredd vizszintes
vetlilete is

Az eredd fiigglleges vetiiletének azonosnak kell lennie a harom erd fiiggbleges vetiileteinek
osszegével. Feltételezve, hogy R, felfelé mutat, az egyenlet:

Y F,:F +F,+F,=R —

(Mivel nem zérus, ezért valoban er6 lesz az eredd.)

Az eredd er6 nyomatéka az origéra megegyezik az erdk origdra szamitott nyomatékainak az
osszegével. Irjuk fel ezt az egyenletet, feltéve, hogy az eredé az x tengelyt Xp koordinatanal
metszi:

(0),
2. M
Ennek megoldasa:
Xp=

Mit jelent x; eldjele? Vazoljuk az eredményt! Ay
5kN I15kN 15kN

2m Sm 7m

Szétszort sikbeli erérendszer ereddje

Amennyiben az erdrendszer nem csak k6zds metszésponti erdkbdl all, vagy nem minden erd
parhuzamos, akkor szétszort erérendszerrdl beszéliink. Egy ilyen erdrendszer ereddje az eddig latott
esetek barmelyike lehet, ezért az eredd szamitasa ilyenkor két 1épésbdl all. El6szor megallapitjuk,
hogy mi az eredd, majd kiszamoljuk annak szamszert értékeit.

Az eredo jellegének meghatarozasa: az erdrendszer pontra redukalasa

Els6 1épésben helyettesitsiik az erérendszert egy olyan erdvel, ami atmegy egy altalunk kivalasztott
ponton, és egy olyan forgatonyomatékkal, amelyik ehhez az er6hoz (igy végso soron a kivalasztott
ponthoz) tartozik. Ezeket tdrserének és tdrsmyomatéknak nevezzik, és mivel egyenértékiiek az
eredeti erérendszerrel, igy az ereddjiik is ugyanaz lesz. Az ismeretlen tarsnyomaték nem szerepel a
vetiileti egyenletekben, ezért azokbol a tarserd6 komponensei egyismeretlenes egyenletekbdl
szamolhatok, a kivalasztott pont koriil pedig az azon atmend tarserd nem forgat, igy az arra felirt
nyomatéki egyenlet lesz egyismeretlenes, amibdl a tdrsnyomaték szdmithato.

Ha a tarserd zéruserd, és a tarsnyomaték is zérus, akkor az eredd zéruserd.

Ha a tarser6 zéruserd, és a tarsnyomaték nem zérus, akkor az eredd egy forgatonyomaték, mégpedig
a tarsnyomatékkal megegyezd nagysagu.

Ha a tarseré nem zéruserd, akkor az ered6é megegyezik a tarserd €s a tdrsnyomaték eredéjével. Mint
azt korabban lattuk, ez mindig egy olyan erd, melynek nagysaga és iranya azonos a tarserdével, a
hatasvonalat pedig egy megfeleld eltolassal kapjuk.
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Mintapélda - 3 Ay
Hatarozzuk meg az dbran lathato erdk ¢€s
forgatonyomatékok ereddjét az erérendszer Sl P

A pontra redukalasanak segitségével! 4 e | )16 kNm
Megoldas 2mAd

Az egyenértékiiség: (Fy F, F3 M, M,)=(F,, M)
Az A ponton athalado tarserd komponenseit egyszerli vetiileti v l
egyenletekbdl tudjuk szdmolni (az ismeretlen komponenseket 8kNm
koordinatatengely-iranytinak tételezziik fel):
5

D FuiH340-23—=F,— F,=—4960kN(—)

5°+4

4
ZF,.y:o—19+23-W:FAy—> F,=—4,632kN(L)

Mar most megallapithato, hogy az eredd egy erd lesz, melynek komponensei megegyeznek £,
komponenseivel, nagysdga: R=/4,960>+4,632°=6,787 kN (v ), vizszintessel bezart hajlaszoge

. 4,632 .
pedlg th(RZWHOLR=43,O4 .

A tarsnyomatékot barmely pontra felirt nyomatéki egyenletb6l meghatarozhatjuk. Célszerii
magara az A pontra felirni a nyomatéki egyenletet, igy elkeriilhetd, hogy az £, szamitasakor
esetleg elkovetett hibat tovabbgorgessiik. A ferde erdt célszerlien az y-tengellyel valo
metszéspontban bontjuk fel két komponensre, igy csak a vizszintes komponenssel kell szamolni,
a tarsnyomatékot pozitiv irdnyba forgatonak tételezziik fel, ezért pozitiv lesz az eldjele, igy:

5
o

M ,=—109,1 KNm( ) Ay

> MM:—13-2-19-5423 2-8-16=M ,—

A tarserd és tarsnyomaték eredd erdvé vald Osszevonasdhoz a A
vazlaton abrazoltuk azokat, a tarsnyomaték félkorives nyiladt a W\’{\ M,
tarser6  kezddpontjabdl  hatrafelé  inditva.  Ez  alapjan )
megallapithatjuk, hogy az A er6t jobbra-lefelé kell eltolnunk Fy

109,1

6,787
komponensei:

Ax=16,07-sin43,04 °=10,97m(-)
Ay=16,07-cos43,04°=—11,75m(l )

Vo

2
=16,07m -rel. Ennek az eltolasnak a vizszintes és fliggbleges ‘?0)\
%

\}

+10,97
—9,75
szamolva), az erd nagysiga R=6,787kN(~ ), vizszintessel bezart hajlasszoge 0.,=43,04°

Az eredd hatdsvonala tehat atmegy a

]ponton (a fenti kiilonbségeket az 4-hoz képest
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Gyakorl6 példa — 3 Ay

20kN
Hatarozzuk meg az dbran lathato erdk ¢€s
forgatdnyomatékok ereddjét az erérendszer 1 23 kN /s
A pontra redukalasanak segitségével! 7 rr,l, ‘_ )16 KNm
Megoldds 4mA T ¥

- 9m

Az egyenértékiiség: | >
A pontra redukalast a tarserd komponenseinek 19kNy v30 kNm

szamitasaval kezdjik. Az erdket irjuk be a vetiileti
egyenletekbe:

ZFix:
ZFiy:

A két egyenletet megoldva:

Ez alapjan kijelenthetd, hogy mi lesz az ered6? Ha igen, mi?

---------------------

A tarsnyomaték az Osszes hatds nyomatéka az A pontra. (Kezdjiik itt is az erékkel, a ferde erd
nyomatékat két tag sszegeként felirva.)

S M.
l' .
Ennek megoldéasaként:
M =
Vézlatosan rajzoljuk be az abrdba a kiszamitott tarserdt és tarsnyomatékot.

Mi lesz e két hatas ereddje? Mik a komponensei?

R = R,= N
3
Szamitsuk ki az eredd nagysagat és iranyat is!

R — 77”"””””::"1 7777777777
tgo,=

A"

Hol lesz az A hatasvonalahoz képest az eredd erd?

Milyen tavolsagban?

Milyen iranyban kell felmérni ezt a tavolsagot?

Az A pontbdl kiindulva szamitsuk ki az eredd hatasvonala egy pontjanak koordinatait:
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Xp=

Yr=

Készitsiink eredményvazlatot!

Osszetett sikidomok sulypontja

Egy sikidom sulypontjanak koordinatait az yz sikban az alabbi 6sszefliggések alapjan hatarozhatjuk
meg:

[raa [zda
_4 Pz _ 4 2y

Vs J'dA A Zs J‘dA A4
A A

ahol 4 a sikidom teriilete, S. és S, pedig a sikidom z és y tengelyekre vonatkozd statikai
nyomatéka. A sikidom adott tengelyre vonatkozo statikai nyomatéka a sulypont tengelytél mért
tavolsagéanak és a sikidom teriiletének a szorzataval egyenld (eldjeles mennyiség), dimenzidja ennek
megfeleléen m’.

Egy 0Osszetett sikidom sulypontjat megkaphatjuk tgy, hogy a sikidomot olyan részekre bontjuk,
amelyeknek ismerjiik a sulyponti koordinatait. Ebben az esetben a sikidom teriiletét, illetve statikai
nyomatékait egyarant a részsikidomok jellemzdinek 6sszegébdl szamoljuk:

A=Y [d4=) 4,
i 4, i ’

Sz:ZSzi:Z ySiAi,

$,=2.8,=2. 754,

ahol 4,.5,.S i az adott részsikidom tertilete, illetve statikai nyomatéka a z, illetve y tengelyekre,
Ysi» Zs pedig a részsikidom sulypontjanak koordinatai.

Ezt a modszert akkor tudjuk alkalmazni, ha az elemi sikidomok sulypontjat ismerjiik. Az abran
lathat6 elemi sikidomok sulypontjanak helyét érdemes megjegyezni:
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~ e
~~ ~~
e a)
Se ) N| o
Q Se ™M
~~
< <
al2 al2 al3 2al3
A ———H A
a a
N S
~ ~
. l;j: Se &I
™M o
~~ ~~
~ ~
<t 3( <t N
4r/3m r r
S # # r'd
s r v
7 7

A fent bemutatott részsikidomokra bontas segitségével konnyen be lehet latni, hogy a szimmetrikus
sikidomok stlypontjanak a szimmetriatengelyen kell lennie, hiszen a szimmetriatengely két oldalan
elhelyezkedo részek szimmetriatengelyre vonatkozo6 statikai nyomatéka egymas minusz egyszerese,
igy a teljes sikidom szimmetriatengelyre vonatkozo statikai nyomatéka zérus lesz.

Mintapélda — 4 %
Hatarozzuk meg az dbran lathato sikidom stlypontjanak

helyét részekrebontassal és készitslink eredményvazlatot!
Megoldas

Mivel szimmetrikus a keresztmetszet, ezért a sulypontja rajta

lesz a szimmetriatengelyen. A koordindtarendszert ugy vettiik 420! 220 4! 02
fel, hogy a z tengely egybeesik a szimmetriatengellyel, tehat 300 mm
csak a sulyponti z koordinatat kell kiszamolnunk. # 7
Bontsuk fel a sikidomot harom téglalapra az abran lathaté
modon!

A sikidom teriilete a hdrom téglalap teriiletének osszegével egyezik meg:
A=A,+A4,+4,=200-40+220-50 +200-40=27000 mm" .

A sikidom y tengelyre vonatkozd statikai nyomatékat a hdrom
téglalap statikai nyomatékainak 6sszege adja, a részsikidomok
statikai nyomatékat pedig teriiletiik és sulypontjaik y tengelyt6l 1 3
mért tavolsagainak szorzataként szamithatjuk:
S§,=8,+5,+S5,;=
200-40-100+220-50-(150+25)+200-40-100=3525000 mm’ 40
A teljes sikidom stlypontjdnak z koordinatdjat (y tengelytdl
mért tavolsagat) az y tengelyre vonatkozo statikai nyomaték €s a
teriilet hanyadosaként szamoljuk:

50 150
200

50 150
200

220 40
300 mm
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S
y 3525000 _ 130,6 mm

2574 727000

zs stlyponti tdvolsag értékét!

Eredményvazlat:

y

130,6 mm

Gyakorl6 példa - 4
Hatarozzuk meg az abran lathat6 / -szelvény stlypontjanak

helyét részekrebontassal és készitsiink eredményvazlatot!

a6

Végiil készitsiink eredményvazlatot, rajzoljuk be a sikidom sulypontjat és az abran tiintessiik fel a

N N
o¥ %
] 38
20 Rl o
A N
=
N 3‘
z
y 300mm
7 7
Eredményvézlat:
yl J
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Egy Osszetett sikidom sulypontjat megkaphatjuk ugy is, hogy olyan egyszerii sikidomokkal,
amelyeknek ismerjiikk a sulypontjat kiegészitjiik a sikidomot egy nagyobb, de egyszeriibb alaki
sikidlommad, amelynek szintén ismerjiilk a sulyponti koordinatait. Ebben az esetben a sikidom
tertiletét a teljes, kiegészités utan kapott sikidom teriiletének (Awjes) €s a kiegészitd részek
terliletének (Axieesszits) killonbsége adja:

A=A4 A

teljes_ kiegészitd -

Hasonldan szamolhatjuk a statikai nyomatékokat a kiegészitett teljes sikidom statikai nyomatékéanak
¢s a kiegészitd részek statikai nyomatékainak a kiilonbségébdl:

S.=S S
S =S

y v, teljes -

z, teljes_

S

z, kiegészitd 5

y, kiegészito -

Mintapélda — 5

Hatdrozzuk meg az 4bran lathat6 sikidom Y 2 o
stlypontjanak helyét a sikidom kiegészitésével | g
¢s készitsiink eredményvazlatot! o
LN
Megoldas z

Mivel szimmetrikus a keresztmetszet, ezért a sllypontja rajta 4 20 40
lesz a szimmetriatengelyen. A koordinatarendszert Ggy vettik ##———F#/#
fel, hogy a z tengely egybeesik a szimmetriatengellyel, tehat , ~ 300mm
csak a sulyponti z koordinatat kell kiszdmolnunk.

Egészitsiik ki a sikidomot téglalappé az dbran lathaté modon! A
sikidom teriilete a nagy téglalap teriiletének és a kis kiegészitd
téglalap teriiletének a kiilonbsége: y

A=A,— 4,=300-200—220-150=27000 mm> .

A sikidom y tengelyre vonatkozé statikai nyomatékat a nagy 1
téglalap ¢és a kis téglalap statikai nyomatékainak a kiilonbsége z
adja. 40 oo 40
S,=§,—5,,=300-200-100—220-150-75 =3525000mm" . e

300 mm
A teljes sikidom sulypontjanak z koordinatajat (y tengelytél —# 7

mért tdvolsagat) az y tengelyre vonatkozo statikai nyomaték és
a teriilet hanyadosként szdmoljuk:

S, 3525000
=L="""""0w"=130,6
T4 27000 o
Végiil készitsiink eredményvazlatot, rajzoljuk be a sikidom sulypontjat és az abran tiintessiik fel a
zs sulyponti tdvolsag értékét!

N
50 150
200

Eredményvazlat:

130,6 mm

10
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Gyakorl6 példa - 5
NN
Hatarozzuk meg az abran lathat6 keresztmetszet y [ J %sz M
sulypontjanak helyét a sikidom kiegészitésével és
készitsiink eredményvazlatot!
) 20 Rl o
Megoldas i N R
| N
N N
z
. 300 mm )
[ J
Eredményvézlat:
yl
z

11
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Mintapélda — 6

Hatarozzuk meg az abran lathat6 sikidom 3
sulypontjanak helyét és készitsiink Y
eredményvazlatot! LE)
e}
Megoldas 0
Bontsuk fel a sikidomot egy haromszogre €s egy negyedkorre N
az abranak megfelelden. 20 50 cm
A sikidom teriilete a két részsikidom teriiletének Osszegével 7 - 7
egyezik meg:
A :A1+A2:;—-50-20 +}T-502-n:500 +1963=2463cm” .
A sikidom y tengelyre vonatkozo statikai nyomatékat a ¥
haromszog és a negyedkor statikai nyomatékainak az Y
Osszege adja. 8
(e}
. LN
SyzSyl+Sy2=500?—'50%-1963-(50—%)=731700m3. 1 2
>
A teljes sikidom sulypontjanak z koordinatajat (y tengelytol 20 50em
mért tavolsagat) az y tengelyre vonatkoz6 statikai nyomaték 7 7/
¢s a terlilet hanyadosaként szadmoljuk: z
S, _73170
=+=—""-=2971
T4 263

A sulypont y koordinatdjanak meghatarozasahoz szamitsuk
ki a részsikidomok statikai nyomatékat a z tengelyre:
1 4-50

S, =5, +8,,=5003-20~1963 -3 ——=—38330cm’" .

(A negyedkor statikai nyomatéka negativ, mert silypontjanak y koordinataja negativ.)
A teljes sikidom sulypontjanak y koordinatajat (z tengelytél mért tdvolsdgat) az z tengelyre
vonatkozo6 statikai nyomaték és a teriilet hanyadosaként szamoljuk:

S. —38330

YsT 4 T 2463

Végiil készitsiink eredményvdzlatot, rajzoljuk be a sikidom stlypontjat €s az adbran tiintessiik fel
az ys, zs sulyponti tdvolsagok értékeit!

=—15,56cm .

Eredményvazlat:
E
y ~
Hn
.S S
15,56cm
A

12
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Gyakorlo példa — 6 X
Hatarozzuk meg az abran lathato keresztmetszet Y
sulypontjanak helyét és készitslink eredményvazlatot! .
Megoldas w
~
10 20 50cm
z

13
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Megoszl6 erdk

Az eddigiekben azt lattuk és tanultuk meg, hogy egy anyagi pontra haté koncentralt er6ket hogyan
tudjuk kezelni. A valdsagban el6forduld erdk azonban szinte sosem koncentraltak, hanem
valamilyen megoszIlo erOk. A megoszld erdket csoportosithatjuk attol fiiggden, hogy mi mentén
oszlik el az er6hatas. A térfogat mentén megoszIo erdk esetén a testbol kivagott rész nagysagatol és
helyétdl fiigg a részre miikddo eréhatas nagysaga. Ilyen példdul a gravitacios erd, mely minden
térfogatra egy 0V g nagysagu (stly)erét eredményez (ahol Q a siirliség). A feliilet mentén
megoszIo erdk jellemzben az érintkezd testek kozott atadodod erdk. Sikbeli feladatoknal a feladat
mélységét a vizsgalat sikjara vetitjiik, ilyenkor egy eredetileg feliilet mentén megoszlo er6bol vonal
mentén megoszlo erd valik. A megoszld erd teljes nagysaga ugyan fiigg attol, hogy mekkora
kiterjedés mentén oszlik meg, igy kisebb kiterjedéshez jellemzden kisebb eredd erd tartozik.
Ugyanakkor az erd nagysaganak ¢és a kiterjedés mértékének hanyadosa a kiterjedés csokkenése
mellett egy hatarértékhez tart. Ezt a hatarértéket a megoszlo erd adott pontbeli intenzitasanak
nevezziik. A megoszlo erdt kisbetiivel jeloljiik, szokasos a g, p, g, w betiik hasznalata.

Ennek az d6ranak a célja, hogy megtanuljuk, hogyan lehet megoszlo erdket egyetlen koncentralt
hatassal helyettesiteni, azaz hogyan szdmithaté a megoszld erd ereddje.

Térfogat mentén megoszl6 erék ereddje

Ha egy téglatest alakii gerendanak a sulyat egyetlen erdvel akarjuk jellemezni, akkor az erd
nagysagat az m tomeg ¢és a g gyorsulds szorzataként szamolhatjuk, a tomeget pedig a V térfogat és a
Q siiriség szorzataként: G=m-g=V-0-g . A slirliség és a gravitacios gyorsulds szorzata a fajsuly (
Y=0'g, lehetséges mértékegysége N/m’), ez egyben a graviticios erd intenzitdsa is. Az eredd
helye a téglatest stlypontjaban van.

Felilet mentén megoszlé erdk ereddje

A felillet mentén megoszldo erd intenzitdsa a térfogat mentén megoszld erééhez hasonldan
szarmaztathat6, csak a feliiletet kell hatarértékben nulldhoz kozeliteniink. A lehetséges
mértékegysége ennek megfeleléen N/m°. Az erd

intenzitasat pontrol-pontra felrajzolhatjuk a feliiletre 4 [kN/m’]
merdlegesen, az intenzitdssal aranyosan. (A feliiletre
merdlegesen nem valddi tdvolsdgokat mériink, hanem az
intenzitasnak megfelelé mennyiségeket.) Az igy kapott

(fiktiv) testet terhelési testnek nevezziik. A megoszld erd

ereddje a teher altal meghatarozott "terhelési test"

térfogataval aranyos, és d&tmegy annak sulypontjan.

Vonal mentén megoszl6 erék ereddje

A gyakorlati szamitasok sordn gyakran a térfogat ¢s feliilet mentén megoszl6 erdket is vonal mentén
megoszlo erdkre vezetjiik vissza. Ha a korabbi példaban szerepldé gerenda esetén a térfogatot
V=I-4 -ként szamoljuk (ahol / a gerenda hossza, 4 pedig a keresztmetszeti teriilete), akkor a
térfogat mentén megoszl6 erét a hossztengelyre merdleges keresztmetszetenként koncentralva egy
vonal menti megoszlo er6t kapunk. Ennek intenzitdsa a korabbi jeloléssel Ay lesz, aminek a
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mértékegysége tehat "N/m" lehet. Sikbeli feladat esetén a vizsgalat sikjara merdleges sikban
megoszlo erdket a vizsgalat sikjara vetitve egy hasonld koncentraldst hajtunk végre. Ezt
demonstralja a kovetkezo abra.

y 4

g [kN/m’] q-b[kN/m]

5
Q
-~

I

Parhuzamos megoszIo erdk

Az eredé a teher altal meghatarozott "sikidom" teriiletével aranyos, iranya a megoszld erdvel
parhuzamos, a helye a sikidom sulypontja. Beszéliink egyenletesen megoszld és linedrisan valtozo
terhekrdl, ennél bonyolultabb fiiggvénnyel a jelenleg rendelkezésiinkre all6 matematikai eszkoztar
bizonytalansdga miatt nem foglalkozunk. (De az eddig elmondottak azokra is igazak lesznek.)
Feltételezziik, hogy két elemi sikidomrol (a téglalap €s a haromszog) mindenki tudja a sulypont
helyét, igy az elemi esetekben az eredd konnyen szamithato.

Mintapélda — 1 5,2kN/m
Hatarozzuk meg az abran lathaté egyenletesen ‘_LLLLLLLLLLLLLU
megoszlo erd ereddjét!
Megoldas 4 oo /
A fliggbleges megoszl6 erd ereddje egy fliggdleges erd, nagysaga:

R=52-6,6=3432kN(l ) | R |
Az eredod helye a szakasz hosszdnak felében van:

6,6/2=3,3m 33m Y 33m

ﬂJI b} /(V b) ﬁJI

Gyakorl6 példa — 1

5,2kN/m
Hatdrozzuk meg az 4bran lathato, linedrisan

valtozo megoszlo erd ereddjét!

, , 6,6 m ,
Megoldas 7 7
A fliggbleges megoszld erd ereddje egy fliggdleges erd, nagysaga az abra teriilete:

R=

Az eredd helye a szakasz hosszanak harmadoldpontjdban van, a nemzérus intenzitds feldli
oldalon:
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k=)
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N

Ha az egyszerii sikidomoknal bonyolultabb a terhelési sikidom alakja, akkor egymdsra halmozassal
(szuperpozicioval) szamoljuk az ered6t. Ennek alapja, hogy egy adott intenzitasu megoszlo erd
hatasa ugyanaz, mint olyan megoszl6 erdk egyiittes hatdsa, ahol a megoszl6 erdk intenzitasainak
eljeles osszegzése pontrol-pontra az eredeti intenzitast adja. Igy a teljes eredd a részereddk
ereddjeként szamithato.

Mintapélda — 2
Hatarozzuk meg az ébran lathaté6 megoszlo
er0 eredojét!

Megoldas

Els6 lépésben mar ismert ereddjii megoszld erdkkel kell 4,8m
helyettesiteniink a linearisan véltozé6 er6t tugy, hogy az ~
OsszetevOk Osszege minden pontban az eredeti fliggvényt adja ki. Linedris fliggvénynél ezt ugy
teljesithetjiik, ha az 0sszetevo fiiggvények is legfeljebb linedrisak és két pontban (célszeriien a
szakasz kezdd- és végpontjaban) az Osszegiik megegyezik az eredeti fiiggvény értékével. Legyen
a két linearis fliggvény olyan, hogy a szakasz egyik végpontjaban zérus legyen. A szakasz masik
végen ezért az eredeti fliggvény intenzitdsanak kell lennie.

)4
7

4.8m R, 4.8m
ﬁy ﬁ ﬁ
A két részeredo:
1
R1—57,5-4,8—18kN(l ) R, R,
R2=% 54-48=12,96kN(L )
Akét ré d6 ereddj tiileti letbdl: v v
et reszeredo eredgje €gy vetulctl egyenlietool: 1,6m 1,6m 1,6m
R=R,+R,=18+12,96=30,96kN (! ) T S

(Ez nem zérus, tehat az eredének van er6komponense. Ellenkezd esetben vagy nyomaték, vagy
egyensuly lenne az eredd, amit kiilon és mas mddon kellene vizsgalnunk.)

Az eredd helyének szamitasdhoz tételezziik fel, hogy a szakasz baloldali végétdl x tavolsagra
van jobbra, majd irjunk fel egy nyomatéki egyenletet a szakasz baloldali végpontjara:

> M =30,96-x,=—18-1,6—12,96-3,2
Ezt megoldva: x,;=2,270m
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Gyakorlo példa — 2
Hatarozzuk meg az ébran lathaté6 megoszlo
er eredojét!

Megoldas

Bontsuk fel a megoszlo erdt egy egyenletesen megoszlo, és egy 4,8m y
nulla és maximalis érték kozott valtozo erdre: 7

7,5kN/m
5,4kN/m
y W = +

p 4,8m A 4,8m s 4,8m g

Szamitsuk ki az egyes részek részeredoit és jeldljiik azok helyét az dbran:

R,= l\‘
R,=
A két részeredo eldjeles Osszegzeésébol:

R=R, +R,= / /

Az eredd nyomatéka a sik barmely pontjdra megegyezik a részereddk ugyanazon pontra vett
nyomatékainak 0sszegével, igy az eredd helyét egy nyomatéki egyenletbdl tudjuk kiszamolni:

ZM(.):

A 4

Amibdl az eredd helye:
Xp=
Viazoljuk az ered6t az abran. l\‘
ﬂy ﬂy

Mintapélda — 3

. e T . 3,8kN/m
Hatarozzuk meg az dbran lathatéo megoszlo
er eredojét!

Megoldas egy egyenletes és egy linearisan valtozo erével %kN /
, m

Az egyenletesen megoszld teher intenzitdsa legyen az egyik
végpontbeli intenzitis. A masik végpontban a linedrisan véltozo er #
intenzitdsa akkora kell legyen, hogy az Osszeg a teljes fiiggvény
értékét eredményezze: —1,4+¢,=3,8—¢,=52kN/m _ Igy a felbontas uténi két megoszlé erd és a
részeredoik kiilon-kiilon:

5,0m L
I[
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Az egyes részeredok:
R=—1,4-50=—7,0kN(1 ) R
1 R,
R,=25250=13 KN (L)
Az eredd nagysagat vetiileti egyenletbdl lehet szamolni: 25m 1,667m

R=R,+R,=—7,0+13,0=46,0kN ({ ) ﬁﬁk—*
m

. . p p . . 0,8333 .
(Ez nem zérus, tehat az ereddnek van er0komponense. Ellenkezd esetben zéruserd vagy nyomaték
lenne az eredd, amit kiilon és mas modon kellene vizsgalnunk.)

Az ered6 helyének szamitasahoz tételezziik fel, hogy a szakasz baloldali végétél X, tavolsagra
van jobbra, majd irjunk fel egy nyomatéki egyenletet a szakasz baloldali végpontjara:

> MP:—6,0x,=7,0-2,5-13,0-3,333
Ezt megoldva: x;=4,305m

Megoldas ket linearisan valtozo erdvel a zérushely felhasznaldasaval

Csaloka modon kinélja magat az, hogy a zérushely kiszamitasa utan 3,8kN/m
két haromszog segitségével szamoljuk az eredét. Ehhez a zérushelyet
két hasonld haromszog alapjan felirt aranyparbol szamolhatjuk: Q{/

1’4 3,8 1,4 kN/m

— x=1,346m, 5,0—x=3,654m

X _S,O—x ’ X 50—x

) )
/1 7

fgy a felbontas utani két megoszld erd és a részereddik kiilon-kiilon:

3,8 kN/m
/rffﬂ _ I . /ffmﬂ

= BT 4kv/m \Z
'[J, S,Om '[J' 19346 ;!1 '[J, 3,654m n

Az egyes részeredok:

! =
Ry=—14+1346=—0,0422kN(T ) o

R2=%3,8-3,654:6,943 KN (L) B! v
3,333m 1,218 m

Az eredd nagysagat vetiileti egyenletbdl lehet szamolni: H
0,4487 m

N
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R=R,+R,=—0,9422+6,943=46,001 kN ({ )

(Ez nem zérus, tehat az eredonek van erOkomponense. Ellenkez6 esetben vagy nyomaték, vagy
egyensuly lenne az eredd, amit kiilon és mas mddon kellene vizsgalnunk.)

Az eredd helyének szamitdsahoz tételezziik fel, hogy a szakasz baloldali végétdl X, tavolsagra
van jobbra, majd irjunk fel egy nyomatéki egyenletet a szakasz baloldali végpontjara:

> M —6,001 x ,=0,9422-0,4487 —6,943-3,782
Ezt megoldva: x;=4,305m

Gyakorl6 példa — 3

r 14 14 /4 /4 4 3 ’8 kN/m
Hatarozzuk meg az abran lathaté megoszlo
erd eredojét!

Megoldas

y oy Uy Vg e ,%kN/m

Bontsuk fel a megoszlo erdt két linearisan valtozd6 megoszld 50m

erére gy, hogy mindkét Osszetevd a teljes hossz mentén 4 ’ <

oszoljon meg, és az egyik végen zérus legyen az intenzitdsa. Rajzoljuk be az alabbi dbrdba a
felosztast és az egyes részereddk helyét:

V

) 5,0m ) ) b b b
/ / 7 / A /
Szamitsuk ki az egyes részereddket €s jeloljiik azok helyét a k6zos dbran:
R,=
A két részeredd eldjeles Osszegzésébol: L L
7 7

R=R,+R,=

Az ered6 nyomatéka a sik barmely pontjara megegyezik a részereddk ugyanazon pontra vett
nyomatékainak 0sszegével, igy az eredd helyét egy nyomatéki egyenletbdl tudjuk kiszamolni:

ZM(.):

Amibdl az eredd helye:

Xp=

Vazoljuk az ered6t az abran. m

-~
-~
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A megoszlo erd megoszlasanak modja

A vonal mentén megoszl6 terheket aszerint is megkiilonbdztetjiik, hogy az eloszlast mi szerint
értelmezzik. Hossz mentén megoszIo erdk példaul az 6nstly, vagy a sz€l, ahol az eredd nagysaga az
intenzitds és a vonal hosszanak szorzata. (Az eddigi példdink mind ilyenek voltak.) A masik csoport
a vetiilet mentén megoszlo erd. Ilyen példaul a hoéteher, amelynél az intenzitast a vonal vizszintesre

vett fiiggbleges vetiiletére értelmezziik, igy az ereddt abbdl szamitjuk.

Mintapélda — 4

a) Szamitsuk ki az abran lathato, hossz mentén
megoszl6 erérendszer eredojét!

Megoldas

A megoszl0 szakasz hossza a Pitagorasz-tételbol:
1=15+12°=13,00m

Az eredd nagysaga az intenzitas és a hossz szorzata:
R=4-13,00=52kN

Az eredd helye a szakasz kozepe, iranya fliggbleges, lefelé mutat.

4 kN/m

5m

12m

N

-~

b) Szamitsuk ki az dbran lathato, hossz mentén
megoszlo erérendszer ereddjét!

Megoldas

A megoszl6 szakasz hossza a Pitagorasz tételbdl:
=45 +122=13,00m

Az eredd nagysdga az intenzitds és a hossz szorzata:
R=4-13,00=52kN R, 4 4R

Ez a ferde erd a hossztengelyre merdleges, a

fliggdlegessel ugyanakkora szdget zar be, mint a tengely
a vizszintessel. Az egyes komponensek:

5

\52412°

Rx
12
R =52-——=— —48KkN(T
g 5% 122 ")

4 kN/m

5m

B
Jr—
[\)
8

—

5m

=52. =20kN(-) 12m }

~

¢) Szamitsuk ki az 4bran lathatod, vetiilet mentén 4kN/m

megoszl6 erérendszer eredojét! ‘ i i i i i i i i i ‘

Megoldas
A megoszlas hossza a vizszintes vetiilet:
[=12m

Az eredd nagysaga az intenzitas és a hossz szorzata:

5m

12m

5
-~
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R=4-12,00=48 kN

Az ered¢ helye a szakasz kdzepe, iranya fiiggdleges, lefelé mutat.

Gyakorl6 példa — 4 N~
a) Szamitsuk ki az abran lathat6, hossz mentén 6 kKN/m

megoszlo erdrendszer ereddjét!
Megoldas E
A megoszl6 szakasz hossza a Pitagorasz tételbdl:

[= <

Az eredd nagysaga az intenzitas és a hossz szorzata: u

R=

)
7

b) Szamitsuk ki az dbran lathato, hossz mentén
megoszlo erérendszer ereddjét! 6 kN/m

Megoldas
A megoszl6 szakasz hossza a Pitagorasz tételbdl:
Az ered6 nagysaga az intenzitas €s a hossz szorzata:

R=

3m

)
7 /

“~

3m

4m
4m 1,
4m

L )
7 7

¢) Szamitsuk ki az abran lathat6, vetiilet mentén 6 kN/m

megoszld erérendszer eredojét! ‘ i i i i i i l i i ‘
N

’ N
Megoldas
A megoszlas hossza a vizszintes vetiilet:
[= E
m
Az eredd nagysaga az intenzitas és a hossz szorzata:
-~
Y 4 m )

R=

N\

I[
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Ferde vonal mentén megoszIlo ero

Az olyen terhek ereddjét, melyek a feliiletre merdlegesek, mas modon is szamithatjuk. Ilyen teher a
sz¢lterhen kiviil példaul a viznyomas is. Ezeknél a terheknél a vetiiletek gondos attekintése utan
arra juthatunk, hogy a ferde erd vizszintes és fiiggdleges vetiileteit akar elkiiloniilten is kezelhetjiik
vetiilet mentén megoszlo erokként.

Mintapélda — 5
Szamitsuk ki az abran lathato, hossz mentén 4 kKN/m
megoszl6 erérendszer eredojét!

Megoldas

A merdleges erd helyett két vetiilet mentén megoszlo erét kell , 12m
felvenniink, amik jobbra, illetve felfelé mutatnak..

5m

A jobbra mutaté erd a fiiggéleges 5 méteres hossz
mentén oszlik meg, igy annak ereddje:

R.=4-5=20kN(-)

A felfelé mutatd er6 a vizszintes 12 méteres hossz
mentén oszlik meg, igy annak ereddje:

R,=4-12=48KkN(1)

A két részeredd kiilon-kiilon a vetiilet és igy a szakasz R
felezopontjaban miikodik. Ereddjiik egy ferde ero: v

R=120"+48"=52,00kN( ")

Vizszintessel bezart hajlasszoge:

5m

12m

aRzarctg;%=67,38 °

-~
N

Gyakorl6 példa — 5 ~
Szamitsuk ki az abran lathato, hossz mentén 6 kN/m
megoszlé erérendszer ereddjét!

Megoldas

A feliiletre merdleges megoszld erd helyett rajzoljuk be az
azt helyettesitd, vetililet mentén megoszl6 erdket. A

3m

Szamitsuk ki a vizszintes és a fliggéleges irdnytl megoszlo ) 4m
er6 eredojét:

R =

X ] K
R, =

Jeloljik ezeknek az er6knek a helyét az &bran, majd
szamoljuk ki a két részeredo ereddjét:

R=

3m

4m

-~
-~
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Opr=

Altaldban konnyebb vizszintes €s fiiggbleges erdkkel szdmolni, ezért az ilyen iranya részereddk
meghatarozasa utan mar nem szamitjuk ki a teljes eredot.

A viznyomas is megoszIl6 teher, jellemzdje,

hogy mindig merdleges a feliiletre, az

intenzitasa pedig a vizmélységtdl fiigg. Ez =

latszolag bonyolitja a szamitast példaul egy R=9
gatra hat6 erd szadmitasanal, hiszen egy

gbrbe vonal mentén valtozo intenzitasu erd

ereddjét kellene szdmolni. Valdjadban a két

hatds egyiittalldisa miatt a szamitas

meglepden egyszerti. \

A vizszintes iranyt vetiiletet egy haromszog
alakban megoszl6 erd ereddjeként szdmolhatjuk, a
helye a magassag als6 harmadoldpontjaban van.

A fliggbleges iranyll erd intenzitasa mindig a
vizmélységgel aranyos, igy megfelelden skalazva a
gat vonala és a vizszint kozotti sikidom a
teherfliggvényként kezelheto. Amennyiben
ismerjiik ennek a sikidomnak a teriiletét &s
sulypontjat, akkor a viznyomasbol szarmazo erd
fiiggbleges komponensét is ismerjiik. y

10
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Merev testek kinetikaja

Sikbeli feladatoknal a merev test helyzetének egyértelmii megadasdhoz harom adatra van sziikség,
ezért a mozgas leirdsdra harom fliggetlen egyenletre van sziikségiink. Ehhez az elemi pontok
mozgasanak 0sszegzésével levezetett tételeket hasznaljuk.

Sulyponttétel

Tétel: A merev test stlypontja igy mozog, mintha egy olyan tomegpont lenne, amelyre a merev
testre hato er6k hatnak, tomege pedig a merev test tomegével azonos. (Képlettel: R=m-ay )

Mint latjuk, meg kell mondanunk, melyik pont gyorsuldsa lesz aranyos a testre hatd erdk
ereddjével. A stlyponttétel az anyagi pontokndl latott modon irhatdé at skalaregyenletekké, a
tetszOleges iranyu vetiileti egyenletek koziil azonban itt is csak kettd lesz fiiggetlen.

Perdiilettetel

A masik tétel a forgds sebességének valtozasat fejezi ki, a képletet Newton masodik
mozgastorvényének forgomozgasra forditdsaval mutatjuk be. A korabbi egyenes-kdrmozgas szotar
szerint a gyorsulas helyett a test szoggyorsulasat kell hasznalni. A tehetetlen tomeg szerepét egy
kivalasztott tengelyre vett tehetetlenségi nyomaték (inercianyomaték) veszi at. Az erd helyett pedig
a kivalasztott tengelyre kell szamitanunk a testre hatd erdk és forgatonyomatékok nyomatékat. A
sikbeli feladatunkban tehat M =I7-xk lesz a tétel altalanos alakja. A kivalasztott tengely lehet a
sulyponti tengely, vagy lehet a pillanatnyi forgaskozéppont, igy a tételt kétféleképpen
fogalmazhatjuk meg:

Tétel: Merev test szOggyorsulasa ardnyos a testre hatd erdknek és forgatonyomatékoknak a test
sulypontjdra szamolt nyomatékaval, az aranyossagi tényez0 a test sulypontjara szamolt
tehetetlenségi nyomatéka. (Képlettel: M=14K )

Tétel: Merev test szoggyorsuldsa ardnyos a testre hatd erOknek és forgatonyomatékoknak a
pillanatnyi forgdskozéppontra szamolt nyomatékaval, az ardnyossagi tényez0 a test pillanatnyi
forgaskdzéppontra szamolt tehetetlenségi nyomatéka. (Képlettel: M,=1,K )

Merev test tehetetlenségi nyomatéka

A merev test egy tengelyre szamolt tehetetlenségi nyomatéka a testet alkotd elemi todmegpontok
tengelyt6l valo r tavolsidga négyzete és az elemi tomegpontok dm tomege szorzatainak Gsszege,

_ 2
képlettel: I—fr dm
E targy keretében csak hengernek tekinthetd, illetve hossz, a tengelyére merdlegesen

elhanyagolhato kiterjedésti testek mozgasaval foglalkozunk, ezek tehetetlenségi nyomatékait
mutatja az abra.
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S A
[ 0 3}
lw l lJI
2 2
Stlypontra: I= m2R Sulypontra: /= mlé
2
Keriileti pontra: IA = % I’I’Z'R2 Végpontra: IA =m3l

Henger ¢és rud tehetetlenségi nyomatékai

Altalanossagban is igaz, hogy a legfontosabb inercia a stlyponti. Ez ugyanis a legkisebb, és ebbdl
barmelyik masik P ponton atmend tengelyre ki lehet szamitani az inerciat a Steiner-tétel

segitségével: [,=1I¢+m-ryg , ahol 7ps a P és S pontok tavolsaga.

A henger és a rad esetében tehat elég lett volna a stilyponti inerciat megadni, hiszen:

1 2 3
IA=IS—|-m-rils=2—m-R2-ljm-R2=2—m-R2
I,=I+mr’ _ml +m- L 2= 1—# m-lz=m‘l2
47 S 12 2 12 4 3

A feladatok megoldasa soran a vetiileti egyenletek és a perdilettétel két formaja koziil
valogathatunk.

Mintapélda — 1 "(L‘j‘“‘“
O] A

Hatarozzuk meg az /=1,2m hosszisagu, G=500N sulya rad
szoggyorsulasat €s a felfliggesztésrdl 4tadodo erdt, ha a test a
nyugalmi helyzetbdl az F'=300N erd hatdsdra mozgasnak indul!

Megoldas
Az abréba berajzoltuk a testre hato erdket és szaggatott vonallal a sulypont

gyorsulasat, valamint a test sz0ggyorsulasat. Mivel a test a rogzitett 4 pont
koriil forog, ezért e két mennyiség nem fiiggetlen egymastol: ag=x-1/2

9%}
°

A test allo helyzetbdl indul, ezért a kezdeti szogsebesség nulla, emiatt a | ¥ A

sulypont normadl iranya gyorsulasa nulla.
X . X
500 «
=50,97k L
081 N8 K
A sulyponttétel vizszintes ¢és fliggdleges iranyban: S
4 4300=50,97-a, G l as

4,-G=50,97-0

A rud tomege: m=

A rogzitett tengely ismeretében a perdiilettételt kétféleképpen is »
felirhatjuk, a sulypontra és a forgas tengelyére:
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2
300.0’6_Ax.0’6=w.]<
12
2
300-1,2=2297-1.2°

A négy egyenletbdl csak haromra van sziikségiink. Az utolsé egyenletbdl:
K =14,71rad/s’ (")

Ezt felhasznalva az els6 és a masodik egyenletben:
A4,=150,0N(-), 4,=500N (1 )

Gyakorlo példa — 1

Egy m=15kg tomegtli, /=1,5m hosszl gerendat két végén fogva tartunk.
Mekkora lesz a gerenda szoggyorsuldsa, ha hirtelen az egyik végén elenged;jiik?
Mekkora erdt kell kifejteni a masik végen az elengedés pillanataban ahhoz,
hogy az a végpont ne mozduljon el?

Megoldas
Rajzoljuk be a gerenddra az elengedés pillanataban hatd erdket. I l

Jeloljik a varhato elfordulds és szoggyorsulds iranyat és a
sulypont gyorsulasat is.

frjuk fel a sulyponttétel két egyenletét:

ZFix:
ZFiy:

Szamitsuk ki a tehetetlenségi nyomatékot a stilyponti és a forgastengelyre:
= I,=

[rjuk fel a perdiilettételt a stilypontra, illetve a forgastengelyre:

ZM(S):
ZM(.O):

Oldjuk meg az egyenletrendszert:
K=
A =

X

A =

Y
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Helyzeti allékonysag, felbillenés

A gordiiléshez hasonld jelenség a sik feliileten tdmaszkodo testek billenése. Ha a test kiterjedését is
figyelembe vessziik, akkor a szoritderd nem egy koncentralt erd, hanem egy, a feliilet (vagy vonal)
mentén megoszlo erd. Mivel ez az eré csak nyomds lehet, ezért az ereddjének is az érintkezési
feliileten beliil kell miikddnie, hatarhelyzetben pedig éppen annak a szélén. A felbillenés
vizsgalatakor azt kell ellendrizniink, hogy az azt okozé nyomatékok nagyobbak-e, mint az azt
meggatld nyomatékok. (Ugyanakkor feltételezziik, hogy az elfordulds sarokpontja nem csuszik el,
ezt a feltételezést a szamitas végén ellendrizni kell.)

Mintapélda — 2 F
Mekkora F erdvel lehet felbillenteni a vizszintes sikra
helyezett a =3 m oldalhosszusagu, m=50kg tomegi
négyzet alaku testet, ha az erd az dbra szerint megadott
iranya?

Megoldas

Az abrara a felbillenés pillanatét rajzoltuk fel, és a testre ekkor hato Fa/ 2 Fa/ 2,
erdket. Mivel a felbillentéshez végtelen kicsiny, de a kivant iranyba
mutatd szoggyorsulds is elegendd, ezért egyenldtlenség helyett a
hatarhelyzetet, mint egyenl6séget oldjuk meg (ezért nem lesz l
szlikséglink a forgés tengelyére szamolhato inercidra sem).

\! al2 al2

[Q

al2  al?

A perdiilettétel a forgastengelyre:
%195:[}\70 Fs
B ,5

Ennek megoldéasaként: F'=548,4N

Megjegyzés:

A

=

50-9,81-1,5—- F-

Az er6 szamitasahoz feltételeztiik, hogy nem cstszik el a sarokpont, azaz a sulypont gyorsuldsa
minden irdnyban zérus. A sulyponttétel két vetiileti egyenletének felirasaval és megoldasaval ki
lehetne szamolni a surlddasi erd €s a szoritderd értékét, majd a surlodasi feltétellel megadni a
surlddasi egyiitthatd minimalisan sziikséges értékét.

Gyakorlo példa — 2
Egy 1 méter magas, 30 centiméter széles betonhasab tomege m=180kg.

A hasédbot egy a.=20 ° hajlasszogi lejtore allitjuk a kisebb oldalaval.
Felbillen-e a magara hagyott hasab?

Megoldas

A feladat tobbféleképpen megoldhatd, nézziink egy dinamikai
megkozelitést. Azt fogjuk megvizsgalni, hogy a felbillenés tengelye
(azaz az alsé sarokpont) koriil milyen irdnyba kezd el gyorsulni a
magara hagyott hasadb. Ha a lejtd teteje felé, akkor a szoritderé nem a
sarokpontban miikodik, hanem valahol feljebb, és valojaban nem
fordul el a hasab. Ha a lejt6 alja felé fordul a hasab a szoggyorsulas
alapjan, akkor viszont felbillen.

Rajzoljuk be az abraba a hasabra hato erdket a fenti feltételezéssel.
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frjuk fel a perdiilettételt a feltételezett forgastengelyre (az inerciat ugyan nem tudjuk, de biztosan
pozitiv mennyiség, a sulyeré nyomatékat célszerti lejtével parhuzamos és arra merdleges
komponensekbdl felirni):

ZM(.N):

Az egyenlet alapjan a szoggyorsulas eldjele és igy iranya:

0 x ()

Ami alapjan a hasab

Mozgasi energia valtozasanak tétele
Mozgasi energia

A merev test mozgasi energidjat a sulypont mozgasaval megadott eltolédd mozgés és a stulypont

. . . s T 1 1
koriili forgd mozgas segitségével szamithatjuk: 7= 2—m'v25-|31 S'(D2 .
Az inercidknal mar emlitett Steiner-tétel segitségével bizonyithato, hogy amennyiben forgd mozgast

(is) végez a test, akkor a mozgasi energidja a pillanatnyi forgaskozéppontra szdmolt tehetetlenségi

. 1 .
nyomatékbol kozvetleniil is szamolhato: T 22—1 o-0” . (Hiszen a sulypont sebessége V=T, ,

ahol 7, a stlypont és a pillanatnyi forgaskdzéppont tavolsaga, és m~r§0 +=1,.)
Mechanikai munka

A merev testre haté er6k munkdjat a szokasos modon tudjuk szamolni. A forgatonyomatékok
munkdjat ugy szamolhatjuk, hogy erdparra bontjuk és az eréparok komponenseinek munkait
Osszegezziik. Az eltolodd mozgasrészen a két erd altal végzett munka egymads ellentettje, az elemi
elforduldsbol szarmaz6 elemi elmozdulasokon végzett elemi munkak 6sszegérdl pedig bizonyithato,
hogy az azonos a forgatényomatéknak és az elemi elfordulasnak a szorzataval. fgy az allando M
nyomaték munkdja: L1,2=M-(q)2—q>1)

A mozgasi energia valtozdsanak a tétele
A tétel most is felirhato 7,—7T,=L,_, alakban, csupan az egyes tagok jelentése tér el az anyagi
pontnal tanultaktol. A 7, mozgasi energiaknal a forgdbmozgast is figyelembe kell venni, mig az

L,_, munkanal a testre hato kiilsé erék és forgatonyomatékok munkajat kell 6sszegezni a mozgas
kezdd- és végpontja kozott
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Mintapélda — 3 W
Az m=5kg tomegl, /=1,6 m hosszu, egyik végén o A
felfiiggesztett rad lengése kdzben az als6 fliggdleges O Lo e
helyzeten val6 athaladaskor a legalsé pontjanak / ................
sebessége v=3m/s. [ * 0 =2 e
Hatarozzuk meg, mekkora ¢ kitérésnél all meg a rad!
Megoldas
b - - - - }V

A szOgsebesség ismeretében tetszéleges helyzetben meg
tudnank hatarozni a rad szoggyorsulasat, de az pontrol-pontra
valtozna, igy a mozgas differencidlegyenletének megoldasa
jelen tudasunk mellett nem lenne kénnyi.

Ezért a mozgasi energia valtozasanak tételét hasznaljuk.
A megallas pillanataban a mozgasi energia: 7,=0J . Az als6
helyzeten valo athaladaskor a tengely koriili forgéas alapjan

tudjuk szdmolni. A szogsebesség ekkor a végpont
sebességebdl: [

w,=v/l1=3/1,6=1,875rad/s

. o 15-1,6° >
A mozgasi energia tehat T, =53 1,875°=7,51]

A tengelyrdl atad6do erdk munkdja nulla, hiszen a tengely nem mozdul el. A stulyer6 munkdja a
sulypont fiiggdleges elmozdulasatol fiigg, ami az dbra szerint szamithat6 (az elmozdulés felfelé
mutat, tehat a lefelé mutat6 eré munkaja negativ). A tétel:

16,
5 (I—cos¢)

Aminek megoldasabdl a szogelfordulas: ¢ =36,01 °

0-7,5=—5-9,81-

Gyakorl6 példa — 3

Az m=8kg tomegli, /=1,8 m hosszt, egyik végén
megtamasztott rad felso fliggdleges helyzeten
valo athaladasakor a szogsebessége w,=4 rad/s.

Hatarozzuk meg a végpont sebességét, amikor
a rud eléri a vizszintes helyzetet!
Megoldas

Ha tudjuk azt a szogsebességet, amellyel a rad eléri a vizszintes helyzetet, akkor abbdl a test
barmely pontjanak sebességét ki tudjuk szamolni.

A test fix tengely koriil forog, ezért a mozgasi energidjat a pillanatnyi forgaskozéppontra
vonatkozo képletbdl tudjuk szdmitani. Ehhez sziikségiink van a rad inercidjara:

I,=

Ezt felhasznalva a mozgasi energia a kezdeti idépontban:



A statika és dinamika alapjai a8

T =
A mozgasi energia az litk6zés el6tti pillanatban, feltéve, hogy az akkori szogsebesség O :
T,=
A testre hat6 erdk altal végzett munka:
L_,=
A mozgési energia valtozasanak tétele:
Iy=-T\=L,_,~
Amit megoldhatunk az ismeretlen szogsebességre: (0 =

amibdl a végpont sebessege: V 4, =

Mintapélda — 4

Az m=3kg tomegli, /=0,6 m hosszu, egyik végén
felfiiggesztett rudat vizszintes helyzetbe kitéritjiik
¢s elenged;jiik.

Hatarozzuk meg a rid szégsebességét és a stlypont
sebességét, amikor az abran vazolt médon a rud a
vizszintessel ¢=20 °-os szdget zar be!

Megoldas

Mivel 4116 helyzetbdl inditjuk a rudat, a kezdeti mozgési energigja nulla (7,=017) .

A végallapotban a szogsebesség @2, igy a mozgasi energia:

2

T2=%3 ;)’6 wiz% 0,36:w3=0,18 w;

A rudra hat6 erdk koziil csak a stlyerd tdmadéspontja
, , . . ° ol ;
mozdul el, igy csak az végez munkat. Szamitsuk ezt a i )(])
munkat az erd potencialis energiajabol, alapszintnek a »\% [/2-sin q)]‘% ........
legals6 pontot valasztva. A potencialis energia a / ~~~~~~~~~~~~
. - \ I SN .

kezdeti pillanatban: = <7 12(1—sing)

U,=3-9,81-0,3=8,829]
A vizsgalt pillanatban:

U,=3-9,81-(0,3-0,3-sin20°)=5,809]
Az er6 munkaja: L,_,=U,—U,=8,829—-5,809=3,02]
A mozgasi energia valtozasanak tétele: 0,18 m;—0=3,02
Amibdl a keresett szogsebesség: ®,=4,096rad/s

A stlypont sebessége: V5,=4,096-03 — v ,=1,229m/s
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Gyakorl6 példa — 4

Az m=5kg tomegli, /=0,8 m hosszu, egyik végén ) )
felfliggesztett rudat w, szogsebességgel : &
elenged;jiik amikor a vizszintessel bezart <
hajlasszoge az abra szerinti helyzetben ¢ =30°.
Mekkora legyen ), értéke, hogy a rad athaladva

a felso fiiggdleges helyzeten teljesen korbeforduljon?
Megoldas

A feladatnak éppen megfeleld szogsebesség esetén a rad éppen eléri a fiiggdleges helyzetet. Ekkor
a mozgasi energiaja:

T,=

Ennél kisebb nem lehet a mozgési energia, hiszen ahhoz képzetes szogsebesség tartozna.

A kezdeti pillanatban a test mozog, ezért ott a szogsebesség fiiggvényében irhatjuk fel a mozgasi
energiat. Az inercia a forgastengelyre:

I,=

A kezdeti mozgasi energia tehat az @1 szOgsebesség fliggvényében:
T =

Mekkora a sulypont altal megtett ut fliggdleges vetiilete?

S =

A mozgasi energia valtozasanak tétele:

Ennek megoldéasaként:
W, =
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Osszefoglalas

Végezetiil egy tablazatban 6sszefoglaljuk, hogy az anyagi pont, illetve a merev test mozgasa esetén
milyen fogalmak, definiciok, tételek fordultak eld:

Anyagi pont Mereyv test
mozgas- hely: x(¢),r(t) stilypont helye: xs(¢), rs(¢)
jellemzok: test elfordulasa: ¢ (¢)

sebesség: v(t), v(¢) sulypont sebessége: v(t), vs(t)

test szogsebessége: w(¢)
gyorsulas: a(t), a(t) stilypont gyorsulasa: as(t), ag(t)

test szoggyorsulasa: «(¢)

mozgas- Z F=m-a Z F=m-ag - sulypont

egyenlet:
gy Y Mg=Igx - sulyponti tengely

Z M ,=1,x - pillanatnyi fkp.

: . . 1 1 1
fogalmak mozgési energia: T:gm v T:Em viA—zI <@ - haladé plusz forgd
1
I’:Elom2 - pill. fkp. koriil
munka: L,_,=R(s,—s,) Ly ,=R(s,—s,)+M($,—¢,)
grav. erd pot.: U,=mgh U,=mghy
tételek: |MEVT: 7,-T,=L,_, MEVT: T,-T\=L,_,

Mech. E. Megm: T,+U ,=T,+U,
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