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Igénybevételek

A tovébbiakban egyensulyban levd rudszerkezetek belsd erdivel, igénybevételeivel foglalkozunk.
Ennek soran rudnak (esetleg oszlopnak vagy gerenddanak) azokat a karcsu szerkezeti részeket
nevezziik, amelyek egyik irdnyl kiterjedése lényegesen nagyobb a tobbinél, ezt az iranyt nevezziik
hossziranynak. Egy, a hossziranyra merdleges sikkal a radbol kimetszett sikidomot a rad
keresztmetszetének nevezziik. A rad (esetleg gorbe) tengelyének azt a vonalat neveziink, mely a
keresztmetszetek sulypontjan megy keresztiil. A keresztmetszetre a tengelyen elhelyezkedd pontja
segitségével hivatkozunk. A tovdbbiakban hasznalt ridfogalmunk tehat altalanosabb a racsos
tartoknal hasznaltnal, igy a kapcsolatokat nem korlatozzuk a csuklos kapcsolatra, és a terhek is
tetszéleges megoszlo, vagy koncentrdlt terhek lehetnek. Rudszerkezet alatt az ilyen rudakbol
Osszeépitett szerkezetet értjiik.

Az Osszetett tartoknal mar kimondott elv szerint ha a szerkezet egyensulyban van, akkor barmely
része is egyensulyban van. A tartérész egyensulyanak vizsgalatahoz a ra hato kiilsé er6kon kiviil az
elkiilonitéshez sziikséges atvagas helyén ¢ébredd belsé (reakcid-)erdket kell figyelembe venniink.
Vagjuk el a tartot egy keresztmetszetében! Az egyensuly

miatt a vagas mindkét oldaldn levo részeknek kiilon- . A

kiilon egyensulyban kell lenniiik. Tetszéleges teher '
esetén ez csak ugy lehetséges, hogy az elvagott

keresztmetszetnél egy merev befogasnak megfeleld A

belsd reakcio-par keletkezik, azaz a vagds mindkét B
oldalan egy tetszéleges nagysagu ¢€s iranyu erd (amely

az egyértelmiiség kedvéért menjen at a keresztmetszet
sulypontjan) ¢és egy befogdsi nyomaték. (A hatas-
ellenhatds alapjan a két oldalra hatd erdk, illetve
nyomatékok egymasnak ellentettjei.) A gyakorlatban e A
belsd reakcid erd- és nyomatékvektordt nem az eddig
szokésos xyz-koordinata-rendszerben bontjuk kompo-
nensekre, hanem a hatasuk alapjan az alabbiak szerint.

Az erOvektornak a tartdtengellyel parhuzamos komponensét normalerének hivjuk és N-nel jeloljiik
(az elnevezés arra utal, hogy a keresztmetszet sikjara merdleges erd a sik normalisaval
parhuzamos). Az er6vektornak a keresztmetszet sikjaba esé komponensét nyiréeronek nevezzik és

V-vel jeloljiik (az irodalomban eléfordul még T és Q jeldlés is). Térbeli feladatok N,
esetén a nyirder6t a keresztmetszet sikjaban tovabbi két komponensre lehet {
bontani, célszerlien a Kkeresztmetszethez rendelt lokalis koordinata-rendszer Fy

tengelyeinek iranyaba es6 komponensekre. Sikbeli feladat esetén a sikra meréleges Viw
nyiréeré-komponens mindig 0.

A nyomatékvektornak a tartotengely adott pontbeli érintdjével parhuzamos komponensét
csavarényomatéknak hivjuk és T-vel jeloljik (el6fordul az M jel6lés is). A csavardnyomaték
sikbeli feladatoknal 0. A nyomatékvektornak a keresztmetszet sikjaba esé komponenseit
hajlitonyomatéknak nevezziikk és M -val jeloljiik. Térbeli feladatok esetén a hajlitbnyomatékot a
keresztmetszet sikjaban tovabbi két komponensre lehet bontani, célszerlien itt is a
keresztmetszethez rendelt lokalis koordinata-rendszer szerinti komponensekre. Sikbeli feladat
esetén mindig 0 a tartd sikjaba es6 hajlitonyomaték-komponens értéke.

Osszegezve: sikbeli feladatoknal egy normal- és egy nyirderd, valamint egy hajlitonyomaték lesz a
keresztmetszet igénybevétele.
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Igénybevételek elbjele

Annak érdekében, hogy az igénybevételként megadott belsd erdk irdnya alatt mindenki ugyanazt
értse, az alabbi eldjelszabalyokat rogzitjiik.

A normadlerd akkor pozitiv, ha a keresztmetszetbdl kifelé mutat, azaz huzza a keresztmetszetet. A
keresztmetszetet nyomo normalerd negativ eldjelii, befelé¢ mutat. (Ez a definicié rudaknal kordbban

crer

A csavaronyomaték akkor pozitiv, ha a vektora kifelé mutat a keresztmetszetbdl, azaz az elvagott
keresztmetszetre kiviilrél ranézve a pozitiv csavardnyomaték az Oramutatd jarasaval ellenkezd
iranyba forgat.

Térbeli feladatoknal a nyiréer6k ¢és a hajlitonyomatékok eldjelének definicidja tovabbi
megfontolasokat igényelne, ezért itt csak a sikbeli feladatokra adunk egy egyértelmii valtozatot.

A pozitiv nyirderd iranyat ugy kapjuk meg, hogy az adott keresztmetszetben a pozitiv normalerd
iranyat az 6ramutatd jarasaval megegyez0 iranyban 90°-kal elforgatjuk.

A hajlitbnyomaték eldjelének eldontéséhez ki kell jelolniink a tartotengely egyik oldalat pozitiv,
masik oldaldt negativ oldalnak. A hajlitbnyomaték félkorives nyilat kiviilrl rarajzolva a
keresztmetszetre pozitivnak nevezziik azt a hajlitonyomatékot, melynek a pozitiv oldalrol inditjuk a
nyilat. A gyakorlatban a vizszintes, vagy kozel vizszintes szakaszokon az als6 oldalt valasztjuk
pozitivnak.

Igénybevételek szamitasa

Természetesen akar a definici6 alapjan is szamithatoak az igénybevételek:

| Mintapélda — 1

Szamitsuk ki az alabbi tarté K keresztmetszetének igénybevételeit
|

F=15kN
60°

A A K B B
2,0m 2,0m 2,0m 2,0m
Iy ly ly ly ly

|
| Megoldas

Els6 1épés a reakciok kiszamitasa.
|

Elkiilonités: /\F
. o
o
> M*: —15sin60°-4+B-6=0-> B=8,660kN /(1)
> MP: 15sin60°2—A,-6=0->A,=4,330kN (1)
D> F,: 15c0s60°—A =0>A =7,5kN(¢)
 Bllensrzés: > F,=15-5in60°— 4,330 —8,660=0,0004~0
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Eredményvéazlat:

15kN
A
7,5kN 14,330kN K 8,660kNT

Igénybevételek szamitasa a K-t6l balra levo tartorész egyensulya alapjan:
|

Elkilonités:

fr M,
7,5kN T4,330kN »
7,5kN 44,330kN p

2.0m 2 0m Vi
v V4

7 7

7

> F,:~75+N=0>N=+7,5kN

> F,:—4,330+V=0-V=+4330kN

> MM —4,330-2+ M=0- M=+8,660 kNm

| Igénybevételek szamitasa a K-tol jobbra levd tartdrész egyensulya alapjan:

15kN Elkiilonités 15kN
<
NK MK

8,660kNT
2,0m 2,0m

V4 V4 V4
7 /7 7

D F,:—N+15c0s60°=0-> N=+7,5kN
D F,:—V+15sin60°—8,660=0->V =+4,330kN
> M)~ M —15sin60°-2+8,660-4=0- M =+8,659 kNm

8,660kNT

Gyakorlopélda — 1

Szamitsuk ki az alabbi tart6 K keresztmetszetének igénybevételeit!

3kN/m
L T
o K B
40 2,0m 1,0mv 3,0m ,
7 /7 /7 /7

Megoldas
Egyenstlyi egyenletek alapjan a reakciok:

Z X 2>A=
Z : > B,=
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> 2B,
EllenOrzés: Z

Eredményvézlat: 3kN/m

Ill;élllllllll

Igénybevételek szamitasa a bal oldali tartorész egyensulyabol:

3kN/m Elkiilonités: 3kN/m

[TT%K RN

/ / b=

%

D SN=
2: : >V=
2: : M=

Igénybevételek szamitasa a jobb oldali tartorész egyensulyabol:

3KkN/m Elkiilonités: v 3kN/m
Kgllllllllll YYY YV YV Yyl
N M
, 3,0m .

Z: X > N=
Z: : V=
> >M=

A fenti példaban lathatd, hogy mindig legalabb kétféleképpen szamithatdo egy keresztmetszet
barmelyik igénybevétele, és mindegyik szamitdsi modnak azonos eredményt kell szolgaltatnia.
Eltérés csak a kerekitések halmozodasa miatt lehet, annak nagysagrendjében. A nagyobb eltérés
szamitasi hibara utalhat. A gyakorlatban természetesen elég lesz az egyik mddon szdmolni.

Igénybevételek szamitasa pontra redukalassal

Tegyiik fel, hogy egy K keresztmetszet igénybevételeit akarjuk kiszamitani. A keresztmetszet
atvagasatol egyik, illetve masik iranyban lev6 tartorészre hato kiils6 erék ereddit jeloljiik rendre R,
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-gyel és R, -vel. Mivel az egész tartd egyensulyban van, igy a két er6 egyensulyban van:
(R.R,)=0.

Az egyik, illetve masik oldal egyensulyat biztosito igénybevételeket jeloljiik az I, -gyel és I, -vel.
Az egyensuly miatt:

(R.1,)=0 és (R, 1,)=0.
A harom egyensulyi kijelentés alapjan megallapithato, hogy
I,=R, (és ,=R,)

b

azaz az egyik (masik) oldalra hato igénybevételek a masik (egyik) tartorészre hatd kiilsé erdkkel
(azok ered6jével) egyenértékii. Amennyiben az I, (vagy I,) igénybevételeket a keresztmetszetben
miikddé er6komponensekkel és az ehhez tartozd nyomatékkal fejezziik ki, ugy (az eldjelszabaly
betartdsaval) egy pontra redukalést kell végrehajtanunk a masodik (vagy elsd) részre hatd Osszes
kiilsé erébol.

E modszer eldnye, hogy a pontra redukalas harom egyenletének felirasakor az egyik oldalon csak
valamelyik igénybevételi komponens szerepel. Ha az egyenlet felirasakor a pozitiv irdnyt ennek az
igénybevételnek az irdnydba vessziik fel, akkor az egyenlet mdasik oldalan levd kifejezést
kiszamolva nincs sziikség az egyenlet atrendezésére a megoldashoz (azaz kevesebb hibalehetdséget
hagyunk magunknak).

| Mintapélda — 2 4# N
| Szamitsuk ki az alébbi tartd K keresztmetszetének igénybevételeit B
S
| 16kNm 121 kN 2
| A 1 \ } N\
a T ] T K N
2,0m 2,0m 2,0m 2,0m
| ,J/ ll/ ll/ ll/ ll/
|
| Megoldas C ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, <«
| Elkiilonités: B
A kNm 21kN
_>‘ '?j + ¢

| TAZ K

> MY:—16-21-6+B-2,5=0>B=+56,8kN(¢) Eredményvazlat: 56,8@1_
|

> M —16-21-6+A,2,5=0> A =+56,8kN ()
|

> F:—A+21=0>A =+21kN(?1) 56,8kN 4GkNm lmkN
\ —> ‘/ i K

Ell.: Y F,:56,8—56,8=0 T21kN
|
| Igénybevételek a K-tol balra levo tartorészre hato erdkbol: VAL
Itt: A,,A,,M -bél. A pozitiv irdnyok: .
N

| > F..: N=—56,8kN
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> F..: V=+21kN

> MK M=+21-4+16=+100 kNm

Igénybevételek a K-tol jobbra levo tartorészre hato erdokbol:
Itt: F,B -bol. A pozitiv irAnyok: .
> F.,: N=—56,8kN "
D> F,: V=+21kN

> MY M=-21-2+56,8-2,5=+100 kNm

Gyakorlopélda — 2

Szamitsuk ki az alabbi tartd reakciderdinek ismeretében a K keresztmetszet igénybevételeit!

4kN/m 4kN/m
2kN/m 2kN/m
TTI Tl g, . LI Tl g,
K K
£
S
<
00
A B J 12,12kN
N —>
#»  60m  20m_ 4,0m # 30° % \
7 7 7 15kN 24,25kN
Megoldas
. , s . VIiMm
Igénybevételek szamitasa balrol: .
Figyelembe veendd erok: Pozitiv irdnyok:

Igénybevételek szamitasa jobbrol:

Figyelembe veendd erdk: Pozitiv irdnyok: .. M
............................................. - N
1%

N =
V=
M =

Ha eddig nem vettiik észre, most mindenképpen feltlinhetett, hogy az igénybevételek szamitasanal
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nincs jelentdsége annak, hogy egyes erdk terhek, vagy reakciderdk voltak-e. A szamitds mindig a
keresztmetszettdl jobbra, vagy balra levo tartorészre hatd dsszes kiilsé erd alapjan tortént.

Igénybevételek szamitasa egy masik keresztmetszet igénybevételeibol

Ha a tartot elvagjuk egy keresztmetszetben és ott miikddtetjiik az igénybevételnek megteleld erdket
¢s nyomatékot, akkor a kapott két tartorész kiilon-kiilon egyensulyban lesz. Az egyenstlyban levd
tartd barmely részének a keresztmetszetének igénybevételeit csak a részre hatd erdk befolyasoljak,
igy azt az alapjan is szamithatjuk.

| Mintapélda — 3

Szamitsuk ki az F erd tamadaspontjatol végtelen kis tdvolsdgban balra levd K, keresztmetszet
igénybevételeit, majd azt felhasznalva az F erd tdmadéaspontjatol végtelen kis tdvolsagra jobbra
levd K, ésajelolt K; keresztmetszetek igénybevételeit!

|
F=8kN . 8kN
/\60 ﬁo AKN
: —>

A K, K K B >
7 20m 15m 7 25m ) %610k 2,300kNT
7 /7 /7 /7

| Megoldas V2.M M
K, igénybevételei (célszertien balrél): g @-}
\ N N
%

N,=0kN, V,=+4,619kN, M,=+4,619-2=+9,238kNm

Ezek berajzolhatok a jobb oldali tartorészre hatd igénybevételekként (most a szdmitds sordn
kapott iranyokkal megegyezden, de altalaban az eldjelek alapjan az igénybevételek pozitiv

crcr

K, igénybevételei (balrol)

‘ ' . 4,619kN /8kN

(figyelembe veendd: K, igénybevételei és az F erd) 60° AKN
|

N,=0+8cos60°=+4 kN v K: —>
|

V,=+4,619—8sin60°=—2,309kN 9,238kNm *  ° 2,309KNT

M,=9,238+4,619-0—8sin 60 °-0=+9,238 kNm

K igénybevételei (balrol)

(figyelembe veendd: K, igénybevételei és az F er)
N,=0+8cos60°=+4kN

V,=+4,619—-8sin 60 °=—2,309 kN
M,=9,238+4,619-1,5—-8sin60°-1,5=+5,774kNm

Gyakorlopélda — 3

Szamitsuk ki az M nyomaték tamadaspontjatol végtelen kis tavolsigban balra levé K,
keresztmetszet igénybevételeit, majd azt felhaszndlva az M nyomaték tdmadaspontjatol végtelen
kis tavolsagra jobbra levé K, ésajelolt K; keresztmetszetek igénybevételeit!
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Megoldas

2,5kN ~

— By,
l2,5kN 3,536kN\
K, igénybevételei (tetszbleges iranybdl):
V.=
M,= @7
Rajzoljuk fel a keresztmetszet-csonkokra az el¢jelek alapjan a

tényleges igénybevétel-iranyokat!

A reakcidk (a részleteket most mellézziik):

K, igénybevételei (mivel K, igénybevételeit fel kell hasznalnunk, ezért balrol):

Rajzoljuk be a K, keresztmetszet igénybevételeinek valos iranyat!

20kNm
.............................. . {2\

N,= \f'/Kz 3,536kr\7\
V,=
M,=

K; igénybevételei (mivel K, igénybevételeit fel kell hasznalni, igy jobbrol):

Mit kell figyelembe venni?

Rajzoljuk be a K, keresztmetszet igénybevételeinek valos iranyat! os5kN K, _|\

Mit kell figyelembe venni? . g ’ )
_ l2,5kN

N3 h—

V,=

M,=

Tanulsagok: koncentralt eré tAmadaspontjanak a két oldalan az erd vetiiletének megfeleld nagysagu
ugras van a normadl-, illetve nyiroerd értékében, mig koncentralt nyomaték tamadaspontjanak két
oldalan a nyomaték értékének megfeleld nagysdgi ugras van a hajlitonyomaték értékében, a tobbi
igénybevétel azonban nem valtozik.
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Osszetett tarto keresztmetszetének igénybevételei

Osszetett szerkezet esetén az igénybevételek szamitdsahoz még tobb lehetdségiink van, mint
egyszeru tartok esetén volt. Ennek oka, hogy az egész szerkezet egyenstlya mellett annak barmely
része is egyensulyban kell, hogy legyen, ezért barmely, a keresztmetszetet tartalmazo szerkezeti
résszel is szamolhatunk, ha a ra hato belsd reakciokat is figyelembe vessziik. Ezen feliil minden
ilyen rész, vagy az egész szerkezet hasznalata esetén szdmolhatunk "jobbrol", vagy "balrél", azaz
legalabb négy modon tudjuk barmely keresztmetszet igénybevételeit szamitani. A gyakorlatban
viszont tovabbra is igaz, hogy elég egyetlen modon szdmolni, ezért késobb az elsé 1épés késObb
mindig az lesz, hogy erre a lehetd legegyszeriibb mddszert talaljuk meg.

| Mintapélda — 4

Szamitsuk kia K, , K,, K; keresztmetszetek igénybevételeit!

S5kN/m
ptdiiievdddiiliilg HHJ’,}_LL{,}J_LLU_L&
A K.
P 3,0m 2 4,0m ﬁ,2,0m 2,0m 10@20m 7 4,0m y
‘Megoldds

Ez a tartd egy Gerber-tartd. Az erdjellegli mennyiségek szamitdsanak menete: elszor a
befliggesztett rész, utdna a fix rész. Ezt figyelembe véve a reakciok szadmitdsanak
eredményvazlatai:

A két elkilOnitett tartorészre:

5kN/m 5kN/m
T I ke ]
K K
22,5kN 1 52,5kNT ? T15kN ? 15kNT

Az egész szerkezetre:

5kN/m
994 K K C K
22,5kN 1 52,5kNT ? ° 15kNT

A tartd tengelye vizszintes, ezért minden normalerd vizszintes, ugyanakkor az dsszes kiilsé erd
fliggbleges, ezért a normdalerdk szamitdsara szolgald képletekbe mindig zérus vetiiletek
kertilnének, igy: N,=N,=N,=0. A tovabbiakban csak a nyirderékkel és hajlitonyomatékokkal
foglalkozunk.

VesM
N
|
K, km. elkiilonitett rész balrol: K, km. elkiilonitett rész jobbrol:
V,=22,5-5-7=—12,5kN V,=15+5-5—-52,5=—12,5kN
M,=22,5-4—(5-7)-3,5=—32,5kNm M,=-15-5—(55)-2,5+52,5-2=—32,5kNm
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K, km. teljes tartd balrol: K, km. teljes tart6 jobbrol:
V,=22,5-5-7=—12,5kN V,=—15+5-11—-52,5=—12,5kNm
M,=22,5-4—(5-7)-3,5=—32,5kNm M,=15-11—(5-11)-5,5+52,5-2=—32,5kNm
|
V.M
N
|
K, km. elkiilonitett rész balrol: K, km. elkiil6nitett rész jobbrol:
V,=22,5—-5-11+52,5=+20kN V,=15+5-1=+20,0kN
M,=22,5-8—(5-11)-5,5+52,5-:2=—17,5kNm M,=—15-1—(5-1)-0,5=—17,5kNm
|
K, km. teljes tart6 balrol: K, km. teljes tarto jobbrol:
V,=22,5-5-11+52,5=+20kN V,=—15+5-7=+20kNm

M,=22,5-8—(5-11)-5,5+52,5-2=—17,5kNm M,=15-7—(5-7)-3,5=—17,5kNm

VeaM
N
| K, km. elkiilonitett rész balrol: K, km. elkiilonitett rész jobbrol:
V,=15-5-2=+5kN V,=—15+5-4=+5kN
M,=+15-2—(5-2)-1=+20kNm M,=+15-4—(5-4)-2=+20kNm
| K, km. teljes tart6 balrol: K, km. teljes tart6 jobbrol:
V,=22,5-5-14+52,5=+5kN V,=—15+5-4=+5kN

M,=+22,5-11—(5-14)-7+52,5:5=+20kNm ~ M,=+15-4—(5-4)-2=+20kNm

Gyakorlopélda — 4

Szamitsuk kia K, , K,, K; keresztmetszetek igénybevételeit a reakciok ismeretében!

6kN/m
A K, B K, C K D
, 3,0m 20m 20m 20m ,2,0m 20m , 3,0m L
7 4 /7
Eredményvazlatok testenkent.
6kN/m 9,25kN
tevvsvves, o oYiry muu;_m_u,&
K1 - K3
T36,75kN T5,25kN T58 05kN 1,2kNT
Az egész szerkezetre hatd 0sszes kiilso ero:
6kN/m
LU T T T o
T36 75kN T58 05kN 1,2kN
Megoldas

Cl

10
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Normalerdok szamitasa

Vizszintes tengelyii tarton milyen irdnyu er6kbdl szarmazik norméalerd?

Ez alapjan: Nl — 7 = N3 =

A nyiroerok és a hajlitonyomatékok szamitasa

Potitiv eldjelek balrol torténd szamitasnal: .., jobbrol torténd szamitasnal: -

K, km. elkiilonitett rész alapjan:

balrol: Vl _
jobbrol: V=
M, =

K, km. teljes tartd alapjan:

balrol: Vl_
jobbrol: V=
M =

K, km. elkiilonitett rész alapjan:

balrol: VZ o
jobbrol: V,=

K, km. teljes tart6 alapjan:

balrol: V2 o
jobbrol: V,=

11
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K, km. elkiilonitett rész alapjan:

balrél: V=
jobbrol: V=
M .,=

K, km. teljes tart6 alapjan:
balrdl: V3 —
jobbrol: V=
M .,=

Mint lathattuk a fenti példakban, egy keresztmetszet igénybevételeinek szamitdsdhoz mindig tobb
lehetdség is van. A célszerli eljaras itt is az, hogy eldszor végiggondoljuk, milyen egyenletek irhatok
fel, azaz melyik er6kbdl lehet szamitani az igénybevételeket, majd a lehetséges formuldk koziil a
lehetd legegyszeriibben ¢€s legbiztosabban kiszamolhatot irjuk fel. E dontésnél két (néha egymasnak
ellentmond6) dologra kell figyelnlink. Egyrészt arra, hogy a rovidebb kifejezés gyorsabban
szamolhatd, masrészt arra, hogy ha kevesebb altalunk kordbban kiszamitott mennyiséget
hasznalunk fel, akkor kisebb az esetleges korabbi hibdk tovabbgorgetésének esélye. Ezekbdl az
elvekbdl levezetheté néhany 6kolszabaly:

* Konzolon (akdr merev befogassal, akar kéttamaszu tartoként van megtamasztva) az
igénybevételeket mindig kiviilrél szamoljuk (azaz a reakciok kiszamitasa nélkiil).

* Ha egy tartovégen (ami lehet a fizikai vége, vagy az Osszetett tartd egy testének a
kornyezetéhez egy csukloval kapcsolodo vége) ismerjiik a tartdvégre hatd koncentralt erék
(esetleg nyomatékok) értékét, akkor azokbol kozvetleniil szamolhaté a tartévégi
igénybevétel (ami rdadasul gyakran nulla), csak az eldjelet kell eldontentink.

12
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Melléklet: Nem vizszintes tengelyii tarté

Ezen az oran eddig csupa vizszintes tengelyl tartdé igénybevételeit szdmoltuk. Késébb olyan
példaink is lesznek, ahol az er6komponensek szdmitasanal a kiilsé er6k megfeleld vetiiletét kell
képezniink. Ezt demonstralja az utolso példa:

Mintapélda — 5 M
|
Szamitsuk ki a félkor alaku tartod K keresztmetszetének igénybevételeit a megadott teher mellett!

|
N Reakciok:

lp-R p-Rl
Megoldas

Az igénybevételeket jobbrol szamitjuk. A feliiletre merdleges erdt vetiilet mentén megoszld
erokké alakitjuk az dbra szerint.

Hérom erdt vesziink figyelembe:

A reakcioerot: PR

A megoszlo erd fiiggdleges vetiiletének ereddjét: pP,= p-R(1—cosa)
A megoszl6 er6 vizszintes vetiiletének ereddjét: P,=p-Rsina

Az er6knél minden egyes erékomponens
alapjan eldontjiilk az eldjelet, majd (a szog
melletti, vagy szOggel szemkozti helyzet

fiiggvényében) a hasznalando trigonometrikus [_L. R
: A . |
| fliggvényt: O s
N=+p-Rcosa—p-R(1—cosa)coso— o=
+p-Rsinasino= N id
:+p-RC052a+p-RSin2(x=+p-R >
\ =\

V=+p-Rsina—p-R(1—cosa)sino—
—p-Rsina.cos a=0

R-cosa R-(1-cosa)
e

M=—p-R-R(1-cosa)+p-R(1—cosa) R(1-coso)
ay

2 .2 K-
1 2coso  cos"a  sin“o |

+p-R sinoaRSlzna =p-R2

—1+coso+—— + +
2 2 2 2

=0

13



A statika és dinamika alapjai

Gyakorlopélda — 5SM

Cl

Szamitsuk ki a félkor alaku tarto K keresztmetszetének igénybevételeit a megadott teher mellett!

p
Biddddd 030 dddddll]

K

Megoldas

A szamitashoz a kivalasztott
keresztmetszethez képest egyik irdnyba
levé tartorészre haté  erdket kell
figyelembe venni.

Jeloljik be az abran ezeket az erdket és
adjuk meg a pozitiv igénybevételek
iranyait!

Mekkora a figyelembe veendd megoszld
er6 ereddje:

Az igénybevételek:
N =

p
Bt b ddidddddddibiiil]

Reakciok:

-€ﬁTpR nRTA

Bdddddilididiiiliiiiip
M

14



A statika és dinamika alapjai C2

Igénybevételi abrak

Az el6zd O6ran lathattuk, hogyan szamithatok egy egyensulyban levd szerkezet barmely
keresztmetszetének igénybevételei. Egymastél kis tavolsagban levé keresztmetszetek
igénybevételeinek kiszamitasaval kozelitd képet kaphatunk az igénybevételeknek a tartd hossza
mentén vald alakuldsarol, azonban jobb lenne egy olyan modszer, mellyel minden keresztmetszet
igénybevételeit felithatnank. Ezt ugyan megtehetnénk egy tartotengely mentén értelmezett
ivhosszparaméter segitségével szakaszonként felirt fiiggvényekkel is, de sokkal attekinthetdbb
eredményre vezet, ha ezeket a fiiggvényeket a tartd tengelyére rajzoljuk fel. Mivel sikbeli feladatnal
haromféle igénybevétel lehetséges, ezt a harom abrat Osszefoglalva igénybevételi abraknak
nevezzik. (Kiilon-kiilon normalerddbra, nyirderdabra és hajlitonyomatéki abra a neviik.) Az
abrakon egy tetszOleges keresztmetszetet kivalasztva az ottani értéket a tartd tengelyére
merdlegesen mérjiik, a tengely pozitiv oldaldnak azt tekintjiik, amelyiket a hajlitbnyomaték pozitiv

crer

A fenti kovetelményeknek megfeleld igénybevételi abrakat természetesen megrajzolhatnank a
definici6 segitségével is, azaz az igénybevételi fliggvények szakaszonkénti felirasaval és
abrazolasaval, de ezt inkabb elkeriiljiik. Ehelyett a szokédsos eljards az, hogy a terhelés
fiiggvényében azonositjuk az egyes szakaszokon az abrak jellegét, és a jellegnek megfeleld szami
igénybevétel kiszamitdsaval abrazoljuk azokat.

Ilyen viselkedési forma lehet: a konstans érték, amikor az abrazolt fliiggvény a tartd tengelyével
parhuzamosan halad; a lineéris szakasz, melyet a két végpontjdban kiszamitott érték hatdrozhat
meg, melyeket egy egyenessel kotiink dssze; a masodfokl parabola, melynek megrajzoldsdhoz a két
végponti értékén kiviil még egy adatra lesz sziikségiink.

Terhek és igénybevételek kozotti 0sszefliggés

Ha egy (végteleniil) rovid tartoszakaszt elkiilonitiink és a két keresztmetszetére az ott mitkodo
igénybevételeket felrajzoljuk, akkor e darab egyensulyi egyenleteibdl azt a megallapitast tehetjiik,
hogy a hajlitbnyomaték hosszmenti elsd derivaltja a nyirderdvel ardnyos, a nyirderé hosszmenti
derivaltja a tartd tengelyére merdleges megoszlo erd intenzitdsaval aranyos, a normalerd hosszmenti
derivaltja a tartd tengelyével péarhuzamos megoszlé erd intenzitdsaval ardnyos. E harom
Osszefiiggés a biztos pont, amibdl az alabbi kovetkeztetések levezethetok, de direkt hasznalatuk a
koncentralt erék és nyomatékok miatt kevésbé egyértelmii. Raaddsul mi visszafel¢ szeretnénk
megtaldlni a teherfliggvénybdl az igénybevételeket, ehhez azonban nem elegendé a sorrend
felcserélése utan a derivalt helyett integralt mondani, az a bizonyos +C is szakaszonként illesztendd.
A differencialis kapcsolatok hatasa, hogy nagyobb nyiréer6h6z meredekebb, kisebb nyiroeréhoz
laposabb hajlitonyomatéki abra tartozik, zérus nyirderd esetén a nyomatéki abra érintdje vizszintes.
Hasonloképpen, nagyobb intenzitdsi megoszld erd alatt meredekebben, kisebb intenzitasu
megoszlo erd alatt laposabban valtozik a nyirderdabra.

A gyakorlatban legtobbszér hasznalt kapcsolatokat az alapjan is ki tudjuk jelenteni, ha
végiggondoljuk, milyen egyenletbdl szamitanank egy kivalasztott igénybevételt. Ezt vezetjlik végig
az alabbiakban.

Azokon az egyenes szakaszokon, ahol nem hat kiilsé erd a tartéra, a normal- és a nyiréeréabra
konstans értékl lesz. (Ennek oka, hogy a szakasz két keresztmetszetében azonos oldalrdl szamolva
e két igénybevételt ugyanazoknak az er6knek ugyanolyan irdnyu vetiileteit vessziik figyelembe
ugyanolyan eldjelszabaly mellett.)

Azokon az egyenes szakaszokon, ahol nem hat kiils6 erd a tartora, a hajlitobnyomatéki abra linearis
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lesz. (Ennek oka, hogy a szakasz két keresztmetszetében azonos oldalrél szamolva a
hajlitobnyomatékot ugyanabbdl az erérendszerbdl ugyanannak az eredd erének kellene
kiszamolnunk a nyomatékat ugyanolyan eldjelszaballyal a két keresztmetszetre. E szamitas soran az
erd karja valtozna csak. Hasonld haromszogek alapjan belathatd, hogy e valtozds a két
keresztmetszet tavolsagaval linedrisan aranyos.)

Koncentralt nyomaték keresztmetszetében a normaél- és nyirderd szamitdsa ugyanazon vetiileti
egyenletek alapjan torténik, igy azokban nincs valtozas. A hajlitonyomatékot ugyanazon iranybol
szamolva ugyanazokat az eréket ¢s nyomatékokat kellene figyelembe venniink, egyetlen kivételt a
koncentralt nyomaték jelentene, ami attdél fliggéen keriill be a szamitasba, hogy a miikddés
keresztmetszetétdl végtelen kis tdvolsadgra jobbra, vagy balra levd keresztmetszetet szamoljuk.
Emiatt a hajlitonyomatéki dbraban egy ugras lesz (de mas valtozas a nyomatéki teher miatt nem).

Koncentralt erd keresztmetszetében a normal- és nyirderd szamitdsa ugyanazon vetiileti egyenletek
alapjan torténhet ugyanazon oldalra hatd erdk alapjan. Az egyetlen kivétel a koncentralt erd
(egészen pontosan annak normdl- és nyirderd irdnyu vetiilete), mely attol fliggden keriil be a
szamitasba, hogy az erdé tdamadaspontjatdl végtelen kis tavolsagban egyik, vagy masik oldalon levd
keresztmetszet igénybevételeit szamoljuk. Emiatt ezen igénybevételi dbrdkban a koncentralt erd
vetiiletének megfeleld nagysagu ugras lesz a keresztmetszetben. A hajlitbnyomaték szdmitasakor a
az erd tdmadaspontjanak két oldalan ugyanarra a geometriai pontra irhatjuk fel ugyanazon
eldjelszabaly alapjan a nyomatéki egyenletet. E pont koriil a koncentralt erd nem forgat, mig a tobbi
figyelembe vett erd és nyomaték hatdsa ugyanakkora, igy a hajlitbnyomaték értékében nem lesz
valtozas a keresztmetszet alatt. (Az dbra azonban megtorik, ha a nyirderd dbrajaban ugras van.)

Egyenletesen megoszlo erd esetén kiilonboztessiik meg a tartd tengelyével parhuzamos és az arra
merdleges komponenseket. A parhuzamos komponens a normalerét befolyasolja, méghozza
linedrisan, hiszen a tartd tengelye mentén haladva a vetiileti egyenletben figyelembe veendd
megoszlo erd hossza linearisan valtozik. A masik két igénybevételt ez a teher nem befolyésolja.

A tarto tengelyére merdleges egyenletesen megoszlo erd esetén a tengely mentén haladva a nyiroerd
szamitasara szolgalo vetiileti egyenletben a haladéssal aranyosan kell egyre tobb, vagy kevesebb
megoszlo erdt figyelembe venni, igy annak hatasa és ezéltal a nyirderd-abra linedrisan valtozik. A
hajlitobnyomaték szamitdsakor a megoszlo erd linedrisan valtozd nagysagu ereddjének a karja is
linedrisan valtozik a hely fliggvényében, az e kettd szorzataként kapott hajlitonyomaték tehat egy
masodfoku parabola lesz. A masodfoku parabolat a két végpontjan kiviil az un. belégasaval adjuk
meg, mely a két végpontot Osszekotd egyeneshez kepestl legnagyobb eltérést jelenti a szakasz
kozepén a tartd tengelyére merdleges iranyban mérve. Ertéke gI*/8 ahol ¢ a tengelyre merdleges
megoszlo erd intenzitasa, / a kérdéses szakasz hossza.

Hasznalata: A tartoszakasz két végpontjaban levd hajlitonyomaték-értékeket egy szerkesztévonallal

Osszekotjik. Az igy kapott szakasz felezOpontjabol kiindulva a tartd tengelyére

2 merGlegesen a megoszld erd iranyaba felmérjik a gI°/8—at. Kétszer.

q l (Hangsulyozzuk, hogy a mérés irdnya az egyenes szerkesztdvonaltdl fliggetlen,

mindig a tartotengelyre merdleges.) Az elsé felmért érték a parabola kdzbenso

pontja lesz. A masodik felmért pont a szakasz két végpontjaban huzott érinték

8 metszéspontja lesz. A parabola kdzbensd pontjaban az érintd a két végpontot

Osszekotd egyenessel parhuzamos vonal. Végiil a harom ponton at egy kdnnyed
csuklomozdulattal berajzoljuk az érint6kre rasimulé parabolat.

Hosszabb szakasz esetén a mar meglevd pontokbdl és érintékbdl tetszés szerint tudjuk tovabb
stiriteni a parabolank pontjait, ha ismerjiik két pont helyét és az ottani érintdket: felezziik meg az
érintok metszéspontja €s a parabolapontok kozotti szakaszokat (ez két pontot eredményez a két
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érintén). E két pontot dsszekotve a kapott szakasz a parabola érintdje lesz, a szakasz felezOpontja
pedig a parabola egy ujabb pontja. Ezt a miiveletet tovabb ismételve végiil annyi pontunk lesz, hogy
arra mar begipszelt csukloval is lehet ivet huzni.

A fenti Osszefliggéseknek visszafelé is miikddnitik kell, azaz barmelyik abran csak ott lehet ugras,
vagy torés, ahol azt valami okozza, csak ott lehet egyenestdl eltérd az abra, ahol annak megfeleld
kiilsé er6 mikodik. A leggyakoribb teher-igénybevétel kapcsolatokat a fenti elveket kovetve az
alabbi abran foglaltuk 6ssze.

0.f. L
3 B FRTER TN O _sirll
i 4 5Z.8.! 2.f/
; i i - T
il | D : 5
0.f. 1:f: 0! | 0
" HEE T szélséérték ! ' £.
+ I\I K_ﬁ) :
1.f. o1 ¥
| I
| -
T | — 1 — -
+ ,_l I—I :
gras - F elgjelvaltas
_ tOrés | sz.8. / =
b i 1ag
il = N
i I — L
= I I r &
M

:
/

A teher és a nyomatéki abra kozotti kapcesolatot ugy is ellendrizhetjiik, hogy képzeletben egy
kifeszitett gumikotélre mitkddtetjiik a tarto terheit. A kotél alakja a nyomatéki abra alakjahoz fog
hasonlitani: a terheletlen szakaszon egyenes lesz, koncentralt erd alatt torés lesz benne, megoszlo
erd alatt pedig meggorbiil.

Az éabrdk megrajzolaséhoz az é&bra melletti részen tiintetjiik fel a kiszamitott értékeket,
segédmennyiségeket. Ezeket az értékeket balrol-jobbra haladva sorszamozzuk (tehat M, balrdl a
masodik kiszamitott hajlitonyomaték-érték). A kiszamitas sorrendje azonban elvileg tetszdleges
lehet, ezért esetenként eltérlink a sorszam szerinti sorrendtdl, példdul a konzolon levd
keresztmetszetek igénybevételei esetén, hiszen ezek a reakcioktol fliggetleniil, akar azok
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meghatarozasa nélkiil szdmolhatok. A gyakorlo feladatoknal az eldirt formulak tippet adhatnak a
kiszdmitand6 mennyiségekre, de nem feltétleniil sziikséges mindig mindegyik értéket kiirni (ha
példaul belathatéoan nulla, vagy azonos egy masik értékkel).

Igénybevételi abrak rajzolasa (erétani) szamitas alapjan

| Mintapélda — 1

Szamitasok alapjan rajzoljuk meg az aldbbi tart6 igénybevételi abrait!

1F=1 3kN Megoldds
El6szor most is a reakciokat kell kiszamolnunk:
A B > M*:—13-1,7+B-45=0>B=4,911kN(*1)
My 2,8m v > MP:13-2,8—A,-4,5=0- A =8,089kN (1)
| > F,:A =0kN
 Eredményvizlat: Ell: ) F,:13—4,911-8,089=0
11 3kN

V M -M
o &
T8,089kN 4,911kNT N v

A normaler6abra két konstans szakaszbol all,
all : Al . melyek kozott az F er6 vizszintes vetiiletével
. megegyez0 (azaz zérus) ugras van. Barmely

N

S 1 S szakaszon barmely oldalrél szamolva nincs olyan
[kN] | er6, aminek lenne vizszintes komponense, igy az
abra egy zérus abra.
A tengelyre rajzolt kis nulkorrel jelezziik, hogy
'kiszamoltuk', nem pedig elfelejtkeztiink réla.
4l y 4l A nyiréer6abra két konstans szakaszbol all, melyek
; § 4911, kozott az F er6 fiigglleges vetiiletével megegyezd
@ﬂ PPN - ugras van. A két szakaszon a nyiréerd:
! +, ~ V,=+8,089kN (célszertien balrél)
-+8,089 ‘ "~ V,=—4,911 kN (célszeriien jobbral)
| lin. t lin. A nyomatéki abra két linearis szakaszbdl all,

melyek kozott egy torés van (de ugras nincs)
A szakaszok kiils6 végén, (a tartd végén)

a nyomaték nulla, a torésnél:

M ,=+8,089-1,7=13,75kNm (Balrol.
Jobbrol: M,=4,911-2,8.)

M-abra roviden: A timaszoknal egyarant nulla a nyomaték (kiviilrél szamolva). A reakciok felfelé
mutatnak, ezeknél a koncentralt eréknél a képzeletbeli terheletlen konzolos rész, nyomaték
nélkiili abraja a reakcioknak megfelelden lefelé torik. A teher alatt szintén torik, de nem ugorhat,
ezért a két oldalrdl érkezo ferde egyenes ott metszi egymast.
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Gyakorlopélda — 1

Szamitasok alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

~ Megoldds
F _8’2kNl Reakciok:
was 2 >
p 4,2m A.2m , Z
7 7 7
Eredményvazlat: Z

| e

Milyen szakaszokbdl all a normaleréabra?

®+ Mi torténik a szakaszok kozott?
o) . N,=
N,=

Milyen szakaszokbol all a nyiréer6abra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

©: V1=
[kN] | | | V2:

Milyen szakaszokbol all a nyomatéki abra?

@+ Mi torténik a szakaszok kozott?
[kNm] - M=

M,=

M ,=

Ellendrizziik az ugrasok és torések meglétét, iranyat!
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Mintapélda — 2
|

| Szamitasok alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

6,8kNm Megoldas
Reakciok:
ASA 35 > M\":—6,8+B-4,2=0>B=1,619kN (1)
P 4,2m Jaom > MP:—68-A,42=0>A,=—1619kN(¢)
D F,:A,=0
‘ Ell.: ) F. :1,619—-1,619=0
Eredményvéazlat: Z iz* = ’

6,8kNm Vagy M

11 ,619kN 1,619kNT

3 all &l | Anormaler6dbra most is konstans szakaszokbol
®+ o —o—all, melyek értéke a vizszintes vetiiletii er6k
N | - hijan nulla.
|
all. u Al A nyiréer6abra két konstans szakaszbdl all,
I @ | koztiik a B-nek megfeleld ugrassal. A konzolon
@;‘ l_o— kiviilrdl (jobbrol) szamolva zérus a nyir6erd,
w1619 - akét tamasz kozott barmely oldalrél szamolva:
| ‘ ‘ - V=-1,619kN
lin. thin.@al.) u- A teher alapjan a hajlitonyomatéki dbra két
1 ‘ @ | linedris szakaszbdl all. A konzolon ez rdadésul
@ - ‘ | konstans fliggvénnyé egyszeriisodik a nyiréerd
+: \es’ | .z ST oz .
[kNm] | 887 1 zérus volta miatt. Ertéke jobbrol szamolva:

M ,=-6,8kNm (A szakasz két végpontjaban
egyarant ennyi, igy azt a két
pontot is dsszekdthettiik volna.)

A két tamasz kozotti linearis szakasz jobb

oldali végén ugyancsak —6,8 kNm, hiszen a B

er6 alatt a hajlitonyomaték értéke nem valtozik.

A bal oldali végen balrol szamolva:

M ,=0 (De jobbrdl is

—6,8+1,619-4,2=—0,0002~0 lenne.)

M-abra roviden: A konzolon nincs semmilyen erd, igy nyiréerd sem, ezért ott az abra konstans

| lesz, a feliil huzo nyomaték miatt feliilre kertil.



A statika és dinamika alapjai

Gyakorlopélda — 2

C2

Szamitasok alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

—.\12,5kNm
> o

2 1,7m ) 2,8m
4 P4

Eredményvéazlat:

12,5kNm

)

Megoldds
Reakciok:

2
2
2

| <

& F

- Milyen szakaszokbdl all a norméleréébra?
- Mi torténik a szakaszok kozott?

N,=

Milyen szakaszokbol all a nyiréer6abra?
- Mi torténik a szakaszok kozott?

V=

- Milyen szakaszokbdl 4ll a nyomatéki dbra?

- Mi torténik a szakaszok kozott?

1

2

3

4

Ellendrizziik az ugrasok és torések meglétét, iranyat, a parhuzamosok parhuzamossagat!



A statika és dinamika alapjai C2

Mintapélda — 3
|

| Szamitasok alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

5,7kN/m Megoldds
Reakciok
M > M":~(5,7-6,2)-3,1+B-6,2=0- B=17,67 kN(*)
, 6.2m L, 2.M":(5762)3,1-A,62=0>A,=17,67kN(1)
’ © S F:A=0
: Eredményvazlat Ell: Y. F,:57:6,2—17,67—17,67=0
\% M .M
5,7kN/m @ ;:lbgv
oftrryvyvvvyeevyl N= W
17,67kN 17,67kN

all. - A normaler6abra most is konstans szakaszokbdl
_ all, melyek értéke a vizszintes vetiilet(i er6k
- hijan nulla.

lin. -17,67y . A nyiroer6abra a teher alapjan egyetlen linearis
m szakaszbol all. Ennek végértéke a jobb oldalon:

V)i 3 ' V,=—17,67kN (Jobbrsl B-bol.)
[kN] ..W, - Abal oldalon:

V,=17,67kN (Balrél A,-bél.)
A zérushely pont kozépre esik.

®
()

3 2.£p. - A hajlitébnyomatéki abra a teher alapjan egyetlen
@ +27,39 _ masodfoku parabolabél 4ll. A két végpontban az
"N + L~ | értéke (rendre kiviilr6l szamolva) zérus. A két
fkhim i = - végpontot 6sszekotd szakasz a tengelyre esik.
. . ql’ 5762
A parabola bel6gasa: ry = ? =27,39 kNm.

Ezt a végpontokat 0sszekotot szakasz felezOpontjabdl
meérjiik (a teher irdnya miatt) lefelé kétszer. Az els6
pont a parabola kdzbens6 pontja lesz, a masodik a
végponti érint6k metszéspontja. A kdzbens6 pontban
az érint6 most vizszintes lesz, azaz az dbra maximuma
is itt lesz, értéke +27,39 kNm.

|
M-abra roviden: A két végpontban nulla a nyomaték értéke, a kettd kozé a megoszlo erd miatt

| lefelé kell beldgatni a parabolat.



A statika és dinamika alapjai

Gyakorlopélda — 3

C2

Szamitasok alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

6,2kN/m
’&A B V;g
2 5,7m P
7 7
Eredményvazlat:
6,2kN/m

KN

N]

[kNm]

Megoldds
Reakciok:

2
2
2

&

Milyen szakaszokbol all a normaleréabra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

N,=

Milyen szakaszokbdl all a nyiréeréabra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

V.=
V,=

Milyen szakaszokbdl all a nyomatéki abra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

M=
M,=

parabola: = =



A statika és dinamika alapjai C2

Mintapélda — 4

Szamitasok alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

1,2kN/m Megoldads
Reakcic')k
A B#» ) M\”:(1,2:1,3)-4,55— A-3,9=0> A=1,82kN (1)
,13m,  3.9m y > M\":(1,2-1,3)-0,65+B,-3,9=0- B,=—0,26 kN (4 )
7 7
| D F,:B,=0
| —
 Eredményvizlat Ell: Y F,:1,3-1,2—1,82+0,26=0
1,2kN/m v M
M -
1,82kN O,26kNl
| all. - Anormaler6abra most is konstans szakaszokb6l
@ o _all, melyek értéke a vizszintes vetiiletl erGk
" | * hijan nulla.
kN] ;
|
kin. u all. A nyiréer6abra a teher alapjan egy linearis
: . és egy konstans szakaszbdl all. E16bbi két
@ 1,56 +026) | végponti értékét kiviilrdl (balrél) szdmoljuk:
* (TG v,=0, V,=-1,2-1,3=-1,56 kN
kN] ;

. A konstans szakaszt kénnyebb jobbrél szamolni:
V,=+0,26 kN (B-bdl.)
(A két szakasz kozott A -nak megfelel6 ugras van.)

A nyomatéki abra a teher alapjan egy

- masodfoku parabolabol és egy linearis

- szakaszbdl all. A parabola két végponti értéke:

- M,=0, M,=—1,2-1,3-0,65=—1,014 kNm,

' 2 2

| belégésa:%:%:o,zws kNm.

(A kétszeri felméréssel épp a tartétengelyre
keriiliink, azaz a kiils6 végponti érintd vizszintes
lesz, ahogy a zérus nyirderd is sugallja.)

A linearis szakasz bal oldali végpontjaban a
hajlitonyomaték —1,014kNm, az A erd miatt
még nem valtozhat. A jobb oldali végen jobbrol:
M ,=0kNm.

M-abra réoviden: a konzol végén nincs koncentralt erd, sem nyomaték, ezért vizszintes érintdvel
nullarél indul a teher miatt alulrél dombortit masodfoku parabola, ami a bal tdmaszig tart. A
tdmasznal a reakcié miatt az dbra megtorik, a két tAmasz kozott egy egyenes lesz, amit a jobb
oldali végpontig kell hiizni, ami nulla.

10



A statika és dinamika alapjai C2

Gyakorlopélda — 4

Szamitasok alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

2,9kN/m Megoldds
Reakciok:
T B#- Z
P 2,8m ,  2.0m v Z
7 7 7
Eredményvéazlat: Z

| _| 2,9kN/m _@ :@_

Milyen szakaszokbdl all a normaler6abra?

®+ Mi torténik a szakaszok kozott?
oy N,=
N,=

- Milyen szakaszokbdl all a nyiréeréabra?

@ + Mi torténik a szakaszok kozott?
V=

,=

3=

- Milyen szakaszokbdl all a nyomatéki dbra?

@+ Mi torténik a szakaszok kozott?
[kNm] | M=

M,=

M ,=

ql’

parabola:

11



A statika és dinamika alapjai C2

Mintapélda — 5
|

| Szamitasok alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

M=27kNm Megolddas
( Konzol esetén a reakcidkra nincs sziikségiink, ¥ 4pM_
mindent kiviilrél (most balrél) szamolunk. b,
v 2,1m v

7 7
. Nincs vizszintes vetiilet(i hatas,

all SRR, o
- ezért nincs normalerd.

2
(0]

[kN]
; all. . A nyiréer6abra a teher alapjan egyetlen

@;f o . konstans szakaszbol all. Ertéke: V =0kN.

KN] | |
| .

lin. (all.) . A hajlitonyomatéki abra a teher alapjan egy
linedris szakasz, ami a nyiroerG alapjan konstanssa
@_ egyszerlisodik. Ertéke:
*: - M=-27kNm.

[kNm] | -27,00

M-abra roviden: a konzolon sehol nincs erd, ezért nincs nyirderd, igy a kiilsé végén vizszintes
érintdvel indul a hiizott oldalon a konstans nyomatéki dbra, ami a jobb tdmaszig tart.

Gyakorlopélda — 5

Szamitasok alapjan rajzoljuk meg az aldbbi tart6 igénybevételi abrait!

M=17kNm Megoldas
a D Reakciok?
Szamitas iranya? (Melyik oldalrol?)
s 3,1m # Pozitiv igbv. def.:

- Milyen szakaszokbdl &ll a normélerabra?

@ . Mi torténik a szakaszok kozott?
[kN]
3 - Milyen szakaszokbél ll a nyiréer6abra?
@: . Mi torténik a szakaszok kozott?
kN V.=

. Milyen szakaszokbél all a nyomatéki abra?
. Mi torténik a szakaszok kozott?

W: M,=

[kNm] *
M,=

12



A statika és dinamika alapjai C2

Mintapélda — 6

Szamitasok alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

F=6,1kN| Megoldas M
a Konzol esetén a reakciokra nincs sziikségiink, @?\,
mindent kiviilrél (most jobbrol) szamolunk. v
. 2,4m y,

i Nincs vizszintes vetiilet{ hatas,

all e o
- ezért nincs normalerd.

2
(0]

§ all. A nyiréer6abra egyetlen konstans szakaszbdl all.
@;3 +6.1_ Frtéke: V=6,1kN.

[kN] @

A hajlitobnyomatéki abra a teher alapjan egy
linearis szakasz. Végponti értékei kiviilrél
(Jobbrol) szamolva:
Q M,=0, M,=-6,1-2,4=—14,64 kNm.
N -14.64
A l?efogam keresztmetszet 1genybevetelelnek balrdl torténd szamitasaval a befogasi reakciok
| meghatarozhatok: V s
N=0->A=0 ]’@
V=6,1kN »A,=6,1kN(*)
M=—14,64kNm = M ,=14,64kNm ()

M-abra réviden: az abra linedris lesz, a kiils6 végen nulla, a konzol képzeletbeli (kifelé¢ torténd)
meghosszabbitasan levd zérusfiiggvényhez képest ugy kell megtornie a koncentralt erd alatt, hogy
az erd nyila beleilljen a torésbe, ezért a befel¢ haladd egyenesnek felfel¢ kell valtoznia a
befogasig.

13



A statika és dinamika alapjai C2

Gyakorlopélda — 6

Szamitasok alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

Megoldds

1F=2’6kN Reakciok?
Szamitas iranya? (Melyik oldalrol?)
Pozitiv igbv. def.:

, 5,1m p

7 7

3 - Milyen szakaszokbdl all a normaler6abra?
Q i - Mi torténik a szakaszok kozott?
N ); ‘

N,=

| - Milyen szakaszokbdl ll a nyir6ergabra?
@ . Mi t6rténik a szakaszok kozott?

V.=

Milyen szakaszokbol all a nyomatéki abra?
- Mi torténik a szakaszok kozott?

): M=

[kNm] '
M,=

Hatarozzuk meg a reakcidkat a befogasi keresztmetszet igénybevételeibol!

14



A statika és dinamika alapjai C2

Mintapélda — 7

Szamitasok alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

8,2kN/m Megoldads M
% Konzol esetén a reakciokra nincs sziikségiink, @?\,
\%

yvyvvvvvyvvv!| mindent kiviilr6l (most jobbrél) szamolunk.

- Nincs vizszintes vetiilet(i hatas,

- ezért nincs normalerd.
(N); = ‘
[kN]
§ lin. - A nyiréer6abra egyetlen linearis szakasz lesz.
@;3 +30,34 _ Végponti értékei:
[kN] V,=0kN, V ,=+8,2-3,7=+30,34 kN.

- Anyomatéki &bra a teher alapjan egy

. masodfokd parabolabdl 4ll. A parabola két

- végponti értéke:

- M,=0, M,=-8,2-3,7-1,85=—56,13kNm,
: 2 2

belogasa: % z&zz;iz 14,03 kNm.

[Nm] 5613 " (A Kétszeri felméréssel végponti érint6k
metszéspontja épp a tartotengelyre kertil,
azaz a kiils6 végponti érintd vizszintes
(ahogy az a nyiréerd ottani zérusértékébol
is kovetkezik).

(Az also abra a parabola szerkesztéséhez
felmérendd és behiizandé segédvonalakat mutatja.)

| 56,13

|
M-abra réoviden: a konzol végén nincs koncentralt erd, sem nyomaték, ezért vizszintes érintdvel

nullarol indul a teher miatt alulrél dombort masodfok parabola, ami a befogésig tart.

15



A statika és dinamika alapjai C2

Gyakorlopélda — 7
Szamitasok alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

4,9kN/m Megoldds
E Reakcidk?

Szamitas iranya? (Melyik oldalrol?)
Pozitiv igbv. def.:

| Milyen szakaszokbol all a norméler64bra?
Q i - Mi torténik a szakaszok k6zott?
N s ;

N,=

| Milyen szakaszokbdl all a nyir6erdabra?
®+ . Mi torténik a szakaszok kozott?

V=
V,=

Milyen szakaszokbol all a nyomatéki abra?
- Mi torténik a szakaszok kozott?

M): M, =

[kNm] '
M,=

parabola: = —

16



A statika és dinamika alapjai

Mintapélda — 8
|

| Szamitasok alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

5,7kN/m Megoldas
(33337 117]] Reakeok
Ay g > M":—(5,7-3,0)-3,0+B-4,5=0 B=11,4kN (1)
o 15m 3,0m ~ > MP:(5,7-3,0)-1,5—A,-4,5=0>A,=57kN (1)
: Eredményvéazlat: Z Fy:A,=0

5 7kN/m Ell: Y F,:57-3,0-57-11,4=0

\% M
- PSR EE! @M N
5,7kN 11,4kN N U= ;QV

- Nincs vizszintes vetiilet{i hatas,

@ R —O — ezért nincs normalers.
OKN] . ‘ , ? s .
. 3 all. lin. A nyiréer6abra a teher alapjan egy konstans
,«m‘ﬂﬂ‘m@‘m és egy linearis szakaszbdl all. E16bbi értékét

T célszerlien balrdl szamoljuk: V,=+5,7kN.

. Ez egyben a linedris szakasz bal oldali végértéke.
A linedris szakasz jobb oldali végértéke jobbrol:
V,=—11,4kN (B-bdl).

A két végpontot 6sszekdtve az valahol metszi a
tengelyt. Ennek helyét a megoszl6 erd kezdetétdl
jeldlje x. Az itteni nyiréerd balrol:
V(x)=+5,7-5,7-x=0 = x=1,0m

. in. | 2.p. - Anyomatéki abra a teher alapjan egy
@ i i ~ linedris szakaszbol és egy masodfoki
* + - parabolabdl all. A linearis szakasz két végértéke:
[kNm] § oy a1 ﬁ ' M,=0, M,=+5,7-1,5=8,55kNm.
' ~ [ Utobbi a parabola bal oldali végértéke is, mig a
M, =11,4kNM 413 jobb oldali végen: M,=0.
ql’> _5,7-3,0°

A parabola belogasa: ry = =6,413kNm.

8

A végponti érint6k délésének iranya ellenkezo,

ahol vizszintessé valik, ott egy lokalis maximum van.
Ennek helyét a nyiréer6-abranal kiszamoltuk, a
maximum értéke:
M,,=5,7-2,5—(5,7-1,0)-0,5=+11,4 KNm.

|
Ellendrzés: a parabola bal oldali érintdje és az egyenes szakasz egybeesik.



A statika és dinamika alapjai

Gyakorlopélda — 8

C2

Szamitasok alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

2,34kN/m

11t

)\

v 178m yl 3,6m
7 7

Eredményvazlat:
2,34kN/m

Megoldds
Reakcidk:

2
2

T
& F

- Milyen szakaszokbdl all a normaler6abra?
- Mi torténik a szakaszok kozott?

N,=

(kN]
Milyen szakaszokbol all a nyiréer6abra?
@ + Mi torténik a szakaszok kozott?
kN] | =
,=
3=

Milyen szakaszokbdl all a nyomatéki abra?
- Mi torténik a szakaszok kozott?

[kNm]

M=
M,=
M .,=

ql’

parabola:

Van maximum? -* Nyiroeronél van
zérushely? Hol?

18



A statika és dinamika alapjai C3

Igénybevételi abrak konzolon

Konzolok igénybevételi dbraindl az eddigi mddszerek haszndlhatok, az a tény azonban, hogy
barmely igénybevétel kiviilr6l (a nem megtamasztott vég feldl) a reakcidktol fliggetleniil
szdmolhat6, alapvetden meghatirozza a szamitas modjat és menetét. Bar ugyanugy azzal kezdjiik a
munkat, hogy megkiilonboztetjiik az abrak egyes szakaszait és a koztiik 1évé valtozast, az abrat
magat kiviilrél kezdve rajzoljuk, pontonként a pontbeli, illetve szakaszonként a hossz mentén valo
valtozas figyelembevételével. gy akar lehetSség nyilik a terhek intenzitasatol fiiggetlen tn.
alakhelyes abrak megrajzolasara is.

Példainkban a kiszdmitott mennyiségek alsé indexbe irt sorszamat most is balrdl-jobbra haladva
szdmozzuk, a szamitast azonban mindig kiviilr6] kezdjiik majd.

| Mintapélda — 1

Erétani szamitas alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!
|

2,1kN/m 5,2kN Megoldds
80° Mivel konzol, ezért nem szamolunk reakciokat.
I VYV VVVVYVVYVY Az igénybevételek szamitasa soran a szabad
végt6l haladunk a befogasig és mindig
W, 2,3m . @’ kiviilrél, most jobbrél szdmolunk.
. N
%4
! all. Normaler6 vizszintes erébdl keletkezik, a hossz
@ menten ilyen hatas nincs, ezért az abra konstans.
@L Ertéke: N,=—5,2cos 80°=-0,9030 kN.
N -0.9030
§ lin. A nyiréer6abra egyetlen linearis szakaszbdl all,
@5 +9,951 5,121 | végponti értékei: V,=+5,25in80°=+5,121kN,

V,=+5,121+2,1-2,3=+9,951 kN.

A nyomatéki dbra egyetlen masodfoku parabola.
Végponti értékei: M,=0kNm,

M,=-52sin 80°-2,3—(2,1-2,3)-2’23 =—17,33 kNm.
] ] 2
[kNm] ' 17,33 ' A parabola beldgasa: 2,123 _ 1,389kNm




A statika és dinamika alapjai C3

Gyakorlopélda — 1

Erétani szamitas alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

5kN/m Megoldads
Reakciok?
I VYV VVVVYVVVVY E Szamitas irénya? (Melyik oldalrél?)
T6.75kN Pozitiv igbv. def.:
Y 3,6m Y
| | Milyen szakaszokbdl all a normaler6abra?
Mi torténik a szakaszok kozott?
@; | N =
[kN]
; ; Milyen szakaszokbol all a nyiréeréabra?
®+ _ Mi torténik a szakaszok kozott?
[N] V.=
V,=
zérushely: \% m— 0=
Milyen szakaszokbol all a nyomatéki abra?
| § Mi torténik a szakaszok kozott?
M);: 1 —_
[kNm] | M 27
" _ _
parabola: — —

maximuin: Mmax —_—



A statika és dinamika alapjai

Mintapélda — 2
|

C3

Erétani szamitas alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

SkN/m

JERRRE

< 9kNm

2,7m

, 2,7m v v
7 7 7
-l ol
(NJ; o
N
| lin. t all.
®;; | 13,50
[kN] | T
|
2.fp. u fin.

-18,23 _J \9 -45,68
1 -9,225

Megoldds

Mivel konzol, ezért nem szamolunk reakciékat.

Az igénybevételek szamitasa soran a szabad M.
végtol haladunk a befogasig és mindig N
kiviilr6l, most balrél szamolunk.

Normaler6 vizszintes hatasok miatt valtozhat. Ilyen a

tarté hossza mentén nincs, ezért konstans lesz az abra,
értéke: N,=0kN.

A nyiroer6abra egy linearis és egy konstans szakaszbol
all, ugras nincs a kett6 kozott. Az értékek a szakasz-
hatarokon: V,=0kN, V,=-5-2,7=—13,5kN.

A nyomatéki dbra egy masodfoku parabola és egy
linearis szakaszbdl all. A kett6 kdzott ugras van, de az
ugras elotti és utani érinték parhuzamosak.
A parabola végponti értékei: M,=0kNm,
M,=—(5-2,7)-1,35=—18,23kNm, a linedris szakasz
végpontjai: M ,=—(5-2,7)-1,35+9=—9,225kNm,
M,=—(52,7)-4,05+9=—45,68 KNm.

2

A parabola bel6gasa: Séiz 4,556 kNm

(A kozéppontban kétszer felmérve a belogast a

tengelyre kertil a végponti érint6k metszéspontja.

A bal oldali végkeresztmetszet érintdje tehat vizszintes
lesz, ami a nyirderd ottani zérus értékébdl is kovetkezik.)



A statika és dinamika alapjai

Gyakorlopélda — 2

Erétani szamitas alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

1,8kN/m

AAA i

a 60

Y, 1,6m

5;';“ 2.0m

)4
7

[N]

[kNm]

C3

Megoldas:

Reakciok?

Szamitas iranya? (Melyik oldalrol?)
Pozitiv igbv. def.:

Milyen szakaszokbol all a normalerdabra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

N,=
N,=

Milyen szakaszokbdl all a nyiréer6abra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

V.=
V,=
V.=
Milyen szakaszokbdl all a nyomatéki abra?
Mi torténik a szakaszok kozott?
3=

2

1
2
[
parabola: — —

8




A statika és dinamika alapjai C3

Mintapélda — 3

Erétani szamitas alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

3kN/m  p4kN Megoldds
4 *\ Mivel konzol, ezért nem szamolunk reakciokat.
LY Y Y YT VYYVY Az igénybevételek szamitdsa sordn a szabad
5kNme’

végtol haladunk a befogasig és mindig
W, 2,4m . 2,4m . kiviilr6l, most jobbrol szamolunk. M
‘@IN
\%

| - Anormaler6 vizszintes hatasok miatt valtozhatna,
- ahossz mentén nincs ilyen, igy az abra konstans
@i‘ © — lesz, értéke: N, =0kN.

1 lin. u . . A nyiréer6abra két (egymassal parhuzamos) lineéris
@ 4184 472 - szakaszbol all, melyek kozott a fiiggdleges eré miatt
* . egy ugras van. A szakaszhatarokon az értékek:
V,=0kN, V,=+3-2,4=+7,2kN,
V,=+7,2+4=11,2kN, V,=+11,2+3-2,4=18,4KkN.

2fp.  t 2fp. | A nyomatéki dbra két masodfoku parabolabol all, melyek

- kozott ugras van, és a kétoldali érint6k sem parhuzamosak.

A parabolak értékei a végpontokban: M ,=0kNm,

M,=—(3-2,4)-1,2=—8,64 kNm,

. M,=—(3-2,4)1,2—5=—13,64 kNm,

) 216 | M,=—(3-4,8)-2,4—5=—49,16 KNm.
NEETTIVAN | 2

im] 49,1654 -8 64 " A parabolak belogdsa: > 2é4 2,16 kNm (mindkett&)

(Az ugras két oldalan szaggatott vonallal berajzoltuk

a masik szakasz érint6jét. Ebbol lathato, hogy nem csak
a forgatobnyomaték miatti ugras, de a koncentralt eré
miatti torés is megjelenik az abraban.)




A statika és dinamika alapjai

Gyakorlopélda — 3

C3

Erétani szamitas alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

3kN/m  p4kN

y Vv *VVVV

5kNm+’

)4 2!4m i 2,4m
7 7

[N]

[kNm]

Megoldas

Reakciok?

Szamitas iranya? (Melyik oldalrol?)
Pozitiv igbv. def.:

Milyen szakaszokbdl all a normaleréabra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

N,=

Milyen szakaszokbdl all a nyiréer6abra?
Milyen az egyes szakaszok meredeksége?
Mi torténik a szakaszok kozott?

, =

Milyen szakaszokbol all a nyomatéki abra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

M, =
M,=
M,=
M ,=

12

parabola: = =




A statika és dinamika alapjai C3

Mintapélda — 4

Erétani szamitas alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

4kN/m Megoldds
Mivel konzol, ezért nem szamolunk reakciékat.
% YVVVY “4 h'\‘l( r;rl Az igénybevételek szamitasa soran a szabad
végtol haladunk a befogasig és mindig

,  2.8m , 20m kiviilrél, most jobbrél szamolunk. M
7 # y :
@VIN

A normaler6 vizszintes hatasok miatt valtozhatna,

a hossz mentén nincs ilyen, igy az abra konstans
@;‘ © — lesz, értéke: N,=0KkN.
[kN] 1
lin. t i . Anyir6erGabra két linearis szakaszbal all, melyek kozott

nincs ugras. Az értékek a szakaszhatarokon: V,=0kN,
V,=—4-2,0=-8,0kN, V,;=-8,0+4-2,8=+3,2kN.
zérushely: T,,=—4-2+4-x,=0- x,,=2,0 m.

A nyomatéki abra két parabolabdl all, melyek kdzos

erintovel csatlakoznak. (A kiils6 f6liilr6l domboru!)

Ertékek a parabolak végeinél: M,=0kNm,

M,=+(4-2,0)-1,0=+8,0 kNm,

M,=+(4-2,0)-3,8—(4-2,8)-1,4=+14,72kNm.

4-2,0°
8

A parabolak belé6gasa: =2,00kNm (fel!)

2
4'2é8 ~3,92kNm (le)

A maximum értéke:
M, =+(4-2,0)-3,0—(4-2,0)-1,0=+16,00kNm



A statika és dinamika alapjai

Gyakorlopélda — 4

C3

Erétani szamitas alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

A A A

4 7KN/m

,12m , 12m ,12m ,
7 7 P4 7

[kNm] |

Megolddas

Reakciok?

Szamitas iranya? (Melyik oldalr6l?)
Pozitiv igbv. def.:

Milyen szakaszokbdl all a normaler6abra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

N,=

Milyen szakaszokbol all a nyiréer6abra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

elGjelvaltas?

Milyen szakaszokbol all a nyomatéki abra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

M ,=
M,=
M,=
M, =

parabolak: — —

maximum: ?



A statika és dinamika alapjai C3

Tetsz6leges megoszl6 teher hatasa az igénybevételi abrakra

Egy tarté hossza mentén a megoszld erd intenzitdsa nem mindig allando. Tipikus példa erre a
sz€lnyomasbol szarmazo teher, ahol a felszin feletti magassagtol fliggden ndvekszik a szélsebesség
¢és igy a teher intenzitdsa, vagy gabona tarolasakor a depdnidba rakott buza alatti fédémre atadodo
nyomds, ami kozelitdleg a magassaggal ardnyosan valtozik. A tetszéleges modon, de
fliggvényszerlien valtozo teher esetén tobb lehetdségiink van az dbrak megrajzolasara. Polinommal
megadott teherfliggvény alatt a nyirderéabra egy, a nyomatéki dbra két fokkal magasabb foku
polinom lesz, mint a teherfiiggvény. Bar magasabb foku polinomok rajzoldsara nem vezetiink be
altalanos szabalyokat, érdemes tudni, hogy a nyomatéki abranak egy vizsgalt szakasz végpontjaiban
meghuzott érintdi az adott szakaszon megoszlo erd ereddje alatt metszik egymast.

| Mintapélda — 5
| Erdtani szamitas alapjan rajzoljuk meg az alabbi tartd igénybevételi abrait!
6kN/m Megoldds
Mivel konzol, ezért nem szamolunk reakcidkat.

Az igénybevételek szamitasa soran a szabad M
végt6] haladunk a befogdsig és mindig @g
Vv

, 8.0m , kiviilrél, most jobbrél szamolunk.
‘ all. . A normaler6 vizszintes hatdsok miatt valtozhatna,
- ahossz mentén nincs ilyen, igy az abra konstans
@i‘ © — lesz, értéke: N,=0kN.
[kN] ‘
1 2.p. A lineéarisan valtozo teher miatt a nyiréerd masodfoku
@ - Y24 . parabola szerint véltozik. A kiils6 végen a zérus teher-
[kN] - intenzitas miatt vizszintes az érint6je, balra haladva
' egyre meredekebb lesz. A végponti értékek: V,=0kN,
6-8

V1:+2—:+24kN.

(Mivel a masodfoku parabola végponti érint6i a
szakasz k6zepén metszik egymast, a baloldali
végpontbdl ezt felhasznalva hizhatunk egy érint6t,
ha tovabbi tampontot keresiink a parabolahoz.)

A teher miatt a nyomatéki dbra harmadfoki parabola
lesz. A végponti értékek: M,=0kNm,
_68 80
2 3
A kiils6 végpontban a nyiroerd miatt vizszintes az érintd,
a lefelé mutat6 teher miatt az abra végig alulrél domboru.
Tovabbi timpont lehet, hogy a megoszld er6 ereddje a
haromszog sulypontjan halad at, ahol ez metszi a jobb
oldali vizszintes érint6t, azon a ponton kell atmennie a bal
oldali érintOnek is.

M,= =—64kNm.




A statika és dinamika alapjai

Gyakorlopélda — 5

C3

Erétani szamitas alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

6kN/m

P 2x2,5m

[kNm]

Megoldas

Reakciok?

Szamitas iranya? (Melyik oldalr6l?)
Pozitiv igbv. def.:

Milyen szakaszokbol all a normalerdabra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

N,=

Milyen szakaszokbol all a nyiréeréabra?
Mi torténik a szakaszok kozott?
Hol lesz vizszintes az érintG?

V,=

V,=

V.=

Milyen szakaszokbdl all a nyomatéki abra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

Melyik iranybol dombortiak az egyes szakaszok
Hogyan valtozik az érint6 a szakaszok mentén?

M .,=
M,=
M =

10



A statika és dinamika alapjai C3

Mintapélda — 6
|
Erétani szamitas alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!
|
6kN/m Megoldds
Mivel konzol, ezért nem szamolunk reakciékat.
Az igénybevételek szamitasa soran a szabad

végtol haladunk a befogasig és mindig N
P 2X2,5m Y, kiviilr6l, most balrél szamolunk.

all. . A normaler6 vizszintes hatdsok miatt valtozhatna,
- a hossz mentén nincs ilyen, igy az abra konstans
lesz, értéke: N, =0kN.

2
(0]

2fp. 2fp._ A nyiréer6abra két masodfoku parabola. A végértékek:
: V,=0kN, VZ:—G'Zﬁz—zskN,

025 __15kN. Akét parabola kozos

| .
[N] | " 50

- Vy=—75-

érintével kapcsolodik, mig a teher zérusértékeinél az
abra érint6je vizszintes. A végponti érint6k a szakaszok
kozepén metszik egymast.

A nyomatéki abra két harmadfoku parabolabdl all.
Mindkét parabola alulrél domborti, a végponti értékek:
M,=0kNm, M,= _6'22’5 % =—6,25 kNm,

6-2,5_( 2,5

3.fp. § 3.fp.

25

2.54+22 —@-2?_—37,51(Nm,

3 2

@+ o625 . 375~ Abaloldali végen a nyiréerd miatt vizszintes az érint6, e

(kNm] - ’ | ’  szakaszon a masik végponti érint6 a haromszog-teher stly-
pontjaban metszi a vizszintest. Ez az egyenes egyben a jobb
oldali szakasz bal oldali végponti érintdje is, melyet éppen a
jobb oldali haromszég sulypontja alatt metsz a jobb oldali
végponti érintd.

M,=—

11



A statika és dinamika alapjai

Gyakorlopélda — 6

C3

Erétani szamitas alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

3,6kN/m
1,8kN/m
W 4.5m
(NJ:
kN]
[kN]

[kNm]

Megoldas

Reakciok?

Szamitas irdnya? (Melyik oldalr6l?)
Pozitiv igbv. def.:

Milyen szakaszokbdl all a normaler6abra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

N,=

Milyen szakaszokbdl all a nyiréer6abra?
Hogyan valtozik az abra meredeksége?
Van-e ismert érint6?

V.=

Milyen szakaszokbdl all a nyomatéki abra?
Hogyan valtozik az abra meredeksége?
Van-e ismert érint6?

M .=

M,=

Hol metszik egymast a végponti érintok?
R,= XR1—

R,= XR2™

R=

R, Xp+ Ry X p,=RXp,

12



A statika és dinamika alapjai

Mintapélda — 7
|

C3

Erétani szamitas alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

SkN/m

i

+4,0

M, ,=+6,075

Megoldas

Mivel konzol, ezért nem szamolunk reakcidkat.

Az igénybevételek szamitasa soran a szabad Vg v
végt6l haladunk a befogasig és mindig 4@
kiviilr6l, most balrél szamolunk. N

A normaler6 vizszintes hatasok miatt valtozhatna,
a hossz mentén nincs ilyen, igy az abra konstans
lesz, értéke: N, =0kN.

A nyiréer6abra két (parhuzamos) linearis szakasz,
amik kozott egy ugras van. Az értékek a szakaszok
végein: V ,=+6,75kN, V,=+6,75—-5-1,8=—2,25kN,
V,=-2,25+6,75=+4,5kN,
V,=+6,75—5-3,6+6,75=—4,5kN.

Két zérushely van:

V., =+6,75—5x,=0-2x,=1,35m
V,.,=+4,5—5x,=0x,=0,9m

A nyomatéki abra két parabolabdl all, koztiik térés van.
A szakaszok végpontjaiban a nyomatékok: M,=0kNm,
M,=+6,75-1,8—(5-1,8)-0,9=+4,05kNm,
M,=+6,75-3,6—(5-3,6)-1,8+6,75-1,8 =+4,05 KNm.

2

A parabolak bel6gasa: > 3’8 —2,025kNm (mindketts)

A maximumok értékei:

M, ,=+6,75-1,35—(5-1,35)

1’35 — +4,556kNm

M,,,=+6,752,7~(52,7)2+6,75-0,9=+6,075 kNm

13



A statika és dinamika alapjai C3

Gyakorlopélda — 7
Erétani szamitas alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

5kN/m
Megoldds
%VVVVVIVVVVV Reakcidk?
Szamitas iranya? (Melyik oldalrol?)
6kNm 6kNm

Pozitiv igbv. def.:

W, 2,4m » 2,4m 7
- Milyen szakaszokbol &l a normalergabra?
@ ~ Mi torténik a szakaszok kozott?
Nl I
Milyen szakaszokbdl all a nyiréer6abra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

s V=

Milyen szakaszokbdl all a nyomatéki abra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

w): "

[kNm] ! § § 3

parabolék: = =

14



A statika és dinamika alapjai

Igénybevételi abrak kéttamaszu tarton

| Mintapélda — 1

Erétani szamitas alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

4,8kN/m

INENRENY

Megoldas
Reakc1ok

Prscs S M. (4,8:2,5)2,75+Bcos20°-6,0=0

H> )\
y1,5m , 2,5m , 2,0m JOm
| 7 4 4 4
Eredményvéazlat:

4,8kN/m
2,002kN
200N [T1] 1] 1]
T6,50kN 5,853kN\
il u all.
®;§ 2,002 | ©
[kN]
all. t lin. all. u'all.

[kN]

+6,50 /Tﬂm

[kNm]

Yy
A\ 4
" -5,50
x,=1,354m
lin. | 2fp. lin. tiin.(all.)|
| 4975 +11,0 L
~
+
4.75 “M__=14,15kNm

> B 5853kN( )

© > MP:(4,82,5)3,25-A,60=0

> A,=6,50kN(1)

> F,:A,—58535in20°=0->A =2,002kN(
EllL:

> F,:4,8-2,5-5,853-c0s20°—6,5=—2-10 "

@
N e VN

A vizszintes normalerdre csak az A, és aB

vizszintes vetiilete van hatassal, az abra két
allando6 szakaszbdl all:
N,=-2,002kN, N,=0kN

A megoszl0 erd alatt linearisan valtozik a
nyiroerd, a B er6 alatt pedig ugras van az
abran. A maradék harom szakasz konstans.
V3;=0kN, V,=-5,583c0s20°=-5,50 kN
V,=-5,50+4,8-2,5=+6,50 kKN

Az eldjelvaltas helyén a nyiroero zérus:
V,=+6,50—4,8-x, =0->x,=1,354m

A nyomatéki abra egy linearis, egy masod-
foku, és két linearis szakaszbdl all. A kon-
zolon a 0 nyirder6 miatt konstans. (S&t, itt
most ez a konstans 0.) A hajlitonyomaték
értéke a szakaszhatarokon: M,=0kNm,
M ,=+5,853c0s20°-2,0=+11,00kNm
M,=+6,5-1,5=+9,75kNm, M,=0kNm

2
A parabola belogasa: % =3,75kNm

A maximum értéke:

M, =+6,52,854—(4,8-1,354)

1,352 _
2

=+14,15kNm

Vegyiik észre, hogy a terheletlen konzol minden igénybevétele zérus.

C4

)

~0



A statika és dinamika alapjai C4

Gyakorlopélda - 1
Erétani szamitas alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!
4,8kN/m Megoldas

A B Reakciok:

15

1,5m
ﬂy ﬁy 7 /7

Eredményvézlat:

rmmZ;
T

Milyen szakaszokbol all a normaler6abra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

Nji—— — N,=
[kN] N,=

Milyen szakaszokbdl all a nyiréer6abra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

25m , 20m_1,0m, >

V) — 1

[kN] | T2

3
zérushely: \% m— 0=

Milyen szakaszokbdl all a nyomatéki abra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

+! i i i i —

[kNm] 1 1 My

parabola: — —

maximuim: Mmax —_



A stati

ka és dinamika alapjai

Mintapélda — 2

Erétani szamitas alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

5,0kN/m
3,0kN/m
IR RRRN U U
o - B
, 3,6m L, 24m  1.2m
| 7 td P4 7
| Eredményvéazlat:
5,0kN/m
3,0kN/m
S LLLLITT
9,36kN 19,44kNT
él. | |
[kN] |

lin. t lin. u lin.

13,44

-

[kN]

2.f.p. 1 2.f.p. t12.f.p.‘

-3,60 0.9
+14,26 §

/

/
—‘tl

iMmax=1 4,60kNm

C4

Megoldas

Ereddk: R,=3,0-3,6=10,8 kN, R,=5,0-3,6=18 kN
Reakcidk:

> M!*:~10,8-1,8—18-5,4+B-6,0=0

, @ B=19,44kN(*)

> M\P:10,8-4,2+18-0,6— A,-6,0=0

5> A,=936kN(1)

Z F,:A=0

Ell: ) F,:3,0-3,6+5,0-3,6—9,36—19,44=0

&
N e VN

Vizszintes er6k hijan a vizszintes tarton sehol
sincs normalerd.

A nyir6er6abra harom linearis szakaszbdl all, az
els6 és a masodik hataran torés, a masodik és a
harmadik hataran ugras van, utobbi két szakasz
egymassal parhuzamos, az els6 szakasz e kettonél
laposabb. Ertékek a szakaszhatarokon:

V.=0kN, V,=+5,0-1,2=6,0 kNm
V,=+5,0-1,2-19,44=—13,44 kNm
V,=+5,0-3,2—-19,44=—1,44 kNm, V,=+9,36 KNm
Az eldjelvaltas helyén a nyiroero zérus:
V,=+9,36—3,0-x,=0->x,_=3,12m

A nyomatéki abra harom masodfoku szakaszbol
all,az elso kettd érintlegesen csatlakozik, a

masodik és a harmadik kozott torés van. Ertékek
a szakaszhatarokon: M,=0kNm,

2
p =512

=—3,6kNm, M,=0kNm
M,=9,36-3,6—10,8-1,8=+14,26 KNm.

3,0-3,6°

Parabolak: =4,86kNm,
2 2
2.0:2.4" _3 60 kNm, 2212 —0 9kNm
A maximum értéke:
3,12

M ax:+9,36-3,12—(3,0-3,12)T_+14,60kNm

m

Megjegyzés: a nyomatéki maximum szamitdsakor a zardjelben levd szorzat értéke a 3,12 m szamitasi modjabol
adodoan 9,36, igy a nyomaték most szamithatd lenne  +9,36-3,12/2 alakban is.



A statika és dinamika alapjai

Gyakorlopélda - 2

Erétani szamitas alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

3 OKN/ 5,0kN/m Megoldds
L J,, i Jr,nl 1 Részereddk:
A B Reakciok:
1.2m  2,4m 3,6m Z
ﬂJ/ ya /(V ,(V Z
Eredményvéazlat: Z

5,0kN/m

3,0kN/m
tytvvey

i = -

Milyen szakaszokbdl all a normaler6abra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

O N,=

Milyen szakaszokbdl all a nyir6er6abra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

zérushely: \% m— 0=

| | | - Milyen szakaszokbol all a nyomatéki abra?
@ - Mi torténik a szakaszok kozott?

pNm - My

ql’ _ _ _

arabolék: e —— E——— E——
P 8

C4



A statika és dinamika alapjai C4

Mintapélda — 3
Erdtani szamitas alapjan rajzoljuk meg az alabbi tarto igénybevételi abrait!

T111111 Reakcidk:
C A 2B > MM:8—-(4,8-2,4)1,2—12-3,6+B-2,4=0
,12m  24m _12m , >B=20,43kN(1)
7 7 7 Y Mf;B):8+(4,8-2,4)-1,2—12-1,2—AZ-2,4:0
| > A, =3,093kN (1)
| Eredményvéazlat: Z F :A.=0
8kNm 4,8kN/m 12kN|  EIL: D F,:4,8-2,4+12—3,093—20,43=—0,003~0
YyYYvvy l S ’ ’ ’

\% M-
1 y M-
3 093kN 20,43kN ﬁ@ ClBV?v

all-—— all Normadlerd vizszintes komponensii hatdsokbdl

keletkezne, mivel minden er6 fiigg6leges, az
abra értéke allando és zérus.

&)
()

al.a lin u all . Anyiréer6ébra egy konstans, egy linearis és
| 8,427 egy konstans szakaszbol all, a szakaszhatarokon
; ; mw +12 | ugras van. Az értékek (el6szor a konzolokon!):
@;j o—r .~ V,=0kN, V,=+12kN, V,=+3,093kN,
[kN] +3,093 V3:+3,093—4,8'2,4:—8,427 kN.

| Az elgjelvaltas helyén a nyir6erd zérus:
X =0,6444m | - V,=%3,093-4,8-x,=0->x,=0,6444m

lin.(&ll) ¢ 2.fp. A nyomatéki abra a teher szerint linearis, masod-

foku, linearis szakaszokbdl all, koztiik torés van.
1} z€rus nyiroer0 miatt az elso szakasz konstans.
Ertékek a szakaszhatarokon: M, =—8kNm,
M,=-12-1,2=—14,4kNm, M,=0kNm.
4,8-2,4°

3,456

. B : = :
Wm | T M,ST003Nm 144

A parabola bel6gasa: =3,456 kNm

A lokalis szélsGérték:

Mext=—8+3,093-0,6444—(4,8-0,6444)0’2ﬂ=

=-7,003 kNm

Megjegyzés: A nyomatéki abra megrajzolasahoz csak a lokalis szélséértékhez volt sziikségiink a reakcidkra. Az igy
kapott M-abra alapjan a nyiréerdabrat is meg lehetne hatarozni: a konzolok konzolként rajzolhatok, a nyomatéki
abran a végponti érintdk metszéspontja  (—8—14,4)/2+2-3,456=—4,288kNm. A végponti érintdk meredeksége
—8—(—4,288)‘:3’093 & ‘—14,4—(—4,288)
1,2 1,2
érint6 ddlésének iranyabdl donthetjiik el).

(azaz a nyirderd) pedig:

‘28,427 (az eldjelet szemléletbdl, az



A statika és dinamika alapjai C4

Gyakorlopélda - 3
Erétani szamitas alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

6kNm 9,2kN/m 8kNl Megoldds

C IRERRRERNy Reakcidk:
A

#>B Z

1,2m 4,0m 1,2m
2k ls” §2 7 Z
Eredményvéazlat: Z

6kNm 9,2kN/m

llisssurase: * &

Milyen szakaszokbol all a normaler6abra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

Milyen szakaszokbol all a nyiréerdabra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

v =

[N | 4

zérushely: | m— 0=

Milyen szakaszokbdl all a nyomatéki abra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

M, =
M ,=
M,=

[kNm] |

12

parabola: — —

szélséértek: M =



A statika és dinamika alapjai

Mintapélda — 4

Erétani szamitas alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

Megoldas
Reakciék

10kN %;SJ-'A "U%._LLUHKN > MY:—(4,2:9,5):3,25+B:6,0=0

4,2kN/m
B
ﬁy1,5mﬁy 6,0m ﬁy2,0m »
|
| Eredményvéazlat:
4,2kN/m

all. u all

o 2

[KN] -10 - -15

lin. u lin. u lin.

-13,21

! §+11,99 8.4 W

X =2,855m
74
7 7

2.fp. t 2.fp. t 2.fp.

M =12,39kNm

>B= 21 ,61kN (1)
> MP:(4,2:9,5)2,75-A,6,0=0
-)AZ—18,29kN( )
> F,:10+A,—~15=0>A =5kN(>)
Ell: Y F,:4,2:9,5—18,29-21,61=0

_J_L_J?JJJJ_UJ_LUJ_}_U_U Vany M
10kN 58 20kN 21,61kNf  15kN 4@ f:lb’

A normaler6abra egy 1,5 és egy 8,0 méter
hosszu konstans szakaszbdl all, koztiik ugras
van. Az értékek (konzolokon kiviilrél):
N,=—10kN, N,=—15kN.
A nyir6er6abra harom linearis szakaszbol
all. A harom szakasz egymassal parhuzamos,
koztiik a reakciéknak megfelel6 ugras van.
Frtékek a szakaszhatdrokon: V,=0 kN,
V,=—4,2-1,5=—6,3kN, V,=0kN,
V.=+4,2-2,0=+8,4 kN,
V,=+8,4-21,61=—13,21kN,
V,=-13,21+4,2-6,0=+11,99 kN.
Az eldjelvaltas helyén a nyiroer6 zérus:
V,=+11,99—-4,2-x,=0
> Xx,=2,855m
A nyomatéki abra harom parabolabdl all,

koztiik egy-egy torés van. Ertékek a szakasz-
hatarokon: M,=0kNm, M ,=0kNm,

1,5

M,=—(4,2:1,5)== 5 =—4,725kNm,
M3:—(4,2-2,0)-2’ =—8,4kNm.
parabolak: 4’28i =1,181 kNm,
4’zilgi()ZZZ,lkNm, 4’28';#02218,9kNm

A maximum értéke;
M, =+1829-2,855—(4,2-4,355
=+12,39kNm

)4 ,355 _
2



A statika és dinamika alapjai C4

Gyakorlopélda - 4

Erétani szamitas alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

3,3kN/m Megoldds
Jitiddddb il eeyy|,  Reakdodk
ﬁy2,0m 7 5,0m 7 2,5m w Z
Eredményvéazlat: Z
3,3kN/m
FELILLIIII,. (s 5
12kN | | 5kN

Milyen szakaszokbol all a normaler6abra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

Wi — N:=
N,=

Milyen szakaszokbdl all a nyir6er6abra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

N A

zérushely: \% m— 0=

Milyen szakaszokbol all a nyomatéki abra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

| | - M= M,=
M - M,=
| | | | M3:

ql’

araboldk; —=———=
P 8

maximum: Mmax —_



A statika és dinamika alapjai C4

Mintapélda — 5

Erétani szamitas alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

10kN Megoldds
l 15‘%/300 l 15kN Reakciok:
A B3 MEA):—lo-i—(15)51n3o°-5—15-8+B.11:0
»B=16,14kN(*
2m 3m 3m 3m ’
ST A 7 # 7> M\":10-9+15sin30°-6+15-3—A,-11=0

> A,=16,36kN (1)
Eredményvazlat D> F,:A ~15c0s30°=0> A =12,99kN(-)

10kN o 15kN  ElL: D F,:10+15sin30°+15—16,36—16,14=0
12,99kN | 30° l

Vaay WM
T16,36kN 16,14kNT N‘@-- 'EQVN

all. u all i A normaler6abra két konstans szakaszbdl all,
@ | koztiik a ferde er6 vizszintes vetiiletének
@;‘ ‘ - megfeleld ugras van. Az értékek:
(N 12,99 ‘ ~ N,=—12,99kN, N,=0KkN.
oA u o al uooal oy al - Anyiréeréabra négy konstans szakaszbdl éll,
| | | | koztiik a fiigg6leges er6komponenseknek
‘ ; -1,14 # megfeleld ugrasok vannak. Az értékek:
v) BEAALK T A — A || i} V,=+16,36kN, V,=+16,36—10=+6,36 kN,
e # LTI 814 V,=46,36—15sin30°=—1,14KkN,
: : - V,=—16,14kN.
lin.t  lin. t M.t i - Anyomatéki abra négy linearis szakaszbdl all,

koztiik torés van. Ertékek a szakaszhatarokon:
M ,=0kNm, M,=+16,36-2=+32,72kNm,
M,=+16,36-5—10-3=+51,84kNm,

M ,=+16,14-3=+48,42kNm, M.=0kNm.

§[+32,72 §[+51,84 - 44842

[kNm] :




A statika és dinamika alapjai C4

Gyakorlopélda - 5

Erétani szamitas alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

15kN Megoldas

l 1 5%00 1 5kNl Reakciok:

A #> B >
p; 2m - 3m » 3m 2 3m » Z
Eredményvézlat: Z

15kN

l 15%00 =15kNl
' T &

Milyen szakaszokbdl all a normaler6abra?

@ : Mi torténik a szakaszok kozott?
 N,=

N,=

N,=

Milyen szakaszokbol all a nyiréer6abra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

(V); 1
LA 2T
=

Milyen szakaszokbol all a nyomatéki
abra? Mi torténik a szakaszok kozott?

o .

10



A statika és dinamika alapjai

Mintapélda — 6

C4

Erétani szamitas alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

15kN 3kN/m Megol.dlés
i) Sk .
7 hanm Ba 2 e
3m 2m 3m D
# # # # > MP:15.543.5-2,5-15—A,-8=0
‘ > A,=12,19kN (1)
| Eredményvéazlat: Z F.:A =0
15kN___ 3kN/m Ell: Y F,:15+3-5-12,19-17,87=0
o A 4 l l ’Jvf\ l l l | \% M . M
t12,19 +/15kNm 4@ El%
17,81 N 4
all . Normaler6 csak vizszintes vetiiletii hatasbél
keletkezhetne. Nincs ilyen, igy az abra értéke
®+ o mindenhol zérus.
[kN] |
| all. u lin. ' A nyiréeréabra egy konstans és egy lineéris
| 281 szakaszbdl all, koztiik az er6nek megfelel6 ugras

412,19 3 |
o )

lin.t 2fp. u  2fp.

Lap57, | t2493\ | /+39,93

[kNm] |

parabolak:

van. Ertékek: V,=+12,19kN,
V,=+12,19-15=—2,81kN, V,=—17,81kN.

A nyomatéki abra egy linearis és két masodfoku
szakaszbdl all. A lineéris szakasz és a parabola

- kozott torés van, a két pa,rabola kozott ugras (de az
- érint6k parhuzamosak). Ertékek: M, =0kNm,

" M,=+12,19-3=+36,57kNm, M.=0kNm,

. M,=17,81-3—3-3-1,5=+39,93 kNm,
M;=17,81-3—3-3-1,5—15=+24,93 kNm,

2 2
32 _ 1,5 kNm,%Z 3,375kNm

11



A statika és dinamika alapjai C4

Gyakorlopélda — 6

Erétani szamitas alapjan rajzoljuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

15kN S5kN/m Megoldads
vy v v T I Reakciok:
# A tskNme/ A8 3.
Y 3m , 3m _2m
/ / # 7 z
Eredményvézlat:

15kN 5kN/m

>
— T e

Milyen szakaszokbol all a normaler6abra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

N: N,=

Milyen szakaszokbdl all a nyiroer6abra?
Mi torténik a szakaszok kozott?

1
[kN] | 2
| | V,=

zérushely: \% m— 0=

| | | - Milyen szakaszokbol all a nyomatéki abra?
@ - Mi torténik a szakaszok kozott?

M,=
| | | | M,=

M .,=

M,=

M._=

parabolék: q — =
8

maximuim: Mmax —_

12



A statika és dinamika alapjai C5

Igénybevételi abrak osszetett tarton

Az igénybevételi dbrak esetén is megismételhetjiik az egyes keresztmetszetek igénybevételeinek
szamitasakor tett megéllapitisokat. Osszetett szerkezet esetén az igénybevételek szamitdsahoz még
tobb lehetdségiink van, mint egyszerli tartok esetén volt. Ennek oka, hogy az egész szerkezet
egyensulya mellett annak barmely része is egyensulyban kell, hogy legyen, ezért barmely a
keresztmetszetet tartalmazo szerkezeti résszel is szamolhatunk, ha a ra hatd belsé reakciokat is
figyelembe vessziik. Ezen feliil minden ilyen rész vagy egész esetén szamolhatunk "jobbrol" vagy
"balrol", azaz legaldbb négy modon tudjuk barmely keresztmetszet igénybevételeit szdmitani. A
gyakorlatban viszont tovabbra is igaz, hogy elég egyetlen mdédon szdmolni, ezért az elsd 1épés
késébb mindig az lesz, hogy erre a lehetd legegyszeriibb modszert taladljuk meg.

Mintapélda — 1
Erdtani szamitas alapjan hatarozzuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

6kN/m
A B C D
, 30m 4,0m , 40m , 5,0m L
| 7 7 7 7 P
Megoldas

Reakciok szamitasa: bef.> F,:B =0kN, fix.» F,:D =0kN
bef. Y M\?:6-7,03,5-A-4,0=0> A=36,75kN (1)
bef. Y M\"):—6-7,0-0,5+B,-4,0=0- B,=5,25kN (1)
fix. Y, M\"):5,25.9,0+6-9,0-4,5-C-5,0=0-> C=58,05kN (1)
fix. >, M\“:5,25:4,0—6-9,0-0,5+D,-5,0=0>D,=1,2kN (1)

Ell.:szum ), F,:6-16 —36,75—58,05—1,2=0

Eredményvéazlat testenként:

6kN/m 5,25kN
tevevvvevsves] o _G_MJJMAJ_UJ o

T36 75kN T5 25kN T58,05kN 1,2kNT
: Ezen kiviil felrajzoljuk a teljes szerkezetre hat6 0sszes kiilsd er6t is:
6kN/m
-
T36,75kN T58,05kN 1 ,2kNT

A szamitds sordn mindkét irdnybol torténik majd igénybevétel- M V&M

szamitas. Mivel csak fliggdleges erok miikddnek, ezért a vizszintes " g

tengely( tartd normaleréabraja végig zérus: - NN -
Vv



A statika és dinamika alapjai C5

(N); o

[kN]

A nyirderéabra az egész szerkezet eredményvazlata alapjan harom linearis szakaszbol 4ll, az 4, C,
D tamaszok alatt ugras van. Ezen kiviil tajékoztatasképpen szokas még megadni a belsd csuklonal
fellépd nyirderdt is, igy hét értéket szamitunk ki. Eldszor a befiiggesztett résszel, annak is a
konzoljaval dolgozunk: V,=0kN,6 V,=—6-3,0=—18kN, V,=-6-3,0+36,75=18,75kN |
V,=—6-7,0+36,75=—5,25kN . (Ezen utobbi értéket a befliggesztett tartén jobbrol szamolva
még konnyebben megkaphattuk volna.) A fix megtamasztasu tarton a baloldali végen a mar
kiszamolt V,=—5,25kN a nyirderd, ez legkonnyebben az egész szerkezet alapjan lathatd be
(hiszen ott nincs kiilsd koncentralt erd). A harom hatralevé értéket az elkiilonitett tartd alapjan
szé,molva: V5:—5,25—6'4,0 :—29,25 kN 5 V6:—1,2+6'5,0:+28,8kN R V7:—1,2 kN
(utobbiak jobbrol).

Az abra két helyen valt eldjelet, ezeknek a B és D ponttol balra mért tavolsagat keressiik ugy,
hogy e tavolsag fliggvényében felirjuk a nyirderdt az elkiilonitett tartorészek alapjan célszeriien
jobbrol: V(x,)=—5,25+6-x,=0-x,=0,875m , V(x,)=—1,2+6-x,=0-x,=0,12m .

lin. u. lin. | lin. u. lin. u.

[kN] +18’75W

x,=0,875m

+28,8

A hajlitobnyomatéki dbra az egész szerkezet eredményvazlata alapjan harom masodfoka
parabolabol 4ll, az A, C, D tdmaszok alatt torés van. A B belsé csuklondl az egész szerkezet
alapjan nem lehet az abrdban sem torés, sem ugras, azaz érintdlegesen folytatodik az abra,
raadasul az elkiilonitett tartorészek alapjan a hajlitobnyomaték nulla.

Ami biztos, hogy a szamitast a befliggesztett rész konzoljaval kezdjiik: M,;=0KNm

2
M,=-6-3,0-1,5=—27KNm , a parabola belogésa: w=6,75 kNm . A befliggesztett részre a

parabola berajzolasdhoz sziikség van a B pontbeli hajlitonyomatékra, ami az elkiilonitett
2

tartorészen jobbrol M;=0kNm | mig a parabola belogasa itt 6;’0 =12KkNm .

A fix megtdmasztasi rész konzoljaval folytathatjuk. A B pontban kiviilrél itt is M;=0KkNm
adodik. A C tamasz f616tt az elkiilonitett rész alapjan M,=—5,25-4,0-6-4,0-2,0=—69kNm , A

6-4,0°

két pont kozott a parabola belogasa =12 kNm . Végiil a D folott a tart6 jobboldali végén a

hajlitonyomaték  jobbrol ~ M;=0kNm . A parabola belogdsa ezen a szakaszon
6-5,0°

=18,75kNm .

A széls6értékeket a nyirderdabra zérushelyein szamitjuk az elkiilonitett részek alapjan jobbrol:

M, =+5,25-0,875— 6-0,875-0’28l:+2,297kNm . M, =+1,2-0,2-6-0,2- (2)’2 =+0,12kNm .
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6,75 12

M, ,,=+0,12kNm

max1

M =+2297kNm

2.f.p. t: 2.f.p. 0+é. 2.f.p. t: 2.f.p. t

Megjegyzés: az egész tartora hatd kiilsé erdk alapjan azt mondhatjuk, hogy az 4 és C tdmaszok
kozott egyetlen megoszlo eré mitkddik, igy ott a nyomatéki abra egyetlen masodfokt parabola
lesz. Ennek megrajzolasdhoz a -27 és a -69 kNm-es értékek kozé kell megrajzolni a parabolat. A
belogas most 6-8°/8=48kNm , az ezzel a beldgassal kapott segédvonalakat piros szaggatott
vonallal abrézoltuk. Felhivjuk a figyelmet, hogy az igy megrajzolt paraboldnak azonosnak kell
lennie a két szakaszbdl megrajzolt abraval, kiilondsen igaz ez a belsé csuklo alatti
hajlitonyomaték zérus értékére.

Gyakorlopélda — 1

Erdtani szamitas alapjan hatarozzuk meg az alabbi tartd igénybevételi abrait!

5kN/m
A éﬁ ;ﬁr B C D ;gr
, 30m 6,0m , 30m 6,0m ,
7 7 7 7 P4
Megoldas
A kiils6 és belso reakcidk szamitasanak eredménye testenkeént:
5kN/m 15kN 5kN/m
o ltY YV Y YV IV VY]
T22,5kN 152,5kN T1skn 15kN T
Az egész szerkezetre hatd Osszes kiils6 erd:
5kN/m
¥ VY Y vvvyevYvYvvv vy YYYYYYYY
22,5kN 52,5kN 15kN

A vizszintes tengelytli tarton normalerd vizszintes erékbol

\% M M
szarmazik, minden teher és minden reakci6 fiiggdleges, -
igy a normalerdabra: N S VN

W

[kN]

A nyirdéeréabra szakaszonként....................... Az é4bra megrajzolasat a befiiggesztett résszel
kezdjiik. Az elkiilonitése alapjan ez egy kéttdmaszl tartd egyenletesen megoszlo teherrel, az abra
megrajzolasahoz sziikséges nyirderdk értékei:
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V= V.=
A fix rész jobb oldali konzoljanak kiilsé végén a nyirderd mar ismert, a belsé végen:
V.=

Az A és B tamasz kozotti szakasz végpontjaiban a nyiroerdk:
V,= V,=

A bal oldali konzolt az eddigiektdl fliggetlentil, balrél szamoljuk.
V.= V,=

Ellendrizziik, hogy az 4 tamasz fol6tt az ugras értéke a koncentralt erének megfelel-e?
Ellendrizziik, hogy a nyiréeréabra meredeksége mindenhol azonos-e?

v

[kN] |

A zérushelyek a nyomatéki abra lehetséges sz€lsdértékeinek helyei. Hatarozzuk meg ezeket:

V(x 1 )= 2Xy=
14 ( Xy ) = > XH=
A nyomatéki abra szakaszonként....................... Az abra megrajzolasat a befliggesztett tartorésszel

kezdjiik. Az elkiilonitése alapjan ez egy kéttdmaszu tartd egyenletesen megoszlo teherrel, az abra
megrajzolasahoz sziikséges hajlitonyomatékok értékei:

M4: M5:

A két végpont koz¢é keriild parabola beldgasa: =

A fix rész jobb oldali konzoljanak kiilsd végén a hajlitbnyomaték mar ismert, a belsé végen:

M ,=

A két végpont kozé keriil6 parabola belogasa: =

A bal oldali konzolt az eddigiektdl fliggetlentil, balrél szamoljuk.

M = M,=

A két végpont kozé keriild parabola belogasa: =
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Az A és B tamasz kozotti szakasz végpontjaiban a nyomatékok mar ismertek. A két végpont kozé

keriil6 parabola belogasa: =

A két szelséérték a kiszamitott helyeken:
M 1max =
M

Ellendrizziik, hogy a belsé csuklonal a kapcsolodas érintdleges!

2max

);

[kNm] |

Mintapélda — 2

Erdtani szamitas alapjan hatarozzuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

llSkN 4,8 KN/m
§A B 7 C D E%r
P 2m : 3m P ZmX Sm 2

Megoldas

A reakciOk szamitisa utdn az egyes elemekre hatd kiilsd és bels6 erdk (a vizszintes
reakcidkomponensek most mindenhol nullak, ezért azokat nem rajzoltuk ki):

M ,=14kNm 15kN 4,8 kN/m
— 1 |—csown | T
A
| B,=7kN B,=8kN T D=12kN E=12kN

A=7kN

Az egész szerkezetre hat6 kiilsé erdk pedig:

|
14
14KNm l L5KN 4,8 kN/m 4@ )
( 3 LUr_H_LLUd_% 3 .
T7 kN Tzo kN 12kN

Normalerd csak vizszintes komponensi erdkbdl szarmazhatna. Ilyen nincs, ezért:

(N); o

[kN]

A nyiroer6abra harom konstans €s egy linedris szakaszbol all. Az utolsoként befiiggesztett
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tartorészen a linedris szakasz egy kéttdmaszu tartonak megfeleld, a két végérték V,=—12KN ¢és
V,=+12kN | A zérushely a befliggesztett tartorész kozepén van. Az egész szerkezetre hatd
osszes erd alapjan V5 egyben a C és D kozotti konstans szakasz értéke is. A maradék két
konstans szakaszon: V,=8KkN ¢&s V,=+7kN .

Coan. w o an § o dl. lin.
| | | ~12

oI

47

“+12

A nyomatéki dbra harom linedris szakaszbol és egy mdasodfokti parabolabol all. A masodfokt
parabola a befliggesztett részen a kéttdmaszu tartonak felel meg, a végpontjaiban a nyomatékok
M ,=M;=0kNm | a parabola belogasa 4,8-5°/8=15kNm , ez egyben a lokalis szélséérték is. A
C ¢és D kozotti lineéris szakasz ugras €s torés nélkiil (érintélegesen) csatlakozik a paraboldhoz, a
tamasz folotti hajlitonyomaték M,=—12-2=—24kNm , A B és C kozotti szakasz jobb oldali
végén is ez a hajlitonyomaték, a B csuklonal pedig az elkiilonitett tartd alapjan M,=0kNm | A
fixen megtamasztott tartorészen a B csuklondl az elkiilonités alapjan ugyanez a nyomaték, a
befogasi keresztmetszetnél pedig M,=—7-2=—14KkNm .
| lin. t lin. t lin. 2.f.p.

Gyakorlopélda — 2

Erdtani szamitas alapjan hatarozzuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!

16 kNm 2 kNl
G BA B &HC D E§
ﬁ,lH;, 4m P 2m P 2m p 4m ~
Megoldas

A reakcidszamitas eredménye testenként:
2kN

ClGil:m Ti T DI:l ﬂl? E:Zkl\il)

—4kN  B=4kN 4KND,=2kN M =8kNm

C=8kN
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A szerkezetre hato 6sszes kiilso er6:

=B <
—4kN TC=8](N M ;=8kNm

16 kNm 2 kNl E=2 kNl
C l D \)
A
A normalerd szempontjabdl a tarté milyen szakaszokra bontand6?

OF

[kN]

A nyiréer6abra szakaszainak és a szakaszok kozotti valtozasoknak az eldontése utan a jellegzetes
értékek:

V= V,=
V,= V,=

v

[kN]

A nyomatéki dbra szakaszainak és a szakaszok kozotti valtozdsoknak az eldontése utan a
jellegzetes értékek:

M1: M2:
M3: M4:
M.=

Hogyan viszonyulnak egymashoz a linearis szakaszok meredekségei?

[kNm],
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Tort tengelyii tartok

Tort tengelyti tartok tengelyének torésénél megvaltozik a normalerd és a nyirderd irdnya, igy a torés
mindig szakaszhatdr ezeken az dbrdkon. A torésbdl két irdnyba kiinduld tartocsonkoknak
egyensulyban kell lenniiik. Ebbdl az egyenstlybol a nyomatékok egyensulyat az elkésziilt abrabol
leolvasott értékekkel ellendrizziik felhasznalva azt, hogy az eldjeldefinicionk miatt a nyomatéki
abra mindig a huazott oldalra keriil. A ferde szakaszokon a normalerét és a nyirderdt ferde
vetiiletekbdl kell szamolnunk, a hajlitonyomaték eldjeléhez pedig a pozitiv oldalt ki kell jeldlniink..

| Mintapélda — 3

Erdtani szamitds alapjan hatarozzuk meg az alabbi tartod igénybevételi brait! (A reakcidoszdmitas
eredményét a jobb oldali abran megadtuk.)
|

8 kN
° C » Sﬁ
E
<
A N
_, 3m ,1’5m,1’5m,
/7 7 7 7

Megoldas

Az igénybevételek szamitdsi irdnydt a kovetkezd szerint rogzitjiik
ebben a feladatban: a vizszintes szakaszon jobbrdl, a ferde szakaszon
bal alulrél szdmolunk, igy a pozitiv igénybevételek iranyai az abra
szerintiek lesznek. A ferde szakaszhoz feltiintetjiik az A, és A, erdket
is a normal- és nyiroerdiranyt komponensek eldjelének eldontéséhez és
a hasznaland6 szogfiiggvények kivalasztasahoz.

A normadlerdabra a ferde és a vizszintes szakaszon egyarant egy-egy konstans
szakaszbol all. Az egyes szakaszokon a normalero:

N,=+A_ -coso+A,-sina=6,4-0,6+3,2-0,8=+6,4kN N,=0kN

A nyirderéabra a ferde és a vizszintes szakaszon egyarant egy-egy konstans

szakaszbol all. Az egyes szakaszokon a nyiroerd:
|

V,=+A sina—A,-cosa=+6,4-0,8—3,2-0,6=+3,2kN V,=—8kN

dll. ) \\—\8 #
A ¥ @

[kN]

“

+3,2
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A nyomatéki abra a ferde szakaszon egy linedris szakaszbol all, a vizszintes szakaszon két,
egymassal parhuzamos linearis szakaszbol, amik kozott egy ugrds van. A tartotengely
toréspontjaban két szakasz csatlakozik. Ha a tartdé ugyanazon oldalardl szamitjuk a
hajlitobnyomatékot a torés mindkét oldalan, akkor a pozitiv hajlitonyomaték iranya ugyanaz lesz,
geometriailag pedig ugyanarra a pontra irjuk fel ugyanazokbol a hatdsokbol a nyomatéki
egyenletet, ezért a torés két oldalan a hajlitonyomaték azonos nagysagu lesz.

Ezt is figyelembe véve a nyomatéki abra jellegzetes
pontjaiban a hajlitonyomatékok: M,=M ;=0kNm ,
M,=+6,4-4—3,2-:3=+16kNm |,

M,=+8:1,5—-8=+4kNm , M,=+8-1,5=+12kNm . @

[kNm]

A torés kornyezetének nyomatékai

Ennek ellendrzésére felrajzoltuk a torés két oldalan
levd tartocsonkokat, €s rarajzoltuk a hajlitonyomatéki
igénybevételeket. (Az igénybevételi er6knek itt a
nyomatéki egyensuly szempontjabol nincs szerepe,
hiszen a karja mindegyiknek zérus lenne a nyomatéki egyenletben, ezért 16kNm
nem rajzoljuk ki az erdket.) A hajlitbnyomatékokat a nyomatéki abrabol

olvassuk ki, a nyomaték félkorives nyilat a tartotengely azon oldalarol 16kNm :)
inditva rajzoljuk ra a csonkra, amelyik oldalon az &bra van. Esetlinkben L

tehat a ferde szakaszon alulrdl inditjuk a bal fels6 oldal fel¢ az

oramutato jarasaval megegyezd iranyba forgatd nyomatékot, a vizszintes szakaszon pedig alulrél
inditjuk a fels6 oldal fel¢ az 6ramutatd jardsaval ellenkezd irdanyba forgatdé nyomatékot. A
nagysaga mindkét nyomatéknak 16kNm , az abrabdl kiolvasott értékeknek viszont mar csak az
abszolutértékére lesz sziikségiink. A torés nyomatéki egyensulya: 16—16=0 .

Gyakorlopélda — 3

Erétani szamitas alapjan, a reakcidok ismeretében hatarozzuk meg az alabbi tartd igénybevételi
abrait!

A,=0,834kN

15m 15m 3 A,=4,555kN

/7 d /VV 7
Megoldas

Eldkeésziiletként dontsiikk el, hogy az egyes szakaszokon melyik oldalrol szamitjuk az
igénybevételeket, rajzoljuk fel az ennek megfeleld pozitiv igénybevételek iranyat. Szamitsuk ki a
ferde szakasz vizszintessel bezart hajlasszogét €s rajzoljuk be ezt is a normalerd €s a nyiroerd,
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valamint a vizszintes ¢s fiiggéleges er6khoz képest.

o=

Milyen szakaszokbdl all a normaler6dbra? Mik a jellegzetes értékei?
N,=

N,=

Milyen szakaszokbol 4ll a nyirderéabra? Mik a jellegzetes értékei?
V.=

V,=

W

[kN] [kN]

x

Milyen szakaszokbdl all a nyomatéki dbra? Mik a jellegzetes értékei

M,=

-~

2 M)
— [kNm]
3=

A=

c=

10
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Mintapélda — 4
|

Erétani szamitas alapjan hatarozzuk meg az alabbi tart6 igénybevételi abrait!
|

1,8 KN/ N
B g
2,8 kKN/m L
—
A N
, 1Im 3m , 1m
| 7 7 7 7
| Megoldas

A reakcioszamitas eredménye és a kiilonb6z6 iranyokbol torténd igénybevétel-szamitasok esetén
a pozitiv igénybevételek irdnya:
|

L8KN/MY § § 3]

B=1,633kN

a=arctg %:26,57o

2,8kN/m

A=2967kN

A normalerdabra harom alland6 szakaszbol all. (A két vizszintes €s a ferde szakasz.) A vizszintes
szakaszokon a normalerd vizszintes hatasokbdl szarmazik. Mivel az 6sszes kiilsé erd fiiggdleges,
ezért ezek zérus értékiick: N,=N,=0kNm. A ferde szakaszon alulrdl szamolva az A reakcionak

¢és a 2,8 kN/m intenzitdsi megoszld erdnek a normalirdnyu vetiiletét kell figyelembe venniink:
N,=-2,967-sin 26,57 °+2,8-1,0-sin 26,57 °=—0,07470 kN

(N) —0,0747~_, "

dll.

A nyirderéabra a vizszintes szakaszokon linearis, a ferde szakaszon alland6 lesz. Az alsé
vizszintes szakasz két végpontjaban a nyirderék V,=0 és V,=—2,8:1=—28kN . A felsd
vizszintes szakasz két végpontjaban a nyirderék V,=+1,8-1=+1,8kN ¢és V,=0KkN . A ferde
szakaszon alulr6él szamolva az A reakcidnak és a 2,8 kN/m intenzitdsu megoszld erének a

nyiroerdiranyu vetiiletét kell figyelembe venniink:
V,=+2,967-c0s 26,57 °—2,0-1,0-c0s 26,57 °=+0,1494 kN

11
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|
A nyomatéki abra a vizszintes szakaszokon egy-egy masodfokt parabola lesz, a ferde szakaszon

pedig linearis. Az also vizszintes szakasz két végpontjaban a hajlitonyomatékok M ;=0 ¢és
M,=-2,8-1-0,5=—1,4kNm , A parabola belogisa 2,8-1,0°/8=0,7kNm . A fels6 vizszintes
szakasz két végpontjdban a nyomatékok M ;=—1,8-1,0-0,5=—0,9kNm ¢s M =0kNm A
parabola belogasa ezen a szakaszon 1,8-1,0°/8=0,45kNm . A ferde szakasz két végpontja a
tartotengely két toréspontja. Ezekben a pontokban ugyanazokbdl az egyenletekbdl szamithatjuk a
hajlitonyomatékokat, mint a térés masik oldaldn mar megtettiik, igy az értékek is azonosak
lesznek: M;=—1,4kNm ¢s M,=—0,9KkNm . A két végpontot egy egyenes szakasszal kotjiik

T

W

8|

Gyakorlopélda — 4

Erdtani szamitas alapjan hatarozzuk meg az alabbi tartd igénybevételi abrait!

N
5kN/m B

=

L

]

\

A N
Wy 1m P 3m y 1m y

Megoldas

A ferde szakasz hossza:
| =
A ferde tengely vizszintessel bezart hajlasszoge:

o=

12
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A reakcidszamitds eredménye

Milyen iranyudak lesznek a pozitiv
igénybevételek az egyes szakaszokon
a kiilénb6z6 iranybdl torténd
szamitasok esetén?

B=8,385kN

A=8,385kN

Dontsiik el, milyen szakaszokbo6l 4ll a normalerdabra, és szamitsuk ki a jellegzetes értékeit:
]\]1 = N 1=

N,=

N,=

N

[kN]

Dontsiik el, milyen szakaszokbdl all a nyirderddbra, és szamitsuk ki a jellegzetes értékeit:

1

13
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Dontsiik el, milyen szakaszokbol all a nyomatéki abra, és szamitsuk ki a jellegzetes értékeit:
M=
M,=
M ,=
M,=

A parabola belogasanak szdmitdsdhoz sziikségiink van a megoszlo erd
tartotengelyre merdleges komponensének intenzitasara:

q,= o]
Amibdl a parabola belogésa:
qH
2
g,-] ~
8
Hol van a maximalis nyomaték helye a nyirderdabra alapjan?

Mekkora az értéke?

M =

max

M)

14
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Ferde és torttengelyi tarték igénybevételi abrai l.

Mintapélda - 1
Hatdrozzuk meg az abran lathat6 tart6 igénybevételi abrait!

p=1,2kN/m
. APV P P vPivivrbiiviveiviviveviv N
=
z e
—_—) &‘
F=4kN
=
N
Vv A
» 10 m ’
Megoldas
A szamitast a reakciok meghatarozasaval kezdjik. A
Ky 1,2kN/m Ky reakcidkomponenseket a bal oldali abran felrajzoltuk
K ,i”“”’”’””””‘”””““”’ﬂ, (szdmitasukkal a 11. 6ra 1. mintapéldajaban foglal-
4 K, koztunk).
K Az ébraba berajzoltuk azokat a jellemzd kereszt-
4kN -3 metszeteket, amelyekben mindenképpen ki kell
K, szamolni az igénybevételeket. A tdmaszoknal, a
K koncentralt eréknél és a tartdtengely toréspontjaiban
K, ,j4_kN 4% mindig meg kell adnunk az igenybevételeket. A jelolt
keresztmetszeteket végtelen kozel (0 m tavolsagra)
4,8 kN 7,2kN vessziik fel az igénybevételek szempontjabol fontos

hatasokhoz, a reakciokhoz, a koncentralt terhekhez,
illetve a tartdtengely toréseihez. A tartd pozitiv
oldalat a vizszintes részen alul vessziik fel, igy a fiiggéleges részeken a tengely belsd oldala a
pozitiv. A K -K_ keresztmetszetekben az 4 tamasz feldl, a K -K, keresztmetszetekben a B tamasz

felol szamolunk. A bal oldali fliggdleges részen alulrdl, a vizszintes részen balrdl és jobbrol,
illetve a jobb oldali fliggbdleges részen alulrdl torténd szamitds sordn a pozitiv igénybevételek
iranyai az aldbbiak szerint értelmezhetdk:

N

Az igénybevételek szamitasat kezdjiik a normalerdkkel! A tdmaszoknal a tartd tengelye
fiiggdleges, ezért a fliggdleges €s vizszintes reakciokomponensek rendre a normal és a nyirderd
iranyaba esnek. A bal oldali, fiiggdleges tengelyti tartorészen alulrdl szamolunk, az éppen vizsgalt
keresztmetszet alatti tartorészre hatd erdrendszert redukaljuk a keresztmetszet sulypontjdba. A
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normaler6 allandd, hiszen az F er merdleges a tartd tengelyére. A felfelé mutatdo A_ reakcio-

komponens nyomast okoz, tehat a normalerd negativ:

N,=N,=N,=N,=—4,8kN

A fels6, vizszintes szakaszon a normalerd értéke konstans, hiszen a tartotengelyre merdleges
megoszl6 teher nem okoz valtozast a normalerSben. A normalerd érteke a K keresztmetszetben
balrol (4 -bdl és F-bol) szamolva:

N;=4—4=0kN

Ellen6rzésil a normalerd értéke a K,

—4.8 =72

keresztmetszetben jobbrol szamolva
N,=0kN, hiszen a keresztmetszett6l jobbra

1év6 tartorészre nem hat olyan erd, aminek
lenne vizszintes komponense.

A jobb oldali fiiggéleges tartorészen konstans
V) [kN] _7, anormélerd értéke, alulrdl szdmolva a felfelé
+ t - " mutat6 B reakcié nyomast okoz:
N,=N,=-72kN

~48

A nyiroerdabra a bal oldali fiiggdleges tartorészen két konstans szakaszbol all és a koncentralt erd
keresztmetszetében ugras van. A koncentralt, aktiv teher alatti szakaszon alulrdl szdmolva csak az
A reakcioerd vizszintes komponense okoz nyirderdt, ami az eldjelszabaly szerint pozitiv:
V,=V,=4kN
A koncentralt eré folotti keresztmetszetekben a nyiréerd szamitdsa soran az A  reakcio-
komponensen kiviil a koncentralt erdt is figyelembe kell venni, igy:
V,=V,=4—-4=0kN
A vizszintes szakaszon a konstans megoszlo teher miatt linedris a nyirder6abra. A K,
keresztmetszetben balrdl szamolva a felfelé mutatd 4_ reakciokomponensbdl pozitiv nyiroerdt
kapunk:
V,=4.8kN
A K keresztmetszetben jobbrol szamolva a felfelé mutatd B reakciobol negativ nyiroerdt kapunk:
V=—72kN
A K, és a K _kozotti linearis szakasz megrajzolasa utan meghatarozzuk a fliggvény zérushelyét a
két keresztmetszet kozott, itt lesz lokalis szélsdértéke a hajlitonyomaték fiiggvénynek. Balrol

szamolva a nyiroerot:
V(x)=4,8—1,2-x=0 , amib8l: x=4,8/1,2=4m

A tartd jobboldali, fliggéleges részén zérus a

X&# ,mmﬂmm 72 nyiréerd. Alulrol szamolva csak a B er6t kell
TIIEE== figyelembe venni az igénybevételek szamitasa
4.8 soran, de mivel az parhuzamos a tartotengellyel:

4 V=V,=0kN

ORI
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A nyomatéki abra alakja a bal oldali fliggdleges részen két linearis szakaszbol all. A nyomaték
értéke a csuklos tamasznal zérus:
M =0 kNm
12 M =216 A koncentralt erdvel terhelt keresztmetszetben torés van
az abraban. A koncentrdlt erével szomszédos
12 =i keresztmetszetekben alulr6l szamolva a balra mutaté 4

[ 2.f.p.
15

—

125,

reakciokomponens a tartd jobb oldalan okoz huzést, a
hajlitonyomatek tehat pozitiv (a K keresztmetszetben

alulrél szdmolva a nyomatékot, az F erd karja 0 m):
(M) [kNm] M,=M,=4-3=12kNm

A hajlitbnyomatek értéke K, és a K, keresztmetszetek kozott nem valtozik:

M ,=12KkNm |

hiszen ezen a szakaszon a nyirderd értéke és igy a nyomatéki fliggvény meredeksége is zérus. A
vizszintes szakaszon a nyomatéki fliggvény masodfok.

A bal felsd keretsarok egyensulya miatt az M, ¢s az M, nyomatékok nagysaga meg kell, hogy

egyezzen ¢s ha M, az dramutato jarasaval megegyez0 iranyban forgatja a tarto sarkat, akkor az M_

azzal ellentétesen kell hogy forgasson, tehat alul, a pozitiv oldalon okoz huzast.
A vizszintes szakasz jobb oldali végkeresztmetszetében a hajlitobnyomaték zérus, hiszen jobbrol
szamolva a B er6 karja zérus.
o oplP 12107
A parabola belogasa: S == g =15kNm
A jobb oldali, fiiggdleges tengelyli tartorész 0sszes keresztmetszetében a hajlitonyomaték zérus,

M =M =0, hiszen (alulr6l szamolva) a B erd karja zérus.

A szakasz két végpontjaban és a szakasz felezOpontjaban a fiiggvény érintdi a szokott modon
kaphatok. A fiiggvény lokalis maximuma a zérus nyirderdvel azonos keresztmetszetben jobbrol
szamolva:

M, =726—

2
1’22'6 =21.6 kKNm

Gyakorlopélda -1
Hatdrozzuk meg az abran lathat6 tart6 igénybevételi abrait!

p=2kN/m

> OO o
g
z on
— B s
F=7kN o -
on
o4 >

P 10 m »




A statika és dinamika alapjai

Megoldas
Reakciok:
2 kN/m

POV IOPYebvvvviv i ivieviviiiivey

TkN

Igénybevételi abrak

(N) [kN]

(M) [KNm]

C6
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Mintapélda - 2
Hatarozzuk meg az 4bran lathato tart6 igénybevételi abrait!

p=3kN/m
Leverryryyyyeveslpovsveyssonanrrsl
X C
z 1. 1I.

6m

X PN

s2m, 4m L, 4m ,2m,
kd td Cd 4 Cd

Megoldas

Az els6 1épés a reakciok meghatarozasa. A kovetkezd abran lathatok a kiilsd és belsd reakciok
komponensei. (Az Osszetett tartoknal bemutattuk a hdromcsuklds tartok reakcidinak szamitdsat,
ezért azzal most mar nem foglalkozunk részletesen.) A jobb oldali dbran berajzoltuk azokat a
keresztmetszeteket, ahol mindenképpen meg kell adnunk az igénybevételeket.

3kN/m 3kN/m
Tt N 111111 S D S TS
C=3kN ¢ K5 |k, Kol Ky
I 1I.
A,=3kN B =3kN . ©
—n )\ — Eg 1 7573 10
A.=18kN B.=18kN

A tart6 pozitiv oldalat a vizszintes részen alul, a fiiggdleges részeken a belsé oldalon vessziik fel.
A bal oldali fiiggéleges részen alulrdl, a vizszintes részen balrol és jobbrol, illetve a jobb oldali
fliggbleges részen alulrdl torténd szamitds soran a pozitiv igénybevételek iranyai az alabbiak
szerint értelmezhetdk:

N

Az igénybevételek szamitasat kezdjilk a normadlerdkkel! A tdmaszoknal a tartd tengelye
fliggbleges, ezért a fliggdleges €s vizszintes reakciokomponensek rendre a normal €és a nyiroerd
iranyéaba esnek. A bal oldali, fiiggdéleges tengelyt tartorészen alulrdl szamolunk, az éppen vizsgalt
keresztmetszet alatti tartorészre hatd erdrendszert redukaljuk a keresztmetszet stlypontjaba. A
normalerd allando, hiszen csak az A4 reakciderd fiiggéleges komponense parhuzamos a tartd
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tengelyével, a felfelé mutatd reakcidkomponens nyomast okoz, tehat a normalerd negativ:
N,=N,=—18kN

A bal oldali konzolon balrél szamolva, illetve a jobb oldali konzolon jobbrol szamolva egyarant
zérus normalerdt kapunk, hiszen a tartd vizszintes tengelyére merdleges megoszl6 teher nem okoz
normaligénybevételt:

N,=N,=N,=N;=0kN

A két felso keretsarok kozotti, vizszintes szakaszon a normalerd értéke konstans, hiszen a
tartotengelyre merdleges megoszl6 teher nem okoz valtozast a normalerdben. A normalerd értéke
a K_keresztmetszetben balrol, a nyomast okoz6é 4 _-bdl szamolva:

N=-3kN
Természetesen ugyanezt az értéket kapjuk
- — - jObe‘()l, B -bol szamolva iS, példélll a K6
+ + x
keresztmetszetben:
N ,=-3kN
-18 5 @ [KN] ——1{—18 A normaler6 erteke a jobb oldali fligglleges
tartorészen Kkonstans, a felfelé mutato, tehat
nyomast okozd B reakciokomponensbdl:
— 4 + = Ny=N,,=—18kN

A nyiréeré értéke a bal oldali fliggdleges
tartorészen konstans. Alulrél szamolva csak az A reakciderd vizszintes komponense okoz
nyirderdt, ami az eldjelszabaly szerint negativ:

V,=V,=—3kN

A bal oldali konzolon linearis az abra. A konzol szabad végén nincs koncentralt erd, igy balrol
szamolva:

V,=0kN

A K, keresztmetszetben balrol szamolva a konzolon lévd, lefelé mutatd, megoszIlé terhet kell

figyelembe venni, amibdl negativ nyirderd szarmazik:

V,=—3-2=—6kN

A kozéps6 vizszintes szakaszon a konstans megoszIo teher miatt linearis a nyirerdabra. A K,
keresztmetszetben balrdl szamolva a felfelé mutato 4_reakciokomponensbdl pozitiv, a bal oldali

konzolon 1évé megoszlo teherbdl negativ nyirderdt kapunk:
V,=18-3-2=12kN
A K, keresztmetszetben jobbrol szamolva a felfelé mutato B reakciobol negativ, a jobb oldali

konzolon 1év6 megoszl6 teherbdl pozitiv nyiréerdt kapunk:
6 ~12 Ve=—18+3-2=—12kN
xm A szimmetriaviszonyok miatt a K és a K kozotti linearis
6 szakasz zérushelye a belsé csuklonal van.
A K ¢ a K  keresztmetszetek kozott linedris a

ik

nyirderdabra. A jobb oldali konzol végén jobbrol szamolva
a nyiroerd zérus, mivel nincs koncentralt teher a konzol
szabad veégén. A K keresztmetszetben jobbrol szamolva a

o
=)
E
IHHHHHH?J\‘\)HHHH\H

-+ + - konzolon 1évd, lefelé mutatd, megoszlod teherbdl pozitiv
nyiroerdt kapunk:
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V,=3-2=6kN
A nyirderéfiiggvény vizszintes tartorészre esdé harom szakaszdnak meredeksége megegyezik,
hiszen a megoszl6 teher intenzitasa konstans.

A nyomatéki abra alakja a tartd fliggdleges részein linedris. A nyomaték értéke a csuklos
tamaszokndl ~zérus. A K keresztmetszetben alulrl szdmolva a jobbra mutatdé A
reakcidkomponens a tartd bal oldaldn okoz huizast, a hajlitonyomaték tehat negativ:
M,=-3-6=—18 kNm

A K, keresztmetszetben alulrdl szamolva a balra

2
ﬁ:24 mutatd B reakciokomponens a tartd jobb oldalan

— 8 —
24 24 okoz huzést, a hajlitbnyomaték tehat negativ:
2.f.p. 2.f.p. M,=—3-6=—18 kNm

6 M ,M -6~ 2.tp. A tartd vizszintes részein masodfok a
M) [

—18 nyomatéki dbra és mivel lefelé mutat a megoszlo
teher, ezért alulrol domborti a fliggvény. A
konzolok szabad végein zérus a nyomaték.

kNm] lin. A konzolok csomdponthoz csatlakozd végén

kiviilrél, a konzolok szabad vége feldl szamolva

a megoszlo teher feliil okoz huzast, igy a

-+ + - nyomaték negativ:
M,=M ,=-3-2-1=—6kNm
A konzolok szabad végén zérus a nyiroerd, ezért

a nyomatéki abra érintdje vizszintes. Egy konzol két végén szamitott érték €s az egyik végén

meghatarozott érinté alapjan a masodfoku nyomatéki dbra megrajzolhat6. (Ez egy egyszeri

konzoltartora is igaz.)

A K, keresztmetszetben jobbrol, a bal oldali tartorész egyensulya alapjan szamolva csak a K|

—18

lin.

keresztmetszet és a C csukld kozotti részre hatd megoszlo teherbdl keletkezik hajlitonyomaték,
hiszen a belsO reakciderd vizszintes, tehat a karja zérus. A K . keresztmetszetben balrol, a jobb

oldali tartorész egyensulya alapjan szamolva ugyanakkora nyomatékot kapunk. Mindkét
nyomaték negativ, hiszen a fels6é oldalon okoz huzast:
M =M ,=-3-4-2=—24kNm
A két keresztmetszet kozotti parabola belogasa:
pl’ 38
8 8

Ellendrzésként a belsé csuklonal zérus nyomatékot kell kapnunk (ez az elkiilonités alapjan is
belathato, hiszen a C és C’ er6k karja zérus a szomszédos keresztmetszetek sulypontjara). A
csuklonadl a zérus nyirderd miatt a nyomatéki fliggvény érintdje vizszintes.

A tartotengely elagazdsainal ellendrizziik a
6kNm 24 kNm 24kNm  6kNm  ¢somopontok nyomatéki egyensilyat! A huzott

oldal figyelembevételével felrajzoljuk a
? ? csomopontra hat6 nyomatékokat és
u U ellendrizziik a forgatonyomatékok

egyensulyat.
18kNm 18kNm balei:6_24+ 18=0

jobb Y. M,:24—6-18=0

=24kNm
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Gyakorlopélda -2
Hatarozzuk meg az 4bran lathato tart6 igénybevételi abrait!

p=3kN/m
ievilpierivevrsioreseel
X C g
_lF:SkN | 3
z
I. 1. =
&

X noo

2m,2m,2m,2m,2m,2m

Megoldas
Elkiilonités:
3kN/m 3kN/m
IIREE LLASiiiiigy
5kN
1 11.

Egyenstlyi kijelentések:
€. 1. Uj 1.
L:

II.:

Sz.:
Megoldas szamitassal:

MMM MM

C6
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2

Eredményvéazlat a reakciokkal:

3kN/m
1TTR)|
5kN
L.
Igénybevételi abrak:
+
+ +

3kN/m

II.

C6
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Mintapélda - 3
Hatarozzuk meg az abran lathato tart6 igénybevételi abrait!

Megoldas

Az elsé 1épés a reakciok meghatdrozasa. (A tartd fenti terhekhez tartozd reakcidinak
meghatdrozasaval a 13. o6ra 2. mintapélddjaban részletesen foglalkoztunk.) Az alabbi abraba a
reakciokomponenseken kiviil berajzoltuk azokat a keresztmetszeteket is, ahol az igénybevételi
abrak megrajzolasdhoz meg kell hataroznunk az igénybevételek értékeit.

B,=4,16TkN

B.=55kN

10
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A tart6 tengelyének vizszintessel bezart szoge mindkét tartorészen:
a=arctg % =30,96°

A tartd pozitiv oldalat alul vettiik fel. A kovetkezd abran a pozitiv igénybevételek iranyait
tiintettiik fel rendre a bal oldali tartérészen balrél és jobbrol, illetve a jobb oldali tartorészen balrol
¢s jobbrol torténd szamitas esetén.

" M v . M
4 ) _ N N .
+ +* 0._ + N
NT M il M= v

Az igénybevételek szamitasat kezdjlik a normalerdkkel! A normaleréadbra mindkét tartorészen két
konstans szakaszbol 4ll, a koncentralt er6k alatt ugras van az dbraban. A K és K_ keresztmetszetek

kozotti részen balrol szamolva az 4 _és az A_reakciokomponensekbdl egyarant negativ normalerd
szarmazik:

N,=N,=—4,5-sina—4,167-cosa=—5,888 kN

A K, és K, keresztmetszetek kozotti részen jobbrol szamolva a C ¢és a C reakciokomponensekbdl
egyarant negativ normalerd szarmazik:

N,=N,=—0,5sina—4,167-cosa=—3,831kN

A K, ¢s K keresztmetszetek kozotti részen balrdl szamolva a C’ reakciokomponensbdl pozitiv, a

C' reakciokomponensbdl negativ normaleré szarmazik:
N;=N;=0,5-sina—4,167-cosa=—3,316kN
A K ¢s K keresztmetszetek kozotti részen jobbrol szamolva a B ¢s a B reakciokomponensekbdl

egyarant negativ normalerd szarmazik:
N,=N;=-5,5-sina—4,167-cos a.=—6,403 kN

A nyiréer6dbra mindkét tartorészen két konstans szakaszbol all, a koncentralt erdk alatt ugras van
az abraban. A K ¢és K keresztmetszetek kozotti részen balrdl szamolva az A4

reakciokomponensbdl pozitiv, az 4 _reakciokomponensbdl negativ nyiréeré szarmazik:
V,=V,=4,5cosa—4,167-sina=1,715kN

11
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A K, és K, keresztmetszetek kozotti részen jobbrol szamolva a C reakciokomponensbdl pozitiv, a
C_ reakciokomponensbdl negativ nyiroeré szarmazik:
V,=V,=0,5-cosa—4,167-sina=—1,715kN
A K, ¢s K keresztmetszetek kozotti részen balrdl szamolva a C' ¢és a €' reakciokomponensekbdl
egyarant pozitiv nyirderd szarmazik:
Vi=V,=0,5-cosa+4,167-sina=2,573kN
A K_¢és K keresztmetszetek kozotti részen jobbrol szamolva a B reakciokomponensbdl negativ, a
B_reakciokomponensbdl pozitiv nyiréeré szarmazik:

V.=V ==5,5cosa+ 4,167-sina=—2,573kN

A nyomatéki abra mindkét tartorészen két linedris szakaszbol all, a koncentralt erék alatt torés
van az abraban. A csuklos tamaszoknal €s a belsd csuklonal zérus a nyomatek. A K ¢és a K|
keresztmetszetekben — balrol — szamolva az A4 reakciokomponensb8l —pozitiv, az 4
reakciokomponensbdl negativ hajlitonyomaték szarmazik:

M,=M;=4,5-2,5—-4,167-1,5=5,000 kN

A K, ¢és a K keresztmetszetekben jobbrol szamolva a B reakciokomponensbdl pozitiv, a B
reakcidkomponensbdl negativ hajlitonyomaték szarmazik:

M =M,=5,5-2,5-4,167-1,5=7,500kN

12
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Gyakorlopélda — 3
Hatarozzuk meg az 4bran lathato tart6 igénybevételi abrait!

Megoldas
Elkiilonités:

Egyensulyi kijelentések:

e. 1. uj i.
1.
I1.:
Sz.:

Megoldas szamitéssal:

2.
2.

13
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2
2.
2.
2

Eredményvéazlat a reakciokkal:

Igénybevételi abrak:

C6
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(M) [kNm]

C6
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Gyakorlopélda - Tartalék
Hatarozzuk meg az 4bran lathato tartok alakhelyes igénybevételi abrait!

p
YOTYTIV IV TVIveibevevevevavevevey

p
X
z

A B

Megoldas
Rajzoljuk be a reakciok hatasvonalait €s iranyait!

p
U TEEPFETTPesedsaaesesvvivivee

Igénybevételi abrak:

C6

16
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Ferde és torttengelyi tartdk igénybevételi abrai Il.

Mintapélda - 1
Hatdrozzuk meg az abran lathat6 tart6 igénybevételi abrait!

q=12kN/m

L bbb bbb lbadilibasillly]

Megoldas

A szamitast a reakciok meghatarozasaval kezdjiik.
Az elkiilonitett tart6 abraja:

q
LU ¢

AZ

Egyensulyi kijelentések:

e. i Ui
1:((g,,),4,5,C)=0 35 5
:((g,).C".S"B)=0 3 4 1
Sz.:((q),4,B)=0 (3) 3

Reakcidk szamitasa

Sz.>. M!Y:~12.8-4+ B8=0 > B=48kN(%
Sz.> M":12.84—-A,8=0 > A,=48kN(M
Sz.) F,:A=0
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LY M\“9:~1,2-42+484-S"-1=0 > S'=9,6kN(h)
L) F,:C' —96=0 » C' =9,6kN(~)
.Y F,:12-4-C' —48=0 » C'=0kN

A kovetkez6 abran a reakcidkon kiviil feltiintettiik azokat a jellemz6 keresztmetszeteket is, ahol ki
kell szdmolnunk az igénybevételeket az igénybevételi abrak megrajzolasdhoz. A jeldlt
keresztmetszeteket végtelen kozel (0 m tavolsagra) vessziik fel az igénybevételek szempontjabol
fontos hatasokhoz, a kiils6 és belso reakciokhoz, illetve a tartdtengely toréseihez.

q q
Ladddosllileiily] b bdibidiledl]

K, C=96kN

A tart6 pozitiv oldalat mindkét egyenes szakaszon alul vessziik fel. A bal oldali tartérészen balrol
¢s jobbrol, illetve a jobb oldali tartorészen balrdl és jobbrdl térténd szamitds soran a pozitiv
igénybevételek irdnyai az alabbiak szerint értelmezhetdk:

—. M 1% - M
v - _ N N _ .
+ R . + N
N M “+ Vv M o %

Az egyszerliség kedvéért az igénybevételi dbrakra a csuklds-csuklos végl, a tartoszerkezet
haszndlata soran jellemzden csak radiranyt terhet viseld elemeit nem rajzoljuk be. Ezekben a
ruderdvel megegyezd eldjelll és nagysagi normalerd ¢bred, a nyirderd és a hajlitbnyomaték zérus.
Az igénybevételeket az adott keresztmetszetet tartalmazo (I. vagy II. jell) tartorész egyensulya
alapjan szamoljuk. Az igénybevételek szamitasat kezdjilk a normalerdkkel! A tartotengely
vizszintessel bezart a szoge helyett szamoljuk ki cosa €s sina értékeit:

cosoc:i: 0,8 sinazi: 0,6
5 5

A normadleréabra mindkét tartorészen két linearis szakaszbol all.
Az abra meredeksége ardnyos a megoszlo teher tengelyiranyu

q q . . . p
q . Y q komponensének nagysagaval. A megoszlo teher tartdtengellyel
: ' parhuzamos, a normaler8ben valtozast okozo g, komponensének
dn dn ¢s a tartotengelyre merdleges, a nyiréerSben valtozast okozo ¢,

komponensének értelmezése a két tartorészen a bal oldali dbran
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lathato. A g, teherintenzitas a ferde hossz mentén megoszI6 teherre vonatkozik. Mivel

q,5=q-4

g,= q% ~0,96kN/m
A két komponens nagysaga trigonometriai 0sszefliggések felhasznélasaval:

qy=¢,sin 0.=0,576kN/m

q,=q,-cosa=0,768 kN/m
A ruderé miatt mindkét tartorészen ugrads van a normadlerfabrdban. Az ugrds nagysaga
megegyezik a raderd tengelyiranyt komponensének nagysagaval:

S y=S8-c0s0=9,6-0,8=7,68kN

o (A ruder6 tengelyiranyra merdleges komponense
Sras, Sy Sy §,=S-sin0=9,6:0,6=5,76 kN
a nyiréerében okoz valtozast.)
Mint azt latni fogjuk, a feladatban szereplé normalerédbra
megrajzolhat6 az ugras nagysaganak meghatarozasa nélkiil is, de

azt érdemes ellendrizni az abra elkészitése utan.
A K, keresztmetszetben balrol szdmolunk. A felfelé mutatd A4 reakcié tartotengely irdnyl

komponense nyomast okoz, tehat a normalerd negativ:
N,=—4,8-sina=—2,88kN
A K, keresztmetszetben balrol szamolunk. Hasonlé haromszogek alapjan a keresztmetszettol balra

1évo tartdrész vizszintes vetiilete 2,667 m. A felfelé mutatdo A reakcid nyomast, a lefelé mutatod
megoszl0o teher huzast okoz:

N,=(—4,8+1,2-2,667)-sina.=—0,9598 kN

A K, keresztmetszetben jobbrol szamolunk. Hasonld haromszdgek alapjan a keresztmetszettSl

jobbra 1¢év0 tartorész vizszintes vetlilete 1,333 m. A balra mutatd C reakcio €s a keresztmetszettol
jobbra 1évd tartorészre hatd megoszlo teher egyarant nyomast okoz:

N;=-9,6-cosaa—1,2-1,333-sina=—_8,640kN

A K, keresztmetszetben jobbrol szamolunk. A balra mutato C reakcidé nyomast okoz:
N,=-9,6-cosa=—7,68kN

A K keresztmetszetben balrdl szamolunk. A jobbra mutato C reakcié nyomast okoz:
N;=-9,6-cosa=—7,68kN

A K, keresztmetszetben balrol szamolunk. A jobbra mutatd C reakeio ¢s a keresztmetszett6l balra

1€v6 tartdrészre hatd megoszlo teher egyarant nyomast okoz:
N¢=-9,6-cosa—1,2-1,333-sina.=—_8,640kN
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A K keresztmetszetben jobbrol szdmolunk. A felfelé mutato B reakcid nyomast, a lefelé mutato

megoszlo teher hiizast okoz:

N,=(—4,8+1,2-2,667)-sina=—0,9598 kN

A K, keresztmetszetben jobbrol szamolunk. A felfelé mutaté B reakcié nyomast okoz, tehat a
normalerd negativ:

N;=—4,8-sino=—2,88kN

A linedris szakaszok kozotti ugras nagysaga meg kell, hogy egyezzen a ruderd tartdtengellyel

parhuzamos komponensével, ez egy ellendrzési lehetdség a normaleréabra megrajzolasa utan:
—0,9598—(—8,640)=7,680 kKN=S5,

A nyiroeréabra mindkét tartorészen két linedris szakaszbol all. Az dbra meredeksége ardnyos a
megoszl6 teher tartotengelyre merdleges ¢, komponensének nagysagaval. A raderd miatt mindket
tartorészen ugras van a nyirderdabraban. Az ugras nagysaga megegyezik a raderd tartdtengelyre
merbleges komponensének nagysagaval. A K| keresztmetszetben balrdl szamolunk. A felfele
mutatd A4 reakcid tarttengelyre merdleges komponense az eldjelszabalynak megfeleléen pozitiv
nyiréerdt okoz:

V,=4,8-cosa=3,84kN

A K, keresztmetszetben balrdl szamolunk. A felfelé mutaté 4 reakci6 pozitiv, a lefelé mutatd

megoszlo teher negativ nyirderdt okoz:
V,=(4,8—1,2-2,667)-cos0.=1,280kN

A K, keresztmetszetben jobbrol szamolunk. A balra mutatd C reakeio negativ, a keresztmetszettol

jobbra 1évo tartdrészre haté megoszlo teher pozitiv nyirderét okoz:
V,==9,6-sino+ 1,2-1,333-cos a=—4,480 kN

A K, keresztmetszetben jobbrol szamolunk. A balra mutatd C reakcid negativ nyiréer6t okoz:
V,=-=9,6-sino.=—5,76kN

A K| keresztmetszetben balrol szamolunk. A jobbra mutatd C reakcio pozitiv nyirderét okoz:
V=9,6-sina.=5,76 kN

A K, keresztmetszetben balrél szamolunk. A jobbra mutaté C reakci6 pozitiv, a keresztmetszettol

balra 1év0 tartorészre hatdé megoszlo teher negativ nyiroerét okoz:
V¢=9,6-sina—1,2-1,333-cosa.=4,480 kN
A K keresztmetszetben jobbrol szamolunk. A felfelé mutato B reakci6 negativ, a lefelé mutato

megoszlo teher pozitiv nyirderdt okoz:
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V.=(—4,8+ 1,2:2,667)-cos .=—1,280kN

A K keresztmetszetben jobbrol szamolunk. A felfele mutato B reakcid negativ nyiroer6t okoz:
Ve=—4,8-cosa=—3,84kN

A linearis szakaszok kozotti ugras nagysaga meg kell, hogy egyezzen a ruderd tarttengelyre

merdleges komponensével, ez egy ellendrzési lehetdség a nyirderdabra megrajzoldsa utan:
1,280—(—4,480)=5,76kN=3S,

A nyomatéki abra mindkét tartérészen két masodfoku szakaszbol all. A raderd torést okoz az
abraban. A nyomaték értéke a csuklos timaszoknal és a belsé csuklonal zérus:

M, =M ,=M ;=M ;=0 kNm

A ruderd tamadaspontjaval szomszédos K és K keresztmetszetekben balrol szamolva az A4
reakciobol szarmazo hajlitonyomaték a tartd pozitiv oldaldn, a megoszld teherbdl szarmazéd
hajlitonyomatek a tarté negativ oldalan okoz huzast (a K, keresztmetszetben alulrol szdmolva a
nyomatékot, az S erd karja 0 m):

1,2:2,667

M,=M,=48-2,667— =8,534 kNm

Hasonldan a K_ ¢s K, keresztmetszetekben jobbrol szamolva a B reakciobdl szarmazo

hajlitonyomaték a tartd pozitiv oldaldn, a megoszlo teherbdl szarmazod hajlitonyomaték a tartd
negativ oldalan okoz hlizést:

2
M6=M7=4,8-2,667—M=8,534 kNm

A masodfoku szakaszok belogasanak szadmitdsdhoz sziikség van a ferde tengelyszakaszok

hosszéra. A rud alatti €s feletti tartorészek tengelyhossza:
112:178:%5 =3333m I,= 156:;—-5: 1,667m

A belogas szamitasandl a megoszld erd tartotengelyre merdleges komponensét kell figyelembe
venni. Belogas a rud alatti szakaszokon:

qrlir _0,768-3,333’
8 8

Belogas a rud feletti szakaszokon:

qr 1 _0.7681,667
8 8

=1,066 kNm

=0,2668 kNm

Megjegyezziik, hogy szimmetrikus tengelyli tartokra haté szimmetrikus erérendszerek (az aktiv
terheket és a reakcidkat is beleértve) szimmetrikus normalerdabrat €s hajlitonyomatéki abrat,
illetve antimetrikus nyiréerdéabrat eredményeznek. Utobbi azt jelenti, hogy a szimmetria szerint
egymasnak megfeleld keresztmetszetekben a nyirderd abszolutértéke megegyezik, eldjele viszont
ellentétes.
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Gyakorlopélda -1
Hatarozzuk meg az 4bran lathato tart6 igénybevételi dbrait!

g=1,2kN/m

L8 bbb bbb bbbl beiille]

Megoldas
Elkiilonités:

IMMMMLMMC

X

Egyensulyi kijelentések:

e. 1. Uj 1.
1.

II.:

Sz.:

Megoldas szamitassal:

2.
2
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2
2.
2.
2

Eredményvézlat a reakciokkal:

Laddddadbliledd] LLesbidbbbasiil]

Igénybevételi dbrak

+

+

C7
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-7 (M) [kNm] Y

Mintapélda - 2
Hatdrozzuk meg az abran lathat6 tart6 igénybevételi abrait!

levevevevvrrevey] 9=1.2kN/m

Megoldas

Az els6 1épés a reakciok meghatdrozasa. Az elkiilonités soran a jobb oldali tartorészt annak
ellenére elkiilonitjiik, hogy csak két erd hat ra. Ennek oka, hogy a vizsgalt statikai modell egy
tetOszerkezet statikai vazanak felel meg és a két tartorész jellemzd terhe (ho vagy szélteher)
hajlitast okoz mindkét tartorészen (példaul az 1. gyakorlopélddban vagy a 25. munkafiizet 3.
gyakorlopélddjaban). A feladatban szerepld terhelés a szabvanyokban is megjelend féloldalas
hotehernek felel meg. A megoldas természetesen akkor is jo eredményt szolgéltatna, ha a
terheletlen jobb oldali tartorészt nem kiilonitenénk el és radként kezelnénk.

Elkiilonités:

q
IMLMMHMMC

X
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Egyensulyi kijelentések:

L:((g),4,C)=0 g 2 uzjtl'
IL:(C', B)=0 3 4 2
Sz.:((g),4,B)=0 (3) 3

Reakciok szamitasa

Sz.>. M\"Y:—12.42+ B8=0 > B,=12kN(4

Sz.> M":1,2-4.6—-A,-8=0 > A,=3,6kN(M

Y M\“:12.4-B,3=0 > B,=16kN(¢)

Sz.) F,:A~16=0 » A=16kN(>)

I.). F,:C' —16=0 » C' =16kN(>) C,=1,6kN(¢)
.Y F,:—C',~12=0 » C'=-12kN(Y C,=—1,2kN(1

A kovetkezd abran a reakciokon kiviil feltiintettiik azokat a jellemzd keresztmetszeteket is, ahol ki
kell szdmolnunk az igénybevételeket az igénybevételi abrak megrajzolasahoz.

A tartd pozitiv oldalat alul vessziik fel. A bal oldali tartérészen balrdl €és jobbrdl, illetve a jobb
oldali tartorészen balrol és jobbrol torténd szamitds soran a pozitiv igénybevételek irdnyai az
alabbiak szerint értelmezhetdk:

— M % — M
v ) ~ N N ~ .
+ o . + N
N M 4 V M o %

Az igénybevételeket az adott keresztmetszetet tartalmazé (I. vagy II. jelli) tartoérész egyensulya
alapjan szadmoljuk. Az igénybevételek szamitdsat kezdjilk a normalerdkkel! A tartdtengely
vizszintessel bezart o szoge helyett szamoljuk ki cosa és sina értékeit:

4 3
=2=038 =2=0,6
cosa 3 sSmnmoa 3
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A normadlerédbra a bal oldali tartérészen egy linedaris, a jobb oldali tartorészen egy
konstans szakaszbol all. A bal oldalon az dbra meredeksége aranyos a megoszld
teher tengelyiranyt komponensének nagysagaval. A megoszl6 teher tartotengellyel
gy  parhuzamos, a normaler6ben valtozast okozo g, komponensének ¢és a tartotengelyre

qy
q,

merdleges, a nyiréerdben valtozast okozd g, komponensének értelmezése a bal

oldali abran lathato, szamitasukat az 1. mintapéldaban részletesen bemutattuk.
A K| keresztmetszetben balrol szamolunk. A felfelé mutaté 4 reakcidkomponens és

a jobbra mutatd 4 reakciokomponens egyarant nyomast okoz, tehat a normalerd

negativ:

N,=-3,6-sinaa—1,6-cosa=—3,44kN

A K, keresztmetszetben jobbrol szamolunk. A felfelé mutaté C. reakciokomponens huzést, a balra
mutaté C_reakcidkomponens nyomast okoz:

N,=1,2-sina—1,6-cos a=—0,56 kN

A K, ¢és K, keresztmetszetekben balrol szamolunk. A lefelé mutato €’ reakciokomponens ¢s a
jobbra mutatd C' reakciokomponens egyarant nyomast okoz:

N,=N,=—1,2-sina—1,6-cosa=—2kN

A nyirdéerdabra a bal oldali tartérészen linedris, a jobb oldali tartérészen konstans.
A K| keresztmetszetben balrol szamolunk. A felfelé mutato 4_reakciokomponens pozitiv, a jobbra

mutatd 4 _reakciokomponens negativ nyiroerot okoz:
V,=3,6-cosa—1,6-sina=1,92kN

A K, keresztmetszetben jobbrol szamolunk. A felfelé mutaté C reakcidkomponens ¢és a balra
mutaté C_reakciokomponens egyarant negativ nyiroerét okoz:

10
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V,=—12-cosa—1,6-sina=—1,92kN
A K, és K, keresztmetszetekben balrdl szamolunk. A lefelé mutat C’ reakcidkomponens negativ,
a jobbra mutato C’ reakciokomponens pozitiv nyiroerét okoz:

V,=V,=—12-cosa+ 1,6-sinaa=0kN

A hajlitobnyomatéki abra a bal oldali tartérészen masodfoku, a jobb oldali tartorészen lineéris. A
tartd végpontjaiban ¢€s a belsd csuklonal a nyomaték értéke zérus.

A bal oldali részen a parabola belogdsit a megoszlo teher tarttengelyre merdleges
komponensébdl szamoljuk:

qrlir _0,7685
g g

A jobb oldali tartérészen a nyirderd értéke és igy a nyomatéki abra meredeksége is zérus, tehat a
hajlitonyomaték értéke a két végén 1évo csuklonal érvényes zérus nyomatékok kozott végig zérus.

=2,4kNm

Gyakorlopélda -2
Hatarozzuk meg az abran lathato tart6 igénybevételi abrait!

g=1,2kN/m

Laddbbisddibiedd

Megoldas

11
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Elkiilonités:

q
Lillliveeresidd] ¢

Egyenstlyi kijelentések:
L:
IL.:

Sz.:
Megoldas szamitassal:

MM MMM

Eredményvéazlat a reakcidkkal:

q
L3l dbabiileeil]

4 i.

C7
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Igénybevételi dbrak:

V) [kN]

(M) [kNm]

C7
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