12. AZ EULER-FELE SZABADNUTACIO,
KENYSZERNUTACIO, POLUSVANDORLAS

Az Euler-egyenletek

Minden merev test forgdsa soran a forgasi tehetetlensége miatt igyekszik megtartani for-
gasi allapotat, mas szoval az impulzusnyomaték megmaradasi térvénye értelmében bar-
mely zart rendszer N impulzusnyomatéka allando, tehat idobeli valtozasa:

dN
“T_0
dt

Ha a forg6 merev testre kiilsé erdk is hatnak, akkor. az impulzusnyomaték megvaltozasa a

kiilsé er6k M forgatonyomatékaval egyenld, igy az o szogsebességgel forgd merev test
kinetikai egyensulyanak feltétele valamely K(x,y,z) inerciarendszerbdl (tehat a testtel

(1)

nem egyiittforgo “kiils6” koordinatarendszerbol) szemlélve

dN
oM )

csomovonal

1. abra. Merev testek forgasanak leirasahoz hasznalt koordinatarendszerek

Térjiink ezek utan at a K (x,y,z) inerciarendszerrdl a merev testtel egyiitt forgo (az 1. ab-
ran lathaté) K'(x',y',z') koordinatarendszerre. Ha a forg6 K' koordinatarendszeren beliil

az N vektor nem valtozna, akkor a K inerciarendszerbdl szemlélve az N vektor valtozasa
csak a forgasbol allna:

ﬁ=CTL)><N .
dt



Ha N a K' rendszerbdl szemlélve is valtozik, akkor:

ﬂzﬂ+(Y)><N. 3)
dt dt

Ennek — az egyébként barmely tetszéleges vektorra érvényes altaldnos vektor transzfor-
macionak — a felhasznalasaval a (3) atirhat6 a

d'N _

—+oxN=M 4)

dt
alakra; ami a merev testtel egylitt forgé megfigyel6 szamara a forgasi egyensuly feltétele
(az Euler-féle vektoregyenlet).
Az Euler-féle vektoregyenlet 0sszetevOkre bontdsahoz eldszor szamitsuk ki a (4)

Osszefiiggésben szerepldo ®xN vektorialis szorzatot a K'(x',y',z') koordinata-

rendszerben:
i i k
oxN=| o, o, o,|=
N. N, N,

=1 (a)y,NZ. —@, N, )+ j(0.N,.-o.N_)+k (a)x,Ny. - a)y,Nx,)

¢s bontsuk fel ennek segitségével a (4) vektoregyenletet az x',)',z' koordinata irdnyok
szerinti skalar-egyenletekre:

d(;jx' + a)yvNZv - a)Z|Nyv = MX'
d'N,

dt + a)zvav - a)x|NZv = Myv . (5)
d'N.

4 J—
+@.N, —o,N, =M,

dt

A kovetkezd lépesben szamitsuk ki az N impulzusnyomaték-vektor N, N, és N, Osz-

szetevOit. Az impulzusnyomaték-vektort a tehetetlenségi-nyomaték tenzor és a forgasi
szogsebesség-vektor szorzata adja:

N=1a ©)
ahol
]x’x’ - Ix'y’ - Ix'z’
I =\ — ]yrxr ]yryr - Iy'z’
_Iz'x' _Iz'y' Iz’z'

a merev test tehetetlenségi-nyomaték tenzora, melynek foatlojaban az adott testnek az
x',y' ésa z' tengelyre vonatkozo



l..= j(y'2 +2"” )dm
1, = J-(x'2 +2"” )dm
I, = I (x’2 +y” }z’m

tehetetlenségi nyomatékai szerepelnek, a féatlon kiviili elemek pedig az un. centrifugalis
nyomatékok :

Loy =1,,= jx’y'dm

]v v:Ivav:.[x'Z'dm .

Xz

]y'Z' = IZ'y' = J.y'Z'dm

Ha a K' koordinatarendszert ugy vessziik fel, hogy az x',)' és a z' tengelye egybeessen

a test tehetetlenségi foiranyaival, akkor ezek a centrifugalis nyomatékok zérusok lesznek.
Ekkor az éltalaban szokasos jelolés szerint:

A 0 0
I=|0 B O
0 0 C
¢és igy:
N, =Aow,
NyrzBa)y,
N, =Cow,

Behelyettesitve ezeket a (5) egyenletekbe, a merev testek forgasat leird Euler-féle mozgas-
egyenleteket (az un. porgettyli-egyenleteket) kapjuk, a merev testtel egyiitt forgd K' koor-
dinatarendszerre vonatkozdan:

d o,
A x+C—Ba)-a)v=M,
2 (C - B0, =M,
d o,
B dty +(A_C)a)xva)zv =Myv . (7)
C dd‘;’z' +(B- Ao,0, =M,

Ez harom elsérendii nem linedris differencialegyenlet a testhez rogzitett K'(x',y',z") ko-

ordinatarendszerre vonatkoz6 o, , ®, , ®, szdgsebesség Osszetevokre, és abban az eset-

vz
ben érvényes, ha a merev test tehetetlenségi foiranyai egybeesnek az x',y' és a z' koordi-



nata iranyokkal, tovabba a koordindtarendszer kezdOpontja a test tomegkozéppontjaban
van.

A Fold, mint erémentes szimmetrikus porgettydi

Amennyiben a (7) Euler-féle egyenleteket erdmentes szimmetrikus porgettytinek feltétele-
zett Foldre alkalmazzuk, az alabbi egyszertsito feltevéseket tehetjiik:

1. a Fold alakvaltozasra képtelen mereyv test, azaz eltekintiink a rugalmassagatol,
2. M, =M, =M, =0, azaz a Foldre semmiféle kiils6 forgatdnyomaték nem hat

(erémentes porgettyti esete),

3. A= B vagyis az egyenlit sikjaba eso tehetetlenségi nyomatékok megegyeznek
(szimmetrikus porgettytli esete),

4. helyezziik el a Foldhoz rogzitett és vele egyiitt forgé K'(x',y',z") koordinatarend-

szer O’ kezdopontjat a Fold tomegkozéppontjaba (O=tkp.),

a forgastengely menjen at a tomegkodzépponton,

6. a Foldhoz rogzitett koordinatarendszer z’ tengelyének irdanya essen egybe a legna-
gyobb tehetetlenségi nyomaték C iranyaval (C >A4).

e

Ekkor a (7) Euler-féle mozgasegyenletek az

do..
A L +(C-Ao,w,. =0
d'w.,
A b4 _(C_A)a)x|a)zvzo (9)
dt
cde:
dt

alakra egyszertisodnek.
Mivel C # 0, a harmadik egyenlet megoldasa:

@, =, =adll. (10)
tehat a z' tengely koriili forgas szogsebessége (az @ szogsebesség-vektornak a szimmet-

riatengelyre vonatkoz6 vetiilete) allando.
Ezt kovetden osszuk el a (9) elso két egyenletét A4 -val és vezessiik be a

k= ﬂ
A
jeloléssel a dinamikai lapultsag fogalmat. Ekkor a (9) elsé két egyenlete:

d a)x' +k(()z-060 ' :0

dt g
. (11)
—y - ka)ZvOa)xv = O

dt

Differencidljuk a (11) elsé egyenletét ¢ szerint €s helyettesitsilkk be az igy keletkez6
d'w,. /dt differencidlhanyados kifejezését a (11) masodik egyenletébe. A rendezés utan:



2
d” w,

% + (ka)zyo)za) =0

X

amely masodrendi differencialegyenletnek az @, =0 trivialis megoldasa mellett az
W, =m cos[(ka)z.o )t + r] (12)

is megoldasa; melyben m és 1 integralasi allandok (a harmonikus rezgémozgas differen-
cidlegyenletének megoldasahoz hasonléan m a legnagyobb kitérést, T pedig a kezdofazist
jeloli).

Ha a (12) megoldast ¢ szerint differencialjuk és behelyettesitjiik a (11) elsé egyenle-
tébe, akkor az @, 1s kiszamithato:

@, = msin[(ka;z.o)t+z'] . (13)

Legyenek a 7 =0 id6pontban ®, =m ¢és @, =0 kezdeti feltételek (vagyis a kezd id6-

pontnak azt valasztjuk, amikor az ® vektor éppen az x'z' sikban fekszik). Ekkor a (12) és
a(13)szerint 7 =0 .
Bevezetve az

o = (kew.,)t (14)

jelolést, a (10), (12) és a (13) alapjan az @ forgasi szogsebesség-vektor 6sszetevoi:

0% mcos o
o=|o, |=msina | . (15)
o, @,

2. abra. Nutacios mozgas a forgo testhez rogzitett koordinatarendszerbol szemlélve.

Az eddig kapott eredményeket a 2. dbran foglaltuk 6ssze. Eszerint az © vektor dsszetevo-
iben szereplé o nem mas, mint a z' koordinatatengely és az @ vektor altal meghatarozott



siknak az x'z' sikkal bezart szoge. Mivel az a a (14) szerint a ¢ idonek linearis fiiggveé-
nye, ezért

da C-4
—=kw, . =—wm,, =dll. 16
dt z'0 A z'0 a ( )

tehat az ® vektor allandé szogsebességgel jarja korill a test tomegéhez rogzitett koordina-
tarendszer z' tengelyét.

Az o (15) 0sszetevoit megvizsgalva lathato, hogy az @ vektor végpontja a z' tengely ko-
riil a (16) szerint alland6 szogsebességgel

_ [ 2 2
m=,|ay +a,

sugart kort ir le, igy maga a forgasi szogsebesség-vektor — azaz a Fold forgastengelye —
egy 2P nyilasszogl korkup palastja mentén mozog a tehetetlenségi fotengellyel azonos z'

koordinatatengely kortil, ahol

ﬁ:arctgi. (17)
@,

A Fold forgasa tehat nem a C szimmetriatengely koriil (azaz nem a Fold tomegéhez
kotott allando helyzetii z' tengely-) hanem mindig a pillanatnyi forgastengely koriil torté-
nik. A Fold felszinén az @ vektor végpontja altal leirt kor (a pillanatnyi forgastengelynek
a foldfelszini nyomvonala) a merev Féld poluspalydja, vagy pollodiuma.

Ez az er6mentes szimmetrikus porgettyli nutacios mozgasanak lényege a testtel
egylitt forgd koordinatarendszerbdl szemlélve.

Hatarozzuk meg ezek utan a Fold esetében a pillanatnyi forgastengely egy teljes ko-
riilvandorldsanak idejét. Jelolje 7, azt az id6t, amely alatt a forgéstengely egyszer koriil-
jarjaa z' tengelyt; ekkor a (14) alapjan:

ka)erTE = 272'
tehat :

21

B W
4 z'0

Ty

Mivel a forgas jo kozelitéssel a z' tengely koriil torténik, ezért w,,, = |c?)| azaz

2 2
Btk L | csillagnap = 0.9973 szolaris nap ,
(’020 ®

tehat:

Csillagaszati megfigyelések szerint:



A =0.003295
C-4

igy tehat
T, =303 nap .

Mivel a mozgasegyenletek fenti levezetése EULERTOL szarmazik, a forgastengely allando
szO0gsebességli korbevandorlasanak 303 napos periddusat Euler-féle periodusnak (gyakran
Euler-féle szabadnutacios periodusnak) nevezziik. Az elnevezésben a "szabad" jelzd arra
utal, hogy a jelenség kiils6 erOhatasoktdl teljesen fiiggetlen €s a kialakult mozgas perid-
dusidejét kizardlag a merev test (esetiinkben a Fold) tomegeloszlasa hatdrozza meg.

Mindezekbdl az kovetkezik, hogy ha valamely merev test tengelykdriili forgasa nem
a C fotehetetlenségi nyomaték tengelye koriil indult meg, akkor ez a mozgasi allapot
megmarad, tehat a forgastengely nem billen vissza olyan éallapotba, hogy a f6tehetetlensé-
gi tengellyel egybeessék. Ekkor viszont a pillanatnyi forgastengely allando szoggel hajlik
a fotehetetlenségi tengelyhez, mikozben allando sebességgel jarja kortil.

Amikor a forgastengely pontosan egybeesik a szimmetriatengellyel ( = 0), vagy az
A= B =C esetén a mozgas ugyan olyan mint egy rogzitett tengely koriili allandd szogse-
bességli forgas, azaz nutacid nem Iép fel.

@

N
A

C a Fold
szimmetria tengelye

az innerciarendszerhez
rogzitett herpolhodia kup

nutacios kup
poluspalya
(pollodium)

a Foldhoz rogzitett
polhodia kup

3. abra. Az Euler-féle szabadnutacio kiilso inerciarendszerbol szemlélve.

Mindez, amit eddig targyaltunk, a Folddel egyiitt forgd K’ koordinatarendszerbdl
szemlélve lathat6. Kiilsé inerciarendszerbdl szemlélve (a K inerciarendszerben) mind a
Fo6ld forgéastengelyének, mind a F6ld C szimmetriatengelyének az irdnya folyamatosan
valtozik, csupan az N impulzustengely iranya valtozatlan, az impulzusnyomaték (1) sze-
rinti megmaradasi torvénye értelmében. A mozgast legegyszeriibben a 3. abra alapjan ért-
hetjiik meg. A Fold pillanatnyi forgastengelye (a C > 4 esetén) a kisebb nyilasszogii Gn.
herpolhoida kip palastja mentén, a C szimmetriatengely (a Fold tehetetlenségi féiranya)



pedig a nagyobb nyilasszogii Gin. nutacids kip palastja mentén keriili meg az N impulzus-
nyomaték vektort. Ekozben az @ vektor az in. polhodia kiip palastja mentén a C tengely
koriil is vandorol. A mozgas soran az ® , az N és a C mindig egy sikban van, mikdzben a
Fold tomegéhez rogzitett helyzetli polhodia kup €s az inerciarendszerben rogzitett helyzetli
herpolhodia kip palastja allandéan az @ vektor irdnya mentén érintkezve csiiszdsmente-
sen gordiil egymason.

A pélusingadozas valédi periédusa

A valddi Fold pillanatnyi forgastengelyének a fétehetetlenségi iranyat jol kozelitd (megal-
lapodassal definilt) tengelyéhez viszonyitott — mérésekkel meghatdrozhatd6 — mozgasat
polusingadozasnak nevezzik. Az eddigi feltevések (pl. merev és forgasszimmetrikus Fold
esete) a valosagban nem érvényesek, ezért a megfigyelt polusingadozgas jelentOsen eltér
az elméleti megfontolasok fenti eredményeitol.
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4. abra. A poluspalya 1967-1979 kézott.

Ha mérésekkel barmikor meghatarozzuk a valddi poluspalyat, a pollodiumot (a for-
gastengely mozgéasanak foldfelszini nyomvonalat) akkor a 4. abra baloldalan lathatéhoz
hasonld képet kapunk. A 4. abran az 1967 és 1979 kozotti podluspalya lathatd olyan koor-
dinatarendszerben, amelynek + x tengelye a greenwichi kezdOmeridian iranyaba, + y

tengelye pedig erre merdlegesen, nyugat felé mutat; a kezdépontja pedig az 1900 és 1905
kozotti idotartamra meghatarozott kdzepes polushely: a CIO (Conventional International
Origin). Lathat6, hogy a p6lus valdban periodikus mozgést végez, a polus elmozdulasa kb.
0.5"=10 m sugaru korén beliill marad, de az amplitidé nem alland6 és a periddus sem
egyenld az Euler-féle 303 napos periddussal, hanem ennél Iényegesen hosszabb: 405 és
457 nap kozott ingadozik — atlagosan mintegy 435 nap.

A polusmozgas felfedezése utani években CHANDLER amerikai csillagész kimutatta,
hogy a poélusingadozas két dominans periodusbol, egy 12 és egy 14 honapos periodusbol



tevodik Ossze. Az utobbit tiszteletére Chandler-periodusnak nevezték el. Néhany honappal
CHANDLER felfedezése utan NEWCOMB mar elméleti magyarazattal is szolgalt: a 14 hona-
pos Osszetevd a Fold szabadnutdcioja, mig a 12 honapos Osszetevé az un.
kényszernutdacio, mely az azonos periodusu globalis meteorologiai jelenségek (pl. 1égto-
megmozgasok, hotomegek olvadasa és Gjraképzddése stb.) kovetkezménye.
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5. dbra. A polusmozgas x osszetevoje 1890-2000 kozott.
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6. dbra. A polusmozgas y osszetevoje 1890-2000 kozott.

A 4. abran lathatd, hogy a polus az déramutatd jarasaval ellentétes iranyban tobbé-
kevésbé szabalyos spiralis palyan mozog. Ezek a spiralis palyak kb. hat évenként hasonlo



jellegtiek, a két frekvencia 6sszeadddasabol kialakuld lebegés kovetkeztében. Jol lathato
ez a lebegés a 4. abra jobb oldalan, a poélusingadozas 1967 és 1979 kozotti idészakra vo-
natkozd 3 dimenzids képén. Ugyancsak ezt szemlélteti a 5. és a 6. abra is, ahol a felso
gorbe a polusmozgas x illetve y irdnyl Osszetevdje, alatta pedig a szétvalasztott 14 ho-

napos, 12 hoénapos és a maradék OsszetevOk lathatok. Megallapithatd, hogy a
szabadnutacié és a kényszernutacio kiilon-kiilon is meglehetdsen bonyolult folyamat. A
Chandler-6sszetevon pl. felismerhetd egy fél évszazad koriili periddus, amely tobb mas
foldfizikai folyamatban is jelentkezik, okat azonban egyeldre nem ismerjiik.

Az atlagosan 427 napos Chandler-periédus és a 303 napos Euler-periodus kozotti
kiilonbség oka a Fold rugalmas viselkedése. Ha ugyanis a Fo6ld nem merev — mint aho-
gyan Euler feltételezte — akkor a forgastengely elmozduldsanak megfelelden a megvaltozo
centrifugdlis eré hatasara ugy deformalodik a tomege, hogy a tehetetlenségi fétengelye
kozeledik a forgastengelyhez. (Sz€ls6 esetben, ha a Fold folyadékszertien viselkedne, ak-
kor a tehetetlenségi fotengelye teljes mértékben kovetné a forgastengely elmozdulasat —
tehat a periddus végtelen nagy lenne, és igy polusingadozasrdl nem is lehetne beszélni.)

Ennek megfelelden a T Euler-féle, és a 7. Chandler-periodus hanyadosa kapcso-

latba hozhat6 a Fo6ld rugalmassagéaval.

A polusvandorlas

Ha meghatarozzuk egy-egy teljes periddushoz a 4. abran lathat6 poluspalyak kozepes po-
lushelyzeteit, akkor azt tapasztaljuk, hogy ezek a kozepes polushelyek az id6 fiiggvényé-
ben folyamatosan eltolodnak. A jelenséget szekularis polusmozgésnak, vagy polusvandor-
lasnak nevezziik. A 7. abran lathato, hogy pl. az 1890 és 2000 kozotti poluspalya mar tel-
jes egészében az 1900 és 1905 kozott meghatarozott CIO kozéppoluson kiviil halad. Az
abran lathatd, hogy a kozepes polus 110 év alatt tobb mint 10m-t mozdult el Kanada ira-
nyaban.
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7. abra. A polus vandorlasa 1890 és 2000 kozott.
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A megfigyelések szerint a polusvandorlas mértéke viszonylag csekély, — évente legfeljebb
néhany dm (néhany ezred szogmasodperc) nagysagrendii — a foldtorténeti idoskalan azon-
ban ez az elmozdulas jelentds (tobb 10°) mértékii is lehet. Ezért a polusvandorlas problé-
maja a geologia és a geofizika sokat targyalt kérdése; kiillondsen a paleoklimatologiai és
ujabban néhany globalis tektonikai kérdés megvalaszoldsa szempontjabol igen fontos.

A pdélusmozgas geodéziai és csillagaszati hatasa

Kizardlag a polusmozgas hatasat figyelembe véve az ® forgasi szogsebesség-vektornak
az allécsillagokhoz viszonyitott helyzetét gyakorlatilag allandonak tekinthetjiik. Ekkor
viszont allando az égi egyenlitd sikjanak helyzete is, tehat a csillagok sajat mozgasatol el-
tekintve, ezek égi egyenlitdi (ekvatorialis) koordinatai az idoben valtozatlanok.

Ugyanakkor a Fold felszinén fekvd pontoknak a forgastengelyhez viszonyitott hely-
zete a Fold tomegének a forgastengelyhez viszonyitott elmozdulasaval folyamatosan val-
tozik, igy a pontok szintfeliileti foldrajzi koordinatai is folyamatosan valtoznak.

A polusmozgas oka

A porgettylimozgas elmélete szerint a szabad tengely koriil forgd merev testek helyzete
akkor stabil, ha a forgas megindulasakor a test forgastengelye megegyezik a tehetetlenségi
fotengelyével. Ellenkez6 esetben, vagyis ha a forgas nem a tehetetlenségi fotengely kortil
indul meg, akkor a forgé test helyzete — erdmentes térben is — allanddan valtozik, azaz a
test szabadnutacios mozgast végez. Igy ha valamely merev bolygd esetében valamikor ki-
alakult a szabadnutaciés mozgas, akkor ennek fenntartidsahoz semmiféle mechanizmusra
nincs sziikség.

Mivel a Fold nem merev test, ra ez a megallapitds nem érvényes. A Fold esetében a
helyzeti forgastengely esetén olyan belsé tomegatrendezddések 1épnek fel, amelyek a két
tengely kozeledését illetve egybeesését igyekeznek eldidézni. A Chandler-6sszetevd vizs-
galata alapjan az a csillapitasi id6, amely alatt a mozgas amplitidoja e-ed részére csokken
kb. 10-30 év kozotti értékre becsiilhetd. Az ennél joval hosszabb idejii megfigyelések azt
bizonyitjak, hogy léteznie kell valamilyen gerjesztd folyamatnak, amely a pdlusmozgas
ismeretlen modon elnyelédo energiajat valamilyen formaban potolja.

A lehetséges disszipacios és gerjesztési folyamatok napjainkban még tisztazatlanok,
mivel az eddig felmeriilt lehetéségek altaldban mas mdodon nehezen ellendrizhetdk és a
szamitasok igen bonyolultak.

A fentiek szerint az viszont nyilvanvalo, hogy a Fold nutdacios mozgasanak oka a
Féld bonyolult belsé tomegeloszlasa és a tomegek allando mozgdsa, athelyezédése. A
Féldon kiviili tomegek eloszlasanak, a kiilonbozo égitesteknek a polusmozgasra semmilyen
hatdsa nincs!
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