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1 Szamitégepes matematikai segedeszk6zok

1.1 Szamitogépes algebrai rendszerek

Mi a szamitogépes algebra? Nem egyszeriien csak numerikus matematikai szamitasok
végzése (pl. polinomok gyokeinek meghatarozasa vagy matrixok sajatértékeinek numerikus
kozelitése), hanem szimbolikus és algebrai szamitasok elvégzése. Azt mondhatjuk, hogy
matematikai objektumokat reprezentalé szimbolumokon végzett szamitasokrol van szd. A
szimbolumok reprezentalhatnak (egesz, racionalis, valos, komplex vagy algebrai) szamokat,
de ugyanugy jelenthetnek mas matematikai objektumokat, példaul polinomokat, racionalis
fuggvényeket, egyenletrendszereket, vagy még absztraktabb matematikai struktirakat. A
szimbolikus jelz6 azt hangsulyozza, hogy a matematikai problémamegoldas végsé célja sok
esetben a valasz zart alakban torténd eldallitasa vagy valamely szimbolikus kozelitésének a
meghatarozasa. Az algebrai alatt pedig azt értjiikk, hogy a szamitasokat kozelité lebegépontos
aritmetika helyett az algebra szabalyainak megfeleléen hajtjuk végre. Szimbolikus algebrai
szamitasokra példa a polinomok szorzattd alakitasa, a differencidlds, az integralas, a
fuggvények  sorbafejtése, a  differencidlegyenletek  analitikus  megoldasa, az
egyenletrendszerek pontos megoldéasa és a matematikai kifejezések egyszertsitése.



A szamitogepes algebrai rendszereket célszerli két kategoridba sorolni: a specidlis célu és
az altalanos célu rendszerek csoportjaba. A specialis célu rendszereket a fizika vagy a
matematika egy adott teriiletén folmeriilé specialis problémék megoldasara tervezték. Az
altalanos célu rendszerek valtozatos adatstruktirakkal és sok matematikai fliggvénnyel
felszerelve probaljak a lehet6 legtobb alkalmazasi teriiletet lefedni. Ilyen rendszerek kozil az
ismertebbek a Maple, a Mathematica, és a MUuPAD. A szamitdgépes algebrai rendszereket
olyan matematikai szakértéi rendszereknek is nevezhetjik, amelyekkel a matematikai
problémékat hatékonyabban és pontosabban oldhatjuk meg, mint papirral és ceruzaval. F6
eldnyiik az, hogy igen terjedelmes szimbolikus szamitasok végzésére is képesek. Bar sokszor
papirral és ceruzaval kiszamithato trivialis standard atalakitasokrol van szo, minél nagyobbak
a formulék, annal nehezebb a feladat, és annal kisebb a sikeres végrehajtas esélye. Az ilyen
jellegli problémaknal nagyszerl segédeszkoz egy szamitogépes algebrai rendszer.

A szimbolikus és algebrai szamitasok gyakran megel6zik a numerikus szamitasokat. A
matematikai képleteket gyakran azert alakitjuk at, hogy a késébb elvégzendé numerikus
szamitasoknak megfelelé alakra hozzuk Oket. A szamitdogépes algebrai rendszerek jo
kapcsolodasi feliiletet kindlnak a szdmitasok ket tipusa kozott. Példaul ugy, hogy FORTRAN
és C kifejezésekké tudjak alakitani a sajat nyelvikon folirt kifejezéseket. Ha szamitogépes
algebrai rendszert hasznalunk, a matematikai feladat elemzésére koncentralhatunk, a szamolas
részleteit a gépre bizhatjuk. A szamitdgépes algebrai rendszerek "matematikai kisérletekre”
buzditanak benniinket.

A kovetkezokben néhany példan keresztiil roviden bemutatjuk a Maple rendszert. (jelenleg a
9-es verzidja telepithetd egyetemi licensszel az ftp://rapid.eik.bme.hu/Maple/ cimr6l)

A Maple parancsait mindig pontosvesszével kell zarnunk:
> 2*3+2/7;

44/7
Ha az el6z6 eredményt szeretnénk felhasznalni, hivatkozhatunk ra a "%’ karakterrrel:
> 2*%+1;

95/7
A kifejezéseket valtozokhoz rendelhetjik ("%%’ jelzi az el6z6 eredmény elbtti eredményt):
> R:= %%;

R == 44/7
A Maple nem tizedes, hanem egzakt aritmetikat hasznal. Példaul:
> sin(Pi/3);

1/2*37(1/2)
A szdmértéket az eval T fiiggvénnyel allithatjuk el6:
> evalt(%);

-8660254040
Gyakorlatilag nincsen hatara az egész szamok hosszanak a Maple szamara. A Maple-ben
természetes akar tobbszaz szamjegybdl allo egészekkel dolgozni. A decimalis aritmetikat is
képes az alapértelmezett 10 szamjegynél pontosabba tenni. Példaul kiszamithatjuk z-t akéar
1000 tizedesjegyre is. Ezt ugy érhetjiik el, hogy a Digits nevii globalis valtozot a kivant
pontossagra allitjuk be. Néhany példa:
> 27°100;

1267650600228229401496703205376
> Digits:=50:
> evalf( sin(Pi/3) );
-86602540378443864676372317075293618347140262690520
Lathatjuk azt is, hogy a parancsot kettdsponttal zarva a Maple ’csondben marad’, nem ir Ki
semmit.
A Maple outputja nem mindig a legegyszeriibb alakd. Szamos parancs, mint példaul a
collect, combine, expand, fTactor és simplify hasznalhatdo a visszaadott
valasz egyszerisitésére illetve kivant alakra hozasara. Példaul, ha adott az alabbi polinom:
> YY) *(X-y)-x"2;
(r+3) (x-3)- 5"

elvégezve a beszorzast az expand paranccsal az eredmény egyszer(isodik:



> expand(%);
_y2
Egy polinom szorzatta alakitasa gyakran egyszeriibb eredményt ad, példaul:
> XNAAXN2FY+2FXN242FXN3+2FX*y+2FX+y+1
xtrxlyroxttaxPt2xy 2ty +l
> factor(%);
G D EryT D)
A Maple hatékony eljarasokat tartalmaz filiggvények differencidlasara, integralasara,
sorfsszegek szamitasara.
> diff(arcsin(a*x),x);
a
1-a*x
> int(xX*In(x),x);
L 2 l 2
Ex In(x) - Zx

> int(In(x),x=1..2);
2 In(2) - 1
> sum(a™k,k=1..n);

n+1)
7} 2]

a-1 a-1

Megoldhatunk egyenleteket vagy egyenletrendszereket egzakt modon a solve paranccsal.
Kozelit6 numerikus megoldashoz hasznaljuk a ¥fsolve parancsot. A kbézdnséges
differencialegyenleteket megoldhatjuk a dsolve paranccsal. Példaként oldjuk meg az

¥ -6x=5 egyenletet x-re.
> solve( x"3-6*x=5,x );

1,111
S, S+ 221 - 22
2 2\/_2 2\/_

Oldjuk meg az y(x)+y"(x)=e* differencialegyenletet az y(0)=1 és y'(0)=0 kezdeti
feltétlelekkel:
> dsolve( {y(x)+diff(y(x),x$2)=exp(x), y(0)=1, D(y)(0)=0}, y(x) );

R e T
2 2 2

Megemlitjiik, hogy a Maple sorozatokat, listakat, halmazokat, tablakat és tomboket hasznal
bonyolultabb szerkezetli adatok abrazolasara. Nézzik meg a ?sequences, ?list,
?set, ?table, ?array parancsokat részletesebb segitség és példak végett.

A Maple Tinalg csomagja a linearis algebra sok fliggvényét és eljarasat tartalmazza
vektorokkal és matrixokkal végzett miveletekre. Ahhoz, hogy egy csomagot hasznalni

tudjunk, be kell télteniink azt a with paranccsal:

> with( linalg );

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

[BlockDiagonal, GramSchmidt, JordanBlock, LUdecomp, QRdecomp, Wronskian,
addcol, addrow, adj, adjoint, angle, augment, backsub, band, basis, bezout,
blockmatrix, charmat, charpoly, cholesky, col, coldim, colspace, colspan,
companion, concat, cond, copyinto, crossprod, curl, definite, delcols,
delrows, det, diag, diverge, dotprod, eigenvals, eigenvalues, eigenvectors,
eigenvects, entermatrix, equal, exponential, extend, ffgausselim,
fibonacci, forwardsub, frobenius, gausselim, gaussjord, geneqns, genmatrix,
grad, hadamard, hermite, hessian, hilbert, htranspose, ihermite, indexfunc,
innerprod, intbasis, inverse, ismith, issimilar, iszero, jacobian, jordan,



kernel, Ilaplacian, leastsqgrs, linsolve, matadd, matrix, minor, minpoly,
mulcol, mulrow, multiply, norm, normalize, nullspace, orthog, permanent,
pivot, potential, randmatrix, randvector, rank, ratform, vrow, rowdim,
rowspace, rowspan, rref, scalarmul, singularvals, smith, stackmatrix,
submatrix, subvector, sumbasis, swapcol, swaprow, sylvester, toeplitz,
trace, transpose, vandermonde, vecpotent, vectdim, vector, wronskian]

Ezek utan barmelyik felsorolt fliggvényt hasznalhatjuk. A matrix paranccsal vihetiink be
egy matrixot. A kovetkezé példaban egy 3-szor 3-as matrix inverzet és determinansat

szamitjuk ki.
> A = matrix([[x-1,2,3],[0,x-2,2],[2,1,x-3]1]1 ):
x-1 2 3
A= o x-2 2
2 1 x-3
> det(A);

¥ -6x*+3x+16

> inverse(A);

x-5x+4 ] 2x-9 _ -10+3x

x2-6x2+3x+16 x2-6x7+3x+16 ¥ -6x2+3x+16
4 ¥ -4x-3 ] 2(x-1)

¥ -6x2+3x+16 ¥ -6x2+3x+16 2 -6x2+3x+16
2 (x-2) ) x-5 x*-3x+2

| 2P-6x+3x+16 xP-ext+3x+16 x7-6x7+3x116

Ha beirjuk a ?packages parancsot, megkapjuk a Maple altal ismert 6sszes csomag listajat
és rovid leirdsukat.
Egy- illetve tébbvaltozos matematikai fliggvényeket is megadhatunk a Maple szaméara. A

fliggvenyt kiértékelhetjuk akar numerikus akar szimbolikus modon adott értékekkel. Példaul
> f = x->sin(X)/X;

f?=x—9sm@0
X
> £(2.0);
.4546487134
> f(b); =
simd

t

A flggvények grafikonjat a plot(Ff, a..b) paranccsal rajzoltathatjuk meg. Probaképpen
rajzoljuk meg f(t) abrajat.
> plot(f,-12..12);



=]
]

Vd VU

Egy kétvaltozos fiiggvényre példa a kovetkezo:
> g = (XY)->(XN2-y"2)/ (XN2+y"2) ;

x2_y2
g=xy -
2
X +y
> g(1,2);
3
5
> g(1,x);
2
1-x
ler2

> plot3d(g, -1..1, -1..1);

Gyakorlatok

1. Szamitsuk ki a sin(x)cos(x) els6 és masodik derivaltjait x szerint.

2. Az y(x)=x°-4x*+4x-1 polinomnak hatarozzuk meg a gyokeit, dsszes helyi
minimumat és maximumat. Ellendrizziik megoldasunkat a polinom grafikonjarol.

3. Hatarozzuk meg az f(x)=x*-4 fuggvény integraljat és az 1/f(x) fliggvény
integréljat x szerint. Ellendrizziik le a Maple valaszat a fliggvenyt differenciélva.



4. Szamitsuk ki a kovetkez6 integralokat:
fetdt 6 [etdt
0 0

5. Szamitsuk ki a kdvetkezd 0sszegeket:
1000

>k és > 1/k?
k=L k=
6. Hasznaljuk a solve parancsot az alabbi linearis egyenletrendszer megoldasara.
4x-5y =11
2X+y=9

A Maple magyar nyelvii szakirodalma

e Molnarka-Gerg6-Wettl-Horvath-Kallos: A Maple V és alkalmazasai. Springer, 1996.
330 oldal.

e André Heck: Bevezetés a Maple hasznalataba. JGYF Kiado, Szeged, 1999. 654 oldal.

1.2 Méatrix alapt numerikus rendszerek

Tobb ilyen rendszer 1étezik, de mindegyik interaktiv, tudomanyos €s miiszaki szamitdsok
céljara kifejlesztett matrixalapti programrendszer. Osszetett problémak is megoldhatok
ezekkel a rendszerekkel anélkil, hogy bonyolult programokat kellene irni. Megemlitjiik a
MATLAB rendszert, ennek ’kl6njat’, az ingyenes Octave rendszert, a jelfeldolgozasban
jeleskedé ugyancsak szabadon elérheté Scilab-ot, illetve az Euler matrix laboratériumot,
amelyik a 2.0-&s verziotol kezdve tartalmazza a Yacas nevil egyszer(i szamitogépes algebrai
rendszert is. Az alabbi internetes cimeken érhetdk el tovabbi informaciok a fenti
programokkal kapcsolatban:

Matlab: http://www.math.bme.hu/~hujter/matlab.pdf
http://numanal.inf.elte.hu/~hegedus/matlab.html

Octave: http://www.octave.org

Scilab: http://www.scilab.org

Euler: http://mathsrv.ku-eichstaett.de/MGF/homes/grothmann/euler/

Ismerkedjiink meg roviden kozelebbrél most az Euler rendszerrel, amelyik eléggé
hasonlit a MATLAB-hoz. Elinditva a programot, két ablakot latunk, melyek atméretezhetok:
a parancsablakot (ez szdveges) és a grafikus ablakot. A korabbi parancsokat a kurzor fel/le
billentytikkel hivhatjuk eld ¢és az ESC megszakitja az éppen futd szdmitast. A grafikus ablak
és a szOveges ablak kozott a TAB billentytivel kozlekedhetiink.

Az Euler-ben megadhatunk vektorokat (a transzponalas jele: ”):

>v=[1;2;3]
1
2
3
vagy matrixokat
>M=[1,2,3;4,5,6;7,8,9]
1 2 3
4 5 6
7 8 9
Ezutan 0sszeszorozhatjuk dket (a pont jeloli a matrixszorzast):
>M._v
14
32

50



Konnyen generalhatunk vektorokat a : (kettdspont) operatorral:
>1:5

1 2 3 4 5
A vektorok eldallitasdhoz 1épéskozt is megadhatunk (itt ez 0,01):
>x=-1:0.01:1;
A sor végét pontosvesszdvel zarva megakadalyozhatjuk az eredmény kiiratasat (most nem
irattuk ki az x vektor 201 elemét.
Az Euler egyik alapelve az, hogy egy fiiggvényt alkalmazni kell a vektor 6sszes elemére:
>sqrt(l:5)

1 1.41421 1.73205 2 2.23607
Ezzel egyszertien allithatjuk el6 egy fliggvény tablazatat
Sy=X"3-X;
és grafikonjat:
>xplot(x,y);

011

(1
2
3

B 006 U 2 0 2 4 0 B 1

Egyszeriien programozhatunk fiiggvényeket is, példaul soronként kdzvetleniil beirva:
>function f(X)

$return 1/((x-0.3)"2+0.01)+1/((x-0.9)"2+0.04)-6;

$endfunction

Ezek utan kirajzoltathatjuk a fliggvény grafikonjat az fplot paranccsal:

>fplot('f,0,2);

Az Euler elég sokat tud a linearis algebrabol is. Példaul adjunk meg egy [0,1] kozotti
egyenletes eloszlasu véletlen szamokbdl allé matrixot:

>A=random(5,5)

0.655416 0.200995 0.893622 0.281887 0.525
0.314127 0.444616 0.299474 0.28269 0.883227
0.270906 0.704419 0.217693 0.445363 0.308411
0.914541 0.193585 0.463387 0.095153 0.595017
0.431184 0.72868 0.465164 0.323032 0.525184
Szamitsuk ki az inverzét:
>inv(A)
-0.467539 -0.773215 1.04798 1.80403 -0.8916
-1.10542 -0.823302 -1.18887 -0.162705 3.37212
1.36344 -0.528943 -1.55323 -1.16391 1.75738
1.52372 0.82917 4.78762 -0.201431 -5.50093
-0.227238 1.73562 -0.779945 -0.100597 -0.215635

és ellendrizziik (1d(n) az nxn-es egysegmatrix):
>totalmax(A.inv(A)-id(5))

8.32667e-016
Vagy vegyuk a sajatértekeit:

>eigenvalues(A)
Column 1 to 3:
-0.302481+01 -0.214375-0.3021741 -0.214375+0.3021741
Column 4 to 5:
0.365732+4.72539e-0151 2.30356+1.04081e-0161

Mi lesz a kondici6szama?



>max(abs(eigenvalues(A)))/min(abs(eigenvalues(A)))
7.61555

Tovabbi részletesebb bemutatot lathatunk az Euler képességeibdl, ha elinditjuk a demo-t a
load demo utasitéssal (angol nyelven).

Példaként a grafikai képességekre, bemutatjuk a GOCE gradiométeres miithold magassagaban
az EGM96-o0s modellbdl szamitott Vi gradiensek sziirkearnyalatos abrajat

Feladatok:

1. irjunk Euler fiiggvényt interpolacié szamitasara a h(x,y) =ax+bxy+cy+d 0Osszefiiggés
szerint, ciklusutasitas nélkiil. Legyenek a bemendé adatok a h matrixban, a racspontok
koordinatai pedig az X, y vektorokban. Az interpolaland6 pont X, y koordinatai pedig
legyenek a pt 2 elemii vektorban. A bilint(h,Xx,y,pt) flggvény visszaadott értéke az
interpolalt h érték legyen.

Tanécs: Nézzuk meg a *Find’ Euler flggvényt. Ennek segitségével megtalalhatjuk hova esik
a h matrixban az interpolaland6 pont.

Egy lehetséges megoldas:

function bilint(h,x,y,pt)
J=find(x,pt[2]);
i=find(y,pt[1D);
z=[h[i,j1,h[i+1,j],h[i,§+1],h[i+1,§+11];
xJ=[x031.x0+11,x031,x0j+11];
yi=[y[i]l.y[i],y[i+1],y[i+1]];
Am=xj " |xJ " *yi"|yi~|ones(4,1);
abcd=Am\z";
hint=[pt[2],pt[2]*pt[1],pt[1],1] abcd;
return hint;

endfunction

2. Tegyiik fel, hogy ismertek egy 50 pontbél allé haldzat pontjaiban a magassagok. Allitsunk
el6 egy olyan abrat, amely megmutatja a magassagkiilonbségek atlagos értékét a halozati
pontok tavolsaganak fliggvényében, a halozat pontjai kdzotti tdvolsdgokat 20 egyenld részre
osztva.

Tanacs: Eldszor allitsuk elé a pontok kozotti Gsszes tavolsagot tartalmazd 50x50-es matrixot,
illetve az ennek megfelelé magassagkiilonbség matrixot. Dimenzionaljuk at mindkét matrixot



sorvektorra ¢és rendezziik 4t Oket novekvd tavolsdg szerint. Ezutan hatirozzuk meg a
minimalis és maximalis tavolsagot, osszuk be ezt az intervallumot 20 egyenld részre. Végiil
irjunk fliggvényt, amelyik atlagolja az egyes intervallumokba es6 magassagkiilonbségeket.

2 Korszerli linearis algebrai médszerek

2.1 Vektor és matrix normak, kondiciészam

Mit nevezhetlink egy szdm nagysaganak? Az abszollt értékét: |a| =+a’ . Hogyan definialjuk
egy vektor vagy matrix nagysagat (ez a norma)? Jeldljik az x vektor ill. X matrix normajat
X -szel illetve |X||-szel. Tobbféle vektor, illetve matrix norma van, de mindegyikre igaznak

kell lennie az alabbi alapdsszefliggéseknek:

||x|| >0 ésvalos
X[+ 1y][=[x+ v

2.1)
x| = ex[ ]
Xyl [xv]
Sz0kasos vektor normék
abszol(t értékek Gsszege: X[, = >l
| 1/2
standard vagy Euklideszi norma: ¥, = (Z|Xi|2j
i
maximalis elem (hibavektorhoz hasznos): X[, = max|x;|
1
Sz0késos matrix normak
vektor normékbol levezetett: 1A= maxM
w0 ||
maximalis oszlopdsszeg: |A, = maxZ‘aij‘
b
(AT A)U2 maximalis sajatértéke: |Al,
maximalis sorosszeg: A, = m_axZ‘aij‘
i "
j

1/2
Frobenius norma: I = (Z‘aijr]
i

Norma szamitas Maple-ben: norm[linalg]: norm(A, normname), ahol
normname: 1, 2, “infinity’, “frobenius”’

2.2 Kondicidészam, rosszul kondicionalt egyenletek

Az adatok kis megvaltozasa drasztikusan megvaltoztathatja a megoldast, példaul linearis
egyenletrendszerek megoldasa esetében. Egy A egyltthatd matrixszal felirt linearis
egyenletrendszer kondiciészama az alabbi dsszefliggéssel definialhato:



w(A) =4 |A7 (2.2)

Itt barmelyik matrix norma hasznélhato, tehat beszélhetiink kiilonb6z6é kondicidszamokrol:
x(A), x,(A), x,(A), stb. A Maple a cond(A, normname) paranccsal szamitja ki a

kondiciészamot. Léthatjuk példaul, hogy az |A|, norma esetén a maximalis és minimalis
sajatértékek hanyadosa lesz a kondicidészam.

Pelda
1 -1,00001|| x, 0 , 100001
= megoldasa: :
1 -1 X, 1 100000
viszont az adatokat csak Kicsit megvaltoztatva
1 -0,99999 | x, 0 , —99999
= a megoldas: .
1 -1 X, 1 —100000

Ellenérizzik le a megoldast Euler-ben az x=A\b ; utasitassal:

% Az eredeti egyenletrendszer:
>A1=[1, -1.00001; 1, -1];
>b=[0; 1];
% megoldéasa:
>A1\b

100001

100000
% kicsit megvaltoztatott egyenletrendszer
>A2=[1, -0.99999; 1, -1];
% megoldasa teljesen mas:
>A2\b

-99999

-100000

Lathato, hogy a fenti A matrix rosszul kondicionalt egyenletrendszerhez vezet. Szamitsuk ki a
kondicidszamat (svdcondition() a maximalis és minimalis sajatértek hanyadosa):
>svdcondition(Al)

400002

Ez a magas kondicidszam jelzi a rosszul kondicionaltsagot.
Notoriusan rosszul kondicionalt matrix az un. Hilbert-féle matrix:

i 1 1. 1
1 2 3 n W
1 1 1 1
2 3 4 n+1
-1 1 1 1
Hn_ 3 4 5 n+2
i 1 1 . 1
Ln n+l  n+2 2n-1

Szamitsuk ki példaul n=>5 esetén a Hilbert-matrix kondicioszamat:
>svdconditionChilb(5))
476607

A Hilbert matrix kondiciészama novekvd n-re az exponencidlisnal is gyorsabban nd, példaul
n=15 esetén mar 6.32643-10"" az értéke (ez 17 értékes jegy elvesztését jelenti). A numerikus
algoritmusokat ezért el6szeretettel tesztelik Hilbert-matrixokkal.

Ne gondoljuk, hogy rosszul kondicionalt matrixok a gyakorlatban csak ritkan fordulnak el6!
Hogy ezt lassuk, vizsgaljunk meg egy ismert polinomillesztési feladatot.



2.3 Polinomillesztési feladat

Legyenek adottak az x; (j=1, 2, ... ,p) pontokban az y; mérések. Hatarozzuk meg a legkisebb
négyzetek szerint legjobban illeszked6 n-edfokd

y() = P(x) = Y a;x
i=0

polinomot ezekben a pontokban!
Ha az x; koordinatakat hibatlannak tekintjik, akkor a

p p

2,85 = 2y = ¥;)" =min

j=1 j=1

0sszeg minimalizalasaval meghatarozhatjuk az ismeretlen egyttthatkat (paramétereket), ahol

és az alakmatrix

0 n n

X1 X1 1 X1
X: E =

0 n n

Xp Xp 1 Xp

Az egyenletrendszer legkisebb négyzetek szerinti megoldasa megadja a keresett
paramétervektort:

a=(X"X)(X"y).

Kérdés: Vajon ez az egyenletrendszer jol kondicionalt-e? Hatarozzuk meg az (X'X) matrix
kondiciészamat. Az egyszerliség kedvéért legyenek az adatpontok az

x=1,23,..,p

és n=p -2 (n<p kell, hogy teljestljon).
Az alakmatrixra és a kondiciészamra p = 4 esetén (méasodfoku polinom)

. k(X7 X)=5431~5.10%
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X

Il
N
A W N B

adodik. Ha noveljik az adatpontok szamat (egyben a polinom fokszamat), a kondicioszam
meredeken emelkedik:

p==6 k(X" X) = 1,51.10°,



p=7 k(X" X) =7,41-10%,

Az utolso eset 6todfokd polinomnak felel meg. Latszik, hogy ebben az esetben a feladat
rosszul kondicionaltsaga miatt a szamitas soran mar legalabb 8 értékes jegy elveszik! Nem
véletlen tehat, hogy pl. a Vetiileti Szabalyzat eldirja azt, hogy a vetiileti atszamitds soran
maximum 6todfoku polinomot szabad hasznalni.

Kérdés: Megvaltozik-e a helyzet, ha mas (szabalytalan) adatpont halmazt vesziink fel?

Gyakorlat: Legyenek az adatpontjaink x=[1 25 3 45 51 7]. Szamitsuk ki a
polinomillesztési feladat kondiciészamait p = 4, 5, 6 esetére!

Tanécs: hasznaljuk az alabbi Maple parancsot (vagy oldjuk meg Euler-rel a feladatot):
cond(evalm(transpose(X&*X)); [with(linalg);]
Hasonlitsuk 0ssze az eredményeinket az el6zével! Valaszoljunk a kérdésre!

Tanulsag: Legyunk nagyon Ovatosak! Rosszul kondiciondlt feladatok egészen természetes
maodon és tulsagosan is gyakran adodnak.

2.4 Szingularis érték felbontas (SVD)

Elézmények

rang: az A matrix rangja a linearisan fliggetlen sorainak vagy oszlopainak a szama.

Emlékezziink ra, hogy egy n sorbdl és m oszlopbol allé A matrix egy linearis leképezést
valdsit meg egy m dimenzids linearis tér bazisvektoraibdl egy n dimenzids linearis térbe.

ortogonalis matrix: az ortogonalis matrix olyan négyzetes matrix, amelynek oszlopvektorai
paronként egymasra merdlegesek (a merdlegesség itt zérus skalarszorzatot jelent).

Ez azt jelenti, hogy egy ortogondlis matrix a bazisvektorok egymasra merdleges halmazat egy
0j egymasra merdleges bazisvektor halmazra képezi le. Ez a mivelet egy altalanositott
forgatas, mivel geometriailag a ter elforgatasanak es esetleg nehany tengely tukrézesének
felel meg. Igy tehat ortogonalis matrixok szorzata ismét ortogonalis matrix.

sajaterték: az A matrix A sajatértékei azok, amelyekre |A-2,1|=0 teljesdl.

sajatvektor: az A matrix uy sajatvektorai azok, amelyekre Au, = Au, , (U£0) teljesul.

Szimmetrikus matrix sajatértékei mind valdsak, ezen kivil a sajatvektorok valosak és
ortogonalisak. Tehat barmely szimmetrikus A matrix esetén van egy olyan ortogonalis U
matrix, hogy UTAU = A, ahol A a sajatértékekbél alkotott atlos matrix.

vektorok kiilsd szorzata egy (m x n)-es, 1-rangu matrix:

XyT = {Xmyn},

ahol x (m x 1)-es, y (n x 1)-es vektorok.
Egy matrix szingularis érték felbontadsa a matrix abrézolasanak standard formaja. Kéar, hogy
alig tanitjak, mert nemcsak alapvetd matrixfelbontas, hanem egyben rendkiviil hasznos is.

Legyen X egy (n x m)-es matrix és legyen m <n. Az XX és X"X matrixok nemnegativ (m x
m)-es és (n x n)-es szimmetrikus matrixok, azonos {/} valos sajatértéekekkel. Mivel m <n,



ezert legfeljebb r<m nemzérus sajatértek van (r a matrix rangja). Ezért lehetséges r
ortogonalis, (m x 1)-es {Vin} sajatvektort talalni X"X-hez és r ortogonalis, (n x 1)-es {Un}
sajatvektort talalni XX —hez, azaz

X" XVy, = AqVin m=1,..,r (2.3)

XX"U, =2,U,,, m=1,..,r (2.4)

Az alapvet6 eredmény tehat az, hogy barmely X (n x m)-es matrix felbonthaté az alabbi
harom matrix szorzatara

X=UAY2VT, (2.5)

ahol U (n x r)-es és V (m x r)-es matrixok, amelyeknek az oszlopai egymasra ortogonalisak.
A A pedig a sajatértékekbdl alkotott atlos matrix:

\/Z .. 0

0 i A
Ennek a felbontasnak az az elénye, hogy az X matrix hatasat konnyen érthetd részekre bontja:
egy (&ltalanositott) forgatasra, a tengelyek atskalazasara és egy Ujabb forgatasra. Ha ismert ez
a felbontas, kozvetlenil megvalaszolhatunk az X matrixra vonatkoz6 szamos kérdest .

Az X=U AY?V' felbontast az X métrix spektralis abrazolasanak vagy kilsé szorzat
felbontasanak is nevezik (ennek okat 1asd késobb).

Al/Z —

Az SVD tulajdonsagai

1. Ha mar ismerjik a Vi, m =1, ..., r sajatvektorokat, az U, sajatvektorok kiszamithatok:

Um:ixvm m=1,..,r.

N

2. Az Xy matrixok, amelyeket az alabbi (kiils6 szorzat) részosszegek definialnak,

k
X = A UnVi k<r, (2.6)
m=1

a legjobb k-rangu legkisebb négyzetek szerinti kdzelitése X-nek, ha a An-eket nagysag szerint
csokkend sorrendbe rendezziik (A3 >/1,>... >A;). Mivel barmely k<r esetén a kozelités
négyzetes hibja,

gl =Y Jx(m.n) - x (),

végll is igy irhato fel:

A (2.6) felbontés teljesen analdg egy bazisfuggvények szerinti sorfejtéssel, ahol a megfelelé
Am Skalarok négyzetgydkei adjak a matrix spektrumat.



1. gyakorlat

Legyen

1
X=|2
1

w P N

Keresstik meg az X"X matrix sajatértékeit, ezutan szamitsuk ki A*? —t, majd az X matrix SVD
felbontésat, valamint a V1, V, sajatvektorokat.
Ezutan szdmitsuk ki Us-et a fenti képletbdl és a legjobb lkn. 1-rangl X; kozelit6jét X-nek!

Megoldéas (Euler)

% Matrix SVD
>X=[1,2; 2,1; 1,3]
1
2
1
% X".X sajatértékei és sajatvektorai
>{e,V}=eigen(X".X);
% Lam"™1/2 matrix
>Lam=sqrt(diag([2,2].,0,¢e))

WEDN

1.39203+01 0+0i
0+01 4._.24997+01

>U=X_V/sqrt(e)
0.0998137+0i 0.52512+0i
-0.882089+01 0.439712+01
0.460386+01 0.72863+0i

>U._.Lam.V*

1+01 2+01
2+01 1+01
1+01 3+01

% ez az eredeti X matrix
>re(U.Lam.V*®)

1 2
2 1
1 3

% Legjobb l1-rangu kozelitése X-nek
>X1l=sqrt(e[2])*U[:,2]*V[:,2]"

1.12017+0i 1.93026+0i
0.937983+0i 1.61631+0i
1.5543+0i 2.67833+0i
% Eltérések:
>re(X1-X)
0.120174 -0.0697395
-1.06202 0.616313
0.554295 -0.32167
2. gyakorlat
Legyen

1 2 56
X = .
3478
Szamitsuk ki X SVD felbontésat, ezenkivil z‘:n:lim et (k =1, 2).

Unitér (ortogonélis) SVD




unitér matrix (komplex ortogonalis): A™ = A*T (transzponalt konjugalt)
Néha az SVD felbontast négyzetes U és V unitér matrixokkal definialjak. Ezek mérete ekkor

(m x m)-es és (n x n)-es, és ezt tovabbi ortogonalis sajatvektorokkal vald kibovitéssel érik el.
X tovabbra is (m x n)-es matrix, az ortogonalis SVD felbontas pedig

1/2
{A }:uTxv.
0

2.4.1 Szingularis érték felbontas alkalmazasa egyenletek megoldasara.
Pszeudoinverz

Négyzetes, nemszingularis A matrixok esetén az Ax=b egyenlet megoldésa x = A™b.
Altalanosabb esetben az SVD kib6viti a matrix inverz fogalmat szingularis és nem négyzetes

matrixokra az Ax = b egyenlet megoldasa céljabdl.
Az A matrix SVD felbontasa (ortogonalis SVD) a kovetkez6:

A =UAY2VT (2.7)

ahol

Amikor A nemszingularis négyzetes métrix, az A = U A¥ V" egyszerfien invertalhato, U és
V ortogonalitasat kihasznalva és tekintetbe véve azt, hogy AY* (m x m)-es atlés matrix(
r =m) az inverz a kovetkezd lesz:

A—l — (UAl/Z VT)—l — (VT)—l(A]./Z)—l U—l :VA—1/2UT )

A lineéris egyenletrendszer megoldésa tehat x = V A2 UT b.

Ha A szingularis vagy nem négyzetes, AY? nem invertalhato, mivel a f84tl6ban vannak zérus
elemei. Viszont definidlhaté egy A" (n x m)-es pszeudoinverz matrix az alabbi azonossag
szerint: AA" = AA=1.

Ha bevezetjik a

jeldlést, egyszertien igazolhatd, hogy AT =V AY U™ A A matrix zérus elemei a AY**
matrixban is zérusok lesznek (zérus kitoltés). Ha A négyzetes és nemszingularis matrix, a
pszeudoinverz és az inverz azonosak: At = A*.



2.4.2 Legkisebb négyzetek problémajanak megoldasa a pszeudoinverz
segitsegével

Legyen adott az A alakmatrix és egy m-elemii y vektor. Keressilk meg azt az x vektort, amely
minimalizélja az ||AX - y|| normét, azaz az Ax - y maradékvektor hosszat!

Ennek a legkisebb négyzetek problémajanak az egyik megoldasa az x = A"y vektor. A A
matrix definiciojakor elfogadott zérus Kkitdltés miatt a megoldas egyértelmi és |X||min
minimalis normaju.

Az A alakmatrix SVD felbontasat (a pszeudoinverz A* =V AY?*UT SVD eldallitasat)
felhasznalo legkisebb négyzetes megoldas tehat a kovetkez6 lesz:

12+

Példa: Polinomillesztés SVD felbontéssal

Illessziink harmadfoku
3 i
Vi =X k=12 ..)
i=0

polinomotaz x=[0 0,2 04 06 08 1] pontokbanvetty=[-3 -2,6 -2,3 -1,8 -14
-1] mérési adatokhoz!

Megoldas (Maple)
d:=evalf(Svd(A,U,V));

Dl1:=diag( .. elements of d);
az=evalm(V&*(inverse(D1l)&*submatrix(transpose(U)&*y, 1..4, 1..1)));

A megoldasvektor a fenti probléméra az SVD segitségével a kovetkezo lesz:

—2.988 888890 0
1.582010589 . ]01.107°
X= a killénbség: .
0.873015864
—0.462 962 961 0

Azt, hogy egy legkisebb négyzetek probléma mennyire rosszul vagy jol kondicionalt, gyorsan
¢és kozvetleniil meghatarozhatjuk a szingularis értékekb6l. Ugyanis a legkisebb négyzetes
feladat szokasos kondicioszama

KLS(A)Z%a

ahol A (m x n)-es alakmatrix.

Ha /A4, =0, akkor A-nak linearisan 0sszefliggd oszlopai vannak, és a problémat nem lehet
megoldani semmilyen sziikséges pontossaggal. Egy ilyen matrixot ranghianyos matrixnak is
neveznek. Viszont akar négyzetes egy matrix, akar nem, akar ranghianyos, akar nem, a
pszeudoinverze mindig létezik. Eppen ezért tetszéleges A matrixszal felirt legkisebb
négyzetes problémanak altalaban létezik megoldasa, x = A™ y. Ez a megoldas az a legkisebb x
vektor, amelyik egyben minimalizalja a hiba négyzetdsszegét is.

Gyakorlat



Mi a fenti polinomillesztési feladat x5 kondicioszama? Mi lesz a megoldas a
normalegyenletek modszerét hasznalva?

2.4.3 Sulyozott legkisebb négyzetek probléméjanak megoldasa a szingularis
érték felbontas (SVD) segitségével

Legyen adott az A (m x n)-es alakmatrix, P a mérések (m x m)-es sulymatrixa és egy m-
elemi 'y mérési eredmény vektor. Keressik meg azt a (minimalis) X n-elemi
paramétervektort, amely minimalizélja az (Ax-y) P(Ax-y) normat (sulyozott
négyzetosszeget). A hagyomanyos megoldast az

x=(ATPA)(ATPY) (2.8)

Osszefugges adja, a normalegyenletrendszer felallitasan keresztul.
Irjuk fel most az SVD-n alapuldé megoldast, beirva a fenti egyenletbe a PoA matrix
(Po' Po = P, PoA = U AY2 VT SVD felbontasat (mivel AT (PoA) Po,A A = AT P A):

X = ((U Al/Z VT )T U Al/2 VT)-l ((U Al/2 VT )T PO y)

= (VAYRTUTU A VYL v AT YT Py y

= (V AY2T A2\ Ty Ly AT Ty (2.9)

— (VT )-1(Al/2 T Al/Z )—l V-l \V4 Al/Z T UT PO y

=V (AVZT AV2YL AT TPy

=V A" U Pyy
A levezetés 5. soraban feltételeztik, hogy A TAY? invertdlhats. Ha az A matrix
ranghianyos, akkor A*? nem mindegyik f6atlobeli eleme zérustol kiilonbozd, tehat AV T A2
szinguléris (nem invertalhaté). Viszont a pszeudoinverz ekkor is létezik, A% = A¥** (az
el6z6 szakaszban mondottak szerint). Tehat a teljesen altalanos megoldas és ez tetszéleges A
matrix esetén a kovetkezo:

x=V AY* U"p, y (2.10)

Példa: Rosszul kondicionalt Ikn. feladat megoldasa SVD-vel (Euler)

két adatvektort definialunk:

>c1=[1 2 4 8]";
>c2=[3 6 9 12]";

a harmadik ezek lineéris kombinacioja plusz egy kis "zaj"
>c3=c1-4*c2+0.0000001*(random(4,1)-0.5*[1 1 1 1]");

az alakmatrix ezekbdl mint oszlopokbol all és rosszul kondicionalt lesz
>A=cl]c2]c3

1 3 -11
2 6 =22
4 9 -32
8 12 -40

most hasonl6an definidljuk a mérési eredmények vektorat

>y=2*c1-7*c2+0.0001*(random(4,1)-0.5*[1 1 1 1]%)
-19
-38
-55
-68



a stlymatrix:
>P=diag([4,4], 0, [1 4 4 6])
1 0

0 0
0 4 0 0
0 0 4 0
0 0 0 6
1. Megoldas - hagyomanyos normalegyenletekkel
>x=Inv(A".P_.A) _.A" _P.y
-1.82787
-3.0645
0.818348
'maradék’ vektor - y-nal azonos nagysagrendi!!!
>v=y-A_x; sqrt(v".P.v)
41 _.5554
>sqre(y”.y)
97.2317
2. megoldas SVD-vel
>{U,w,V}=svd(sqrt(P).A);
>w
132.397 5.46867 2.48116e-008
>U
-0.0862163 -0.153196 -0.112261
-0.344865 -0.612785 0.709608
-0.505365 -0.490184 -0.681542
-0.786283 0.600621 0.139119
>V
-0.157983 0.958898 0.235702
-0.276482 0.186196 -0.942809
0.947945 0.214115 -0.235702
>Ip=diag([3,3], 0, 1/w[1:3])
0.00755301 0 0
0 0.18286 0
0 0 4.03037e+007

paraméter vektor

>xs=V.Ilp.U"_sqrt(P).y
-244 .46
978.841
246.46

v maradék vektor és v' P v norméja

>vs=y-A_xs; sqrt(vs®.P.vs)
6.45121e-006
>Vs

3.88505e-006
-7.87231e-007
-1.53059e-006

-1.5639e-006

a feladat kondiciészama (maximalis és minimalis sajatértékek hanyadosa):
>max(w)/min(w)

5.33611e+009
2.4.4 Matrix approximacio szingularis érték felbontas (SVD) segitségével

Legyen adott az A (m X n)-es matrix. A (2.6) egyenlet értelmében az SVD felbontasa
csokkené sajatértékei szerinti sor els6 r tagja a matrix legjobb r-ed rangl kozelitését allitja
eld. Ha kiszamitjuk az r+l-edik sajatértéktol kezdve a sajatértékek négyzetdsszegének



négyzetgyokeét, ez az adott r rangu kozelitd A matrix és az eredeti matrix négyzetes eltérését
adja. Valbjaban bebizonyithatd, hogy az SVD adja a legjobb ilyen négyzetes értelemben vett
r-ed rangu kozelitését A-nak. Ha tehat a matrix sajatértékei gyorsan csokkennek, akkor ezek a
kdzelitések négyzetes értelemben mar viszonylag kis r értékre nagyon jok lesznek.

Ez az eljaras alkalmazhatd példaul képtomoritésre, adatrendszer tomoritésre, felulet
approximaciora, stb. A tomorités akkor hatékony, ha r kis érték, mert ekkor csak r(m + n)
darab szdmot kell tarolni, m n szam helyett.

Példa: magyarorszagi geoidfeliillet SVD kozelitése

Euler program:

SVD alkalmazasa a magyarorszagi geoidfeliilet kozelitésére
Beolvasom a geoid adatokat

¢, A, N : 2450 adatpont, 0.1°x0.1° racsra (HGTUB98 megoldas)
>geoid=getmatrix(2450,3, "geoid.txt");
geoidmagassagok racsa 35 sor, 70 oszlop
>N=Flipy(redim(geoid[:,3],35,70));

Kirajzoltatom a kozelitend6 geoidfeliiletet

>huecolor(0); density(N);
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SVD felbontést szamitok
>{U,w,V}=svd(N);

Jol latszik, hogy csokkend sajatértékek szerint van rendezve

>w[1:10]
Column 1 to 6:

2137.49 30.1655 12.7873 4.23156 3.37888 2.95186
Column 7 to 10:

1.90148 1.25895 0.966045 0.879069

Ki is rajzoltathatjuk a matrix spektrumat, és latszik, hogy mivel a geoidfeliilet sima fliggvény,
a sajatertékei igen gyorsan csdkkennek

>wmin=1; wmax=min(size(N)); xplot(wmin:wmax,w[wmin:wmax]):;
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Legjobb n-edfokl SVD kozelités, step -enként kirajzoltatva

>function svdapprox(U,w,V,k,n,step)

$ dm=zeros(rows(U),cols(V));

$ for i=k to n;

$ dm=dm+w[iJ*U[:, i]*V[:,i]";

$ if mod(i,step)==0;

$ cmin=Floor(totalmin(dm)); cmax=Floor(totalmax(dm));

$ linewidth(1); color(l);

$ density(dm); hold on; contour(dm,cmin:0.2:cmax);

$ linewidth(4); color(7); plothun([16,22.9,45.6,49]); hold off;
$ label ("'SVD kozelités rang= "|printf("%g",i),18,45.6);
$
$

$ return dm;
$endfunction
>Na=svdapprox(U,w,V,1,5,5);

&) I\
% = <
e
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SVD kozelltés range 5

a kozelités relativ hibaja

>erel=sgrt(cumsum(w[wmax:-1:1]7°2)/sum(w"™2));
>xplot(wmax:-1:1,erel)
1 35 1.72053e-005 1

kdzelités rms hibaja

>er=sqrt(cumsum(wf[wmax:-1:1]"2)/2450);
>xplot(wmax:-1:1,er[1:wmax])
1 35 0.000743082 43.1891



Lathatd, hogy méar az 5-6d rangu kozelités +/- 10 cm-es kdzephibaval adja vissza a felliletet.
Ez dsszesen 5*(70+35)=525 elem tarolasat jelenti, 2450 elem helyett

>er[wmax:-1:10]
Column 1 to 6:

43.1891 0.676345 0.293312 0.138891 0.109463 0.0855701
Column 7 to 12:
0.0613653 0.0478533 0.0405342 0.0355261 0.0307684 0.0264125

a 10-ed rangu kozelités eltérései abraja

Eltérések [izovonalkaz: 0.2 m)

3 Korszerl statisztikai modszerek

3.1 Statisztikai hipotézisvizsgalat, statisztikai probak

A statisztikai  hipotézisvizsgalatkor altaldban valamilyen feltételezésbdl, az un.
nullhipotézisbél indulunk ki (lasd Detrekdi: Kiegyenlitd szamitasok, 1991). Ilyen feltételezés
lehet példaul két mérési eredményt jellemz6 & és n valdszinliségi valtozo varhato értékének
egyenldsége:

Ho: a(g) = a(n). 3.1)

A nullhipotézissel szembeni valamely mas lehet6séget ellenhipotézisnek vagy alternativanak
nevezzik. Peldaul a (3.1) nullhipotézissel szembeni lehetséges alternativa a kovetkezo:

Ha: a(C) #am). (3.2)

A hipotézisvizsgalatkor a nullhipotézissel kapcsolatosan két alternativ valasz lehetséges: a
nullhipotézist elfogadjuk vagy elutasitjuk. Azt az eljarast, amelynek alapjan egy statisztikai
hipotézis fel6l minta alapjan dontiink, statisztikai probanak nevezzuk.

A prdba alapjan hozott dontés kétféle modon lehet hibas: elsdfajui hiba all fenn, ha a
nullhipotézist elutasitjuk, holott az fenndall; masodfaju hibat kovetiink el, ha elfogadjuk a
nullhipotézist, holott nem all fenn, hanem az alternativa valamely eloszlasa érvényes. A
logikailag lehetséges dontéseket az alabbi sémaban foglalhatjuk dssze.

Ha a nullhipotézist
elfogadjuk elutasitjuk

Ho fennall helyes dontés els6faji hiba

Ho nem all fenn masodfaju hiba helyes dontés




A statisztikai probak konstrukcidja a kovetkezd elven alapszik. A k elemii minta alapjan
meghatdroznak egy olyan tartomanyt, amely, ha a hipotézis igaz, csak egy elére adott igen kis
a valosziniliséggel tartalmazza a mintat. Ezt a tartomanyt kritikus tartomanynak nevezziik, a
kiegészité halmazat pedig elfogadasi tartomanynak hivjuk.

Az elfogadasi tartomany meghatarozasa az Lj, Ly, ..., Ly Kk elemi minta valamely
D(Ly, Ly, ..., Ly) statisztikai fuggvénye (a statisztika) alapjan torténhet. Meghatarozzuk ennek
a fliggvenynek az eloszlasat a Hy nullhipotézis fennallasa esetén. Elére megvalasztott p = 1-a
konfidenciaszinthez meghatarozzuk a

Do = f (p/Ho) (3.3)

konfidenciaintervallumot, amelybe D értéke a H, nullhipotézis fennallasa esetén p
valésziniiséggel esik. Ha a mintabol szamitott D érték ebbe az intervallumba esik, akkor a
nullhipotézist p szinten elfogadjuk, ellenkez6 esetben viszont elutasitjuk.

Az abra alapjan az els6faju hiba valoszinlisége o, a masodfaju hiba elkdvetésének
valoszintisége pedig B. A helyes elutasitds p” = 1 — B valosziniiségét pedig a préba erejének
hivjuk a H alternativ hipotézissel szemben.

A p=1-0 szintet a matematikai statisztikaban altaldban 0,90; 0,95; 0,99 értékben szoktak
felvenni. Geodéziai mérések feldolgozasakor alacsonyabb (példaul 0,80) szint felvétele is
indokolt lehet. Ez azonban azzal jar, hogy az els6faju hiba valdsziniisége ndvekszik.

Ho Hi

I
1
1
1
1
1
1
I
1
1
1
1
e
-
1
1
1
1
1
1

elfogadasi tartomany Ho-ra Kritikus tartomany Ho-ra

»ld
Ll

A proba ereje Hj alternativ hipotézissel szemben

Konkrét feladatok megoldédsakor a hipotézisvizsgalatot célszerii a kovetkezd 1épésekre bontva
elvégezni:

1. A feladat megfogalmazasa, a megfelel? statisztikai proba kivéalasztasa
2. A Ho nullhipotézis felvétele
3. A statisztikai fliggveny eloszlasanak meghatarozasa
4. A statisztika szdmértékének a mintaelemek alapjan torténd meghatarozasa
5. A p = 1-a konfidenciaszint felvétele
6. A statisztikai fggveny elméleti eloszlasabol a p = 1-a  konfidenciaszinthez tartozo
intervallum meghatarozésa
7. Dontés a Hg nullhipotézis elfogadasarél vagy elutasitasardl. A ddntéshez minden
esetben meg kell adni azt a szintet, amelyen a dontés tortent.
A kovetkezdkben néhany, a gyakorlat szdmaéra fontos statisztikai probat targyalunk. A
mondottakat szampéldakkal is illusztraljuk.



3.1.1 Statisztikai préba egyetlen varhat6 értékre
Legyen & N(a, o) normalis eloszlasu valoszinliségi valtozo. Az Ly, Ly, ..., Ly minta alapjan
becslljuk az a varhat6 értéket az a mintakdzéppel. Vizsgalni akarjuk, hogy a minta varhatd
értéeke megegyezik-e valamilyen a, értékkel.
A nullhipotézis ebben az esetben a kovetkezd lehet:

Ho: a = ay. (34)

A kovetkezOkben két fontos esetet kiilonboztetiink meg.

1. A szbrés ismert (u-proba)

Ekkor az

T LB (3.5)

(o2

statisztika standardizalt N(O, 1) normélis eloszlasu. A minta alapjan a statisztika @ értékiinek
adodik. Az elfogadasi tartomanyt a p konfidenciaszinthez tartozo (-up : up) intervallum jelenti.
A dontés ennek megfelelden a kovetkezo:

- ha || <u,, akkor a nullhipotézist a p szinten el kell fogadni;

- ha [a] > u,, akkor a nullhipotézist a p szinten el kell utasitani.

Példa

Kitiiztiink harom pontjaval egy egyenest. Ezutan felallunk egy teodolittal a k6zéps6 ponton és
k = 6 forduloban megmérjiik a két sz€éls6 pontra mend iranyt. A mérési eredmények alapjan a
sz0g a=180° 0’ 3,7”-nek adodott. Az egy forduldban torténd szogmérés szorasa a korabbi
mérések elemzése alapjan o =5” értékii. Kérdés: tekinthetd-e a hdrom pont egy egyenesre
illeszked6nek? A kérdést ugy is megfogalmazhatjuk, hogy lehet-e a méréseink varhato értéke
a=180°0’0"?

A nullhipotézis: Hy: a = ap = 180° 0” 0”.
a,—a
o

A konfidenciaszintet p = 0,90 értékiinek valasztjuk.

A statisztika elméleti értéke az inverz normalis eloszlasbol invnormaldis(0.95) = 1.64

A dontés: mivel |-1,81|>1,64, a nullhipotézist — azaz a hadrom pont egy egyenesre
illeszkedését — a p = 0,90 szinten elvetjuk.

A statisztika: u =

Jk , szamértéke u=-3.7/5*sqre(6) = -1.81

2. A szbras nem ismert (t-préba)

Ebben az esetben a szorast a & tapasztalati szoréssal becsuljik. Ekkor a

t=2078 (3.6)
o)
statisztika f=k—1 szabadsagi fok( t(Student)-eloszlasi. A minta alapjan a statisztika
t értékiinek adodik. Az elfogadasi tartomanyt az f szabadsagi fokhoz és p konfidenciaszinthez
tartozo (-tps : tpr) intervallum jelenti. A dontés ennek megfelelden a kovetkezo:
- ha [t| <t, ; , akkor a nullhipotézist a p szinten el kell fogadni;

- ha [t| > t, ; , akkor a nullhipotézist a p szinten el kell utasitani.

p.f

p.fr
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k = 6 szabadsagi fokl Student eloszlas eloszlasfliggvénye

Példa

Vizsgaljuk az eldbbi esetet, azzal a kiilonbséggel, hogy a szoras helyett a tapasztalati szorés
o =57 értékét tekintjikk kiszamitottnak. Kérdés: tekinthet6-e a hdrom pont egy egyenesre
illeszkedonek?

A nullhipotézis: Hy: a =ap = 180° 0" 0”.

A statisztika; t =202

Jk , szamértéke t=-3.7/5*sqrt(6) = -1.81

(o3
A konfidenciaszintet p = 0,90 értékiinek valasztjuk.
A statisztika elméleti értéke az inverz t eloszlasbdl invtdis(0.95,4) = 2.02
A dontés: mivel |-1,81|<2,02, a nullhipotézist — azaz a harom pont egy egyenesre
illeszkedését — a p = 0,90 szinten elfogadjuk.

3.1.2 Statisztikai proba két varhat6 ertéekre

Legyen & N(ai, o1) normalis eloszlasu, & N(ay, o2) normalis eloszlasu valdszinliségi valtozo.
A &;-re vett k; elemli minta és a E-re vett ky elemli minta alapjan meghataroztuk az a, €s
a, mintakdzepeket. Célul tlizziik ki annak vizsgalatat, hogy a két mintakozép kiilonbsége

megegyezik-¢ valamilyen adott o értékkel.
A nullhipotézis ebben az esetben a kovetkezd:

Ho: a1 —a; = 9. (3.7)

A most felirt nullhipotézis speciélis esete a 6 =0 értéek, ekkor a nullhipotézis a két varhato
érték egyenlOségét fejezi ki. Ha példdul a mérések egy tavolsdgra vonatkoznak, akkor a
nullhipotézis a pontokat Osszekotd irdanyban vett zérus deformécio. Itt is két esetet



kilonboztetlink meg. Az egyikben a o; és o, szorasokat adottnak, a masikban a &, és &,

tapasztalati szorasokat a minta alapjan meghatarozottnak tételezzik fel.
Az els6 esetben az

a—-a,-o a,—a,-o
u= 122 == 122 2,/k1k2 (3.8)
01 %2 \/kzal +ki0
ki ok

statisztika standardizalt N(O, 1) normalis eloszlasu. Ha a minta alapjan a statisztika
U értékiinek adodik és ezt dsszevetjiik valamilyen p konfidenciaszinthez tartozo u, ertékkel, a
dontést a kovetkezOképpen végezhetjiik el:

- ha [a]<u,, akkor a nullhipotézist a p szinten elfogadhatjuk;

- ha [a] > u,, akkor a nullhipotézist a p szinten el kell vetniink.

A masodik esetben a valasztott statisztika a kovetkez0:

. a-a,-o \/klkz(kl tky-2) (3.9)
VK~ + (k, ~1)o? ky +k

Ez a statisztika f=k; + ko—2 szabadsagi foku t-eloszlasu. A minta alapjan a statisztika
t értékiinek adodik. Az elfogadasi tartomanyt az f szabadsagi fokhoz és p konfidenciaszinthez
tartozo (-tps : tpr) intervallum jelenti. A dontés az eddigiekben leirt modon torténik:

- ha [t| <t, ; , akkor a nullhipotézis a p szinten elfogadhato;
-ha [t| > t, ; , akkor a nullhipotézist a p szinten el kell utasitani.
Pelda

Egy volgyzar6 gat elmozdulasanak vizsgalatara elometszéssel meghataroztuk a git egyes
pontjainak a koordinatait. Valamely vizsgalt pontnak a gatra mer6leges koordinataja az egyik
mérési alkalommal k; =7 mérésbdl a = 100,4136 m értékiinek, a masik mérési alkalommal
k=5 mérésb6l a,=100,4184 m értékiinek adodott. A megfelel tapasztalati szorasok
o,= 0,0042 m és 5,=0,0036 m értékiiek voltak.

A kérdés az, hogy méréseink alapjan a két mérési alkalom kozotti idodben mozdulatlannak
tekinthetjuk-e a gatat? Ezt a kérdeést ugy is megfogalmazhatjuk, hogy a ket alkalommal
azonos-e a vizsgalt pont gatra merdleges koordinatajanak a varhat6 értéke?

A nullhipotézis: Hy: a; —a, = 0.

Mivel a szoérdsokat is a mérések alapjan hataroztuk meg, a (3.9) statisztikat kell

felhasznalnunk. Ennek szamertéke méréseink alapjan t=(100.4136-
100.4184)/sqrt(6*0.0042"2+4*0.0036"2)*sqrt(7*5*10/12) = -2.064.

A konfidenciaszint ismét legyen p = 0,90. A statisztika f = k; + kp— 2 = 10 szabadsagi foku.
Az inverz inverz t eloszlasbél invtdis(0.95,10) = 1.813.

A dontés: mivel |-2,064| > 1,813, a nullhipotézist — azaz a mozdulatlansagot — a p = 0,90
szinten elvetjuk. Viszont a p = 0,95 szinthez invtdis(0.975,10) = 2.229 érték tartozik,
igy ezen a szinten a mozdulatlansagot kifejez6 nullhipotézist mar elfogadhatjuk. Az a tény,
hogy a mozdulatlansagot kifejez6 nullhipotézist csak viszonylag magas p értéknel
fogadhatjuk el, arra figyelmeztet, hogy a mozgas fellépése nem kizart.
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3.1.3 Statisztikai proba erésen eltéré6 mintaelemre

Mintavételkor — példaul mérések esetén — eléfordul, hogy valamely mintaclem lényeges
eltérést mutat a tobbihez képest.

Ezzel az esettel talalkozhatunk példaul, ha tavmérével tobbszor megmériink egy tavolsagot.
Ha a mérési sorozat egyik értéke a tobbitdl szemmel lathatéan eltér, felmeriil a kérdés, hogy
ezt az eredményt a tovabbiakban felhasznalhatjuk-e. Ha az eltérés 1ényegesnek tekinthetd,
akkor altalaban indokolt a mérés megismétlése, s az eltéré eredmény fel nem hasznalasa. A
"lényeges eltérés” objektiv — vagy legalabbis azonos feltételek esetén megismételheté —
megitélését segiti a most bemutatasra keriild — Grubbs nevéhez fiiz6d6 — prdba.

Induljunk ki abbdl, hogy a k elemii minta Ly, Ly, ..., Ly elemei ugyanazon N(a, o) normalis
eloszlashoz tartoznak. Legyen a minta legnagyobb eleme Lmax . EKkor a

(3.10)

mennyiség eloszlasa csak a minta k terjedelmétél fiigg. A k mintaterjedelemhez és a
kiilonboz6 p konfidenciaszintekhez meghatarozhatok azok a gy« értékek, melyekre:

P(qup]k): p=1-a. (3.11)

A Qp« értékek meghatarozhatok a

k-1 t 1(2K) k2 (3.12)

Opk =
P \/E \/k_2+t§/(2k),k2

Osszefiiggésbdl, ahol t, 4, @ k=2 szabadsagi fokU t-eloszlashol meghatarozott o/(2k)

szignifikancia szinthez tartozo kritikus érték.

Az eddig leirtak alapjan a gy« érték segitségével megvizsgalhatjuk azt a nullhipotézist, hogy
az Lmax (vagy az Lmin ) @ minta tébbi elemével azonos eloszlasu.

A statisztika:

g =T (3.13)
o
vagy
g =2 tmn (3.14)
o
A dontes:
- ha g<qp ,akkoranullhipotézis a p szinten elfogadhato,
- ha @>qp ,akkor a nullhipotézist a p szinten el kell vetnink.
Pelda

Tavmérével k=6 alkalommal megmértink egy tavolsagot. A mérési eredmenyek a
kovetkezok:

L1 =104,874 m, L,=104,871 m, L;=104,877 m,
L,=104,861 m, Ls= 104,874 m, Le=104,875m.



A méresi eredmenyek kozll az L4 a t6bbitdl erésen eltér. A kérdés az, hogy elfogadhatjuk-e
az eltér6 eredményt a tobbivel azonos N(a,o) eloszlasinak, vagy kiugro értéknek kell
tekintentnk. A kérdés megvalaszolasahoz a most bemutatott probat hasznaljuk fel.
A nullhipotézis: Hy:L, e N(a,o).
A statisztika:
g-2 —_L4 _ 104,872 -104,861 _ 1930,

G 0,0057
A Kkonfidenciaszintet p =0,90 értékiinek valasztjuk. A kritikus qp érték szamithato az Euler
segitségével az inverz t-eloszlasbol:

>k=6; alpha=0.1; a=alpha/(2*k);
>t=invtdis(a,k-2)
-3.95711
>qpk=(k-1)/sqrt(k)*sqrt(t"2/(k-2+t"2))
1.82178

Tehat Co,90:6 = 1,822.

A dontés: mivel 1,930 > 1,822, a nullhipotézist a p = 0,90 konfidenciaszinten el kell
vetnlnk, tehat ezen a szinten nem mondhat6 a 4. mérési eredmény ugyanahhoz a normalis
eloszlashoz tartozonak.



3.2 Intervallumbecslés. Megbizhatdsagi (konfidencia) intervallumok

Ha valamely mérési eredmény normalis eloszlast mutat, akkor a mérendé a mennyiség
legjobb becslése az @ mintak6zép. Bar nagy k elemszamui minta eseteben a-t mar ugy
tekinthetjuk, mint ami kozel van a-hoz, mégis egyrészt a gyakorlatban a mintanagysag nem
mindig tal nagy, masrészt még nagy k esetén is a bizonyos hibat tartalmaz. Annak érdekében,
hogy képet kapjunk az elkovetett pontatlansagrol, sziikségesnek mutatkozhat egy olyan felsé
és egy olyan alsdé hatar megadasa, hogy az ismeretlen paraméter — legalabbis nagy
valoszintiséggel — ezen hatarokon belll legyen. Mas szoval olyan (c, d) intervallumot
kereslink, ami bizonyos értelemben nagy p valoszintiséggel tartalmazza a becsiilt paraméter
tényleges a értékét:

Plc<a<d)=1-g=p. (3.15)

Itt ¢ és d nem allandok, hanem valdsziniiségi valtozok, melyek konkrét értékét mintabol
allapitjuk meg.

Ezt az a allandora vonatkozo Un. konfidencia intervallumot (megbizhatosagi intervallumot)
szabatosabban a kOvetkezéképpen definialjuk.

Fuggjon a & valosziniiségi valtozo eloszlasfliiggvénye az ismeretlen a paramétert6l. Ha elére
adott p =1 - ¢ valosziniiséggel (ahol ¢ kicsi, tehdt p egyhez kozeli sz&m) a &-re vonatkozd
L1, Lo, ..., Lk megfigyeléseknek olyan c¢=c(Ly, Ly, ..., Lg) és d=d(Ly, Ly, ..., Ly
fliggvényét (statisztika) tudjuk konstrualni, amelyekre

P(c<a<d)=1-g=p,

akkor a (c, d) intervallumot az a paraméterre vonatkozO p szintli megbizhatosdagi szintii
konfidencia intervallumnak nevezzik. A p valoszinliség az un. konfidenciaszint. A
konfidenciaszintet legtobbszor 0,90; 0,95; 0,99 értékiinek valasztjadk. Valamely kivalasztott
paraméter esetén a konfidenciaintervallum annal nagyobb, minél kézelebb valasztjuk 1-hez a
konfidenciaszint értékét. Megjegyzendd, hogy a konfidenciaintervallumok meghatarozasahoz
altalaban ismerntink kell a minta eloszlasat.

Valoszinliségi vektorvaltozok esetén sziikséges lehet két vagy tobb paraméter egyidejii
vizsgalata. Ilyenkor lehetséges a (3.15) 0Osszefuiggéssel megadott konfidenciaintervallum
fogalmanak A&ltalanositdsa. Példaul egyvaltozés normalis eloszlas varhaté értékéhez
konfidenciaintervallumot rendelhetiink, kétvaltozés normalis eloszlas varhato értékeihez
konfidenciaellipszist.

Lassunk néhany példat.

3.2.1 Konfidencia intervallum normalis eloszlasu valésziniiségi valtozé varhatoé
értékére

Legyen & N(a, o) normalis eloszlasu valdsziniségi valtozd. Az Ly, Ly, ..., Ly minta alapjan
becslljuk az a varhato értéket az a mintak6zéppel. Tetelezziik fel, hogy a o szorés ismert.
A felsorolt mennyiségekbdl képzett

T LB (3.16)

(o2

valdsziniliségi valtozo standardizalt N(O, 1) normalis eloszlasu. Ennek megfeleléen felirhatjuk
a varhato értékre a kovetkezd szimmetrikus intervallumot:

P(—upsao_g\/ESUpj:pzl—g, (3.17)

o



ebb6l

P(_ p\/_£a<a+u ﬁj:pﬂ—g (3.18)
A konfidencia intervallumra vonatkozé jelélésiink szerint
c=a-u, %
- g (3.19)
d= +upﬁ

Ha példaul p = 0,95, akkor € =1 — p miatt € = 0,05 és az 1 —&/2 = 0,975 értékhez az inverz
normalis eloszlasbol invnormaldis(0.975) = 1.9604 érték adodik u-ra, s igy

o
Pl a -1, 9604— <a<a+19604—— [=0,95.
1o &
A leirtakat szemlélteti a kovetkez6 abra.
1-¢/2
e/2 e/2

v

p=1-¢

1/

—Up Up

A most targyalt eset, tehat az, hogy a varhato értéket a minta alapjan becsuljuk, a szoras
viszont ismert, altalaban akkor fordul eld, ha egyetlen elemii vagy kis elemszamii minta
alapjan kivanunk konfidencia intervallumot meghatarozni. Ilyenkor az ismertnek tekintett
szoras korabbi mérések elemzésébdl nyert érték lehet. A k =1 mintaterjedelemhez tartozé
konfidencia intervallum fontos szerepet jatszik a geodéziai mérések hibahatarainak a
megallapitasakor. Altalaban a hibahatart a szoras haromszorosaként szokas megadni. Ez
megfelel a p = 0,9973 konfidenciaszintii intervallumnak.

Példa

Giroteodolittal k=4 alkalommal megmériink egy azimutot. A négy mérés alapjan a
mintak6zép a = 18° 07’ 05,6”-nek adddott. A szdrast ismertnek, o = 57 értékiinek tételezziik



fel. Hatarozzuk meg a p = 0,90 konfidencia szinthez tartozé intervallumot. A p=0,90
szinthez €¢=0,10 és az 1-¢2=0,95 értekhez az inverz normalis eloszlashol
invnormaldis(0.95) = 1.64521 érték adodik u-ra. Ezt felhasznalva a konfidencia
intervallum hatarai a kovetkezok:

O
C=a—-u.-—2 —18°07'056"-4,1"=18°07'01,5"
p \/E |
d=a+u. -2 =18°07'05,6"+4,1"=18° 07" 09,7"
P Jk

Vizsgaljuk ezutan azt az esetet, amikor a mintakdzepet és a szérast is a mintabdl becsuiljik.

2. A sz0rds nem ismert (t-proba)

Tételezzik fel ismét, hogy & N(a, o) normalis eloszlast valdsziniiségi valtozo. A mondottak

szerint a szorést is, a mintak6zéphez hasonldan, a & tapasztalati szoréssal, k elem{i minta
alapjan becsuljik. Ekkor a

T B (3.20)

valoszintiségi valtoz6 f=k— 1 szabadsagi foku t(Student)-eloszlast kdvet. A varhatd érték
koriili szimmetrikus intervallum ennek megfelelden a kdvetkezd:

P(—tpfsao__a\/ktpf}=p=1—g, (3.21)
, 5 ,
amibd6l
_ o _ o
P(a—tplfﬁﬁaﬁa+tplfﬁj:p:].—s, (322)
azaz a konfidencia intervallum hatarai
c=a-t o
=a-t,—
\/_E ) (3.23)
d=a+t

c
p,fﬁ

A tys értékeket egy adott konfidencia szinthez az inverz t-eloszlasbol hatarozhatjuk meg. Az
abran feltintetett értékeket szemlélve latszik, hogy kis mintaterjedelem esetén a konfidencia
intervallumok — kilondsen a magas konfidencia szinthez tartozék — rendkivil nagyok lesznek.
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Kiilonb6z6 mintaterjedelmekhez tartozo t, ¢ értekek.

Ezért, ha k kicsi, akkor a konfidencia intervallumot célszerli ismertnek tekintett szoras
segitségével meghatarozni.

Példa

Vizsgaljuk az eldbbi esetet, azzal a kiilonbséggel, hogy a szoras helyett a tapasztalati szoras
o =5” értékét tekintjik kiszdmitottnak. A p =0,90 szinthez £ = 0,10 és az 1 -¢/2 =0,95
ertekhez az inverz t eloszlashbol invtdis(0.95,2) = 2.913 eértek adodik ty¢re. Ezt
felhasznalva a konfidencia intervallum hatarai a kdvetkezok:

c=a-t =18°07'05,6"-7,3"=18°06'58,3"

p.f

d=a+t =18°07'05,6"+7,3"=18°07'12,9"

pf

SRR

3.2.2 Konfidencia intervallumok normalis eloszlasu valésziniiségi valtozé
szérasara

Legyen & N(a, o) normalis eloszlasu valdszintiségi valtozo. Becsiiljiikk a ¢ szorast a &-re vett k
elemil minta alapjan a ¢ tapasztalati szoréssal. A konfidencia intervallum az

—2
t 7 (3.24)
(e

valdsziniiségi valtozo f=k— 1 szabadsagi fok( y*-eloszlasabol hatarozhaté meg. Mivel az
abran is lathato, hogy a »° eloszlas nem szimmetrikus a varhaté értékre, ennek kovetkeztében
a varhat6 értéknél bevezetett szimmetrikus intervallumok nem alkalmazhatok.
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Kiilonb6z6 szabadsagi fokokhoz tartozé »° eloszlésok

A »* eloszlas alapjan konfidencia intervallumot altalaban kétféle médon allitanak el§.

Az Un. kétoldali esetben az intervallumot Ugy hatdrozzak meg, hogy annak hatérai a p; = €/2
és p,=1-¢/2 értékéhez tartozzanak. llyenkor azt a két értéket keresik, amelyek altal
meghatarozott intervallum a variancidt p = 1 — ¢ valdsziniliséggel tartalmazza. Az un egyoldali
esetben a most felirt hatarok a p; = 0 és p, = 1 — ¢ ertékekhez tartoznak. llyenkor tehat azt az
egyetlen értéket keresik, amelynél a variancia p valdszintiséggel kisebb.

3.3 A Kalman (Kalman)-sziirés

Sziirésnek azt az eljarast nevezziik, amikor egy alapfolyamatrdl (jel) a zaj hatasat levalasztjuk.
Predikciorol pedig akkor beszélhetiink, amikor nem mért pontban szamitjuk ki a jelet. Ez
lehet akar egy folyamat eldrejelzése a kdovetkezd idOpontban. A Kalman-sziirés mindkét
emlitett feladatot képes megoldani. Els6sorban a Kalman-sziirési technika dinamikus
rendszerek allapotanak becslésére alkalmas mddszer, amelynek elvi alapja a Gauss-féle
legkisebb négyzetek madszeréhez (LKN) kapcsolddik. A Kalman-sziirés szamos alkalmazasat
dolgoztak ki a navigacio, a geodézia, a jarmikovetés (repiildgépek, lirhajok, jarmiivek
iranyitasa), a geologia, a deformécidanalizis, az oceanografia tertletén. A Kalman-sziirés
alkalmazhat6é hatékony rekurziv kiegyenlitésre is, mivel fontos elénye a LKN moddszerével
szemben az, hogy a durva hibék sziirése 1ényegesen hatékonyabb ezzel a mddszerrel.

A Kalman-sziirést legegyszertibb egy példan keresztiil bemutatni. Ezt a jarmiinavigacié
teriletérol vettik. A cél egy jarmi Onmukodd iranyitdsa, viszont ehhez megbizhatd
helyzetinformaciora van szikség. Ezt az informaciot a Kalman-sziirés fogja szolgaltatni.

3.3.1 Linearis rendszerek
A Kalman-sziirést akkor tudjuk a zaj levalasztasara felhasznalni, ha a mért folyamatot egy

linearis rendszerrel lehet leirni. Szamos fizikai folyamat, példaul az uton halado6 jarmi, a Fold
koriil keringd szatellita, vagy egy szinuszos radiojel vivofrekvencia linearis rendszerrel



kozelithetd. Egy linearis rendszer egyszerlien egy olyan folyamat, amelyik az aldbbi két
egyenlettel irhato le.

Allapotegyenlet:

Xk+1 = AXk + Buy + wy (3.25)
Atviteli egyenlet:

Yk = CX¢ + Z (3.26)

A fenti egyenletekben A, B, C matrixok; k az idévaltozo (index); x a rendszer allapota, u a
rendszer ismert bemenete, y a mért kimenete, tovabba w és z a zaj. A w valtozét folyamat
zajnak nevezik, z-t pedig a mérési zajnak. Altalanos esetben ezek mind vektorok és igy tébb
mint egy elembdl allnak. Az x vektor tartalmazza a rendszer jelenlegi allapotat leird 6sszes
paramétert, viszont nem tudjuk kozvetlenil mérni. Ehelyett y-t mérjik, amit a z zaj leront.
Felhasznalhatjuk y-t arra, hogy becslést adjunk x-re, viszont nem vehetjiuk biztosra a benne
foglalt informaciot a zaj miatt.

Példaként vegyiink egy egyenes uton haladd jarmiivet. A modelliinkben a rendszer (jarmi)
allapotat a p helyzete és v sebessége jellemzi. Az u bemenetet az altalunk vezerelt gyorsulasok
jelentik és az y kimenet a mért helyzetinformacioval azonosithatd. Mondjuk azt, hogy
gyorsulasokkal vezéreljik a rendszert és a helyzetét T masodperces id6k6zonként mérjik. Ez
esetben az elemi kinematikai ismereteink szerint a v sebesség a kovetkezd egyenlettel irhato
le:

Vi+1 = Vi + Tug (3.27)
Vagyis egy id06lépéssel késobb (T masodperc mulva) a sebesség egyenld lesz a jelenlegi
sebesség plusz a kiadott gyorsulés szorozva a T id6vel. Viszont a fenti egyenlet nem szolgaltat
pontos ertéket vi+1—re. Ezzel szemben a sebesség véletlenszeriien megvaltozik még a
sz@llokések, katyuk és egyéb elkeriilhetetlen tényezék miatt. A sebesség zaja id6fiiggd
véletlen valtozd. Ezért realisztikusabb modell a kovetkezo:

Vit1 = Vi + Tug + \7k (3.28)
ahol v, a sebesség zaja. Ehhez hasonl6 egyenlet irhatd fel a p helyzetre is:
Pke1 = P+ TV + Y%T2U+ Py (3.29)

ahol p, a helyzet zaja (bizonytalansaga). Most definialhatjuk az x allapotvektort, ami a
helyzetbdl és a sebességvektorbodl all.

X, {pk} (3.30)

Vg

Végil mivel tudjuk, hogy a mért kimenet a jarmii helyzete, az aldbbi linearis

rendszeregyenleteket irhatjuk fel:
X _|! Tx+T2/2u+w
ke1=| g g | ¥k T k T Wk (3.31)

ye =[1 0]x +7



A 7y mérési zaj példaul a mérémiiszer (eljaras) hibdjabol adédik. Ha a jarmiivet szeretnénk
valamilyen visszacsatolasos vezérlorendszerrel iranyitani, sziikségiink van a jarmi p
helyzetének és v sebességének pontos ismeretére. Maskeéppen fogalmazva, az x allapotvektor
ismeretére van szikségunk.

3.3.2 A Kalman-sziirés elmélete és algoritmusa

Tegyiik fel, hogy az elézéekben leirt dinamikus rendszerrel rendelkezink. Szeretnénk a
meglevé y méréseink alapjan becslést adni a rendszer x allapotara. Hogyan tudunk a lehetd
legjobb becslést adni ra? Milyen kritériumnak tegyen eleget a becslésiink? Két nyilvanvalo
kovetelmeényiink van ezzel kapcsolatosan.

Elészor is azt szeretnénk elérni, hogy a becslésiink atlaga megegyezzen a valddi allapot
atlagaval. Vagyis semmiképpen nem szeretnénk torzitott becslést adni ra. Matematikailag
megfogalmazva a becslés varhato értéke egyezzen meg az allapot varhato értékével.
Maésodszor, olyan becslést szeretnénk, amelyik olyan kevéssé tér el a valddi rendszerallapottol
amennyire az csak lehetséges. Matematikai értelemben azt mondjuk, hogy olyan becslést
akarunk talalni, melynek a lehet6 legkisebb a hiba variancija.

Torténetesen éppen a Kalman-sziir6 adta becslés az, amelyik mindkét feltételt kielégiti.
Viszont a Kalman-sziirével végzett becsléshez a rendszeriinket terhelé zajnak bizonyos
feltételeket kell teljesitenie. Fel kell tételeznlink azt, hogy mind a w rendszer zajnak mind a z
mérési zajnak az atlaga zérus. Tovabba fel kell tételezniink, hogy w és z korrelalatlanok.
Vagyis barmely k idépontban wy és z, fiiggetlen valosziniiségi valtozok. Ezutan definialjuk a
kovetkezd zaj kovariancia matrixokat:

Folyamat zaj kovariancia:

S, = E(w,w ) (3.32)
Meérési zaj kovariancia:

S, =E(z,2}) (3.33)

ahol wy és zy a véletlen zaj vektorok transzponaltjai és E(.) jel6li a varhato ertéket.

Most mar végre abban a helyzetben vagyunk, hogy felirhatjuk a Kalman-sziir6 egyenleteit.
Ezeket sokféle, egymassal ekvivalens alakban kifejezhetjik. Az egyik ilyen feliras a
kovetkezo:

K, =ARCT(CPCT +5,)™
X1 = (A% + Buy) + Ky (Vi — CXy) (3.34)
P.i=ARAT +S - APCTS;'CP A

Ez tehat a Kalman-sziir6. Harom egyenletbol all és mindegyik matrixmiiveleteket foglal
magaban. A K matrixot a Kalman-féle nyereségmatrixnak nevezik, a P matrixot pedig a
becslési hiba kovariancia méatrixnak.

Az X Allapot becslési egyenlet elég konnyen értheté. A k+1-edik idépontra vonatkozo
allapotbecslés els6 tagja éppen A-szorosa a k-adik allapotra vonatkozd becslésnek plusz B-
szerese az ismert k idOopontbeli inputnak. Ez lenne az allapotbecslés ha nem volnanak
mérések. Mas szavakkal az 4allapotbecslés az idOben a rendszermodellnek megfelelden
terjedne tovabb. Az X -re vonatkozé egyenlet masodik tagja az allapot korrekci, és azt jelzi,
hogy mennyivel kell megvéaltoztatni a becslést a merés miatt.

Megfigyelve a K-ra vonatkozd egyenletet latszik az, hogy ha nagy a mérési zaj, S; is nagy
lesz, tehat K kicsi, és igy nem adunk nagy hitelt az y méréseinknek a kovetkezé X allapot



becslésenél. Viszont ha kicsi a mérési zaj, S; is kicsi lesz, tehat K nagy, és igy tobb hitelt
adunk a méréseinknek a kovetkezd X allapot becslésénél.

Példa a jarmunavigacio teriiletérol

Az el6zd egyenletekkel leirt rendszert szimuldljuk véletlenszerli gyorsulasokkal, melyek
sz6rasa 0,5 m/s>. A helyzetet 10 m-es kézéphibaval (szérassal) hataroztuk meg (egy szigma).
A kovetkezO abra megmutatja azt, hogy mennyire hatékonyan tudott a Kalman-sziir6
helyzetinformacidt becsulni a nagy mérési zaj ellenére. Az abran piros vonal jelzi a valodi
helyzetet, zold a sziir6 altal becsiilt helyzetet, mig kék jelzi a mért helyzetet.

helyzet (m) Kalman szurd hatékonysaga
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A fenti példat az alabbi Euler fiiggvénnyel allitottuk el6:

10 20 id6 (sec)

Példa Kalman-sziirésre a jarmiinavigacio teriiletérél

function kalman(alpha, duration, dt)

## function kalman(alpha, duration, dt) - Kalman filter simulation
## alpha = forgetting factor (alpha >= 1)

## duration = length of simulation (seconds)

## dt = step size (seconds)

measnoise = 10; ## position measurement noise (meter)
accelnoise = 0.5; ## acceleration noise (meter/sec’2)

=[1dt; 0 1]; ## transition matrix

=[1 0]; ## measurement matrix

=[0; 0]; ## initial state vector
xhat = x; ## initial state estimate

Q = accelnoise”2 * [dt"4/4 dt"3/2; dt"3/2 dt"2]; ## process noise covariance
P = Q; ## initial estimation covariance
R = measnoise”2; ## measurement error covariance

## set up the size of the innovations vector
Inn = zeros(size(R));



pos = []; ## true position array
poshat = []; ## estimated position array
posmeas = [|; ## measured position array

Counter =0;
fort=0 to duration step dt;
Counter = Counter + 1;
## Simulate the process
ProcessNoise = accelnoise * [(dt*2/2)*normal(1,1); dt*normal(1,1)];
X =a. X+ ProcessNoise;
## Simulate the measurement
MeasNoise = measnoise * normal(1,1);
Z=c.x+ MeasNoise;
## Innovation
Inn=z-c. xhat;
## Covariance of Innovation
s=c.P.c'*+R;
## Gain matrix
K=a.P.c".inv(s);
## State estimate
xhat=a.xhat+K. Inn;
## Covariance of prediction error
P=a.P.a'+Q-a.P.c.inv(s).c.P.a;
## Save some parameters in vectors for plotting later
pos = pos_x(1);
posmeas = posmeas_z;
poshat = poshat_xhat(1);
end;

## Plot the results
t=0:dt: duration;

hold off;

color(12); plot(t,posmeas’);
hold on;

color(10); xplot(t,pos");
color(11); plot(t,poshat’);
color(1); hold off;

w=window();

text("idé (sec)", w[3]-120,w[4]);

text("helyzet (m)",w[2],-12);

text("Kalman sz(iré hatékonysaga",w[2]+300,-12);

return 0;

endfunction

3.3.3 Kalman-sziirés alkalmazasa GPS mérések feldolgozasara

A GPS meérések esetében a helymeghatarozas egy egyenletrendszer megoldasat jelenti. Az
egyes egyenletek a GPS miiholdak ismert koordinatai, a mért mithold-vevé tavolsagok és a
vevd ismeretlen koordinatai kozott teremtenek kapcsolatot. Az ismeretlenek (a vevd harom
térbeli koordinatija €s a vevO Ordjadnak igazitatlansaga) egyértelmii meghatarozasahoz
legalabb négy miiholdra végzett egyidejii tavolsagmérésre van sziikség. Altalaban tobb mint
négy mihold egyidejii mérése lehetséges, igy az elkeriilhetetlen mérési hibdk miatt a
helymeghatarozas egyenletrendszere ellentmondasokhoz vezet. Az ellentmondasok
megszintetésének hagyomanyos maddszere a legkisebb négyzetek (LN) modszerén alapulo



kiegyenlités. A helymeghatarozas egyenletrendszere nem hagyomanyos modon, rekurziv
kiegyenlitéssel is megoldhato, amely tulajdonképpen a Kalman-sziirés 0sszeftiggésein alapul.
Ezt a megoldast mutatjuk be most részleteiben mint a Kalman-sziirés egy lehetséges
alkalmazasat a GPS-mérések feldolgozésa teruletén. Latni fogjuk, hogy a Kalman-sziirés
szamos elényos tulajdonsaggal rendelkezik és alkalmas mind statikus mind kinematikus
mérések feldolgozasara.

Induljunk ki a kodtavolsagokon alapuld helymeghatarozas egyenletrendszererébdl (Husti et
al. 2000):

PR ={(X' =x)2+(Y' —y)2+(Z'-2z)2+Cr  i=l.n  (3.35)
ahol o
X,y z az i-edik mithold ismert térbeli derékszogii koordinatai
PR; az i-edik miiholdra végzett tavolsagmérés eredménye
X, Y, Z a vevO ismeretlen térbeli derékszogl koordinatai
Cr a vevo oOrahibdjanak hatasa (az idéeltérés €s a hullam terjedési
sebesség szorzata)
n az észlelt mitholdak szama

A (3.35) egyenletrendszer bal oldalan all6 pszeudotavolsagokat korrigalni kell a légkdr
jelkésleltetd hatasaval illetve a mitholdak oOrajanak igazitatlansagaval, a jobb oldalon levd
mitholdkoordinatdkat pedig a Fold forgasanak hatasaval. A GPS miiholdak oOrdjanak

at® korrekcioja a to. iddpontra érvényes hdrom paraméterrel szamithato:
S (t) =ag +ay(t—tge) + @ (t—tye)?. (3.36)

A Fold forgasanak hatasat pedig a miholdkoordinatakra a jel ¢ terjedési idejét és a Fold
forgasanak w szogsebességét szamitasba véve a kovetkezéképpen irhatjuk fel:

Xi cos(wr) sin(wz) 0| X i
Y |=|-sin(wr) cos(wr) O Y']. (3.37)
V4 0 0o 1||z

A (3.35) egyenletrendszer kozvetlen megoldasat n >4 esetén az egyenletek linearizalasa
nélkul példaul Bancroft mddszere szolgéaltatja. Az egyenletek alkalmas atrendezésével és a g,
h négyesvektorok (g, h>=zi3=1gihi —gsh, Un. Lorentz-metrikajat bevezetve (itt a
koordinatakbol és a PR pszeudotavolsaghol alkotott négyesvektorok szerepelnek)
egyismeretlenes masodfoku egyenletet kapunk. Bancroft eljardsa nem igényel eldzetes
koordinatakat és igy kivaloan alkalmas a vevo elézetes koordinatainak kiszamitasara, amely a
Kalman-szirési eljaras bemeneteként szolgalhat. Megemlitjiik még, hogy Bancroft eljarasa
szamara bemenetként éppen az észlelt mitholdak javitott mitholdkoordinataibdl és korrigélt
pszeudotavolsagokbol mint négyes sorvektorokbdl all6 B matrix szikséges. Az algoritmus
Iépései:

xt vyt zt PR!

X% Y? Z* PR?

B=|". .

X" y" z" PR"



X[ x! x ][ x
FEEYARIRING NEYARAIN
2 Z' Z' Z Z
PR' | | PR Cr||Cr
n=4 <B‘1e, B‘1e>A2 + 2(<B‘1e, B—1a> 1)A+<B‘1a, B‘1a> -0
X 1,2
Z ~A¥.BletBa
Cr
n>4 (B'e,Be)A? +2(B'e,B'a)~1A +(B"a, B a)=0
X 1,2
Z =A"?.B'e+B'a
Cr

ahol B* =(B"B) "B

A Kalman-sziirés a (3.35) egyenletrendszer linearizalt valtozatanak megoldasara alkalmas
rekurziv kiegyenlitési eljaras. Ezért eloszor felirjuk a helymeghatdrozas linearizalt egyenleteit
a (3.35) jobb oldalanak Taylor-sorba fejtésével és a magasabb fokszamu tagok
elhanyagolasaval. A linearizalt egyenlet:

X'

: _ yAR .
PR = ph— 20 ax - L Yoay L 20 a7 400 izt (3.39)
Po Po Po
ahol
Xo, Yo, Zo a vevo eldzetes térbeli derékszogli koordinatai
AX, AY, AZ az eldzetes koordinatak javitasa
p(i) = \/ (X _ Xo)2 +(Y _ yo)2 +(Z _ ZO)2 a geometriai tavolsag kozelito értéke,

amely a vevo kozelitd koordinatainak ismeretében szamithato.
Az igy levezetett linearis kozvetitd egyenletrendszer matrixos alakban a kovetkezo:

I=AX

részletesebben:



CXtexg Yoy, Z'-gg +17
1 1 1
PR, - p3 Po 2,00 2,00 AX
2
2 X=X Y- -1
PRo—po |_| -2 - 2y° -=——% +1||AY | (3.39)
: Po Po Po || Az
n . . . .
PRy = po X"=xg YY"y, Z"-zg 1 Cr
. Po P0 P0 |

A fenti egyenletrendszer megoldasa rekurziv kiegyenlitéssel is torténhet a Kalman-sziirés
osszefliggéseinek az alkalmazasaval. Jeloljik az A alakmatrix i-edik sorat a h' vektorral, a
négy ismeretlent tartalmazé allapotvektort pedig az x vektorral. A (3.39)-es egyenletrendszer
megoldasahoz a Kalman-sziirés Osszefliggései szerint a kdvetkezd iteracios 1épésekre van
szlikség:

Ki=P-h'-(h""-P-h' +R)™
Xig =X +K, - (I, =h"T.x;) . (3.40)
Pin=PF - K, -h'T By

Az iteracio utolso Iépése utan a P matrix a normalmatrix inverzévé valik. A Kalman-sziirés
elénye az, hogy az egyes idopontokhoz tartozo helyzet-adatok simithatok. Ez egyszeriien Ggy
valosithatd meg, hogy az x ismeretlenek és a P kovarianciamatrixuk az el6z6 epochaban
meghatdrozott matrix és egy predikcids tapasztalati tényezé Osszegeként lesz felvéve. Ez a
tapasztalati tényez0 tulajdonképpen a futo atlagolas hosszaval analég mennyiség. A modszer
tovabba tartalmazza azt is, hogy ha valamelyik id6pontban négynél kevesebb miiholdat
észleliink (példaul kinematikus mérés esetén), akkor a modszer ehhez az iddponthoz is
szolgéltat helyzet-adatot (Takacs, 2001).

A Kalman-sziirés tehat a kodtavolsagok feldolgozasaval nemcsak a vevd folyamatos helyzetét
adja meg, hanem az egyes epochakhoz tartozd vevd orakorrekcid értékét is.

Normélmatrix inverzével illetve Kalman-sziiréssel torténé megoldasok dsszevetése
Egy egyszerli példan demonstraljuk a kodtavolsdgokkal torténd helymeghatirozas kétféle
eljarasat és vetjik 0ssze a kapott eredményeket. A szampeldaban egy epochaban észlelt 6

GPS mitholdra a kovetkez6 adataink vannak.

Miiholdkoordinatak és mért kodtavolsagok (m):

X Y z

14177509.188 -18814750.65 12243944 .449

15097198.146 -4636098.555 21326705.426

23460341 .997 -9433577.991 8174873.599

-8206498.071 -18217989.839 17605227 .065
1399135.83 -17563786.82 19705534 .862

6995655.459 -23537808.269 -9927906.485

PR

21119263.116
22527063.486
23674159.579
20951643.862
20155386.649
24222112 .972

Eldzetes koordinatakat és vevd oOrahibat szamitunk az elsé négy mithold kodtavolsagaibol
Bancroft eljarasaval:

Xo Yo Zp Cr
596902.7678 -4847836.3767 4088214 .5698 8.7692



Ezutén felallitjuk a linearizalt egyenletrendszert a kozelitd koordinatakkal (3.39) szerint.

Az A alakmétrix:

-0.6430434144817 0.6613351396979 -0.386174830993 1
-0.6436830972644 0.0093992607280 -0.765234424339 1
-0.9657543376721 0.1937022602350 -0.172620953674 1
0.4201775172811 0.6381440525425 -0.645153487300 1
-0.0398024121859 0.6308958390619 -0.774845925483 1
-0.2641698855464 0.7716078388939 0.578649820295 1

Az | tisztatagvektor:

-5.216937914491
-8.360058475286
-17.52516719699

21.09123019129
-1.381752319634
0.4555279240012

A normélegyenletrendszer megoldésa a dx ismeretlenek vektora:

25.44498451404
-1.64096977165
1.68243450462
8.63329334780

A végleges vevo koordinatak és a vevd Orahiba (m):

596928.2128
-4847838.0176
4088216.2523
17.4024

A Kalman-sziirésen alapuld megoldashoz felvesszik egységnek az R matrixot (ez most
egyetlen elem), a P matrixot a f3atloban 10° értékii szamokkal toltjiik fel és a dx valtozésok
vektorat kiindulasként zérussal tessziik egyenlové.

A fentieket és a Kalman-sziirést a kovetkez6 rovid Euler-program illusztralja:

% Szamitas Kalman-sziréssel
>function kupdate(x,P,A,I1,R)
omc=1-A.X;

AP=A_P;

invar=AP.A"+R;
K=AP*/invar;

X=X+K.omc;

P=P-K_.AP;

return {x,P};

$endfunction

LR R R R

% pszeudotavolsag variancigja (R)
>prvar=1;

>P=1.0e6*1d(4);
>deltx=zeros(4,1);

% a szamitas lépései
>h=A[1,:];
>{deltx,P}=kupdate(deltx,P,h,I[1],prvar);

>h=A[6, :1;
>{deltx,P}=kupdate(deltx,P,h,1[6],prvar);



A szamitas soran az allapotvektor a kovetkez6képpen valtozik:

dx dxo dX3 dxq4 dX5 dXe
1.6773 2.3621 16.6320 23.6356 29.2038 25.444915
-1.7250 2.3566 10.2962 7.6202 -4.2326 -1.640867
1.0073 4.1179 -9.9551 -5.2317 11.1631 1.682394
-2.6084 -3.6663 -5.1754 2.9219 16.5725 8.633203

Lathato, hogy az utolso lépésben a Kalman-sziirés ugyanazt a dx megoldast szolgaltatta mint
a LKN modszere. A P métrix pedig a normalmatrix inverzévé valt:

P-(ATA™:

-1.33059e-005 2.52224e-005 -9.54152e-006 -2.06549e-005
2.52224e-005 -5.00663e-005 1.8600e-005 4.04269e-005
-9.54146e-006 1.86001e-005 -7.4851e-006 -1.53055e-005
-2.06549e-005 4.0427e-005 -1.53056e-005 -3.28803e-005

A Kalman-sziirés ebben az esetben tehat rekurziv kiegyenlitésként is felfoghato és teljesen
azonos megoldast szolgaltat a LKN modszerével. Viszont ahogy lattuk, a Kalman-sziirésen
alapulé megoldas elénye az, hogy nem kell invertalni a normalmatrixot.

A kovetkezOkben a Kalman-sziirést tobb epochaban végzett GPS kodtavolsdg mérések
feldolgozasara fogjuk hasznalni.

Kidolgozott szampélda a kodtavolsagokkal torténé Kalman-sziirésre tobb epochaban

Nézzlk, hogyan alkalmazhatjuk a fenti algoritmust statikus GPS-mérések feldolgozasara és a
veve oOrakorrekcio értékének becslésére. A feldolgozashoz a Kai Borre altal it MATLAB
programcsomagot hasznaltuk fel. A feldolgozashoz sziikséges fobb MATLAB éalloméanyok
rovid leirasukkal egyiitt a kovetkezok:

kalclock.m Vevo érahiba és helyzet becslése RINEX o és n-fajlbol (f6 eljaras)
rinexe.m RINEX navigaciés (n) allomany olvaséasa

anheader.m RINEX o-alloméany fejlécének elemzése (mérési tipusok és ant. magassag)
get_eph.m Fedélzeti palyaadatok kinyerése

fobs_typ.m Adott tipust mérési adatok kinyerése

grabdata.m Az adott epochéra és miiholdra vonatkozo mérések kinyerése

b _point.m A vevé elbzetes koordinatainak szamitasa a Bancroft algoritmussal
bancroft.m A vevo helyzetének szamitasa Bancroft algoritmusaval
fepoch_0.m A kovetkezd epocha méréseinek kivétele egy RINEX allomanybol
find_eph.m Az adott miholdra vonatkozo fedélzeti palyaadatok kinyerése
check_t.m A GPS-id6 ellendrzése

satpos.m Szatellita helyzetének szamitésa fedélzeti palyaadatokbél
e_r_corr.m Szatellita helyzetének foldforgas korrekcidja

togeod.m Ellipszoidi foldrajzi koordinatak szamitésa térbeli der. koord.-bél
topocent.m Egy vektor transzformalasa topocentrikus rendszerbe

tropo.m A troposzféra jelkésleltetésének szamitasa

normals.m A normalegyenletek Gjabb mitholdhoz tartoz6 adatainak eléallitasa
k_update.m A Kalman-sziirés i-edik 1épése

A feldolgozando statikus adatok kivalasztott 80 epocha 15 masodperces idékozonkénti
kodtavolsdg mérései. Ezek és a navigacidos adatok a pta.960 és pta.96n RINEX
allomanyokban vannak. Az egy masodperces kinematikus merés adatait pedig a 88.obs és
88.nav RINEX fajlok tartalmazzak. A kinematikus mérés RINEX allomanyanak egy részlete:



2 OBSERVATION DATA GPS RINEX VERSION / TYPE
TerraSat GeoGenius GPS+GLONASS Decoder 20-May-98 09:41:46 PGM / RUN BY / DATE
8874 88741340 MARKER NAME

OBSERVER / AGENCY
8874 TRIMBLE 722 306 REC # / TYPE / VERS
00000000 EXT_UNKNOWN ANT # / TYPE
4178843.769 854026.187  4727065.313 APPROX POSITION XYZ
0.0000 0.0000 0.0000 ANTENNA: DELTA H/E/N

1 1 0 WAVELENGTH FACT L1/2

5 C1l P2 L1 L2 D1 # / TYPES OF OBSERV

1 INTERVAL

1998 5 14 11 15 0.000000 GPS TIME OF FIRST OBS

9 # OF SATELLITES

END OF HEADER

98 5 14 11 15 0.0000000 O 7 03 06 10 17 22 23 25

23011038.648 23011043.582 -2520095.87209 -1914184.28209 -2346.406
22656486.766 22656490.926 2846831.78809  2218308.78509 3111.547
25208044 .570 25208052.648 2792763.41809  2092367.57209 3176.844
20516141.266 20516144 .699 397408 .55809 310868.69809 840.875
20672087 .805 20672091.133 -472788.02909 -359572.74609 -65.578
23742052.258 23742058.809 -2707431.84709 -2071248_37809 -2522.453
24089939.922 24089947.273 3598636.03909  2712164.63209 3846.781
98 5 14 11 15 1.0000000 O 7 03 06 10 17 22 23 25

23010592.219 23010597.047 -2522442.03709 -1916012.46109 -2346.078
22657078 .656 22657082.781 2849943.61009 2220733.58209 3111.953
25208649.234 25208657.277 2795940.67109  2094843.36209 3177.453
20516301.500 20516304 .898 398249.89809 311524 .28709 841.672
20672075.508 20672078.883 -472853.14409 -359623.48509 -64.797
23741572.055 23741578.949 -2709954.05209 -2073213.72409 -2522.094
24090671.664 24090678.664 3602483.07409  2715162.31209 3847.078

Erdemes megnézni a kalclock.m eljaras vazlatat, amely a Kalman-sziirési algoritmust
megvaldsitja.

function offset = kalclock(ofile, navfile, extended_filter)
% KALCLOCK Estimates receiver clock offset and position as

% read from the RINEX o-Ffile. A RINEX navigation
% nav-file is also needed.
% Extended filter is used, if extended_filter = 1

%Typical call: kalclock("pta.960", "pta.96n", 1)
%Kai Borre 03-29-97
%Copyright (c) by Kai Borre
%$Revision: 1.0 $ $Date: 1997/09/22 $
Itt a navigécios és kédmérési adatok beolvasésa torténik meg
Ezutan el6zetes allomas koordinatat hatarozunk meg Bancroft eljarasavail:
pos = b_point(pr,sv,tr_RAW,navfile);
fprintf(["\nPreliminary position:\n X = %10.2f Y = %10.2fF", ...
" Z = %0.2F T = %10.2FA\n\n"], pos(1l),pos(2),pos(3),pos(4))
Epochankénti feldolgozéas kovetkezik:
for iepoch = 1:max_epochs % loop over epochs
itt beolvassuk az adott epochéhoz tartozé méréseket a RINEX allomanybol
felallitjuk miiholdanként a linearizalt mérési egyenleteket:
for jsat = 1:NoSv
miihold éra korrekcié szamitasa:
sat_clk _corr = a0 + (al + a2*dt)*dt;
tx GPS = tx RAW - sat clk corr;

miihold geocentrikus helyvektoranak szamitasa:
X = satpos(tx_GPS, Eph(:,k));

foldforgas korrekcid iterativ szamitésa:



traveltime 70.e-3; % First guess: 70 ms
for iter t2

Rot_X = e_r_corr(traveltime, X);

rho = norm(Rot_X - pos(1:3,1));

traveltime = rho/v_light;
end; % iter-loop

1
=l

troposzférikus jelkésleltetés:
corrected_pseudorange = pr(Jsat) - ...
tropo(sin(el),h/1000,1013.0,293.0,50.0,0.0,0.0,0.0);

linearizalt mérési egyenletek feldllitasa az adott GPS holdra:

dx = Rot_X(1) - pos(1,1);

dy = Rot_X(2) - pos(2,1);

dz = Rot_X(3) - pos(3,1);

distance = norm([dx dy dz]); % sqrt(dx"2+dy~2+dz"2);
calculated_pseudorange = distance - v_light*sat_clk_corr;
Y = corrected_pseudorange - calculated_pseudorange;

H(1,1) = -dx/distance;
H(2,1) = -dy/distance;
H(3,1) = -dz/distance;
H(4,1) = v_light;

Kalman-sziirés kovetkez6 lépése (update):
[x,P] = k_update(x,P,H",Y,pseudorange_variance);

end; % jsat-loop

javitott allomaskoordinatak az update utan:
pos(1:3,1) = pos(1:3,1)+x(1:3,1);

vevo orajavitas az adott epochéra:
rec_clk_offset(l,iepoch) = x(4,1);

end % iepoch-loop
GPS vevoé pozicidja:
fprintf("\n Solution: %6.2F %6.2F %6.2F %6.2A\n", ...
x(1), x(2), x(3), x(4)*1.e9)
pos(1:3,1) = pos(1:3,1)+x(1:3,1)

vevod orahibaja (nanoszekundum):
offset = rec_clk offset*1.e9;

Végul nézzik meg az eredményeket bemutatd néhany abrat.

Kalman sziirdvel meghatarozott vevé érahiba Kalman sziirével meghatarozott vevd helyzet
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—400 I 1 80 |
-600F 160]
-800 - - y - - y - 140 . . . . . . .
W e B () 0 10 20 30 40 50 60 70 80

Epochak, intervallum: 15s Epochak, intervallum: 15s

Statikus méréssel meghatarozott vevo
koordinatak (magassagi komponens)

Statikus mérés vevo oOrahibai



Kalman sziirével meghatarozott vevé helyzet
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Az abrakrol jol latszik, hogy néhany epochanyi inicializacioé utan a Kalman-sziir6 ,,magara
talal”, és korrekt helyzet-, és oOrajavitas informéaciot szolgaltat. Kilénésen kinematikus
merésnél tesz a Kalman-sziird jo szolgalatot, hiszen az ilyen mérésnél gyakran eléfordulhat
az, hogy csak négynél kevesebb miiholdat lat a vevd, viszont a helymeghatarozast a Kalman-
szlird segitségével ekkor is el tudjuk végezni.



3.4 Robusztus becslési eljarasok

A statisztikai becslések felhasznélési teriiletein eldforduld megfigyelésekrdl megallapithato,
hogy egyes kivételes esetektdl eltekintve, hibaeloszlasuk nem kdveti a normalis eloszlést, bar
ezt a nagy szamok torvénye alapjan altalaban feltételezik. A valamely paraméteres modell
alapjan létrehozott optimalis becslések altaldban nagyon érzékenyek a modelltdl valo
eltérésre. Sajnos ezek a modellek szinte sohasem igazak; a hasznalatuk soran felmerdilt
problémék vezettek arra, hogy a 60-as évektdl fellendiilt az ilyen eltérésekkel szemben
kevéshé érzékeny (robusztus) becslések kutatasa.
A modelltdl valo eltérések okai 4 f6 csoportba sorolhatok:
1. durva hibdk eléfordulésa: egy értéket nem pontosan masoltak le, rosszul olvastdk le a
mérdeszkozrol, vagy valami mast mértek (pl. hibas iranyzas)
2. a mérések eleve korlatozott pontossagtiak, kerekitések elédfordulhatnak
3. gyakran el6fordul, hogy a valddi eloszlas kiilonbozik a paraméteres modellben levotol.
Sokszor maga a modell is csak kozelitdleg érvényes, vagy a paramétere idében valtozo
mennyiseg
4. hosszu és latszolag fiiggetlen adatsorozatok is mutathatnak jelentds korrelaciot.
Az irodalomban talalhatunk példakat a fenti okokra: Hampel szerint 5-10%-0s durva hiba
ink&bb szabalynak latszik, nem kivételnek.
A modelltdl valo eltérések nem hagyhatok figyelmen kivil a gyakorlatban, mert még enyhe és
észrevehetetlen eltérések is teljesen elronthatjdk az ’optimalis’ becslés viselkedését. A
robusztus becsléseket akkor hasznaljuk, ha a kiugrd (outlier) értekeket elhagyni, vagy
stlyukat csokkenteni szeretnénk, tehat olyan modszert alkalmazunk, amely jol mikodik a
modellben kiugro értékek és mas eltérések esetén is.
A robusztus becslések f0 megkdzelitési modja az, hogy létrehozunk egy modellt a
paraméteres modellt6l valo eltérések kezelésére, és olyan becsléseket keresiink, melyek jol
megfelelnek ennek a modellnek, és kozelitdleg optimalisak.
A robusztus becslések alapvetd jellemzdéje az, hogy kevéssé érzékenyek a feltételezett
paraméteres modellt]l eltérd eloszlasti adatsorokbdl torténd paraméterbecslésre. Az
érzékenyseg pedig annak a mértéke, hogy egy lokalis zavaro hatds mennyire befolyasolja a
becslés ertéket.

3.4.1 A robusztus M-becsl6k jellemzése

Az M-becslok (Maximum Likelihood) osztadlydba tartozd becslési moddszerek az X
paramétervektort az L(y, X) likelihood figgvény maximumabol hatarozzak meg, ahol

L(y,x):ﬁf(yi,x) =1, ...,n, (3.41)
i=1

ha az yi, ... , Yo minta feltételezhetéen f(y, X) striségfiiggvényli eloszlasbol szarmazik. A
megoldas szokdsos modszere az, hogy a (3.41) likelihood fuggvény helyett annak negativ
logaritmusat, a p célfliggvényt minimalizaljuk (mivel In szigoran monoton névekvo):

—InL(y,x) ==Y In f(y;,x) =D p(y;,x). (3.42)
i1 i—1

A vizsgalt fliggvény szélséértékét derivaltjanak zérushelyeként is megkaphatjuk:

%{ip(yi,x)} -0, (343
i=1



vagyls a minimumképzés egyenlet(rendszer) megoldasara vezethetd vissza. Nevezziik a
P(y) = p’(y) fliggvényt a becslés hatasfuggvényének, és definialjuk az w(y) sulyfiggvényt a
kovetkezOképpen:

a)(y)zy y=0. (3.44)

Az ismertebb eloszlastipusokra a varhato érték M-becslése a kovetkezOképpen alakul:
a) normalis eloszlas

y? 2

fiy)=e 2 ()= () =y o(y) =1

az M-becslés az atlaggal egyezik meg.

b) szimmetrikusan exponencialis eloszlas (Laplace)

N : 1
f(y)=e” PO =y, Y=gy o=
az M-becslés a mediannal egyezik meg.
c) Cauchy eloszlas
1 2 2y 2
f(y)= =In(l+ Y(y)= o(y)=
(y) 1+ y? p(y)=In+y?) (y) Try? (y) Ty

az M-becslés csak iteracioval hatarozhatd meg.

Az a)-c) hatasfiiggvényeket szemlélteti a kovetkez6 abra.
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hatasfuggvény

. . nomélis
—_e— e — - — - A A 1— |~ - exponencialis
- - - Cauchy

fuggetlen valtozo

Lathatd, hogy a normalis eloszlas hatasfliggvénye nem korlatos, ezért nem is robusztus, de a
b)-c) becslék mar robusztusak. A tapasztalatok szerint a geodéziai mérési eredmények
hibaeloszlasa kdzépen normalis, de a széleken bizonytalan. Ezen segitendd, Huber az alabbi
hatasfiiggvenyt javasolta (peldaul az a = 1,50 paraméter értéket felvéve):

1 halyl<a

(y) = ﬁ egyébként -

Y, haly|<a

Y(y) =
) {asigny egyébként



Késébb Hampel a durva hibak biztos kizarasa érdekében az intervallumbeosztast tovabb
finomitva a hatasfliggvenyt a széleken csokkentette (pl. a = 20, b = 40, ¢ = 80 értékekkel):

y, ha|y|£a 1,a ha|y|£a
asigny haa<l|y|<b haa<l|y|<b

Y(y)=1a(csigny-y) o(y) = 1y .
 ¢-b hab,<|%/|§c _a(l_—cc), hab<|y<c
0 egyébként 0 ha |y| -

Ezt a hatasfuggvényt alkalmaztak peldaul a dan alaphaldzat kiegyenlitése soran (Borre, 1983).
3.4.2 M-becslb6k alkalmazasa kbzvetett mérések kiegyenlitésére

Alkalmazzuk ezutdn Hampel mddszerét az r elemi x paramétervektor becslésére, ha a v
hibavektor az x-t6l linearisan fiigg:

v=Ax-I és A= [ail j ij:ll’nr . (3.45)

Ha a v hibavektort tekintjuk mintanak, feltételezve, hogy f(v, x) eloszlasfiiggvénye ismert,

akkor levezethetd a (3.42) likelihood figgvény, vagyis felirhatd az x paramétervektor legjobb
becslésenek feltételi egyenlete:

Zn:p(vi,x):min.

i=1

Oldjuk meg (3.45) figyelembe vételével az aktualis szélséérték feladatot:

r
Z ij J i i=1,...,n

ezert (3.46)

dx,

¢és igy (3.43) a kovetkezdképpen alakul

D do(v; (X)) dv; n

Z v,0)=> p(Y; ())d—_Za,k‘P(v) 0  k=1..r
k i=1 i=1l i k

ami tdmoritett irasmaédban

¥(vy)
ATW(v)=0 ahol (V) =|¥(v,)|. (3.47)

Lattuk, hogy a normalis eloszlas hatasfliiggvenye P(v) =v, ezért (3.47) a kovetkezd alakot
veszi fel:

A'v=AT(Ax-1)=0,



melybdl a legkisebb négyzetek modszerével kapott megoldas mar levezethetd:
x=(ATA)TATI

Nézziuk most meg, hogy néznek ki a Hampel moédszerébdl levezetett feltételi egyenletek!

Feltesszilk, hogy az A matrixot a v; hibak nagysaga alapjan fliggblegesen 4 almatrixra

bonthatjuk, melyek legyenek rendre A; (lvii<a), A; (@<|vi<h), As (b<|v|<c) és
A4 (c < |vi|). Ennek megfeleléen particionaljuk (3.45)-ben a v hibavektort és I-et is:

1 Al Il

\Y;
2 2 2
\% A I
= X — . 3.48
ve AS I3 ( )
vt A? |4

Ezutan irjuk fel (3.47)-et is particionalva:

y(vh
2
AT AL AL AT} YOI
Y(v7)
y(v*)
Tehat
ATV +ATP(V)+ATP(V) +AJP(Vv) =0. (3.49)

A megfelel6 hatasfiiggvények behelyettesitésével adodik:
Al Vv + Aasignv? + Aj ﬁ(csign vi-v¥)=0.
A v' = A.x—1. (3.48) behelyettesitése utan kapjuk:
Al (Ax—1)+Alasignv? + A] ﬁ(csign Vil —AX)=0.
Az egyenletet rendezve adddik:
[AIA1 —ALA, ﬁ}x =Al,)-Alasignv? +Aj] ﬁ(csign vitly).
Végeredmenyben tehat egy Bx = d alaku egyenletrendszerhez jutunk, ahol

B=ATPA és d=ATPI-aA"Qsignv, (3.50)

ahol P és Q atlos stilymatrixok, melyeknek foatloelemei

1 halvi|<a 1 ha a<|v;|<b

a b
pi;j: E hab<|Vi|SC qi,j: —b

- hab<|vi<c.
0 egyébként 0 egyébként



Mivel a megoldas iteracioban torténik, ezért sign v-t 1épésenként konstansként kell kezelni, és
a v ellentmondas-vektor alapjan a kiegyenlitést mindig az aktualis osztalyba sorolasnak
megfelelden ismételjiik meg. Az X paramétervektor kezddértékét pedig a feladat jellegétdl
fliggden becsléssel allapitjuk meg.

Huber mddszerének munkaképleteit killon nem részletezzilk, mivel azt a Hampel mddszer
specialis esetekent (b = ¢ = o) mar tartalmazza.

3.4.3 A W-becslés, mint az M-becslés kozelité formaja

A hatésfiiggvény onkényes megvalasztdsa a paraméterbecslés gyakorlati kivitelezhetdségét
teszi kétségessé, mert nemlinearis egyenletrendszer megoldasahoz vezethet. Térjiink vissza
ezeért a kozvetett mérések M-becslése megoldasanak (3.47) alapképletéhez:

AT (v)=0, ahol v; =v;(x).

Lattuk, hogy a (3.47) feladatot a paramétervektor egy x° kezdd becslésébdl indulva iteracidval
kell megoldani, mert a hatasfuggvény eértelmezése intervallum-szakaszonként kiilonbozo.
Tehét a k-adik iteracios 1épésben a paramétervektor megeléz6 x“*-edik becslésébél irhatjuk
fel a megfeleld ¥(v;) fuggvényeket, es oldhatjuk meg (3.47)-et a paramétervektor kdvetkezéd
x“* becslése céljabol:

AT¥(v(x*)) =0. (3.51)

A W-becslés, ami végeredményében sulyozott Kiegyenlitést jelent, a ¥(v) hatasfliggvénynek
az w(v) sulyfiiggvénnyel valod kovetkez6 kozelitésén alapszik:

P (v; (x* 1))

v (0D Vi (x4) = (v (XK 1))v (x4, (352)

P (v; (x¥)) ~

ami praktikusan barmely hatasfiiggvény esetén lehet6vé teszi a kozelit6 M-becslést, mivel
(3.52) alapjan (3.51) megoldasa: :

ATPv=0 v=AxK—|

alakban adddik, ahol P atlés sulymatrix és
P =oM< i=1..n.
Tehat az x paramétervektor Uj becslését az
ATPAXK =ATPI (3.53)

egyenletrendszer megoldasaként kapjuk, ami kozismerten a sulyozott megfigyeléseken
alapulé kiegyenlités megoldasa.

Hangsulyozni kell, hogy a W-becslés és az M-becslés nem azonosak, még akkor sem, ha
ugyanazon a hatasfiiggvényen alapulnak. Az viszont igaz, hogy a két mddszer fixpontja
sziikségszerlien egybeesik, tehat ha az x paramétervektor az egyik modszernek fixpontja (ami
azt jelenti, hogy x** = x* = x teljesil), akkor fixpontja lesz a masik eljarasnak is. Problémat
csak az jelent, hogy egyik mddszernel sem garantalt, hogy az iteracid eléri a fixpontot
(sz€lsOséges esetben akar divergens is lehet).

3.4.4 A sikbeli Helmert-transzformaci6 robusztus megoldasa

Az alapfeladat a kovetkezd:



Legyen adott a sikon egy Pi(&;, #i) pontsorozat, melyet egy Helmert-transzformacio (forgatas,
nyujtas, eltolas) képez le a Qi(X, Yi) pontsorozatba. Hatarozzuk meg a nevezett
transzformacié paramétereit, melynek ismeretében azutan mas pontok leképezése is
elvégezhetd. A leképezést célszerlien az alabbi formdban irhatjuk fel, vagyis kezeljiik
0sszevontan a forgatast és a nyujtast:

X; r -s ; X

- 164 %o, (3.54)

Yil s r]m] LYo
Lathato, hogy a transzformaciot az (Xo, Yo, I, ) paraméterekkel jellemezziik, amelyek két
pont és képének ismeretében mar meghatarozhatok. Amennyiben tobb transzformalt
ismerunk, a transzformacié paramétereit mar kiegyenlitéssel kell meghatarozni, hogy a

leképezés (mérés) esetleges hibait kompenzalni tudjuk. A hibaegyenletek a kovetkezdk
lesznek:

Vy, :ﬁir—UiHXo—Xi’ (355)
Vyi :nir+§iS+Y0 _Yi

vagyis v =Ax—| jelolés mellett x = (Xo, Yo, 1, )" és

Ai_11=1 A_12=0 ay_13=¢
Ai1=0 =1 ay3=mn;

Agi_1,4 =M
A4 =X

li_1 = X
i =V

Amennyiben az egyes pontok méréséhez a priori eltérd p; sUlyokat rendelink, akkor a
paraméterek meghatarozasa az

ATPAXx=ATPI (3.56)

egyenletbdl torténhet, ahol

o, 0 0 0
0 p
P=|0 0 p,

Ha a P; pontok koordinata-rendszerének origdja egybeesik a pontok sulypontjaval (eltolassal
mindig elérhetd X pi& = Z pini =0), akkor a (3.56) egyenletrendszer az alabbi alakra
egyszertisodik:

> 0 0 0
Y 0 0
APA= 0 0 Y pi(&+nd) 0

| 0 0 0 > piE +nf)|

DX
ATP| = DY |
D opi(EX+mYy)
D&Y —miXy)

ezért kozvetlenil megoldhato:



=§:pﬂﬁ rzzzpﬂﬁxi+ﬂﬁﬂ
2. > (&l +nf)

YO:M, Szzpi(fiYi—UiXi)
2.bi > p; & +nf)

Tehat az iterativ robusztus becsléshez a transzformdacios paraméterek elsé kozelitését egy
1épésben eldallithatjuk, mialtal a v ellentmondés vektor is meghatéarozott. Elindithato tehéat a
robusztus becslés szerinti iteracio, amely a koradbbiak szerint majd olyan (3.50) sulyozast
general, ahol az egyes sulyok a pontok eldz6 iteraciobeli ellentmondasaitdl fiiggnek.

Xo
(3.57)

Mintapélda

Egy egyszerii példan demonstraljuk a 2D Helmert transzformacié robusztus megoldasat és
vetjuk oOssze a legkisebb négyzetek (LKN) szerinti hagyomanyos megoldassal. A lokalis
koordinata-rendszer 1., 2. és 10. pontjaban 0,84 m; 0,24 m és 0,67 m durva hibéat
feltételeziink. A két koordinata-rendszer kozott van 0,8:10° radian forgatds és mindkét
tengely iranydban 0,1 m eltolads, valamint a koordindta meghatarozas +1 cm-es normalis
eloszlast véletlen kozéphibaval jellemezhet6. A Huber mddszerrel torténd becsléshez az a
paraméter értéket ezért 3o-ra, azaz £3 cm-re vettik fel.

A két koordinata-rendszerben adott pontok koordinatai (m):

Psz. X Y & n

1 9500.000 1000.000 9501.541 992.280
2 10500.000 10000.000 10507 .894 9991.248
3 6000.000 9500.000 6007 .502 9495.096
4. 2500.000 9000.000 2507.089 8997.894
5. 500.000 6000.000 504.688 5999.510
6 2500.000 2500.000 2501.891 2497 .897
7 8500.000 3000.000 8502.312 2993.095
8 9000.000 6000.000 9004 .692 5992.695
9. 5500.000 8000.000 5506.303 7995.509
10. 4500.000 4500.000 4503.516 4496 .974
11. 5500.000 3500.000 5502.692 3495.482
12. 5863.636 5727.273 5868.113 5722.482

A hagyomanyos legkisebb négyzetek modszerével és a Huber-fele robusztus eljarassal kapott
javitasok és x, y koordinata stulyok a masodik iteraci6 utan az alabbi tablazatban lathatok.

2

N

2

Psz. VLKN % X Py
1. 0.706 0.838 0.036 1.000
2. 0.362 0.251 1.000 0.115
3. 0.071 0.003 1.000 1.000
4. 0.040 0.012 1.000 1.000
5. 0.048 0.014 1.000 1.000
6. 0.085 0.005 1.000 1.000
7. 0.108 0.010 1.000 1.000
8. 0.117 0.012 1.000 1.000
9. 0.054 0.011 1.000 1.000

10. 0.666 0.679 1.000 0.044

11. 0.098 0.014 1.000 1.000

12. 0.079 0.006 1.000 1.000

Vilagosan latszik az, hogy mig a LKN megoldas ,.elkente” a durva hibakat, a robusztus
becslés mar a masodik iteracid utan is teljesen ,lesllyozta” a hibas koordinatakat és a
javitasok a durva hibaval egyenldk lettek a durva hibas pontokon, mig a meghatarozas +1 cm-
es kozéphibajaval jol 6sszhangba keriltek a tébbi ponton.

Erdemes abran is megszemlélni a javitasok vektorait:
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3.5 Krigelés

A geostatisztikdban altalaban, de kilondsen a banyaszatban alkalmazzak a feltalalojarol, a
délafrikai Krige professzorrdl krigelésnek nevezett sulyozott optimalis becslési eljarast. A
krigelés kiterjedten alkalmazott interpolacids eljaras a kiilonbozé GIS rendszerekben. A
Golden Software népszer(i SURFER feluletmodellez6 programja is tartalmazza a krigelést mint
fontos interpolaciés modszert. A krigelésrdl részletes Osszefoglalot ad Steiner F. A
geostatisztika alapjai (1990) c. tankdnyve.

A geostatisztika egyedulallé vonasa az un. regionalizalt valtozok alkalmazésa, amely valtozok
jellegiikben a véletlen (eratikus) és teljesen determinisztikus (strukturalt) valtozok kdzé esnek.
Regionalizalt valtozok irjak le a térbeli helyzettel is jellemezhetd jelenségeket (példaul a
felszin magassdga). A regionalizlt valtozOt szokasosan z vagy Z betivel jelolik a
geostatisztikaban.A jelenség térben folytonos; ennek ellenére nem minden pontban lehetséges
a mintavételezés.

Roviden Osszefoglalva a geostatisztikai elemzés altalaban a kovetkezd 1épéseket foglalja
magaban:

= amintak kozotti térbeli autokorrelacio becslése

= atérbeli autokorrelaciés modell paramétereinek becslése

= afelszini pont becslése pont krigeléssel

= az atlagértékek becslése blokk krigeléssel

A terbeli autokorrelaciot elemezhetjik korrelogram, kovariancia flggvény vagy variogram
(=félvariogram) felhasznalasaval. A kovariancia fliggvényrdl Detrekéi A. Kiegyenlitd
szamitasok (1981) c. tankdnyve ad attekintést.

3.5.1 A félvariogram

A regionalizalt valtozok elmélete a félvarianciat hasznalja a felszini pontok egymashoz vett
viszonya mértékének jellemzésére. A félvariancia az egymastél konstans d tavolsagra
(szeparacid, mely 2 dimenzids esetben vektor mennyiség) levd 0sszes lehetséges pontban a
regionalizalt valtozo értékek kilonbségei variancidjanak a fele.

A félvariancia nagysaga a mintak térbeli fliggdségi fokanak a mértéke. Ha a tavolsag kisebb, a

félvariancia is kisebb; nagyobb tavolsag nagyobb félvarianciat hoz magaval. A félvarianciak
grafikonja a tavolsag fliggvényében a félvariogram vagy variogram:

1 @ ) .
}/(d) :T(d) Z (Zi _Zi+d) |:1, o, Ny (358)
i=1

ha N(d) jeloli az adatpontok pérjainak szamat, z; az adatpontokat elvélaszté d vektor
kezdbpontja, zj+g @ végpontja. A gamma értek tehat a d vektor altal elvalasztott adatponti
parok értékei kilonbsége atlagos négyzetének a fele. A variogramot a térben mert
tulajdonsagok térbeli korrelacidjanak leirasara hasznaljuk. Nem mas, mint az egymastol d
tavolsagra levo értékek hasonldsaganak (a két érték kozotti kovariancidnak) a mértéke.

Bar a félvariogram és a kovariancia latszélag hasonloak, a félvariogram szamitasdhoz nem
kell a stacionaritas hipotézise. Egy z(x) valdsziniiségi valtoz6 gyengen stacionarius, ha

1. avarhatd érték létezik és nem fligg az x hely megvalasztasatél, tovabba
2. a valosziniiségi valtozo minden {z(X), z(x+d)} parjara a C(x1, X2) = E{[ z(x1) = m(x)] [
z(x1) —m(xy)]} kovariancia létezik és csak a pontokat elvélaszté d szeparacios
vektortol fligg.
Ezenkivil a félvariogram szamitasa nem igényli a regionalizalt valtozé m(x) atlagat mig a
kovariancia igen.
A félvariogram jellegzetességei kdzott megemlithetjiuk azt, hogy a d = 0 értéknél zérus értéket
kell felvennie mivel a pontot énmagaval 6sszehasonlitva az értékek kilonbsége zérus. A
tapasztalat azt mutatja, hogy sok variogramnak ugrésa van a d =0 értéknel, ami sokszor a



regionalizalt valtozoban meglevd strukturdlatlan ’zaj’ komponens hatdsanak tulajdonithato.
Ez az ugras a roghatés (nugget effect). A roghatds oka lehet az is, hogy a minta
intervallumnal sokkal kisebb hatastavolsagu, nagyon kis 1éptékii strukturdlt komponens van
jelen. Novekvo d tavolsagra a félvariancia is novekszik. Ezutan egy adott d tavolsagon, amit
hatastavolsagnak (range) neveziink, a félvariancia koriilbelil egyenlé lesz a feliilet
variancigjaval. Ez a maximalis érték a retd (sill). A hatastavolsag az a maximalis tavolsag,
amelyre a fellilet egyik pontja még kapcsolatban van egy masik ponttal. A hatastavolsag a
pontnak azt a maximalis kornyezetét definidlja, amelyen belul kell a pontjainkat egy
tetszOleges pont fliggvényértékének interpolalasahoz kivalasztanunk a pontok kozotti
statisztikai korrelacid kiaknazédsa érdekében. Olyan korilmények kozott, amikor az
interpolalandd pont és a racspontok tavolsaga meghaladja a hatastavolsagot, a krigelés
ugyanazt az eredményt adja mint a hagyomanyos statisztika, vagyis az atlagertéket. A
félvariogram most targyalt jellemzdit az alabbi dbran mutatjuk be.

y(d)

roghatas

Co

v
o

hatastavolsag

A félvariogram jellegzetességei

A variogram egyszerii, ha egyetlen valtozo térbeli fuggesét méri és kereszt, ha két kiillonbozo
valtozo flggesét jellemzi. Az egyszerii variogram mindig pozitiv vagy zérus értékii, mivel
egyfajta variancia. Ha egy valtozonak nincs térbeli fuggése, horizontalis variogramot
eredményez, amely csak zérus d tavolsagon zérus.

A kereszt (fél)variogram felvehet negativ, zérus és pozitiv értékeket is, mivel egyfajta
kovariancia. Annyi kereszt-variogram van, ahany kiilonb6z6 valtozé par talalhaté. Ahol a
kereszt variogram pozitiv, ha a két valtoz6 hajlamos egylittesen valtozik, ellenkezd esetben,
ha a kereszt variogram negativ, a két valtozé jorészt egymassal ellentétesen valtozik. Ott lesz
zérus, ahol a valtozok egymastol fiiggetlentl valtoznak.

A félvariogramot a tapasztalati félvariogram segitségével becsuljuk, amely az adatponti
értékekbdl kapott félvariogram. A variogramot az adatokbol kiilonbozé irdnyokra allitjuk eld.
Ezek &ltalaban az E-D, K-Ny, EK-DNy és ENy-DK iranyok. Amennyiben adataink nem
szabalyos héaloba rendezettek, ugy bizonyos elteréseket engedink meg a variogram
szamitasakor, vagy is az dsszes lehetséges d szeparacios vektorokat kiilonbozé osztalyokba
soroljuk (lasd az alabbi abrat).
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Irdnymenti tapasztalati félvariogram szamitasa

Amennyiben a szepariacids vektorok ugyanabba celldba esnek, akkor azonos osztalyba
soroljuk 6ket és a variogram értéket kiilon becsiiljiik minden osztalyra. Az irdnyok szama nem
csak 8 lehet, hanem ettdl eltérd (4, 8, 16, stb). Ha a megengedett szogeltérés +/— 90°, akkor az
Osszes adatpont értékét tartalmazni fogja a szamitas.

A mérési eredményekbdl szerkesztett variogram nem sima fliggvény, ezért a numerikus
kezelhetdség megkivanja, hogy valamilyen elméleti fliggvénnyel kozelitsiik a tapasztalati
variogramot. A gyakorlatban sokszor a legkisebb négyzetek modszerével illesztjuk az elméleti
fliggvenyt (annak paramétereit kiegyenlitéssel meghatarozva) a tapasztalati értékekhez. Az
elméleti modellek kozott megemlitjiik a kdvetkezd négyet:

szférikus-tetd modell

] :
d . (dY
y(d)=C 1.5——0.5(—) , ha 0<d<a
a a 3
y(d)=C ha d>a
g

exponencialis modell

0 T eI,
3d 095C
y(d)=C|l-e 2

aszimptotikusan simul C-hez, gyakorlati
hatastavolsaga y(a) = 0.95C




lineéris-tetd modell

e 1
y(d)=C%, ha 0O<d<a
y(d)=C ha d >a g
7
roghatas modell

C

y(d)=0, ha d=0 -

y(d)=C ha d=0 e
i a

Ha a roghatas C, értékét is figyelembe vessziik, a fenti modellek (az elsé harom)
modosithatok ezzel az értékkel.

Nézziink most egy egyszerii példat arra, hogyan hatarozhatjuk meg az elméleti variogram
modell paramétereit. Példaul a linearis modell esetében a variogram a

y(d)=Cq +S -d (3.59)

alakot veszi fel, ahol Cy az ismeretlen réghatds és S az ismeretlen meredekseg. Ha ezt a
modellt szeretnénk alkalmazni, akkor a két ismeretlen elméleti modell paraméter
meghatarozasahoz két egyenletre van sziikseguink.

Az elmélet szerint (Barnes, 1991) a minta variancidjanak varhato értéke a variogram atlagos
értéke az Osszes lehetséges minta értékpar kozott; ez az elsé egyenlet. A masodik egyenletet
ugy allitjuk eld, hogy egyenldvé tessziik a minta variogramot és a modellezett variogramot a
legkdzelebbi szomszédokra. Ezek szerint tehat a két egyenlet

Var = CO +S-. détlag

, (3.60)
Gy =Co+S-d,,

ahol

dnn = a legkozelebbi szomszéd atlagos tavolsaga

datlag = az atlagos mintapont tavolsag

Gnn = az legkdzelebbi szomszédos pontok értékei atlagos négyzetes kiilldnbségeinek a fele
Var = a minta variancia (széras).

Megoldva ezt a két egyenletet a két ismeretlenre megkapjuk a linearis variogram modell
keresett paramétereit:

.. max{M, 0}

détlag —d nn
(3.61)

Gpndaag —Vard '
CO _ maxl: nn“atlag nn ’ O:l

atlag — d nn



3.5.2 Krigelés és alkalmazasa szort adatok racsra interpolalasara

A krigelés, mint mar emlitettiik voltaképpen a regionalizalt z valtozd ismeretlen értékeinek
meghatarozaséra szolgéld sulyozott optimalis becslési eljaras. Egyik népszerti alkalmazasi
teriilete racsadatok térképének eldallitdsa szabalytalan ponthalmazon adott értékekbdl. A
krigelés szemre is tetszetOs feliiletet interpolal és képes az adatainkban levd trend figyelembe
vételére (ez az un. univerzalis krigeles).

A krigelés masik elénye az, hogy robusztus eljaras, nem érzékeny tulzottan az alkalmazott
variogram modellre, tehat még annak naiv megvalasztasa mellett is értelmes eredményeket
szolgéltat. Ezenkivil képes tekintetbe venni az adatok geometriai anizotrépiajat (vagyis azt
az esetet, amikor a kiillonb6z6 irdnyokban szamitott variogram hatastavolsaga valtozik).

A krigelés legegyszer(ibb formaja a pontonként eléallitott becslés, a pont krigelés. Ekkor az
ismeretlen értéket a krigelés az alabbi (W; sulyokkal sulyozott) linearis becsléssel adja meg:

Ze(P) = 2 Wiz(p;). (3.62)
i=1

A Dbecsult z.(p) érték minden bizonnyal kiilénbdzni fog az adott pontbeli tényleges za(p)
értéktol és ez a kiillonbség a becslési hiba:

£=2,(p)—2a(P).

Ha nincs drift vagy trend (azaz a regionalizalt valtozé atlaga minden pontban zérus), akkor a
stulyok Osszege 1 (normalt sulyok) és a becslés torzitatlan. A becslések szordsa a tényleges
értékek kortl a becslési hiba variancia,

[2e(P1) — 2o (P)

o2 =14 - . (3.63)

n

A becslés és a becslési hiba a valasztott sulyoktdl fligg. A krigelés idealis esetben olyan
optimalis sulyozast szolgaltat, amelyiknek a becslési hibdja minimum. A minimalizacids
feladatot a Lagrange-féle multiplikdtor modszerrel feltételes szélsoérték problémara
vezethetjuk vissza. Ha A-val jel6ljik a Lagrange-féle multiplikatort, akkor a krigelés az alabbi
linearis egyenletrendszer megoldasat jelenti az ismeretlen W sulyokra:

AW =B, (3.64)
ahol
[7(dig) 7(dip) ¢ y(dyy) 1] W | _V(dlpﬂ
y(da) y(dp) 1 y(dy) 1 W, y(d2p)
A= - , W=| : |,és B= : (3.65)
y(dn) 7(dn2) & y(dg) 1 Wy V(dnp)
1 1 : 1 0 | 1] 1]

Az A matrixot szoktak Krige-matrixnak nevezni. Az A és B matrixokban talalhat6 értékeket a
félvariogrambol szamithatjuk ki, vagy a megfeleld matematikai kifejezésbdl (variogram
modell). Miutan meghataroztuk az optimalis W stlyokat, a becslést a (3.62) egyenletb6l
allithatjuk eld. A becslés (krigelés) variancigjat pedig a

c2=W'B

kifejezés szolgaltatja.



Mintapélda

Az alabbiakban egy gyakran felmeriilé feladat, szort pontokban adott értékek récsra
interpolalasadhoz alkalmazzuk a krigelést. A felllet ismert egyenlete legyen

Z(x,y) =2co0s(10x)sin(10y) +sin(10y),

melyeta (0 <x <1, 0<y<1)tartomanyban a kdvetkez6 abran illusztralunk:

Az eredeti felllet abraja

A feliiletet szaz véletlenszeriien valasztott pontban mintavételeztik a (0 <x <1, 0<y <1)
tartomanyban. Ezutan meghataroztuk krigeléssel, a linearis variogram modellt felhasznalva a
tartomanyt lefedd 101x101 pontbol 4ll6 racshalézat sarokpontjaiban a becsiilt
fuggvényertékeket. Az igy meghatarozott feliiletet lathatjuk a kdvetkez6 abran:

A 100 pontbdl krigeléssel eldallitott feliilet abraja



A krigeléssel meghatarozott felillet szemmel lathatdéan eltér az eredetitdél. Viszont ha
felrajzoljuk az eltéréseket és az interpolaciohoz felhasznalt szort pontok elhelyezkedését,
vilagosan lathatd, hogy a nagyobb eltérések pontosan ott talalhatok, ahol nem voltak
felhasznalt pontok.
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A krigeléssel meghatarozott és az eredeti felilet eltérései valamint a felhasznalt 100 pont
elhelyezkedése

Szamszeriien is kimutatva a racspontokban az eredeti és krigeléssel becsult értékek eltéréseit,
azok a kovetkezOképpen alakulnak:

o

min max atlag szoéras
eredeti récs -3.000 3.000 0.160 1.160
krigelt-eredeti -1.475 2.539 0.005 0.467
sulyozasos-eredeti -1.971 2.593 -0.031 0.626

Lathat6 az, hogy a pontos feliilet eldallitas szempontjabol igen 1ényeges az interpolacidhoz
felhasznalt pontok hézagmentes elhelyezkedése is. A tablazat harmadik sordban az
Osszehasonlitas kedvéért egyszerii inverz négyzetes sulyozassal interpolalt értékek
eltéréseinek statisztikai jellemzdi lathatok. Rogton észrevehetjiik, hogy ezek mind rosszabbak
a krigelésnél (nem optimalis becslések). A szort adatpontokbdl 2D racsra interpolald, inverz
négyzetes sulyozast felhasznalé EULER fuggvényt pedig tanulsagképpen mellékeljuk.

function grid2Ddata(xyzp,Xxd,ydg,nb=3)

## zi=grid2Ddata(xyzp,Xd,yd,nb=3)

## Purpose: interpolate irregularly spaced data to grid
## Input: xyzp np*3 matrix of x,y,z data

#Ht Xxg 1*nx vector of grid x coordinates
H#Hit yg 1*ny vector of grid y coordinates
Hit nb number of neighbors to interpolate from

## Output: zi ny*nx grid of interpolated z-values

xp=xyzp[:,1]1"; yp=xyzp[:,2]1"; zp=xyzp[:,3]"; np=rows(xyzp);

if np<nb; error('not enough points to find neighbors!'); endif;

nx=cols(xg); ny=cols(yg); zi=zeros(ny,nx);
## size of a square where 1 have probability of finding nb
## datapoint, if datapoints are uniformly distributed over
## the rectangle xg*yg:

dx=sqrt(nb*(xg[nx]1-xg[11)*(yglnyl-ygl[11)/np);
## even if the grid is nonuniformly spaced, the points are non evenly
## distributed, etc, this is a starting size for the shell search
for i=1 to nx;

iIXx=(xp-xg[i])/dx; nmx=max(abs(ix));
for j=1 to ny;
iy=(yp-yg[il)/dx; nmy=max(abs(iy));



## search for nb neighbors of (xg[il,yg[j]l) by looking in
## larger and larger cell neighborhoods
nnb=0; ns=0; nls=0; ..(=> first macrocell -> 1x probability)
repeat;
if nnb<nb && nls<max(nmx,nmy);
ns=ns+1; nls=sqrt(ns/4);
inb=nonzeros((abs(ix)<nls && abs(iy)<nls));
nnb=length(inb);
else;
break;
endif;
end;

## compute the distances between the gridpoint and all the
## candidate neighbors found in the macrocell
d2=(xp[inb]-xg[i])"2 + (ypL[inb]-ygiID"2 ;
zb=zp[inb];
## select the nb closest data points
{ds,k}=sort(d2);
zb=zb[k[1:nb]]; ds=ds[1:nb];

## the grid value is computed as a weighted mean of the values
## at the neighbor datapoints, with inverse square distance weights
if any(ds==0);
## one or more datapoints could fall exactly on a gridpoint
zi[i,j]=mean(zb[ds==0]);
else;
zi[j,i]=sum(zb/ds)/sum(1/ds);
endif;
end;
end;
return zi;
endfunction

Feladat: A fenti flggvényt felhasznalva irjunk EULER eljarast a krigelés megvalositasara. A
variogram modellezéséhez hasznaljuk a (3.59)-(3.61) alatt felirt 6sszefliggeseket.



4 A wavelet transzformacio és alkalmazasai

4.1 Bevezetés

Mi a kozos a kovetkezd dolgokban: emberi ujjlenyomatok, Brahms 1. Magyar tanca, az El
Nifio, és a GPS? Az, hogy mindegyikre alkalmaztak egy viszonylag uj matematikai eljarast, a
wavelet-analizist.

A wavelet-analizis a Fourier-analizisnek, azaz a jel frekvenciadsszetevOkre bontasanak
egyfajta kibovitése. Ugy is szemlélhetjiik a Fourier-transzformaciot mint a nézépontunk
megvaltoztatasdt az idobeli nézdpontrol a frekvencia nézdpontra. Sokféle jel esetében a
Fourier-analizis rendkivil hasznos, mivel a jel frekvencia tartalma igen lényeges. Ezért a
Fourier-transzformacio meg ma is kozponti szerepet jatszik a digitalis jelfeldolgozasban.
Viszont van egy komoly hatranya: csak an. ,,globalis” jellemzésre alkalmas, tehat a pl. a
jelekben 1év0 hirtelen valtozasok idOpontjdnak meghatarozasara nem felel meg. A
transzformaltbdl lehetetlen tehat megmondani azt, hogy mikor kovetkezett be egy adott
esemény.
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Ha a jel nem sokat modosul az id6 folyaman — azaz olyan jel, amelyiket stacionariusnak
neveznek — akkor ez a hatrany nem igazan fontos. Azonban sok, szamunkra érdekes jel
szamos nemstacionarius vagy tranziens (atmeneti) jellegzetességet tartalmaz: drift, trend,
hirtelen valtozasok, események kezdete illetve befejezddése. Ezek a jellemzok gyakran a jel
szamunkra legérdekesebb részei és a Fourier-transzforméacié nem alkalmas ezek kimutatasara.

A probléma egyik lehetseges megoldasaként keriilt a figyelem kdzéppontjaba a rovid idejii
(gordiilé) Fourier-transzformécio (angolul Short Time Fourier Transform, STFT), el6szor
Gabor Denes (1946) javaslatara. Ez a Fourier-transzformacio adaptélt valtozata, mellyel a
jelnek egyszerre csak egy rovid szakaszat elemzik — ezt az eljarast a jel ablakolasanak
nevezik. Ez a jelet egy kétdimenzids id6-frekvencia diagramra képzi le.
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Az STFT egyfajta kompromisszumot képvisel egy jel id6- és frekvencia alapti nézdpontjai
kozott. Mindkettordl kozol tehat informaciot, hogy mikor és milyen frekvencidju jel esemény
tortént. Viszont csak korlatozott pontossaggal képes szolgaltatni ezt az informéaciot és a
pontossag az ablak méretétdl fligg. Bar az STFT egyfajta hasznos kompromisszum a kétfajta
(1d6 ¢és frekvencia) nézépont kozott, az a hatranya, hogy miutan kivalasztottunk egy ablak
méretet az id0 valtozo tekintetében, ez az Osszes frekvenciara ugyanaz. Sokfajta jel ennél
rugalmasabb megkdzelitést kivan — olyat, amikor valtoztathatjuk az ablak méretét akar az id6,
akar a frekvencia pontosabb meghatarozésa celjabol.



A kovetkezo logikus 1épés tehat a wavelet-transzformacio (WT): valtozo méretii ablakokkal
torténd analizis. Ekkor az ablak méretét nagyobbra vehetjiilk az alacsony frekvencids rész
elemzéséhez, de kisebb méretli ablakot haszndlhatunk a magas frekvencias informdcid
eléallitasahoz. Az alabbi abra Osszefoglaloan mutatja az id6, frekvencia, STFT és WT

transzormaciok ‘nézépontjat’, ahonnan a jelet szemléljiik.
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A waveletek alkalmazasanak egyik fo elénye az, hogy lokélis elemzést tesznek lehetové —
azaz egy kiterjedtebb jel kisebb részének az elemzéset.

Tekintstink most egy olyan szinuszos jelet, amelyiknek egy szemmel szinte észre sem vehetd
Kis ’szakadasa’ van. A mindennapi életben ilyen jelek elég gyakran keletkeznek: példaul
aramingadozas vagy nem tokeletes kapcsolo hatasara.
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Fourier transzformalt Wavelet transzformalt

A jel Fourier transzformaltja semmi €rdekeset nem jelez: egy egyszerii lapos spektrum két
cstccsal, amelyek egyetlen szinuszhulldmhoz tartoznak. Ezzel szemben a jel wavelet-
transzformaltja vilagosan mutatja a jel kicsiny ’szakadasanak’ idobeni helyzetét.

A wavelet analizis képes az adatok olyan jellemzdinek a kimutatasara, amelyre mas eljarasok
nem képesek: trendek, tOréspont, a magasabb derivaltak ugrasa, fraktalszerkezet. Ezen
talmenden, mivel a wavelet transzformacié a hagyomanyos eljarasoktol teljesen eltérd



nézOpontot mutat az elemzett adatokrdl, a wavelet analizis segitségével gyakran jelentdsen
képesek vagyunk témoriteni az adatokat azok lathatd lerontéasa nélkul.

Lassuk, hogy a bevezet6ben emlitett teriileteken hogyan alkalmaztadk sikeresen a wavelet
transzformaciot!

Ujjlenyomatok helytakarékos tarolasa. Egy digitalizalt nagyfelbontasu emberi ujjlenyomat
koralbelll fél megabyte tarhelyet, egy teljes ujjlenyomat kartya pedig kortlbelil 10 megabyte
tarhelyet igényel. Bar ez nem tinik tal soknak, képzeljik el 200 milli6 ember
ujjlenyomatainak digitalis tarolasat. Ez 2 000 terabajtnyi informacio lenne! Viszont wavelet
analizissel ez a tarigény legalabb 15-6dére csokkenthetd, nagyban megkonnyitve ezeknek az
informacioknak a tarolasat és tovabbitasat.

Brahms Gjraértékelve. A wavelet analizist felhasznaltak arra is, hogy helyreéllitsanak egy
olyan sulyosan karosodott felvételt, amelyen Brahms egyik sajat szerzeményét jatssza. Az 1.
Magyar tanc egyik részét 1889-ben rogzitették Thomas Edison eredeti viaszbevonatl
fonogréfjan. Az eredeti felvételt, amelyet a zaj mar szinte teljesen felismerhetetlenné tett, a
wavelet analizis segitségével tették hasznalhatova. igy a kutatok felfedezték, hogy Brahms
masképpen jatszotta le még a sajat nyomtatasban kiadott darabjait is. Néhany helyen példaul
megduplazva jatszotta le a nyolcad hangokat, mas hangjegyekre tette at a hangsulyt, sot
idénként még improvizalt is ahelyett, ami a kottaban volt leirva.

A GPS pontossaganak javitasa. A wavelet analizist hasznaljak a GPS pontossaganak
javitasara is. Ezek kozott megemlithetjiik a GPS pszeudotavolsag mérések zajmentesitését, a
ciklusugrasok felderitését és kikiiszobolését a GPS fazismérésekbdl, valamint olyan torzitadsok
szétvalasztasat a nagyfrekvencias vevé zajtol mint példaul a tébbutas terjedés. A wavelet
analizis képes a deformaciomérések anomaliainak kimutatasara is, tovabba a zaj és a
szezonalis hatasok levalasztasara a kéregmozgasok jobb meghatarozasa céljabol.

4.2 A folytonos wavelet transzformacio

Mi a wavelet? Roviden szdlva egy olyan id6ben korlatozott tartama hullamforma, amelyiknek
zérus atlaga van.

Hasonlitsuk 6ssze a waveleteket a szinuszhulldmokkal, amelyek a Fourier analizis alapjat
képezik. A szinuszhullamok tartama nincs az idében korlatozva: minusz végtelentdl a plusz
végtelenig terjednek. Ezenkivil a szinuszhullamok simak és szabalyosak, a waveletek

aszimmetrikusak és szabalytalanok.

szinuszhullam wavelet (Daubechies db10)

A Fourier analizis egy jel kiilonb6z6 frekvencia Osszetevokre bontdsat jelenti. A wavelet
analizis ehhez hasonléan egy jel olyan OsszetevOkre bontasat jelenti, amely dsszetevok egy
eredeti w(t) (4n. anya) wavelet eltolt es atskalazott valtozatai.

Ha csak ranéziink a szinuszhullam és a waveletek grafikonjara, mar ’érezzik’ azt, hogy a
gyorsan valtozo jelek jobban elemezhetdk a waveletekkel mint a szinuszhulldmokkal. Azt is
lathatjuk, hogy a jel lokélis jellemzdi jobban leirhatok waveletekkel, mivel azok iddben
(térben) jol lokalizalt fliggvények.

Az anya waveletet mindig a feladatnak megfeleléen kell valasztani, a szakirodalomban
leggyakrabban a kovetkezo fiiggvények hasznalatosak:

Hanusse fiiggvények:  wq(t)= et wo(t)=(1- 2t2)et"

Mexikoi kalap: W, (t) = (1—2t2)et 2



. 2
Morlet fiiggvény: o (t) =el@e /2
te
Hanusse-fliggvények Mexikoi kalap Morlet fliggvény
w=3
Matematikailag az anya wavelet skdlazéasa €s eltolasa a kovetkezot jelenti:
1 t—b
t)=—=w| — a,beR>0 4.1
¥b,a(t) \/EW( " j (4.1)

ahol y(t) az anya wavelet, b az eltolas, a a skala parameter. Vilagos, hogy amint az a skala
paraméter értéke csokken, Ugy a wavelet is egyre jobban lokalizalodik a térben, egyre inkabb
alkalmas a magas frekvencias jelek elemzeésere.

A (folytonos) Fourier transzforméacié matematikailag az s(t) jelnek az » frekvencia valtozo
szerinti felbontasat jelenti:

S(w) = Ts(t)-e‘j“’tdt. (4.2)

—00

A wavelet transzforméacié alapformulaja pedig a kovetkezo:

S(b,a) = | s(t)%y/(%j dt. 4.3)

—00

A ,,miikodési elve” a kovetkezOképpen szemléltethetd. Legyen elészor az a érték allando;
ekkor a képlettel szamitott érték a wavelet id6ébeli eltoltjaival ,kapcsolat erdsségét”,
hasonlésaganak fokat méri. Ha az adott id6pontba eltoltva a waveletet ott a jelrészlet hasonlit
ra, akkor nagy lesz a wavelet transzformalt értéke. Legyen most a b érték (vagyis a vizsgalt
idépont) alland6. Ha az a értékét valtoztatjuk, akkor a wavelet nyujtott illetve 6sszenyomott
valtozataival vald hasonldsdgot mutatja ki a wavelet transzformalt a b id6épont koriili
jelrészletben. Végeredményben a jeliinkr6l kétdimenzios (b, a) leiras keletkezik. Az a értéket
skalanak is nevezzik, és a modszer szemléletesen egyfajta ,,jelmikroszkop”-nak is felfoghato.

A konvolucié fogalméanak a felhasznalasaval is megadhatjuk a wavelet transzforméacio
alapdOsszefluiggesét. Jelolje

Wa(t) =%w(%} t, (4.4)

ekkor a (4.3) képlet alapjan és a konvolucié definiciojabol kdzvetlenll adddik a wavelet
transzforméaciora a kovetkezd Osszefiiggés:

S(b,a) =s*y, (4.5)



ahol ” * * a konvolucidképzés jele.

A (4.5) Osszefiiggés elénye, hogy megadja a wavelet transzformacio kiszamitasanak egy
tovabbi madjat:

S(a,b)=F'[F(s) F(ya)] (4.6)

ahol F() jelsli a Fourier transzformacié (4.2) miiveletét, F( ) pedig annak inverzét,

Természetesen a wavelet transzformécid is rendelkezik a Fourier transzformécional
megszokott megfordithatésaggal, invertalhatosaggal:

s(t)=CiI.[S(b a) [ jdt;fa @)
YV —00 '

ahol

) 2

4.3 A diszkrét wavelet transzformacio

A gyakorlatban a (4.7) 0sszefliggés integraljait diszkret 6sszegekkel kozelitjik. Ez a diszkrét
wavelet transzformacié (DWT). Daubechies (1988) vezette be a kovetkezd diszkretizaciot:

a=a) és b=nbya; ahol mneZ és a;>1,by>0

adott szdmok.
Ekkor a diszkrét wavelet felbontas alakja a kovetkezo:

S(t):ZZCm’n l//m,n(t) (4.8)

-m/2

ahol y, n(t) =2 w(ag™t—nby) , az an. skalazo fuggvény.

Ha ap = 2, azaz a skalatényez0 értékei a 2 egész hatvanyai és ha ezen kivil még bg=1 is
fennall, tehat az id6beli eltolas értékei egész szamok, akkor az Gn. diszkrét diadikus wavelet
transzforméciohoz jutunk. Ez esetben a skalazo fiiggvény t//m,n(t):Z‘m’ 2w(2"™t-n) és
Iétezik olyan ortonormalis bazis, amelyre

Cnun = [ SO W n (1) dit. (4.9)

Daubechies (1988) szerkesztett egy, az e€l6z6 feltételeknek megfelelé ortonormalis bazist ugy,
hogy nem adta meg expliciten a v, , (t) fiiggvényeket, hanem megadott két sziirbegyiitthato

sorozatot. Ezek a sorozatok az anya waveletet is €s a skalazo fiiggvényeket is egyértelmiien
meghatarozzak:

A={a M Di={d 7Y, k=1...2M,

ahol M jelentése az, hogy a y(t) fliggvény M-edik momentumanak eltiinését koveteljiik meg.

Az {AD} egyiitthatd sorozatokat kettds tiikor sziirnek nevezziik, ahol az A sziiré ugy hat,
mint egy integrator (alulateresztd sziir6), D sziird hatasa pedig olyan, mint egy differenciatoré
(feliilateresztd szird).



A DWT esetén az alapmivelet a szlirével valo linearis konvoltciot kovetd 2-vel vald
decimacio (minden masodik minta elhagyasa). Ezen feliil a szamitas hierarchikusan torténik:
ha egy skalaval végeztink, a kdvetkezén az el6z6 eredményét hasznaljuk fel. Egy skalan
torténd elemzés kétféle jelet ad: egy kozelitd jelet és egy, a részleteket tartalmazo jelet. A
kovetkezd skalan az el6zén kapott kozelitd jelet bontjuk tovabb. A kapott hierarchikus
felbontas-sorozat miatt a modszert tobbfelbontasu elemzésnek is nevezzilkk (multiresolution
analysis).
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Lathatoak az eredeti S jel kiilonb6z0d szintekhez tartoz6 cAj, CA,, ..., egyre jobban kozelitd

approximacidi (A=average vagy approximation) és az adott szintekhez tartoz6 cD, cD,, ...
részlet (D=detail) jelek.

A wavelet transzformacio két dimenzios valtozatat a két dimenzios Fourier transzformaciohoz
hasonl6an lehet végrehajtani. Egy matrix formaban adott adatrendszer (pl. kép) 2D wavelet
transzformaciot a matrix valamennyi sorara, azt kovetéen pedig az eredményiil kapott matrix
minden oszlopara. Minden transzformacios lépés egy ortogonalis matrixszal valo szorzasnak
felel meg, ezért az ortogonalis matrixok szorzdsanak asszociativitdsa miatt a végeredmény
fliggetlen a transzformacidk végrehajtasanak sorrend;jétol.

A wavelet transzformécié hasznos tulajdonsaga, hogy a wavelet transzformacio eredmenyeél
kapott egyiitthatokat egyszerlien csonkitani lehet anélkll, hogy az eredeti adatrendszer
lényeges torzulast szenvedne. A Fourier transzformacional a helyzet éppen ellenkezo.

4.4 A Haar wavelet transzformacio

A fentebb mondottak illusztralasa €s jobb megértése céljabol most bemutatjuk a lehetd
legegyszeriibb wavelet, a Haar Alfrédtol (1909) szarmazo Haar wavelettel torténd DWT
Iépéseit. Egyben alkalmazzuk a bemutatott eljaras két dimenzids valtozatat képtomaoritésre is.

A Haar wavelet és skalazo fliggvénye az alabbi abrakon lathatok.
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A Haar wavelettel egy n elemii adatvektoron végzett diszkrét wavelet transzformacio
algoritmusa igen egyszeri:
1. Szamitsuk ki minden mintapér atlagat (n/2 atlag)
2. Allitsuk el6 minden mintapar atlaginak és azoknak a mintidknak a kiilonbségét,
amelyekbdl az atlagot kiszamitottuk (n/2 kiilénbség)
3. Toltsiik fel a tomb elso felét az atlagokkal
4. Toltsuk fel a tomb méasodik felet a kiilénbségekkel
5. Ismeteljuk meg az 1-4. 1épéseket a tomb elso felével
(A tomb elemszama kettonek valamelyik hatvanya legyen)

Szampélda

nyolc elemi adattomb:
7 1 6 6 3-5 4 2

atlagok:
(+1)/72=4
(6+6)/2=6
3-5)/72-=-1
4+2)/72=3
kilonbségek:
G-4H=0¢-1-=
(6 -6) =(6-6) =
G- -1) =(-1 - -5)=
“4-3=0@6-2)-=
eredmeny az 1. 1épés utan
4 6-1 3 3 0 4 1

P M O W

végeredmeény a 3. 1épés utan:
3 2-1-2 3 0 4 1

Képtomorités Haar wavelettel
A 2D Haar DWT alkalmas veszteséges képtomaritésre. Ezt illusztraljak az alabbi abrak:



3. kiiszdbértéket meghaladd egyutthatok

A 10% legnagyobb amplitud6ju wavelet egyitthatokat megtartva tomoritett kép keletkezik.
Latszik, hogy a rekonstrualt kép zavard téglalap formaji mesterséges képzddményeket
tartalmaz, amelyek a Haar waveletek felhasznalasa miatt keletkeznek. Fejlettebb waveleteket
hasznalva ezek a mesterséges képzédmények sokkal kevésbé zavardak vagy szinte nem is
lathatok.

Feladat
irjunk eljarast a fenti képtomoéritési algoritmus megvaldsitasara.

4.5 A wavelet transzformacio alkalmazasa idosorok elemzésére

A wavelet transzformacio alkalmazéasara kivald példa az idésorok analizise. A wavelet
analizis segitségével egy iddsoron beliili valtozasok jol nyomon kovethetdk. A geodéziaban
ilyen adatsorok lehetnek a GPS meérési eredmenyek (pl. redukalt kodtavolsagok, kettds
kilonbségek), deforméacio monitoring eredmeények, stb.

A GPS meérések wavelet analizisére peldaként emlitjuk a Satirapod et. al (2001) altal vegzett
vizsgalatokat a kettés kiilonbségek elemzésére. A wavelet analizis eredmenyeként
levalasztottak a zaj komponenst és megkaptak a szabalyos komponens éertékét, amivel a GPS
mérések korrigalhatok. Az eredmények megmutattdk, hogy javult a fazis-tobbértelmiiség
feloldésa ¢€s a becsiilt bazisvonal 6sszetevok pontossaga.
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GPS ciklushibak szabalyos részének detektalasa waveletek segitségével. Feliil: eredeti kettOs
kiilonbség maradékok. Kozépen: detektalt zaj dsszetevd. Lent: szabalyos rész

Végul egy Ocean- és légkorkutatasban ismertté valt példat mutatunk be C. Torrence és G.P.
Compo (1998) nyoman.
Ez az id6sor a Nifio3 tengerfelszin hémérséklet anomalia (SST), amely az El Nifio — Southern
Oscillation Index (ENSO) meértékeként szolgal. A Nifio3 SST index az évszakos atlagos SST
a kdzép Csendes-0cean folott. Az adatok 1871-1997 kozott alltak rendelkezésre es az alabbi
abran lathatok, a wavelet transzforméacié eredményeivel egyutt.
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a) A wavelet analizishez hasznalt Nifio SST adatsor. b) az a) idésor wavelet spektruma a
Morlet wavelet alkalmazasaval. Az abra bal oldali tengelye a Fourier periddust tartalmazza év
egységben, az also tengelyen az 1d0 talalhato. ¢) a globalis wavelet spektrum, amely egy kozel
4 éves atlagos El Nifio periodicitast jelez. A szaggatott vonal a 95%-0s konfidenciaszintet
mutatja. d) skéla-atlagolt wavelet spektrum a legjelentésebb 2-8 éves periddusokra. A
szaggatott vonal itt is a 95%-0s konfidenciaszintet mutatja. JOI lathaté az 1920-1960 kozotti
alacsony ENSO variancia.



5 Idosorok analizise

5.1 Sztochasztikus folyamatok, idésorok, stacionaritas

A geodézia utdbbi évtizedekben bekovetkezett fejlodése kovetkeztében uj mérés feldolgozasi
feladatok jelentkeztek. Az uj feladatok kozos jellemzdje, hogy az azokban eléforduld mérési
eredmények a véletlenen kiviil egy vagy tobb folyamatosan valtozé fizikai mennyiségtol is
figgnek. Példaként emlithetjiik a kovetkezd feladatokat, ahol zardjelben azt a mennyiséget
tiintettiik fel, amelyektdl vald fliggést a mérési eredmények feldolgozasakor a leginkabb
figyelembe veszik:

- GPS-szel végzett helymeghatarozas (id0)
- nehézségi gyorsulas mérés (hely)
- mérnoki szerkezetek mozgasvizsgalata (id0)
- digitalis képfeldolgozas (hely)
Mivel azok a mennyiségek, amelyekt6l a mérési eredmények fiiggnek, folyamatosan

valtoznak, magukat a merési eredmenyeket is folyamatosan valtozénak tekinthetjik. Az ilyen
mérési eredményeket matematikailag sztochasztikus folyamattal jellemezhet;jik.

Ha a sztochasztikus folyamatot jellemz6 X(w, t) fliggvény w valtozojat rogzitjik, és t befutja a
T halmazt (értelmezési tartomany), akkor egy valos fliggvenyt kapunk, amelyet a
sztochasztikus folyamat realizaciojanak nevezink. Egy realizaci6 a folyamat egy konkrét
lefutasat jellemzi. Ha a t idovaltozo és diszkrét t = nAt idépontokhoz tartoznak a méréseink,
akkor az xi, Xp, ..., Xn, sorozatot iddsornak is szokas nevezni. A diszkrét n index jel6li azt az
id6épontot, amelyre a mérésiink vonatkozik, valamely kezdd idéponthoz képest; ez esetben
nyilvanvaldan egyenletes At idok6zonként tortént a mintavételezés. Nyilvanvaloan hasonloan
kezelhetjiik azt az esetet, amikor nem az id6, hanem a hely fliggvényében torténik a
mintavételezés. Idedlis esetben gyakran feltételezziik azt, hogy az idésor végtelen kiterjedésti,
akar mindkét irdnyban.

Egy sztochasztikus folyamat 6t kiilonboz6 realizacigja

Még diszkrét id6valtozo esetében is egy altalanos sztochasztikus folyamat rendkivil dsszetett
dolog. A teljes jellemzésehez meg kell adnunk minden x, elemének az 6sszes tobbi elemével



vett egyiittes valosziniiség eloszlas fliggvényét. A legegyszeriibb eset a Gauss-féle modell. Ha
N adatunk van, akkor az egyuttes valOsziniiség eloszlas fliggvénye jellemzéséhez ez esetben
¥N(N+3) paraméterre van sziikségiink, vagyis valosziniileg sokkal tobbre, mint ahany mérési
eredménnyel rendelkeziink. Példaul ha egy 50 elemi rovid iddsorunk van, akkor 1325
paraméter lenne szikséges; egy ésszertien hosszu 2000 elemi adatsor esetében tobb mint 2
milli6 a paraméterek szama. Ez a helyzet a legegyszeriibb, Gauss-féle modell esetében, és
akkor még nem beszéltiink a folytonos idévaltozo esetérdl.

Mivel a teljesen altalanos sztochasztikus folyamat tal altalanos ahhoz, hogy hasznéalhat6
legyen, ezért szokasos a sztochasztikus folyamatok egy sokkal korlatozottabb csoportjaval
foglalkozni: a stacionarius folyamatokkal. Ennek az elképzelésnek az a lényege, hogy mig a
mérések természetesen az id6 fliggvényében valtoznak, az alapul szolgalo statisztikai
jellemzésiik idé invarians. Ezen a szigoru feltételen egy Kicsit enyhithetink, de a
tovabbiakban kizarolag ilyen teljesen stacionarius folyamatokkal fogunk foglalkozni. Ennek
az az eredmeénye, hogy a szilkséges paraméterek szamat kezelhetd mértékiire lehet
csOkkenteni. Peldaul egy stacionarius folyamat atlaga,

E{x,}=X (5.1)

n-t6l vagy t-tél nem fiiggd allandd. Gyakran feltessziik, hogy a folyamat atlaga zérus, mivel
trivialis dolog kés6bb ismét hozzaadni az atlagot az adatokhoz, ha szlikséges. Természetesen
sok mérési sorozat nem Ugy néz ki, hogy az atlag konstans — lehet az adatoknak valamilyen
trendje. A stacionaritds annyira hasznos tulajdonsag, hogy gyakran egy nyilvanvaléan
nemstacionarius sorozatot stacionariussa teszink egy egyenes vagy trend illesztéssel, vagy
azzal, hogy a sorozat elemeinek kiillonbségeit képezziik:

Yn =Xns1 —Xp (5-2)

crer

af =var[x,]= E{(xn - x)z}. (5.3)

Ha a folyamat staciondrius, akkor ez az erték is fliggetlen n-t6l (vagy t-t6l). Tovabba, az
idésorban levé barmely két valosziniiségi valtozo kozti kovariancia sem lehet fliggvénye
annak, hogy hol jarunk éppen a sorozaton beliil, ezért

COV[Xpm» Xp 1= E{(Xm —X)(X, = X)} = Ry (M —n), (5.4)

vagyis az Ry a ket pont kozotti intervallum fliggvénye. Az Ry fliggvény az autokovariancia.
Folytonos t valtozoju sztochasztikus folyamatokra ez a kovetkez6 lesz:

coV[x(t), x(t +7)] = R, (), (5.5)

ahol 7 a késleltetés (eltolas). Definicio szerint R, (0) :a)%. Azt is vegyuk észre, hogy s=t -
7 -t behelyettesitve (5.5)-be az eredmény ugyanaz lesz, tehat fliggetlen attol, hogy melyik
id6pontot valasztjuk ki. Ebbdl kovetkezéen R, (—7)=R,(r), ami jelzi azt, hogy az

autokovariancia fliggveény paros fliggvénye a késleltetésnek.

Fontos megérteni azt, hogy pusztan csak azért, mert a sztochasztikus folyamatot valdszintiségi
valtozok alkotjadk, még nem teljesen eldrejelezhetetlen. 1dézziik fel két valdszinliségi valtozo
korrelacios egyutthatojat:

cov[x, y]

by = Jvar[x]var[y]

Ezek utan (5.5)-bol megkapjuk a sorozat barmely két pontja kozotti korrelacios egyiitthatot
folytonos esetben:

(5.6)



r(r) = R(®). (5.7

A diszkrét esetben hasonl6 eredményre jutunk. Ezt a fluggvényt nevezzilk autokorrelacio
fuggvénynek. Kovetkezésképpen, hacsak az autokovariancia fuggvény nem zérus valamely
7 késleltetésre, elérejelezhetiink valamilyen x(t +7) értéket a folyamatrol a t-beli értékbol
kiindulva, mivel korrelaltak.

Az eddigiekben csak a folyamat atlagat és az (x(t)—x)x(t,)—x) szorzatok atlagait
szamitottuk. Az ilyen éatlagokat a folyamat momentumainak nevezziikk. Masodrendi
momentumok csak a variancia €s az autokovariancia fliggvény. Magasabbrendli momentumok
szintén definialhatok ehhez hasonldan, viszont ha a folyamat Gauss-féle eloszlasfliggvénnyel
rendelkezik, akkor a folyamatr6l minden informacidt tartalmaznak a masodrendil
momentumok és a magasabbrendiiek ezekbdl szamithatok. Még ha a folyamat nem is Gauss-
féle, akkor is sokat megtudunk rola annak masodrendii momentumaibodl, ezért a
magasbbrendii momentumokat ritkan vizsgaljak meg.

5.2 Fehérzaj és szinezett zaj

Most nézzink nehany konkrét példat stacionarius sztochasztikus folyamatokra. A
legegyszerlibb (habar mesterséges) példa a fehérzaj. Ez definicid szerint egy olyan
sztochasztikus folyamat, amelyben a valoszinliségi valtozo barmely pontban fliggetlen
barmely masik ponttdl. Szokasos azt is feltételezni, hogy a zaj atlagértéke zérus. A diszkrét
esetben

Rw () = ¢ Sn0. (5.8)

ahol Jj a Kronecker-féle delta szimbolum. Ennélfogva ez esetben a sztochasztikus folyamat
oly mértékben eldrejelezhetetlen, hogy semmit nem tudunk mondani a kovetkezd értékekrol
az el6zo értékek ismeretében. Az eredmények mégsem teljesen eldrejelezhetetlenek, mivel az

ismert ag variancia miatt mondhatunk valamit az értékek varhato nagysagarol.

A folytonos Vvaltoz4ju sztochasztikus folyamatok esetében kideriil az, hogy a fehérzaj
szingularis, mivel a variancia barmely pontban végtelen kell, hogy legyen:

Ry () =s%8(z). (5.9)
Ezek a definiciok azonban nem hatarozzak meg teljesen a sztochasztikus folyamatot. Barmely
n (vagy t) idépontban X valamilyen val6sziniiség eloszlassal rendelkez6 valosziniiségi valtozo.

Ez a valosziniiség eloszlas fliggvény ugyanaz lesz minden t értékre, de eddig még nem
hataroztuk meg. Természetesen a leggyakrabb valasztas a normal (Gauss-féle) eloszlas, tehat

D(X) = — g L2xI00)’ (5.10)
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a valoszinliség stirliség fiiggvény. A fliggetlenség miatt az egyiittes valdszinliség eloszlas
fuggvény a kovetkezo lesz:

W (X1, X, Xg,) =y (%) -y (X2) -y (X3) - (5.11)

Ez természetesen normdl eloszlasu (Gauss-féle) fehérzaj, a kovetkezé abra (a) részén
talalhato.
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Haromféle fehérzaj
Barmely mas eloszlasfliggvényt felvehetiink x,-re; tételezziink fel egyenletes eloszlast:

@(x) =b T box(x/b) (5.12)

ahol most a variancia var[x] = b¥12. Ez egy masikfajta fehérzaj és a fenti abra (b) részén
lathaté. Az egyittes eloszlasfliggvényt ismét csak (5.11) adja a @®(x) alkalmas
megvalasztasaval.

Egy tovabbi véletlen fehérzaj sorozat az abra (c) részén talalhaté un. véletlen tavirgjel. Ez a
jel ugréasszertien valtozik két érték, mondjuk 0 és 1 kozott:

D(x) =12[5(x) + S(x—1)]. (5.13)

Itt az atlagérték nem nulla, hanem fél, a variancia pedig egynegyed. A véletlen tavirojelet

e

konnyt elektronikusan eldallitani.

Ez a haromféle fehérzaj a szem szdmara vilagosan kiilénbdzik egymastol. Viszont figyelemre
mélté az, ha ezeket ugyanakkora varianciara normalizdljuk és hangga alakitjuk, akkor
ugyanolyannak hangzanak — vilagos, hogy a fiiliink nem rendelkezik tul jo valosziniiség
stiriiség fliggvény megkiilonboztetéssel.

Tovabbi egész sereg kiilonb6zd sztochasztikus folyamatot kaphatunk a fehérzaj kiillonb6zo
sziirésével. Ezeket szinezett zajnak is nevezik. Ha fehérzajt sziirtink, a kozponti hatareloszlas
tétele ertelmében az eredmény kozel normal (Gauss-féle) eloszlasu lesz. Sokféle fizikai
folyamatot ilyen eljaras eredményének tekinthetiink. Ennélfogva gyakran feltételeziink
normal eloszlast egy jelben, és ilyeneket egészen gyakran tapasztalunk a méreseinkben is, bar
nem minden esetben.

5.3 A folytonos Fourier-transzformacié (CFT)

A folytonos Fourier-transzformacié (CFT) és inverze az alabbi miiveletek elvégzését jelenti
az f(t) figgvényen és F(w) transzformaltjan:

o0

F(w)= jf(t) e Mdt = F{f ()}

- (5.14)
0 =2i [Fo)e“do = FH{F ()}

ﬂ.—oo



A Fourier transzformacid vesz egy valds fiiggvényt és abbdl egy masik komplex értékii
fuggvényt allit eld. Tehat az egyvaltozos F(w) transzformalt fuggvénynek van valos és
képzetes része. Ugy képzelhetjik el a transzformaciot mint egy linearis leképezést: bemegy
egy flggvény és kijon egy méasik (komplex) fliggvény.

Mit jelent ez a transzforméacio? A Fourier transzforméacié (FT) egy komplex amplitudo
spektrumot allit el6, amelyik megmutatja, hogy mekkora amplitddéja szinusz és koszinusz
hullamok vannak a jelben minden egyes w (kor)frekvencian. Ha a fliggetlen valtozo nem id6-
hanem térvaltozd, akkor frekvencia helyett a hullamszam helyesebb elnevezés.

Ha az w korfrekvencia helyett a v frekvenciat hasznaljuk, akkor az (5.14) transzforméacié part
egy kicsit masképpen kell felirni:

o0

F(v) = jf(t) e Mt = F{f (1)}
- (5.15)
f(t)= [F(v)e?™dv=F{F()}

—00

A matematikusok az (5.14), a fizikusok inkabb az (5.15)-6t részesitik elényben.
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sinc(w) fliggvény

Egy Fourier-transzformalt par

A FT fontos tulajdonsagai kozeé tartozik a linearités, azaz

F{af (t)+bg(t)}=aF {f (t)}+bF{g(t)}, (5.16)

ami szavakban megfogalmazva azt jelenti, hogy ket fliggvény linearis kombinacidjanak FT-je
a fliggvények transzformaltjainak linearis kombinacioja.

Tovabbi tulajdonsaga a FT-nak az eltolas (fazis valtozas)
F{f(t—ty)}=F{f(t)le 2o (5.17)

Az aldbbi abran illusztraljuk az (5.17) eltolas tételét egy Gauss-féle eltolt haranggorbe inverz
Fourier-transzformaltjan:
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Eltolt Gauss-gorbe (inverz) Fourier transzformaltja

Tovabbi hasznos tulajdonsag a FT konvoldciotétele

F{f(t)*g()}=F{f(t)} F{o®)}=F ) G() (5.18)

Szvakban megfogalmazva, a konvolicio FT-je a tényez6 fiiggvények FT-inek direkt szorzata.

5.4 A diszkrét Fourier-transzformacié (DFT)
A mintavételezés hatdsa impulzussorozattal val0 szorzésnak felel meg. Tehat a
mintavételezett fliggvény Fourier-transzformaltja (az ‘inverz’ konvollcid tétel szerint) az

eredeti folytonos fliggvénynek az impulzussorozat Fourier-transzformaltjaval vett
konvoldcioja lesz.

2 f(t) s |F()]

\—/ 5(t) F{.}
—
0

> >

-T 0O T2T3T t ~ ®max “max @
Az impulzussorozat Fourier-transzformaltja maga is egy impulzussorozat, ezért az ezzel vett
konvoldcio azt jelenti, hogy a folytonos fuiggvény transzformaltjainak (atskalazott) masolatait
a mintavételezési (kor)frekvencianak megfelelé kozonként egymas mellé helyezzik és
0sszeadjuk.
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Mintavételezés hatasa a spektrumban (aliasing)
Akkor nincsen spektrumismétlésbdl adodo torzités (aliasing), ha
Omax S7TIT (5.19)
maskeppen
Tmin =7/ ®Omay - (5.20)

Ez az Un Nyquist intervallum, a neki megfelel6 mintavételezési (kor)frekvencia pedig az
N = 27 /Tmin .

Mintavételezési tétel

A mintavételezési frekvencia legaldbb kétszerese legyen a jelben eléforduld legnagyobb
frekvencianak. Ekkor F(w) masolatai elkiiloniilnek, nincs spektrumismétlésbdl fakado torzitas
(aliasing) és elég a masolatokbol egyel foglalkozni (ha azt T-vel atskalazzuk).

Véges jelsorozatok
A mintaink térben korlatozott kiterjedésiick — ez egy levago ablak alkalmazéasanak felel meg.

N s |F@)]
spektralis 'szivargas'
F{.}
levago6 ablak ——» E>
> >
0 T, t 0 1/T, ©

Spektralis ’szivargas’ (leakage)

Ennek kovetkezménye az abran lathatd spektralis ’szivargas’, ami zavard felharmonikusok
megjelenéseét jelenti a transzformalt jelben.

N db. mintat vesziink mind az —b61 mind —bol (mintavételezes).
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Ekkor a diszkrét Fourier transzformalt par (DFT):

z
iR

Fo= foe ™t x_01.. ,N-1
(5.21)
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fo=>F e™T  n-01..,N-1
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o

Ez N? db. komplex szorzast és N(N — 1) db. komplex sszeadast igényel.



5.5 A diszkrét Fourier transzformacio szamitégépes megvalésitasa

A diszkrét Fourier transzforméciét (DFT-t) megvaldsitd legtobb szoftverben a DFT-t nem az
(5.21) képlettel adjak meg, hanem az alabbi 0sszefuiggésekkel:

N-1  _jp K
FKC:%ane "N k=01..N-1
n=0 (5.21)
N-1 i27tn—k
fr=> F e n=0,1,...,N-1
k=0

Ez a felirds azt jelenti, hogy a T = At id6intervallumot egységnek veszik és minden olyan
paramétert, amelyik t6le fiigg, elhagynak. Ezenkiviil az w korfrekvencia helyett az f valodi
frekvenciat hasznaljak, ezért jelentkezik a 2n szorz6. Az egységnek vett idGintervallum miatt
bizonyos esetekben a szamitogéppel eldallitott transzformaltat még at kell skalazni To-lal, az
alapintervallum hosszaval. Hasonloképpen kell eljarni a diszkrét konvolucio és korrelacio
szamitasanal is.

Egy masik figyelembe veendé pont a koordinata rendszer origojanak kérdése. Altalaban
ugyanis a szamitdgepes szoftverek a bal oldalrdl vett elsé pontot tekintik a koordinata
rendszer kezdépontjanak mind az id6-, mind a frekvencia tartomanyban. Abban az esetben, ha
nem ez a helyzet, példaul az adatsor kozepét tekintjuk az origbnak, akkor a Fourier
transzformacio (5.17)-es eltolési tételének megfeleld diszkrét valtozatat kell alkalmazni a
szamitott spektrum korrekcioja céljabol.

Végiil a spektrumismétlésbdl eredd tovabbi torzitas elkeriilése érdekében arra is ligyelniink
kell, hogy a (periddikusnak tekintett) mintasorozat végén ne torténjék mintavételezés. Mivel a
DFT definici6 szerint periddikus, a mintasorozat hidnyzo végét tekintjik a kdvetkezd
mintasorozat elejének.

5.6 Digitalis sziir6k

Egy sziird voltaképpen egy linedris rendszer. A linearis rendszer bemeneti jelbdl, rendszerbdl,
Kimeneti jelbél allo sémajat latjuk az alabbi abran. azokat a rendszereket tekintjiik
linearisaknak, amelyekre érvényes a szuperpozicid, vagyis amelyeknél két bemeneti jel
Osszege olyan kimendjelet hoz létre, mely az egyes bemendjelekhez tartoz6 kimendjelek
Osszege. Trivialis esetként: n-szer akkora bemeneti jel n-szer akkora kimeneti jelet
eredmeényez. Ezt fejezik ki az alabbi, kdnnyen atlathaté Osszefliggések is (b - a bementre, k -
a kimenetre utal):

bemeneti jel kimeneti jel

(D) s [IEEE)

Vi (1) = vy (1)
Vop (1) = Vyi (1)
Vip (t) +Vop (£) = Vg (1) + Vo (1)

A digitalis sziirék a jelfeldolgozas, iddsor analizis nagyon fontos részét alkotjak. A digitalis
sziirfket két altalanos célra hasznaljak: (1) az egymassal kombinalt jelek szétvalasztasara, és
(2) azoknak a jeleknek a helyreallitasara, amelyek valamilyen modon torzulast szenvedtek. A



jelek szétvalasztasa akkor szlikséges, amikor a jelet zavarok, interferencia, zaj vagy mas jelek
szennyezték be. A jelek helyreallitdsara pedig jeltorzulas esetében lehet szlikség. Példaként
hozhatjuk fel egy hid GPS-szel végzett mozgasvizsgalati méréseit. Ebben az esetben példaul
szeretnénk a hidon athaladdé gépjarmiiforgalom 4ltal okozott mozgasokat ¢és a hid
homérsékletének valtozasabol adodo deformaciokat szétvalasztani, és ezeket a jeleket kilon-
kilon elemezni. Egy masik példa lehet egy fokuszalatlan, vagy éppen elmozdult kameraval
készitett ¢életlen kép ,.kiélesitése”. Mindezek a feladatok megoldhatok digitalis szlir6k
alkalmazésaval.

Minden linearis szliré rendelkezik impulzus, lépcsds és frekvencia atviteli flggvennyel.
Ezeket szoktak a szlir6 impulzus- illetve frekvenciavalaszanak is nevezni. Ezek ugyanugy

oo

teljes informaciot adnak a linearis sz{irérdl csak kiilonb6z6 formaban.
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Egy digitalis szlird legegyszerlibb megvalositasa az, hogy a bemend jelet és az impulzus
atviteli fuggvényt egymassal konvolvaljuk. Ha az impulzus atviteli fliggvényt ilyen specialis
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modon hasznaljuk, akkor a sziiré magfliggvényenek is szoktak nevezni.

A digitalis szir6k eléallitasanak van egy masik modja is, amit rekurzionak hivnak. Amikor a
szir6t konvoltcidval valositjdk meg, akkor a kimeneti jelsorozat mindegyik elemét ugy
szamitjak ki, hogy sllyozzak a bemeneti jelsorozat elemeit és Osszeadjak 6ket. A rekurziv
szlir6k ennek az eljarasnak a kibovitését jelentik: a bemeneti jelsorozat elemein tal a kimeneti
jelsorozat mar kiszamitott elemeit is felhasznaljak. A magfiiggvény helyett ekkor a sziir6
rekurzios egyutthatdit adjak meg. Fontos megemliteni azt, hogy minden linedris sziird
rendelkezik impulzusvalasszal, még akkor is, ha nem annak révén valodsitjadk meg a sziir6t.
Peldaul egy rekurziv sziir6 impulzusvalaszat is megkaphatjuk gy, hogy egy impulzust

kiildiink a sziirére és megnézziik azt, hogy mi jon ki.

A rekurziv sziir6k impulzus atviteli fliggvényei exponencidlisan csokkend amplitaddoji
szinuszhullamokbdl allnak. Elvben ez végtelen hossziva teszi az ilyen sziir6k impulzus
atviteli fuggvényeit. E miatt a tulajdonsdg miatt a rekurziv sziirdket nevezik végtelen

o

impulzusvalaszu (Infinite Impulse Response), azaz IIR sziir6knek. Ezzel 6sszehasonlitva a



konvolucios szilirdket veges impulzusvélaszu (Finite Impulse Response), azaz FIR szir6knek
hivjak.

Mint tudjuk egy rendszer kimenete a bemend impulzusjelre az impulzusvalasz. Hasonld
maodon a lépesds valasz az a kimenet, amit a rendszer egy bemené egységugras fliggvényre
(Iépcsés fiiggvény) ad valaszként. Mivel a 1épcsés fliggvény az impulzusugras integralja, a
lépcsés valaszfiiggvény az impulzusvalasz integralja. A fentiek kétféle modszert adnak a
1épcsOs valasz meghatarozédsara: (1) adjunk lépcsds fliggvényt a rendszer bemenetére &s
nézzik meg, hogy mi jon ki, vagy (2) integraljuk az impulzusvélaszt. A matematikai
korrektség kedvéert: integralast alkalmazunk a folytonos jeleknél, de diszkrét integralast,
azaz mozgo 0sszegzést a diszkrét jelek esetében.

A sziir6 frekvencia atviteli fliggvényét az impulzusvalasz DFT-jét kiszdmitva kaphatjuk meg.
A frekvencia atviteli fuggvényt (valaszfliggvenyt) akar linearis, akar logaritmikus tengellyel
(decibelben) abréazolhatjuk. A bel azt jelenti, hogy a teljesitmény tizszeres szorz6 szerint
valtozott meg. Példaul 3 bel teljesitmény ndvekedes 10x10x10 = 1000-szeres ndvekedést
jelent a teljesitményben. A decibel (dB) a bel tizedrésze. Eppen ezért a -20dB, -10dB, 0dB,
10dB, 20dB értékek a kovetkezo teljesitmény aranyokat jelentik: 0.01, 0.1, 1, 10 és 100.

A dolog hatuliitéje az, hogy altalaban a jel amplitadojaval, nem pedig a teljesitményével
dolgozunk. Mivel az amplitad6 a teljesitmény négyzetgydkével aranyos, ezért példaul az
amplitudoban 20dB csak tizszeres teljesitménynovekedest jelent (azaz itt 10dB), nem
szdzszorost. Gyakran talalkozhatunk még a —3dB jeldléssel is, ami a jel amplitudojanak
0,707-szeresére csokkeneseét jelzi, azaz a teljesitmény felére csokkent.

A sziir6k frekvencia atviteli karakterisztikdja szempontjabol a digitdlis szlir6k négyféle
alapveté tipusat kiilonboztethetjik meg: aluldteresztd, feliilatereszts, savateresztd €S
savkorlatozo sztiroket.

frekvencia frekvencia frekvencia frekvencia

alulateresztd felilatereszt6 savateresztd savkorlatozé

A digitalis szlir6k négy alaptipusa

s rr

Mozgdéatlag (MA, azaz FIR) sziir6k

A mozgoatlag (Moving Average, MA) szir6k a legaltalanosabbak a digitalis
jelfeldolgozasban, mivel a legkonnyebben megérthetd és hasznalhato szlir6k. Egyszerlisége
ellenére, a MA szlir6k egy altalanosan el6forduld feladatra optimalisak: a véletlen zaj
redukalasara gy, hogy kdzben megmarad a szlir6 éles 1épcsés valasza. Ez azért fontos, mivel
ahhoz, hogy meg tudjuk kiilonbdztetni az idésorban az egymas melletti eseményeket, a
1épcsds valaszfiiggvény szélességének kisebbnek kell lennie mint az események kozotti
idotartam. Ez azt a kovetelményt diktalja, hogy a lepcsoés atviteli fliggvénynek olyan gyorsnak
kell lennie, amennyire az csak lehetséges. Ez a legidealisabb sziird az informaciot az idében
tartalmazé jelek szdmara. Az iddbeli informéciot tartalmazé jelek esetében az
id6tartomanyban irjuk le az informaciot: mikor tortént valami, illetve mi volt annak az
amplitaddja. Ez az informécié a jelben megértheté anélkiil, hogy a jel mas idépontokban
felvett értékeivel foglalkoznunk kellene.

Ezzel szemben a mozg6 atlag (MA) sziir6 a legrosszabb valasztas az informaciot a frekvencia
tartomanyban hordozoé jelek szdméra, mivel alig képes az egyik frekvenciasavot a masiktol
elvalasztani. A frekvencia kédolt jelre példaként egy mechanikai rendszer rezgéseit
emlithetnénk. Errdl a legtobb informaciot sokszor a sajatrezgéseinek a frekvencigja adja. Ez



esetben egyetlen minta az idésorban 6nmagaban szdmunkra semmilyen lényeges informaciot
nem hordoz. Az informacié taroldsa sokkal kdzvetettebb: az iddsor (jel) sok pontjdban
egyuttesen van elrejtve, azok egymashoz vald kapcsolatai révén.

Amint azt a neve is mutatja, a mozgoé atlag sziiréd a bemend jel bizonyos szamu pontjanak az
atlagolasaval mukodik, és igy allitja eld a kimeneti jel egymas utani értékeit. Egyenlettel
felirva

y[i]:ﬁ D x[i+jl  i=01,.., (5.22)

=0

ahol x[ ] a bemeneti, y[ ] a kimeneti jel és M a mozg6 atlagolashoz felhasznalt pontok szama.
Ez az egyenlet csak a szamitdsi ponthoz képest az egyik oldalon fekvO pontokat hasznalja a
bemend jelbdl az atlag szamitasahoz. Alternativaként olyan MA sziir6t is alkalmazhatunk,
amelyik szimmetrikus, vagyis a bemend jelnek a szamitandé ponthoz képest mindkét oldalon
levé értékeket felhasznalja az atlag képzésehez.

Vegyiik észre, hogy az (5.22) mozgdatlag valdjaban egy nagyon egyszerli magfiiggvénnyel
szamitott diszkrét konvolucid. Példaul egy 6t pontbol allo szliré esetében a sziirdé magja
(magfiiggvénye: ...0, 0, 1/5, 1/5, 1/5, 1/5, 1/5, 0, 0... . Azaz a mozgo atlag sziird
magfiiggvénye egy egységnyi teriiletli négyszogimpulzus.

Vizsgaljuk meg most a mozgd atlag sziiré impulzus atviteli fliggvényét. Ez matematikailag a
négyszdgimpulzus Fourier transzformaltja, azaz a sinc fuggvény abszollt értéke:

sin(zfM)

M sin(zf) (.23)

H[f]=

Az f dimenzidtlan frekvencia a Nyquist-tétel szerint 0 és 0.5 kdzott valtozhat, ahogy az abran
is latszik.
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A mozgoatlag sziir6k frekvencia atviteli figgvénye. A MA-szlir6k nagyon gyenge mindségii alulateresztd
sziirok, lasst levagassal és gyenge elnyomasi csillapitassal.

A mozgoatlag sziirdk ezzel szemben idedlisak a zajos idésorban ,.eltemetett” kiilonboz6 jelek
detektalasara, igy példaul az alabbi abran egy negyszégimpulzus kimutatasara.
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Amint azt az abran is lathatjuk, ahogy az atlagolashoz hasznalt pontok szama csokken, ugy
csokken a zaj is; viszont az élek kevésbé lesznek élesek. A mozgoatlag sziirdk optimalis
megoldast adnak erre a problémara, egy adott felfutasi meredekség mellett a lehet6 legkisebb
zajjal rendelkeznek.

A mozgoatlag sziirés rendkiviili elénye az, hogy egy olyan rekurziv algoritmussal végezheto,
ami nagyon gyors. Hogy megértsiik ezt az algoritmust, vegyink egy X[ ] input jelet és kuldjuk
egy 7 pontos mozgé atlag sziiré bemenetére, hogy megkapjuk az y[] kimend jelet. Most
nézzilk meg azt, hogyan szamitjuk ki ket egymas melletti kimeneti jel értékét, mondjuk y[50]-
et és y[51]-et:

y[50] = x[47] + x[48] + x[49] + x[50] + x[51] + x[52] + X[53]
y[51] = x[48] + x[49] + X[50] + x[51] + x[52] + x[53] + x[54]

Ez majdnem ugyanaz a ket szamitas; az x[48]-t6l x[53]-ig terjedé pontokat hozza kell adni
y[50]-hez és y[51]-hez is. Ha mar y[50]-et kiszamoltuk, y[51] szamitasanak a leghatékonyabb
madja

y[51] = y[50] + x[54] — x[47].

Ha mar megvan y[51], akkor y[52]-t y[51]-b6l ki tudjuk szamitani, és igy tovabb. Tehat az
els6 pont kiszamitasa utan a tovabbiakat pontonként egy-egy dsszeadassal és kivonassal
eléallithatjuk. Egyenlet formajaban

y[i] = y[i-1] + x[i+p] — x[i-q],
aholp=(M-1)/2ésq=p+ 1.

Figyeljuk meg azt is, hogy ebben az egyenletben kétféle adatot hasznalunk a szdmitasban: a
bemenet pontjait és a kimenet el6z6leg kiszamolt pontjait. Ezt hivjak rekurziv egyenletnek.
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Rekurziv (AR, azaz IIR) sziir6k

A rekurziv sziir6k hatdsosak hosszii impulzusvélasz fiiggvény eldéllitasara anélkiil, hogy
hosszi konvoluciét kellene kiszamolni. Rendkiviil gyorsak, viszont jellemzdikben és
rugalmassagban elmaradnak mas digitalis szréktdl. A rekurziv (AutoRegressive, AR)
szlir0ket mas néven végtelen impulzusvalasszal rendelkezd (IIR) sziiréknek is hivjak, mivel
csokkend exponencidlis fliggvényekbdl allithatdé el az impulzus atviteli fliggvényiik. Ez
megkuldnbozteti ket a konvoltcios (mas néven FIR) szlir6ktol.

A rekurziv szlirést az aldbbi &ltalanos 6sszefiiggés (a rekurzids egyenlet) szolgaltatja:

y[n] = agx[n]+ayx[n—1] + a,X[n— 2]+ agx[n - 3] +---

(5.24)
+byy[n—-1]+b,y[n—2]+bgy[n—3] +---

ahol az a3, ay, ..., by, by,... a szlir6 (rekurzios) egyitthatok. Figyeljik meg jol, hogy nincs by
egyutthatd, mivel ez az éppen szamitandd pontnak felel meg.
A rekurzids sziirék azért hasznosak, mert megkeriilik a hosszi konvoluciot. Példaul amikor
egy impulzusfiiggvény athalad a szlir6n, a kimenet tipikusan egy szinuszhulldm lesz, amelyik
exponencialisan csokkend. Lényegében az IIR sziirék a bemend jelet konvolvaljak egy
nagyon hosszu szlird magfiiggvénnyel, bar ehhez csak néhany egylitthatora van sziikség.
A szlrd egyiitthatoi és a sziird impulzus atviteli fiiggvénye kozti matematikai kapcsolatot a
z-transzformacio teremti meg. Példaul a z-transzformacio lehetdséget nyujt a rekurzids
egylitthatok és a frekvencia valasz kozti atszamitasra, sorba ill. parhuzamosan kapcsolt sziir6k
egyetlen szlir6vé torténd Osszekapcsoldsara, analdg sziirdket utdnzo digitdlis sziirék
tervezésere, stb.
Ugyanakkor egyszer(i esetekben a z-transzforméacid nélkiil is tudunk rekurzios (IIR) szlir6ket
tervezni. llyenek peldaul az un. egypdlusi rekurziv sziirdk.
Az egypoOlusl aluldatereszts rekurziv szlirék 6sszesen két egyiitthatoval rendelkeznek: ag és b;.
Az egypolusu feliilatereszté rekurziv sziir6k pedig harommal: ao, a; és b;. Ezeknek az
egyszerii FIR szlir6knek a jellemz6it az x paraméter hatarozza meg, ami fizikailag az egyes
mintak kozotti csokkeneési rata. Figyeljik meg, hogy ha x nagyobb egynél, akkor a sziird
instabil lesz. Az x paraméter értéke pedig a kovetkez6 6sszefliggések szerint van kapcsolatban
a szlr egyiitthatokkal. Alulateresztd sziir6 esetében

ag=1-x
b1=X,

illetve feliilateresztd sziird esetében

dg = (1 + X)/2
a; =—(1 +x)/2
b1 =X

Az X paraméter a szir6 d idéallandojaval is kapcsolatban van, a kovetkezd Osszefiiggés
szerint:

x=e M,
Ezen kivil rogzitett kapcsolat van x és a —3dB-hez tartozo fc levagasi frekvencia kdzott:

X= e‘z”fc .

Ezzel mar harom dsszefliggésink is van az ,,a” és ,,b” egyltthatok meghatarozasara: (1) az
id6allandobol, (2) a levagasi frekvenciabol, illetve (3) x kdzvetlen megadasaval.



A kovetkez0 abrak ezt a két egyszerti IIR szlirt, annak frekvencia atviteli fiiggvényeit
mutatjak kiilonboz6 dimenziotlan fc levagasi frekvencia ertékekre.
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Egypo6lusi rekurzids szlirék frekvencia atviteli fiiggvényei. A bal oldali abran (a) a feliilatereszt6, a jobb oldalin
(b) az alulateresztd sziird talalhato.

A z-transzformacioé

o

A rekurziv szlir6k (5.24) Osszefiiggését hatasosan lehet programozni. Viszont sokszor arra van
szlikség, hogy a bemeneti és kimeneti jel kdzotti matematikai kapcsolatot adjuk meg. Ahogy a
folyamatos rendszereket differencialegyenletek irjak le, éppen igy a rekurziv diszkrét
rendszerek e szerint a differencia egyenlet szerint mitkkodnek. Ebb6l az sszefliggésbol
levezethetd a rendszer 0sszes jellemzdje: impulzusvalasz, 1€pcsds valasz, frekvencia valasz,
stb. Ehhez meg kell ismerkedniink azzal a matematikai technikaval, amit z-transzforméaciénak
neveznek.

Eqgy X[ ] sorozat z-transzformaltja matematikailag a kovetkez6 6sszefiiggéssel adhaté meg:

o0

X(z)= Y x[n]z"" (5.25)

N=—o

A z komplex valtozo és meghatarozza a z-tartomanyt, amelyet példaul két polaris valtozoval,
r-rel és w—val irhatunk le a

z=re 1?

Osszefligges szerint.
z — sik
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A z-sik polaris koordinatakkal
jellemezhetd, r-rel és w-val.
Az orig6tol mért tavolsag r, az
o sz0g pedig a vizszintes
tengely pozitiv agatol mért
sz0g. A polusokat ’x’, a
zérusokat 0’ jelzi. A rekurziv
rendszer instabil, ha a pélusai
az r =1 egységkdron kivilre
esnek.

Azzal kezdjuk, hogy az (5.24)-es egyenlet mindkét oldalanak z-transzformaltjat vesszik, azaz
megvizsgaljuk, hogyan néz ki az egyenlet a z-sikon. Némi szamitas utan az 6sszefiiggést az
Y[z] / X[z] alakba irhatjuk &t, azaz a kimeneti és bemeneti jelek z-transzformaéltjainak a
hanyadosaként. Ezt nevezziik a rendszer atviteli fliggvényének, és H[z]-vel jel6ljuk. Polinom
alakban

ag+aZ tHayz i vagz S+

1-bzt—byz 2 —byz ¥ —or

H[z] = (5.26)

Latszik, hogy ha ismertek az IIR szlird rekurzids egylitthat6i, akkor ebbdl kozvetleniil
felirhato a rendszer atviteli fliggvénye. Ha mar ismerjik az egyutthatok szamat, a negativ
hatvanykitevok eltiintetheték a szamlald és nevezé z-nek megfeleléen magas ugyanazon
hatvanyaval val6 beszorzas révén.

A z-sikon az atviteli fliggvény fontos jellemz6i a polusok és zérusok. Ez adja az atviteli
fliggvénynek a masodik altalanos alakjat:

H[z] = (2=z)(2-2,)(z-25) . (5.27)
(2= p)(z—=p2)(z—p3)--

Mindegyik (p1, p2, P3, ...) polus és (zu, 2o, 73, ...) zérus komplex szam. Altalaban a digitalis
IR sziird tervezése ezekbdl a polusokbol és zérusokbol indul ki és végiil eldallitjdk a
megfeleld rekurzids egyiitthatokat. Példaul az alabbi abran lathatdé polus-zérus abrénak
megfeleld IIR szlird impulzus és frekvencia valasza.



Példa a polus-zérus
tervezésre. A tervezés a z-sikban két-két polus és
zérushely megtervezésével kezddédik (a). Ezutan a sziird
impulzus valasz (b) és frekvencia véalasz (c) fliggvényét
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5.7 Sztochasztikus folyamatok spektralanalizise

A természetben el6forduld idésorok tobbé-kevésbé véletlenszerli sajatossagokat is
tartalmaznak (lasd az alabbi abrat).
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Ezért ésszerli igény meriil fel arra, hogy kiilonb6z6 frekvenciaji komponensekre bontsuk az
adott sztochasztikus folyamatot, vagyis vegyiik a Fourier transzformaltjat. Az eléz6ekben
mondottak alapjan Kkizardlag (kvazi)stacionarius sztochasztikus folyamatokkal fogunk
foglalkozni. Ezek elméletileg idealis véletlen jellegli fiiggvények, melyek a teljes
iddtartomanyra kiterjednek és invariansak az iddbeli eltolas tekintetében. Egy valos valtozotol
fliggd (az idében folytonosan valtozo) jel esetében a klasszikus Fourier transzformalt:

X(f)= Tx(t) e~ gt . (5.28)

—00

Ha iddsorral rendelkeziink (diszkrét iddpontjaink vannak), akkor a (%2, ¥2) intervallumon az
alabbi spektrumunk van:

X(F)= D xe 2™, h<f<Y (5.29)

N=-—00
amelybdl az iddsort az alabbi modon allithatjuk vissza:

1/2
Xo= [ X(f)e* ™ df (5.30)
-1/2

Alkalmazhatjuk ezek kozul barmelyiket egy sztochasztikus folyamatra? Nem, mivel az (5.28)
integral vagy az (5.29) 6sszeg nem konvergens, ugyanis egy sztochasztikus folyamat
amplitudoja vagy az energiaja nem csokken, ahogy t vagy n ndvekszik. Ezen kivil, ha az x(t)
helyébe az (5.28)-ban egy sztochasztikus folyamatot tesziink, akkor pusztan egy masik
véletlen fliggvenyt fogunk kapni. A célunk viszont az, hogy x(t)-t egy olyan fliggvénnyel
jellemezzik, amelyik éppen ugy jellemzi a sztochasztikus folyamatot a frekvencia



tartoményban mint az autokorrelacio fuggvény jellemzi az idétartomanyban. Szemléletes
modon megfogalmazva a kovetkezdt szeretnénk. Tegyiik fel, hogy azt szeretnénk megtudni,
hogy az adott stacionarius folyamat milyen valtozékonysagot mutat az f, frekvencian. Ekkor
megtervezhetnénk (megépithetnénk) egy keskenysavul savateresztd @ f, szlrét, amelyik csak

egy szik (fo— Y2df, fo + Y2df) frekvencia savban engedi at a jelet. Ha most ennek a sz{irének a
bemenetére visszik az x(t) jelet, akkor a kimenetén egy olyan sztochasztikus folyamat jelenik
meg, amelynek a frekvencia tartalma igen korlatozott. Ennek a jelnek most csak a nagysagat
mérjiik meg (ez nem a jel amplitidoja, hanem a varianciaja); azt varjuk, hogy a variancia
ardnyos lesz a savatereszt6 szlr6 df savszélesseégevel. Ezutan definidljuk az alabbi Sy
mennyiseget:

S, (fo)df =var(® *x) (5.31)

vagyis a szlird kimenetén megjelend sztochasztikus folyamat varianciaja: egy pozitiv érték
szorozva df-fel; ez az f, frekvencia fliggvényében mas és mas lesz, és aranyos lesz az x(t)
varianciajaval azon a frekvencian. Ezt a varianciat nevezzik az x(t) jelnek az adott
frekvencian vett energiajanak, tehat Sy x(t)-nek az energiaspektruma, masnéven
teljesitménysiiriiség spektruma. Ez a definici6 egyforman miikodik mind folytonos, mind
diszkrét valtozo esetében.

A kovetkezokben egy stacionarius folyamat teljesitménysiiriiség spektrumanak (Power
Spectral Density, a tovabbiakban: PSD) két masik definiciojat adjuk meg, az egyiket Fourier
transzformacio segitségevel. Minden esetben feltételezziik azt, hogy az x(t) sztochasztikus
folyamat zérus atlagu. Az els6 definicio szerint a PSD az alabbi hatarértékként irhato fel:

2

.
j X7 (t) e~ 27 gt
=T

Sx(f)= lim £ % , (5.32)

ahol

o (t) = x(t) -T<t<T
T 1 0 egyébként

A fenti (5.32)-es egyenlet az un. kétoldali PSD-t definialja, mivel f-et —oo-tdl +oo-ig
valtoztathatjuk. Ha x valés, ami a leggyakoribb eset, akkor a Fourier transzforméacio
tulajdonsagaibdl lathatjuk azt, hogy Sx(f ) az f-nek paros fliggvénye, ezért csak az f > 0-ra kell
megadnunk az értékeit. llyenkor szokasos az egyoldali PSD-r6l beszélni, amit 2S4(f ) definial
az f > O-ra.

Az (5.32) definiciobdl vilagos, hogy a PSD valamiféle masodrendi momentum egy adott f-re.
Mar lattunk egy mésodrendii momentumot, az (5.5) autokovarianciat. Vajon van valamilyen
kapcsolat a kettd kozott? Igen van; lényegében a PSD és az autokovariancia pontosan
ugyanazt az informaciot tartalmazzak. Ténylegesen S(f ) az R«(t) Fourier transzformaltja:

Sy (f)=F{R (1)} = TRX(t) e 2mM gt (5.33)

¢s ez jelzi, hogy az autokovariancia nem lehet egyszeriien egy tetszdéleges fliggvény, hanem
csak olyan, amelyiknek pozitiv a Fourier transzformaltja. Néha az (5.33)-as 0sszefiiggést

crcr

Példaul (5.33) inverz transzformaltjat véve:



R, (t) = Tsx(f)ez"”‘df . (5.34)

—00

Idézziik vissza az Ry definiciojabdl, hogy
R, (0) = E{x(t) x(t)} = var(x) = o,

mivel x zérus atlagh sztochasztikus folyamat. Ennek megfeleléen (5.33)-ba t=0-t
helyettesitve a kovetkezd fontos eredmény adodik:

ok = [Sy(f)df.

Szavakban: a PSD alatti teriilet a jel varianciaja. Ez az oka annak, hogy megkétszereztiik
Sx-et, amikor az egyoldali PSD-t definialtuk (hogy megmaradjon a jel varianciaja).

Vegyiik a legegyszerlibb példat, a fehérzajt. Folytonos jel esetén a fehérzaj autokovariancia
fliggvénye a Dirac-féle delta fiiggvény (disztriblcid) szdmszorosa, s*&(t). Ekkor a PSD

Sw(f)= [Ry®e ™ dt= [s*5(t)e > "dt =5,

—00 —00

amelyik a frekvenciatol flggetlen allandd. A fehérzaj energiaja minden frekvencian allando
(innen szarmazik az elnevezése is). A fehérzaj esetén tehat a folyamat varianciaja, ami a PSD
alatti teriilet, végtelen! Ebbdl kovetkezik, hogy a folytonos fehérzaj fizikai értelemben fikcio,
mert fizikailag realizalhaté folyamat nem rendelkezhet végtelen energiaval. Vegyuk észre azt
is, hogy a kiilonb6z6 tipust fehérzajok (5.2 szakasz) mind ugyanolyan frekvencia tartalommal
rendelkeznek, vagyis konstans spektrummal. A PSD egyszerlien egy méasodrendii mennyiség,
ezért nem fiigg a stacionarius folyamat egyéb jellemzditdl, mint példaul az eloszlasfiiggvény
konkrét alakjatdl.

Most foglalkozzunk azzal, hogy mi torténik a PSD-vel, ha a jelet sziiréssel modositjuk.
Folytonos esetben a konvolucios szlirés egyenlete szerint a szirt y(t) jel:

y(®) =g () *x(t)

ahol g(t) a sziré impulzus atviteli fliggvénye (magfiiggvénye). Ha ismerjiik Si(f )-et, akkor
szamithatjuk Sy(f )-t, az alabbi 6sszefliggés szerint:

S, (F)=[G(F)° Sx(f). (5.35)

Ez a fontos eredmény a konvolucid tétel alkalmazasa a sztochasztikus folyamat sziirése
esetében: ha egy determinisztikus jelet sziirlink, az eredményiil kapott fliggvény Fourier
transzformaltja a szliré frekvencia atviteli fiiggvényével van szorozva. Most viszont az Uj
spektrumot a sziird frekvencia atviteli fiiggvénye abszolut értékének a négyzetevel kell
szorozni. Ez az eredmény tovabba szilard elméleti alapra helyezi azt az elgondolast, amit az
(5.31)-es 0sszefiiggésben fogalmaztunk meg.

Diszkrét sztochasztikus folyamatok (idésorok) PSD-je



A folytonos staciondrius sztochasztikus folyamatok esetében levezetett minden eredmény
értelemszerien atvihetd a diszkrét esetre. A diszkrét idésor PSD-jének definicidja (5.32)

= sz

2

.1 N —27if
S,(f)= lim —=—E X, e~ 5.36
(D)= lim S0 €| 2% (5.36)
Alternativ definicio az autokovariancia fliggvény segitségével:
N .
Su(f)= D Re(me 2™ Y <f<1, (5.37)
n=-N
Természetesen megkaphatjuk az autokovariancia figgvenyt a PSD-bdl:
1/2 _
R, (n) = j S, (f)e?AMdf . (5.38)
~1/2
Ha (5.35)-be n = 0-t helyettesitiink, a kovetkezé eredmény adodik:
1/2
of= [ Sy(f)df.
-1/2
Konvolucios sziirés esetén egy diszkrét iddsor energiaspektruma
2
Sy (F)=G(F)]" S¢(1), (5.39)
ahol
G(f)= > g,e 2. (5.40)

n=-oo

A spektrum (PSD) becslése az adatok alapjan

Ha elfogadjuk azt a feltevést, hogy az adott id6sorunkat jol modellezhetjiik staciondrius
sztochasztikus folyamatként, akkor olyan eljarasokra van sziikségiink, amelyekkel ésszert,
megbizhatd becslést tudunk adni a széban forgo folyamat PSD-jére illetve autokovariancia
fliggvényére. A spektrumbecslésnek oriasi szakirodalma van. Ennek az az oka, hogy ez a
feladat egyfajta kilon hozzéértést kivano ,,mesterség”, és nincs hatarozottan ,legjobb”
modszer. Mindezek mogott az huzédik meg, hogy a spektrumbecslés egyfajta rosszul
kondicionélt inverz feladat. Ugyanis szikségképpen csak véges szamu ismert adatunk van,
viszont végsd soron egy olyan fliggvényt akarunk meghatirozni, amely tobb ismeretlentdl
fugg — hasonléan ahhoz, amikor egy olyan egyenletrendszert szeretnénk megoldani, amelyben
tobb ismeretlen talalhatd mint ahdny egyenlet van. A matematikai részleteket mellézve
elmondhatjuk, hogy a diszkrét Fourier transzforméciéhoz hasonloan a sztochasztikus
folyamatbdl sem végtelen, hanem csak N db. mintaval rendelkeziink. Ennek a csonkitasnak
kovetkezmenye az lesz, hogy a valodi spektrum helyett egy olyan spektrumot kapunk, amely
a valddi spektrum és egy un. Dirichlet-féle magfliggvény konvolucidja. A spektrumbecslés
feladata kijavitani ezt a spektrum ,elkenést”. Az egzakt dekonvollcio (kijavitas) viszont
lehetetlen, mivel a csonkitas soran informéacidvesztés tortént. Minden amit tehetlink az, hogy
egy viszonylag jo kozelité megoldast allitunk el6 regularizaciéval. A megfelel6 kozelitést adod
eljaras megtalalasa azonban valéban jé hozzaértést és tapasztalatot kivan.



A diszkrét {x,} id6sort gyakran At =1 intervallummal mintavételezzilk és ez N db. egymaés
utani mintat jelent egyetlen realiz&ciobol. Tovabba fel kell tételezniink azt, hogy a folyamat
ergodikus. Ez mit jelent? Elméletileg feltételezzlik, hogy a folyamatnak annyi realizaciojat
tudjuk eléallitani, ahanyra csak sziikséglink van, és amikor atlagolunk, példaul az E{}
varhato érték szamitasanal, akkor a kiilonboz6 egymastol fiiggetlen realizaciok atlagat
vessziik. Ezzel szemben a legtdbb gyakorlati esetben pusztdn egyetlen realizacidval
rendelkeziink, az elemzend6 id6sorral. Ez esetben nincs mas lehetdségiink, mint a realizaciok
szerinti atlag helyett idébeli atlagot szamitani. Egy ergodikus folyamat esetében igaz az, hogy
a végtelen idétartomanyra vett atlag megegyezik a realizaciok szerinti atlaggal. Sejthetjik azt,
hogy egy folyamat akkor ergodikus, ha az autokovariancia fliggvénye elég gyorsan lecsokken,
vagyis az egymastdl tédvol levd adatok egymadstdl lényegében fiiggetlenek. Diszkrét
folyamatok esetében az ergodicitashoz elég az alabbi feltétel teljesilése:

1/2

in(n)2 = [ Sy(f)*df <eo,

n=— -1/2

ami azt jelenti, hogy a spektrum korlatos.

A spektrum periodogram becslése

Az (5.36) Osszefiiggésben a realizaciok feletti atlag helyett az id6 szerinti atlagot beirva és
egyszerlien elhagyva a hatarérték szdmitasat, megkapjuk az N pontbol allo diszkrét idésor
PSD-jének (teljesitménystiriség spektrumanak) periodogram becslését:

2

SAX(f):% (5.41)

N 2rif
—=Z2min

D Xy e

n=0

Vegyiik észre, hogy az adatsort atszamoztuk zérus kezdd indexszel, mert ez a DFT esetén
szokasos megallapodas.

A spektrum periodogram becslése torzitatlan, ami azt jelenti, hogy varhato értéke a valodi
spektrum értékét adja. Viszont a becslés inkonzisztens, ami azt jelenti, hogy

var[S, (f)1=S,(f)?,

tehat a becslés szorasa Sy(f )?, azaz megegyezik magaval a becsléssel, barmekkora legyen is az
adatok N szama! Ez azt jelenti, hogy a spektrum PSD becslése rendkivil zajos. Mi ennek az
oka? Az, hogy a periodogram %N fliggetlen becslést ad N ismert érték alapjan; a
becslésenkénti szabadsagi fok tehat kettd. Ez a helyzet nem javul N ndvekedeseével, igy a
variancia semmivel nem csokken — nincs tobb adatbol torténd atlagolas, ahogy N-et noveljuk.
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A spektrum becslése megadhatdo az (5.37) definicié segitségével is, ha eldallitjuk az
Ezt egyszertien kétféle modon tehetjuk meg az
adatokbdl. Az egyik az autokovariancia fliggvény torzitatlan becslése,

autokovariancia fliggvény becslését.

ﬁx (n) = L

N-n,5

N-n
Zxkka ,

n=01,72, ...,

a masik a csak aszimptotikusan torzitatlan alabbi becslés:

n=01,72, ...,

N-1

N-1.

(5.42)

(5.43)

Az (5.42) becslés problémdaja a novekvd n-re egyre ndvekvd variancia, ahogy az abrén is
lathatd. A periodogram agy is felfoghato, mint az (5.43) becslés Fourier transzformaltja.

Viszont mindkét autokovariancia becslés meglehetsen nagy torzitassal rendelkezik
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Az (5.41) periodogram becslés masik komoly hibaja a spektrum torzitas (spektralis szivargas).
Ez a torzitds a valodi spektrum és egy haromszdg (Bartlett) ablak spektrumanak (ami egy

sinc? fliggvény) a konvolciéjat jelenti.
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Ez a spektralis szivargas azt okozza, hogy a jel energiajanak egy resze atvandorol a spektrum
alacsonyabb energiaju helyeire. Kulondsen olyan jelek esetében, amelyek dinamikaja nagy, ez
a jelenség akar teljesen meghamisithatja a spektrumot! Tehat a spektrumbecslés esetén
torekedni kell olyan modszer alkalmazéasara, amelynek a spektralis szivargasbol eredd
torzitasa kicsi. llyen modszerekrol késébb még részletesebben is szot ejtiink.

A spektrumbecslés paraméteres modszerei

A spektrumbecslés paraméteres modszereinek az alapgondolata a stacionarius folyamatok
szilirésének elvébol szarmazik. Idézziik fel, hogy ha x(t) = g(t) * y(t) , akkor

S, (f)=[G(F)] S, (f).

Teételezzik fel, hogy valamilyen modon sikerilt ugy megvalasztani a g(t) szlirét, hogy amikor
y(t) fehérzaj, akkor a szlir6 kimenete a kivant x(t) sztochasztikus folyamat; ekkor

Sy(f)=cle(f) .

ahol c valamilyen allandd. Az elgondolast a gyakorlatban altalaban ugy valdsitjak meg, hogy
g(t) sziir6t véges AR (rekurziv) szlir6ként definialjak K sziiré egyiitthatoval:

Xn =Yn t a1 Xn_q + X _p +- -+ Xk ,

ahol y, fehérzaj. Ezeket az egyenleteket veégigszorozva xj-vel és a varhato értéket véve,
eléallithatjuk az un. Yule-Walker egyenleteket az ismeretlen a; egyitthatokra az
autokovariancia becslések fuggvényében. Hatranya a modszernek, hogy nehéz meghatarozasi
hibat rendelni a spektrum becsléséhez, valamint kérdéses k megfelel6 megvalasztasa is, hiszen
a kapott eredmény k fliggvényében meglehetésen drasztikusan megvaltozhat. Léteznek a
rekurziv szlird egyiitthatok meghatirozasanak alternativ modszerei is, mint példaul Burg
maddszere, illetve a maximalis entropia mddszere (MESE).

A Yule-Walker megkdzelitésnek mindazaltal van egy hasznos alkalmazasi teriilete. Amint azt
mar emlitettik, a periodogramon alapulé becslések torzitottak lesznek, ha a spektrum



dinamikaja nagy. Gyakran egy viszonylag rovid AR (IIR) szlirével (pl. k <5) a spektrum
dinamikaja dramai modon lecsokkenthetd. Ezutan a sziirt jel biztonsagosan kezelhetd és a
végén a sziiré hatasat el tudjuk tavolitani. Ezt az eljarast a jel eldfehéritésének (prewhitening)
nevezik.

A spektrumbecslés nemparaméteres eljarasai. Multitaper moédszer

A spektrumbecslési variancia csokkentéséhez valamilyen atlagolasra van szikség. A
legtermészetesebbnek tiind eljards az egymas szomszédsagaba esd spektrum becslések
atlagolasa. A periodogram erénye az, hogy a becsult spektrum értékek mind korrelalatlanok
fehérzaj esetén, és ez a megallapitas kozelitéleg igaz marad mas sima spektrumokra is. Ennek
megfeleléen K egymas utdni spektrum értéket egységnyi sullyal atlagolva a varianciat K-ad
részére csokkenthetjuk:

2 S, (f)?
var S, (1) 1 =207
K
Az atlagolas a spektrum simitasaval jar. A spektralis felbontas ilyen csokkenése
elkeriilhetetlen veszteség; egyensulyt kell tartanunk a kozott a két kivanalom kodzott, hogy

minél jobb felbontasi PSD-t hatarozzunk meg azzal, hogy a becslés statisztikailag minél
megbizhatobb legyen.

Egy masik atlagolasi eljaras, amelyet még mindig széles korben alkalmaznak, a Welch
modszer vagy mas néven szekcio atlagolds. Ebben az eljarasban az eredeti id6sort K db.
egyenld hosszusagu, egymast (altaldban 50%-ban) atfedd szekciora bontjak €s mindegyikbdl
egy-egy spektrumot szamitanak Ki. Ha a szekciok elég hosszuak, ezek az adatsorok egymastol
kozel fliggetlenek, és igy a PSD egy-egy fuggetlen becslését adjak, melyeket atlagolnak. A
torzitas csokkentése érdekében mindegyik szekciot megfelelé fiiggvénnyel ablakoljak
(tapering).

Az atlagolas hatasanak bemutatasara nézziik a kovetkez6 jelet, amelyet 600 db, 50 Hz-nél
kisebb véletlen frekvencidju és fazisi szinuszhulldmbol allitottunk eld, illetve egy kiilonalld
62 Hz-es szinuszhullambol, amelynek amplitidoja —75 dB.
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A szekci6 atlagolas hatasat az alabbi abrak szemléltetik. Az abrarol vilagosan latszik, hogy
bar az atlagolt spektrum sokkal siméabb, de nem mutatja az 50 Hz folotti levagast a jelben,

épplgy mint a periodogram becslés sem jelzi azt, hogy nincs a jelben 50 Hz fol6tti frekvencia
Osszetevl. Ez a spektralis szivargas hatdsanak tulajdonithato.
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Atlagolas nélkiili és Welch-féle szekci6 atlagolassal meghatarozott spektrumok. A bal oldali abran (a) a
periodogram becslés, a jobb oldalin (b) 64 db, egymast 50%-ban atfedd szekcio atlaga lathato.

A spektralis szivargas hatasat oly modon lehet csokkenteni, hogy az adatokat egy w(n)
sulyfuggvennyel beszorozzuk és az eredeti periodogram becslést a kovetkezdvel
helyettesitjuk:

2
~ 1N L
SX(f):WZW(n) X, e~ 2Am | (5.44)
n=0

Ez esetben a becslésunk varhato értéke a kovetkezo lesz:

. 1/2
ES.(F))= [ Sy (fyW(F-f)df, (5.45)
-1/2

ahol a frekvencia tartomdnyban a konvolvalo fliggvény kozelitdleg
1 2
W (f) :W|F{W(n)}| ,

vagyis a sulyfiggvény Fourier transzformaltjanak négyzete. A periodogram esetében a
konvolvalo fliggvény a sinc® —tel aranyos. Ha tehat szeretnénk a spektralis szivargasbol ered6
torzitast csokkenteni, akkor az n=0-nal és n =N - 1-nél simabb atmenettel rendelkezd
fliggvényt kell valasztanunk. Példaul a Welch-féle ablak esetében az abran lathatd eredményt
kapjuk.
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Welch-féle ablakfiiggvénnyel meghatarozott spektrum (bal oldalt). Latszik, hogy jelent6sen javult az 50 Hz-nél

tapasztalhato frekvencia levagas. Az adaptiv DPSS multitaper modszerrel kapott spektrum az abra jobb oldalan

lathatd. Szinte tokéletes (-110 dB) az 50 Hz-nél lathatd levagas és a becslés variancidja is sokkal jobb. Ezenkiviil
vilagosan lathat6 a —75 dB-es gyenge szinuszjel



Az ablakfuggvenyekkel szemben alkalmazott jogos kritika, hogy tul kis stlyt adnak az idésor
kezdetén és végén levd adatoknak, gyakorlatilag ,kidobjak” azokat. Ezen javitanak az
ortogonalis tobb ablakfliggvényt alkalmaz6 modern eljarasok (multitapering).

Ezeknek az eljarasoknak az alapgondolata egyszerii: ablakoljuk az adatokat kiilonbozo,
egymasra ortogonalis sulyfliggvényekkel és azutan az egyes suly (ablak) fliggvényekkel
kapott spektrumokat atlagoljuk.

A gyakorlatban kétféle ortogonalis fliggvénycsaladot szoktak alkalmazni: a Slepian-féle vagy
nyUjtott szferoidikus fliggvenyeket (Discrete Prolate Spheroidal Sequence, DPSS), illetve a
Riedel és Sidorenko (1995) altal javasolt minimalis torzitasu szinuszos ablakfliggvényeket. Ez
utobbiak esetében a sulyfiiggvények igen egyszeriiek:

Vi (N;n) = ,/ ”(kLll(;'”), kn=0,1,..,N-1 (5.46)

¢s a megfeleld multitaper spektrumbecslés a kdvetkezo:

K— 2

2 N-1

D Vi (N;n) x, e ~27ifn

Sy(f)=42In=0
D ny
k=0

, (5.47)

ahol g =1- k?/K? megfeleld (parabolikus) sulyok.

Befejezésil megemlitjik, hogy szamos modern matematikai segédeszkdz (példaul a
MATLAB Signal Processing Toolbox) is tartalmazza a multitaper modszer alkalmazasahoz
szlikséges eljarasokat.



