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2. STATIKAI ALAPOK

2.1. Alapfogalmak, alaptételek

A mechanika a mozgasokkal és erdkkel foglalkozd tudomany. Kinematika a testek mozgasait ifja le,
fuggetleniil az erékt6l, amelyek azokat létrehozzak. Kinetika az erdk és az altaluk létesitett mozgasok kozti
Ssszefigpéseket vizsgalja. Statika a nyugalomba 1évd testekre haté er6k kozotti  osszefiggésekkel
foglalkozik. '

Mechanikai alapfogalmak a tér, az id6, az anyag, ill. az anyagbol all6 test és az erd. A hosszmérés
egysége 2 méter [m], az idbmérésé a masodperc [s], 3 10meg sgysége 8 gramn [gl. Az ord tepasztalati
fogalom, egysége newton I N = 1m- kg - 5% ‘
2.1.1.Az eré analitikus jellemzdi

Az er6 katstt vektor, jellemzdi a nagyshy, az irény, az értelem ¢s & timadaspont.
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Az egy ponton timadé erb az Gn koneentralt srd. Az etk a valésagban valamcly felilleten oszanak
neg - felifleti erbk -, vagy 2 test teljes térfogatara, tomegeére hatnak - térfogati exdk.
A killsé erdket méas testek hatésa idézi el6, a belsd erfk 2 test egyik részének a masik részre valé batasa
kvetkezigben jonnek létre. A kiilsd ardk két csoportja az tin. aktiv erék, mint amilyenck a terhek, a testek
 sajit silyereje. a szl nyomisa stb., illebve reakciderdk { passziv erdk), amelyek a testek egyméssal valé
‘kapesolataiban, tamaszkodasi feliteteken jonnek létre.

akkor sikbeli erfirendszerrdl, ellenkezd esetben térbeli erdrendszerriil beszélink. Az azonos irdmyt
erBkbil allo erbrendszert parhuzameos erbrendszernek nevezzilk. Ha az erBk hatdsvonalai egy pomtban
metszBdnek ezek a kbzés metseésponti erdk, ellenkezh esetben altalanos vagy szétszort erdk.

Ha z test 2 re4 batd ki)sd erfk kovelkeztében alakjat és méreteit bizonyos hatdsok koziit valtozatja,
silard testrdl beszélink. A merev test - idealizdlt, absztrakt fogalom - alaktartd, azaz két tetszileges
pontjnak tivolsiga mindig allando. ‘ . _
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2.1.2. Egyvensily cgvenériékiiség

Egyensialyban van a test, ha a 14 hatd erchatasok kovetkeztében nyugalomban marad, illetve megtartja
eredeti mozgdsallapotat. .

Azt az erft, amely a mercv iesten egymagiban ugyanazt a mechanikai hetast kelti, mint az adott
exfrendszer, eredanek nevezzik.

(T“‘IJ‘ F}? ety Fiﬁ ¥ Fﬂ} = R
K¢t erfirendszert akkor nevezzik egyenértéhinek, ha ugyanazon merev lesten tamadnak €s ugyanazon
kijztis eredfvel helyettesithetOk.

(E,E,..E) =R (B,P..,B) =R
(F.EnnE) = (BB, B)

2.1.3. Alaptételek

A merev testre haté két, kbzbs timadaspontt erd ereddje egy olyan harmadik er§, amelynek
timadaspontja az dsszetevBk kozos timadédspontja, vekiora pedig a két ert vekiorénak vektorosszege.

A merey testre hatd erdt (siatikai hatAsa szempontjabol) eltolbatjuk az egyencsén, azaz thmadaspontjat
az erb Alldsinak megfelel’ és e ponton dtmend egyenes birmely mas pontjaba athelyezhetiik. -

A merev test mozgasallapotit nem befolyasolja, ha a rahatd exfrendszert egy egyensilyl erbrendszerrel

Az eredt keresésekor az erdk egyesiiésének somrendje &s a csoportositisuk a mechanikai hatds
szempontjabol kazombas.

A‘ﬁnﬁmmgbmk&mﬁakkméscsakisakkﬁrmegmsﬁlyhan,haakéterﬁkﬁzﬁs
hathsvonalii, egyentd nagysigi és ellentett értelmii. Harom erb akkor és csakis akkor van egyensalyban, ha
a hirom erd kozos tamadasponti és vekturaikbol vekiorhiromszoget lehet szerkeszteni. A vektorok
tetszdleges sorrendben, nyilfolytonosan kovetik egymast és e harom er egy sikban fekszik. Két test altal
egymasra kifejtett erfhatasok parosdval egyenld nagyok, egy egyenesbe esok és eflentett értelmiiek (Newton
féle akeig-reakeid torvény)
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)
=
F,

(F,E) =0
(F,E,E) =0
Lz = -k,
(F.E) =R

2.1.4. Az er statikai nyomatéka
z}

Az er6 0 pontra venatkozo siatikai nyomatékan az alibbi vekiorszorzatot értjik

M=rxF
A nyomaték nagysdga
M= +Frsing = +F-d.
A vektorszorzat determinanss
i j k
M=rxF= x v .z
E E E

alapjgn M = iM, + jM, + kM,, a nyomatékvekior vetilletei

M =FEy-Ez M =Fz-Fx M = E x - Ey.
Haa.zm‘ﬁpl;iz{xy] sikban fekszik
M=kM, & M =M=Ex-Fy
- Aze jelﬁaééységwktgnal Jellemzett tengelyre vonatkozd nyomateék \
M, = +Mcoss = + Fdcosd = + Et = Ftsing
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ahol t az e és F egyenesek normak transzverzalisa.

A tengelyre vonatkozd nyomaték mint r, F, e vektorok vegyes szorzata is felirhatd

M, = Me = (rx Fle.

2.1.5, Eriipar

Az erfpar két egyenld nagy, ellenkezd értelmii, nem egy egyenesbe est pathuzamos erfibdl Allo
erdrendszer. Az erfpdr szabad vektor

M =rxF
Az_zr{ﬁpftr statikai nyomatéka a sik barmely pontjira ugyanaz

M M = + Fd.

2.1.6. Az erd és erbpir dsszetifele, az erd redukalasa

Az a6 &5 red inerdleges vektord M erGpar helvettesithetd egvetlen, eltolt hatasvonalon mitkadd eredd
erbvel,
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r= ]%l, (R,M) = R,

Az erbpontra valé redukaldsa az eldbbi inverz feladata, azaz az adott K ponton tamadé R, erd
helyettesithet tetszéleges és az erdtdl v tavolsagban fekvo 0 ponton felvett R erdvel és M er8parral.

2.1.7. Szerkezetek és kényszerek

Az egy vagy tobb testbél 4116, kényszerekkel dsszekapcsolt, illetve a foldhoz vagy egyéb mozdulatlannak
tekintett aljzathoz kotott alakzatokat szerkezeteknek nevezzik. A fiképpen mozgasok megvalGsitdsira
alkalmas szerkezeteket mechanizmusoknak, a fSképpen teherhordisra szolgalé szerkezeteket pedig
tartoknak hivjuk.




2 Statikai alapok

A testeket egymashoz kapesol6 kényszerek, amelyek az sszekotott szerkezeti elemek egymashoz képesti
elmozdulasat részben vagy egészben megakadalyozzak.
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2.2, Kbz8s metszésponti erdk

2.2.1. K#z0s metszésponti erfk ereddje, egyensilya

A merév testre hat6 kizos metszésponti erbk ereddje a kozis metszésponton tmend R eredd

z F

(£,E..,E) =R
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A megoldast grafikusan az un. vektortétel adja:
FE+F+ . +F =R, il. >F=R
Az analitikus megoldast a vetiilettétel adja:
2 E =Y Fcosa =Rcosa = R,

2.E, =2 Fcosh =Rcosp = R,,
> F,=> Fcosy; = Rcosy = R,
R - .‘/Ri +R§_ +R2,
Sikbeli erdrendszer esetén, pl. [xy] sikban:
> E = > Fcosa, = Reosa = R,
3 F, = > Ecosp, = Reos B = R,
= 2 2 '
R = ‘,fo +R{.
Kozis metszésponti egyensilyi erbrendszer esetében az erérendszer ereddje zérus erd

(F,F,..E) =R =0

>E =0

Vektortétet:

Vetitlettétel:

2.E =0, E =10, YE =0
222 Erépirok tsszetétele és egyensilya

Az erbparck mint nyomatékvektorok {M, } dnmagukkal parhuzamosan tetszbleges pontba athelyezheték
¢s 1t ugy kezelhet®k, mint koz6s metszéspormi exfk.

(M, M,,..,.M,) =M

Vektortéiel:
: IM, =M

Vetillettstel:
2.M, =M, = Mcos,
.M, = M, = Mcosp,
EM,E = MK = va’ .
M= JME+ M+ M.

Egyensiily esetén:

2M =0 dlleve M, =0 IM =0 YM, =0
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2.3. Szétszoért erok

2.3.1. Szétszort térbeli erok dsszetétele

e AFi
_ a} b)
Az E, B, E idltalanos térbeli erbrendszer  erbit kitlon-kiilon Athelyezve a tér egy tetszbleges 0
pontjdba, mmdmn F; erd egy-egy F, M, az 0 ponton atmen5 tirserdrendszerré redukilbaté, A kozos
metszésponta F, enﬁvekmmk vekxaﬂétel alappin egyeilen R ercdfivektorri tehet8k dssze, azaz

(F, E,..E) = (R, M}, ahol
$KE=R, M= TixE=M
Ha a redukalst a & wds-mas pontjaica végezzitk elakkor az M vektor mias és mas pl. M’ lesz,

ugyanakkor
RM = RM'

Az M tarsvektort bontsuk fel az M, és red merbleges M, komponensekre. Ekkor
RM=R(M, + M,) = RM__
mivel RM, = 0 a két merbleges vektor miatt. Az M, veldor az R vektort parhuzamosan az 0° pontba

tolja el igy végl is az R, M tarswektorok az 0" pontban R, M, killonleges tirsvekiorrendszerrs,
erfesavarri redukdlbatOk, az eredd egyenes az an. centréilis tengely, melynek vektoregyenlete.

M-er=pRésp:—I?-
Az erbrendszer ereddje erbesavar ha:

R#0, M=#0, ¢ RM=0.
Az eredd erd ha:

R=0 de RM =0,
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Az eredd erdparral egyenértékii ha:

R =0, M=0.

azaz YE=0 M = X(:xF) =0

2.3.2 Parhuzameos térbeli erék

Ebben az esetben a tarsvektorok erécsavart nem alkothamak

Az eredd erl esetén:
R >0 azaz 3 E =R, ¥ M, =) (rxF).
Az éredd erbpar esetén:
R =0, M=z=0
Egyensily esetén:
' R=0 M=0
2.3.3 Szétszbrt sikbeli erfk
Az analitikus megoldis alapjat a vetillettétel és nyomatékrétel adja
Eredd esetén: - :
R0,
> E,=Rcosa = R,
2.E =Rsina = R,
EMizkI:R-r, R= B.ia-Rﬁ
Eredis exdpar esetén:
R=0 M=0,

2E=0 ZE=0 ¥M=M
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Egyensiily esetén:

10
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2.3.5. Sikbeli megoszlé erdk

Ha minden hataron til csokkentjitk a parhuzamos erék nagysagat (AF) és egymastoli tavolsagat (Ax)
- az ereddjik megtartasa mellett - azok szamat pedig noveljilk, akkor jutunk a hatarﬁtmenetre val6 attéréssel
a parhuzamos megoszl6 teher, a megos26 erd fogalmahoz:

Ha p(x) fajlagos erb mint x hely fiiggvénye legakibbis szakaszosan imtegralhaté, erve a szakaszra nézve

b
F= fp(x}dx
az eredd helye pedig ’
N ' p(x)xdx
~ [ptoax
Iéhany gyakorlati esetben:
- l —
IE TR . p()=dllands F=pt
al w2 :

e} |

51, |38t
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2.4. Sikbeli szerkezetek

2.4.1. Egy merev testbél all6 szerkezet egyensilya

A vizsgalatainkat az un. elkiilonités elve alapjan végezzilk. E szerint a sikbeli testet (tarcsat) képzeletben
elvalasztjuk a kényszereit6l és azt az aktiv és passziv erdkkel egyarant terhelt merev testnek tekintjik
g, o o by R

C o PPy Py A BY R0

A szerkezemek egyensilyban kell lennie, gy a felirt egyensiilyi egyenietek segitsézével az ismeretlen
- reakeid-erdk szamithatok. ‘ _

FELRAJZOLASA
FELRAIZOLIUKAZ | - T
ELKULONITETT TARTOT |- © uemm
A RA HATO Osszes | . .

‘_ sﬁixxst R R Ny
EGYENSULY! KRELENTES] - (P, Pa, A, AuWa) 20
- MEvexaz | oL,
| ISMERETLENEX? l - “'?""_ Aﬁ’, S

EGYENSULY

EGYENLETEX |
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Altalénos erérendszerrel terhelt kéttAmaszi tarté (bakdaru)

(P,P, P, P, A B)=0

TMP =-2-20-12-14-40-5+10-4+ A-6=0— A = 61,33 kN(D
S E.=-2+B,=0 — B, = 2kN{=)

TF, = 12+40+10-61,33-B, =0 -» B, = 0,67 KN ()

Alul befogoit tartd (TV torony)

_{Plar Pz: Pﬁa P.;x Q“ QI,W) ={)

- D'FE,=4+6+8-Q,=0
' Q, =18 kN («)

> F =1200-Q,=0
Q, = 1200 N(T)

, 3 MY =4.153,5+6-108,5+8-18,5-W =0
X W = 1413 kNm (%)

13
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A femurfejre hat6 ertk ha a tAmasz szimmetrikus (két 4bon allas), illetve a jaras kozbeni olyan
pilllanatban, ha egy 1abon timaszkodik a test. Az elébbi esetben a femurt a testsily fele, mig utébbi esetben
jelentds izomer6k mellett a testsily tobbszorsse terheli .

aaasaseas [ -
¥ % L };
- temw By /

2.4.2 Osszetett szerkezetel

Az elkilonités elve alkilmazsival, testenkénti cgyensilyi cgyenletek felirisival juthatunk a

——— | “ |
_.. : P | . - u - N ’ . T ’ =
TE L,
. ‘ F

2.4.3 Racsos tartok

AZ olyan Osszetett szerkezoteket, amelysknek elemeit csakis a testek keét-ket vépin efhelvezeti coukldk
kapesoligk mind egymashoz, mind az aljzathoz, racsos tartéknak nevezziik,
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A ricsos tartok killsd erdit a csuklokon miikddonek tekintjilk, igy egy-egy szerkezeti elemét mindig csak

a két csukléerd terheli, igy hatasvonaluk megegyezik a rid tengelyével. A racsos tartd nem mas mint egy

killonleges elrendezésii Osszetett szerkezet. Az elkiilonités elve alkalmazisival az egyes csomopontokat

kozos metszésponta erdk terhelik, igy a két-két vetileti egyenlet felirisdval az ismeretlen niderSk
szAmithatok

~r

y .3 R-oMp

GE; -".:a
A‘i

om | .gom

.* BaSip -

A kils8 reakeioerbk meghatarozisa (Id 2.4.1) widn pl. a 4 jelii csomopont egyenstilyinak vizsgAlata, a
D E =0 é Y I, =0 egyenletek felirisa és megoldisa migﬂmga a §,, és S, niderdket. Ezek utin
ratérhetink a kévetkezd csomdpont vizsgalatira,

2.5.4 Rudline, kotél

Ha tobb rudal csuklékkal sorba kapesolunk, mididnc keletkezik, amelynek elejét és végét szintén
csukltkkal kotik az aljzathoz. A csukltkon terbelt midline belsh kémyszererSi mind riderSk. A nidline
statikailag tathatarozott, elmozduld szerkezet. :

Ha a terhét és alakjat ismerjiik kérdés, hogy nyugalomban marad a szerkezet az adott terhek hatésara, az
adott afakban? Ha az alak kotott, de a terhet nem ismerjik teljesen, miként keil megallapitani 2 teher
ismeretlen komponenseit, hogy egyensuly legven? Ha elSirjuk & terhet, de az alakot nem ismerjik teljesen,
hogvan lehet meghatirozni a ridline egyensilyi alakjat?

Fiiggbtartok radlincainak szimitasanil csak figgdleges terhek lépnek fel.

“*

4 -xi‘-'{H'I Xy : SR S

-
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Az egyensilyi alak keresésekor a r szimu ridbol allé radtanc P,P,,....P _, csoméponti terheit, a belsd
csomopontok x koordinatdit és a végpont mindkét koordinatijat ismerjitk. Megallapitandok az y
koordinatak. A belsé csuklok egyensilyabél (D F, = 0) kovetkezik, hogy a ridervektorok vizszintes
vetillete azonos, legyen H. A fiiggdleges vetiileti egyenletek a

Y 7Y ¥YiTVio P

= -2 1=12,..
Xa~—X XX, H

differencia egyenletrendszert adjak, amely megoldas szolgaltatja az y koordin4takat.
A végtelen sok lanctagbol 4ll6 ridlanc hataratmenetben a folytonos szerkezethez, a kitélhez vezet.

Egy kitéldarab egvensibvinak ﬁmgélatéval a kotélpdrbe differenciflegyenleiéhez jutunk.
. . .
y'= ——qg(x
y'==379(x)

2.5, Térbeli szerkezetek

EBgy vagy tbbb merey testbﬁl kialakitott, kényszerckkel ellitott, a térben elhelyezkedd alakzator térbeli
szerkezetnek nevezzik.

A térbeli befogott tartt hirom reakciderd és harom reakcid nyomaték komponense a
ZE =0, 3E =0, M, =0, YM, =0é > M,=0
Wegymlﬂskhﬁlmmﬁhaﬁk
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Péirhuzamos térbeli erdrendszer esetén (haromlabu asztal) a harom ismeretlen z irinyni reakcioerd (A,
B és C) értékei nyomatéki, illetve vetileti egyenletekbdl szimithatok.

(P,M,A,B,C)=0

2M, =0, M, =0¢é S E, =0

ARV IR PPy
-_‘ ‘F;,”‘_ . . o
T = _& T Pg
4" - “ et
) 450 .
z
<l

A héromiibi  bakdllviny  kézos metszéspontl erbkel  eredményez, gy a
2.E, =0, 3°F, =0és 3 F, =0 cpyenleteket kell hasmalnunk,

) - . . '" ~ : . ’7 i p
o &', Sy
y &' { . '.}
-1
S h ‘s!_ -
“ - 4
* ] z R z
- 'g 5 .
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A térbeli racsos szerkezet kiilsé megtamaszté ridersi (6) az egész szerkezet egyensulyi vizsgalatabél (6

fuggetlen egyenlet), a belsd ruderdi a szerkezet darabolisa és a részek egyensulyi vizsgalataibol
szamithatok,

2,
.0 . .
: g B
2 [ s 3 » 2 X
2] ? | o [ » 2 )
. oS
A\ - : : w
(R 7 0 B - L&
'yf o i 'v?t'!-alg.\g
K Beaed o Pu-zos }3
. . PmgkN N Pay =30 ¥
Lol . . Phliiﬂ‘iﬁ -
R %
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Az agykoponya tulajdonképpen egy héjszerkezet. Ezen szerkezetek szamitdsa kézi eszkozokkel mar nem
végezhetd el :

2.6 Igényhevételi abrik

A tartét barmely helyén keitémetszve, ha az eredetileg nyugalomban volt, akkor mindkét darabjanak is
nyugaiomban kell leanie. A metszetben a tartd dsszefligg - nines kazotrik relativ elmozdulas, fgy mindkét
tartérész kényszert gyakorol a masikra, a tarté egyik darabja a masikba befogotf, Ezeket a belss
kényszerertket igénybevételeknek nevezzik. A tengelyirinyi erSkomponens a normaél-, az exre merdleges a
nyirderl, mig a nyomatéki komponenst hajlitényomatéknak nevezzik (N, T.M)

19
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Vizsgaljuk egy tarté kbzbensé darabjat, amit a bal- és jobboldali résztél is elknlonitink. Ekkor a
_ szakaszt terheld killsS crkon kivill a hal oldali hatdrold keresztmetszetén miikodd igénybevételi
- komponenseket és a jobb oldali hathrolé keresztmetszet igénvbevételének cllentetjét is figyelembe kell

- Z_\ -
N : : T_ X
- A |

=

- a .
k| £

X
e
[O
: ﬁ,ﬁ

A szaknsz ket végén Telléps igénybevetelek kozivt, - az egryensilyi egyenietek Felirasa kivetkeztében -, az
aldbbi osszefiigpések dllnak fenn: '

N;-N, =~ Efﬁm
L-T == EE@m

M, -M= M +

. Vizsgaljuk ezutén egy p, (x), p, (x) tcherfgevénnye terhelt rid dx hossziisigs darabjét. AzN, T, M
© igénybevételek az x figevényei . -

N=N@, T=T()és M=M).
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]

G-

- ; i‘j
N

]

A jobb oldali homloklapra haté erfk csak differencidlisan killdnbaznek, Taylor szerinti sorfejiésben csak
az elsbrendil differencidlokat vesszuk figyelembe, akkor az értékitk az &bran lithaték Az egyensilyi
egyenktck (D F, =0, P E =0, 3 M®=0) felirishval az Gn. differencislis Bsszefiiggésekre
jutunk. ‘

dN dT dM
M:N'Z‘-‘—_:I’z_ _=M’=T
dx P P i

(Nlr)r =T= - py M7= . pg

Ezek szerint a byjlitonyomaték-figgvény deriviltia a nyiréerS-flggvény. A nvirders-, illstve
normalerSfiiggvény deriviltja a megfelel6 teherkomponens-fiiggveny ellentetje.

Ha kiszamitjuk a differencialis Osszefiiggések segitségével a tartdé néhiny keresztmetszetsben
igénybevételeket, akkor az tn. igénybevételi dbrik megrajzolhatok.

Zite

4.6 /= ébra
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Fh=1.200N; F,=900 N
3=70 o=50"

77 72.000Nmm

1,000Nmm

Irodalom a 2. fejezethez
- Arvay - Roller: Epitési Mechanika J-9-980

Taméssy - Szentivinyi: Statikai példatar J-9-1094
Palotis: - Mémoki kézikbnyv 1. Milszaki Konyvkiadd
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3. Szilardsagtani alapok

3. SZILARDSAGTANI ALAPOK

3.1 Szildrd test dllapotinak jellemzéi
3.1.1 Keresztmetszetek geometriai jellemzii

A keresztmetszet teriiletét, valamint az elsdrendii, Gn. statikai nyomatékait és a silypont
koordindtait az alabbi kifejezések adjak

A= [dA[cm’], S = [ydA[cm’], S, = [x'dA [em®1.
A ES A

. [xdA s [yaa
A TR YT A T a
A A

A stlyponton 4tmend tengelyre szamitort statikai nvomaték zérus. A sikidomok x, il vy tengelyre
vonatkozo tehetetlenségi vagy inercia nynmatékit az

L = [ydAlem'], ill. T, = [x'da,
A ' A

az x,y tengelyekre vonatkoz eanh*ifugﬁlis nyomatékit a

Cy =C, = [xyda
A

8sa koordindtarendszer kezdbpontiara vonatkozd poldris tehetetlenségi nyomatékat az

L~[fdd= [(+y)dA =1, +1,
A A

kifgjezés adja.
Koordindtarendszr eltolisa esetén:

L=L+8A, L.=L+#A, C, =C_+abA



3. Szlardségtani alapok
Koordinatarendszer elforgatasa esetén

I +1 .—I
I =——L+ L1 cos2a ~C, sin2a,
2 2
L+ L -1 )
I = - cos2a~C, sin 2a,
2 2

X Y
Cy = 5 sin2a +C, cos2at.

Valamely sikidom barmely pontjiban talalhato legalabb egy olyan (a sikidom sikjaban 1év6) derékszdgii
tengelypar, amelyre a sikidom centrifugalis nyomatéka zérus, a két inercianyomaték pedig az illetd ponton
atmend tengelyekre szamitott valamennyi tehetetlenségi nyomaték kozil a legnagyobb, illetve a legkisebb.
Ezeket o tengelycket fStengelyclmele; o  bozsijuk tartozd  inercianyomatékokat tohetctlenségi
fonyomatékoknak (1,,1,) nevezzik:

e -~z

I~ L-LY
k!
L+ [fL-1Y
Lo =L =20 —J[ AP
-2C
tg2a, = —7.
BT,
ahol e, a ftengely iranvszige.
A szimmetria tengely mindig firany!
Téglalap kereszhnetszet:
3 % b’ ba*
I RETU T
i s . ab’ ba’
" i IX.E"':""‘ [,‘.,:"-n—
F) AT AR 5 }.9?' A ° 3
. ¥ f'é.l. aabi
4=t 1 Crpe ==
; P 4
Kair &5 klirgyiirdi keresztmetszet: -
Kér:
tR* nR?
L= = 7 L= =
Kérgvin:
_1 - FR' =)
L=1=52"00
- J\:(R‘~r‘}'
° 2

3.3 dbra




3. Szilardsagtani alapok

3.1.2 Szilardsagtani alapfogalmak

A testek a kiilsd erdk, illetve mas, fizikai jellegli hatasok (pl. homérséklet-valtozas) miikddésekor
alakjukat és méreteiket megvaltoztatjidk. Az alakvaltozas végzésére képes testeket szilard testeknek hivjuk.
A mechanikanak a szilard test alakvaltozisainak, elmozdulisainak és fesziiltségeinek meghatarozisival

- foglalkozo részét szilardsdgtannak nevezziik.

A szerkezeteknek - és elemeinek - a szilardsdg, a merevség és a stabilitds (allékonysag) kivetelményét

kell kielégiteniiik, (méretezés - ellendrzés).

Az anyagok azon fizikai tulajdonsagait, amelyek szildrdsigi viselkedésiiket jellemazik, sznlﬁrdségl
tulajdonsagoknak nevezzik.

A szilardsagtannak - legalapvetObb egyszeriisitése az, hogy az anyag azonos, molekularis és kristalyos
s7erkezerer figvelmen kivil bagyja €5 a szilard wsiel az anvag alml bhézag- os gytrGdésmentosen,
folyamatosan kitohiott kizegnek, kontinnumnak tekinti, gy a test alakviltozisait, elmozduldsait €3
fesziltségeit a test pontjait meghatirozd koordinatik folytenos figgvényeivel irja le

Olyan anyagmodellek bevezetésére van szilkség, amelyek az illetd anyagnak csupan cgy vagy ndmw s
a feladat kiriilményeinek legjobban megfeleld - tulajdansagat képesek ainylag 10 kozelitéssel jellemeani és
a szdban forgd vizsgalat szempoutjabol kevésbé fontos jelenségeket teljesen figyelmen kiviil hagyyak.

Ha a szlardsagi tulajdonsdgok a test minden pontjdban azonosak akkor homepén festrdl, ha
killdnhdzdek, akkor inhomogén testrél beszélink. Azokat az anyagokat, amelyek szildrdsigi viselkedése a
test minden pontjaban azonos ugyan de az egyes pontokban az iramytd] figgden viltozd auizoetrop
anvagoknak nevezzilk, ha viszont a szlardsdgl tulajdonsdgok minden 1rﬁnyhan azonosak, akkor izotrdp
anvagrd! beszflink. A szildrdsdzi tulajdonsigok leheinek a himérséklett] fiiggdek vagy fliggetienek. Az
anyag viselkedése lehet az id6t6) figgd vagy Kiggetlen. Az anyag visclkedését az is befolyisolhatia, hogy
megelbziien milven terhek milkddtek rd, milyen terhelési Ot eredményekéint jutolt ol az anyag pillanatny
dllapotaba. Az ilver anyagokat terhelési Gtedl flige8, cgyvébként terhelési attél fligpetlen anyvagoknak
nevezzik,

. A tovébbiakban altaliban feltételezziik, hogy a vizsgilt testek homogének é3 anyaguk izotrip,
hémérséklettél id6tol és terhelési urtdl fitggetlen.

Az anyagok szilardsdg? tulajdonsdgait hizd- és nyomdkisérlotek segitségével vizsgalhatjuk.

PP E—— Wyt g
e i o <. o e e = . o e o s 1 01

E pondel dirrand

_ | . ‘
Terheletlen allapotban a kereszimetszeti teriilet 4,, az észlelési szakasz hossza 4,, a kisérlet somin a

cszlelési szakasz A¢ =0 - ¢, megnyilisa meghatérozhatd. Az egvségnyi keresztimetszeti teriiletre miiksdd

. hazbers, a hizéfesziiltség & az epységnyi hosszisag szakasz megnyilasa, és fajlagos nydlds a

A m

(i)

oL [Xon] -4

£

Képietekbdl nyerhets.



3. Szilardsagtani alapok

A fesziiltségek ¢és az alakvaltozasok kapcsolatara kiterjed6 matematikai osszefiiggést anyagegyenletnek
nevezzikk. Ha a tényleges huzo- nyomd diagramokat linearizaljuk, vagyis egy vagy tobb jol illeszkedd
egyenes vonallal helyettesitjitk, akkor az alabbi legfontosabb linearis anyagmodelleket nyerjik:

- linearisan rugalmas anyag
- merev, tokéletesen képlékeny anyag
- linearisan rugalmas, tokéletesen képlékeny anyag.

Linesrisan rugalmas anyag, egytengelyii fesziltség allapotban a Hooke-torvény.
o =Ee.

ahol E a rugalmassagi tényez8. A mechanikai modellje egy linearis rugo.

&

£

*)

Merev, tokéletesen képlékeny amyag a o, folyasi batdr cléréséiz cgwalialin nem szenved
alakvaitozast, a o, fesziliség mikodése kozben viszont a fesziliséggel megegyezd értelemben tetszileges

méridldl nyalast vigerhet 6
S S
i & } fa:
5 l ? £ o
i ;’; 3 f;; Ta by

Linedrisan rugalmas, tikélesen képlékeny anyagmodell

ha |o|<o,, &° —% s de = 0, elsd terhelés esetén
ha |o|=0;, de°=0¢és ds’o>0

gf = jdaf‘
ahol £°a rugalmas alakvéltozds, 8° az n. képlékeny alakviltozas.
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3.1.3 Fesziiltségek

Az egyenstilyban 16v6 szilird
atvagssi feliileten 1évé 4ltalinos

testet egy sikkal szétvagva, mindkét rész egyensilyban kell
térbeli megoszl6 erdrendszer alkotja a fesziiltségeket.

L F n
-
4
N, : R
‘AT,

VAS

legyen és az

P = Ailfirﬂu AA

A fesziiliség wektormennyiség, amely a test eEy meghatirozoii pontjaban &gy meghatdrozott metszetre
miikédik, komponensei a G, nomélfeszifiség és T, nyirdfesziiliség (illetve tovibbi komponensei
Taxs Toy ) Dimenzidja: 1 Pa = | Njm2, | MPa = | Némm?2.

i EH

Egy pont fesziltségi 4llapota altalinos esetben 3 fesziitségvektorral, illetve azok kilenc komponensével
Jellemezhets, A fesziiltségtenzor méirixa:

_ AT, = 1, reciprocitasi tételnek
€z azun. térbeli fesziiltségallapot.

Haa vizsgdlt pontban Iétezik egyetien olyan metszet amelyhez tartozs feszliltségvekior z8rus, akkor a
- pont sikbeli fesziiltség allapothan van. p

megfelelden 1 marrix sammetrikus, azaz 6 figgetlen adatot tartalmaz,

rqx Inq: f
'LT_,%, o,

[0, 1) egyetlen adat jellemsz,

L
Lineiris fesziiltsegi allapot (F =

5
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3.1.4 Alakvaltozasok

A szilard test a teher hatdsara alakvaltozést szenved, vagyis pontjainak relativ tavolsaga és az iranyok
relativ szige egyarant megvaltozik.

A fesziltségekhez hasonléan az alakviltozds tenzor matrixa:

=
]
1
I

z, /2y, 2y,
A=1lizy, & 12y,
2y, U2y, & |

A mdtrix szimmetrikus tebét 6 fuggetlen adatot tartalmaz sikbeli alakvaltozisi allapot esetén;

.= .sx 1/2y,,
/2y, &,

Linedris alakvaltozisi 4llapot esetén:
A=[e]

3.1.5 Anyagegyenletek, Hooke-térvény

A szildrd test egy pontjinak fesziliség és alekvilozasi 4llapota kdzdtti kapesolatot az in.
anyagegyenletek igak [,

!
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Linearisan rugalmas, izotrép anyag anyagegyenlete az n. Hooke-torvény:

I 1
€, =E[U" -v(o, +0'z)], - :-étxy,
1 1
g, =E[cs‘y -v(o, +cz)], Yy zatﬂ,
1 1
EZZE[Gzpv(UX_*—UY)]’ 'sz:atzx’
illetve :
=E ! (l_ve +e +e)
O = rw)(1-2v)L v & 7V 77 fp
1 f1-v
ﬁ:E - — 8 +83r+51 5
’ (I+"'HI"2VJL v o]

1 (l—v , )
g,=E E,+8, +8g, |,
{I+v)1-2v) v
=0, T, = Gy, 1,=0Gy,

ahol E rugalmassagi tényez8, G nyirdsi rugalmassigi ténvezd, v pedig a Poisson tényezs anyagallandok.
Kaozéhitk ¥vh dsszefiiggds:

1
2(1+v)

3.1.6 Alakvaltozssi energia

A szildrd test belsS patencidlis energidjat alakvaltozasi energianak nevezzik Tiszta hiizas esetén,
terhelés kozben az elemi hasébban felhalmozods alakviltozisi energia (&) végsd alakvaltozis eseién):

z 4
________ SRS

iy
" SR
§ | e
L
.‘ﬂ?ﬁ‘, "ﬂ“ﬂ}'

ALY - D _ s;(

B3 t

fo | i9% N dU, = | o dedxdydz
]

 Térbeli fesztltségi és alakvaliozdsi Allapotban a pont alakvaliozdsi encrgiasiiriisége:

% % £ T T ¥
U = j o, de, + J‘ o,de, + J a.ds, J Tod¥y + ,[ 1, dy, + .r Ty 5
o 2 b o

4 4

Tehermentesités esetén ha a terhelés rugalmas tarfomanyban tiriént (A pontig) akkor az O-A-O ciklus
energiaveszteség nélkiil zajlik. Ha a terhelést a o, olyisi hatdr elérése utan (s folytattuk, akkor a teljes
0:A-B-C terhelési-tehermentesitési ciklus energiaveszieséppel jar,
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] a felhaimazott energia
0z elryedt 8 D
Y Sl gt
I : |
4 |
] ,_uvislszqrwﬂ
i e
1

Az izotrép, lineirisan rugalmas anyagi testek esetén az egész testben felhalmozodott teljes rugalmas
alakvaltozisi energia

e IX

U(o,8) = [U,(0,)4V =~ [ (0,6, +0,8, +8.8,+ T, 7,y +T¥ye + T o)AV
v v

3.2 Rudak feszﬁltségei' és alakviltozdsai
3.2.1 Alapfogalmak, feltevésel

A szilardségtanban felirhatd egyenletek: .
- egyensilyi egyenletek, amelyek a terheld erdk és a fesziittségek kapesolatit, egyensulyat
fejezik ki;
- geometriai egyenletek, amelyek az elmozdulasok és alakvaltozisok kapcsolatat, folytonossagat
irjak le;
- anyagegyenletek, amelyck a fesziliségek és az alakvaltozisok GsszeRigeésdt, az anyag
szilardségtani tulajdonsagait ropzitik.
Azt a testet, amelynek egyik mérete a masik ket kiterjedésénst lényegesen nagyobb, midnak nevezzik, a
tengelye a kereszimetszetek silypontjainak a geometriai helve. '
Ervényesnck tekintjitk az in. kis elmozdulasok elvét:

;%{&#, T ’:i e, =ktgp =~ ko

R | 1% tgpesing > by cosp a1l

=
o kiggskop S=z

A sik keresrtmetszetek elve (Bernoulli, Navier), A md tengelyére merdieges keresztmetszefek az
alakvaltozasok utdn is sikok és dnmagukkal egybevapéak maradnak.

£
K e
= _%4" x
; r“’pd “‘-
r,..»«’ e
. ) .»v"f‘ ¥
N
. .
ey WiPai

P [ ) o s o
CEREREEE L LN
IR |

—

T 33
F )

z
pn

-

v

K
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Egyenes tengelyli rudakkal foglalkozunk, a rud modellie a rid tengelyére merdleges végtelen sok,
egymashoz rugokkal kapcsolodo merev lapok Gsszessége.

A nidelem egyensulyabél kovetkezoen az igénybevételek és a hatarolé lapok feszilltségei kozott az alabbi
Osszefuggés all fen:

[fpz(x,y)dAJ= (N,Q,M).

ahol N, Q és M a normélerd, nyirderd és hajlitonyomaték igénybevételek.

A rid egy kereszmetszeti silypontjanak abszolit eltoldsit az e vektor, a keresztmetszet abszolit
elfordulasat a ¢ vektor jellemzi. Ezek komponensei

e={g e ¢g,),

£y Y

®={(9,.0,,0,).

~Gx Bimardulds
ik

Két keresztmeteszet x, y és z iranvii relativ eltolodésait u, v és w betiikkel, refatiy elforduldsat pedig
8,,98, ds 8, vel szokis jelolni.

A ridelem alakviltozssai a ridelemat hatdrold két keresatmetszet relativ elmozdulasainak fajlagos (dz
‘hossztigigra vonatknztatntt) értékével epyenléek. -



3. Szildrdsagtani alapok

Sikbeli rad sikbeli terhelése esetén:

e )

a)

Fajiagos megnwilas- g, = —
Szbgtorzulis: Yo =

Fajlagos elfordutss: K=

ds.
Fajlagos elcsavarodas: K, = 1 Z.
Z

A tovabbiakban feltételezzik, hogy a rid homogén, anyags izotrép és idedlisan rugalmas,
tokéletesen képlékeny tulajdonsipokkal rendelkezik. Kiilonleges esetként inhomogén anyagd rudak
vizsgalataval is foglalkozmi. '

A terhel§ evd, illetve nyomaték a ridban az sbran
lathatd ipénybevételeket eredményezi,

Ha az igénybeviételek koztil csak valamelvik
terheli a kereszionstszetet, akkor egyszerfi
igényhevételid], altalanos esetben pedig ssszetett
igényhevételrf] begzélunk, :

A szerkezeteknek ki kell elégiteniik a szilardsdg, merevség €és az dllékonysig vagy stabilitis
kévetelményat,

1%
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3.2.2 Kbzpontos huzas és nyomas

Ha a ridelemet terheld erdk ereddje a hatirold keresztmetszetek sikjara meréleges és atmegy a
keresztmetszet silypontjan, akkor a nidelem kdzpontos hizésra, illetve nyomasra van igénybe véve.

s \.___| B
R — "
foe , ‘
* taw Law
] 7 1
‘.( " | dx ,
_‘L.)i,_.&z 1

'}"" &
- A ridelem geometriai egyenleted:

you

dw . )
€, :-&%i allandd és Y e ='?w =0

Az egyensilyi feltétel:
N= J’gz(x,y} dA.
&

Az anyagegyenlet.
o, — Eg, = dllandd.

Ezért a normalfesziliség:

g, =~
TA
Az g, fajlagos nyilas:

N

g, =—.
° EA

Inhomogén nidnat a sik keresztmetszetek elve miatt a fajiagos nyalas mindkét anyagban vgyanakkora,
de 2 kitlonbdal) mgalmassag! tényezik miatt a fesziiltséeok kilénboznek
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A sik keresztmetszetek elve nem teljesiil a rid azon szakaszain, amelyek a ridra miikédé koncentralt erd
vagy a rudban Iév lyuk vagy bemetszés kozelében vannak. Ezeken a helyeken fesziiltségesnicsok
keletkeznek, ezt a jelenséget fesziiltségkoncentriciénak nevezziik.

d
1717

CETE

8)
by

A Saint-Venant elv szerint, valamely test vagy szerkezet egy bizonyos szalaxeira a mik6dd teher
closzlasanak modja lényeges mériékben befolyasolja a icher kzvetlen kérnyezetében létrejond fesziiftségek
¢ alakviliozisok eloszldsdt, azonban elenyészd hatist gyakorol a tivolabbi részek fesziltségi és
alakvaltozdsi allapotira. :

e =0.973 G
Brnae= 1027 Bgg
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3.2.3 Tiszta nyiris

Ha egy ridelemre a hatarolé keresztmetszetek sikjaban fekvé és a stulyponton atmend erék miikodnek,
akkor a niidelem tiszta nyirasra van igénybe véve.
7

il
A ridelem geometriai ezyenletei:

dv
=—= gllandd, g, =0,
4z e

Y
Az egyensilyi feltétel (Q a nyirderd):

Q=[,(x,y)da.

Az anyagegyenlet:
T, =Gy,
A nyirdfesziiltség
0, =2
‘ A
A szépvaltozds:
Q
’Fz - G A -
3.24 Csavaris
Ha ridelemre a hatirold keresztmetszetek sikjaban forgaid erdparok miikddnek, akkor a ridelem

csavarasra ven igémvbe véve Ekkor azomban a kir ds korgviirli  kercsmtmetszetek  Kivételével - a -
kereszimetszetek ltatiban nem maradnak sikok, hanem ablsodnek.
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5 o ) .
A kor &s kdryiinii keresztmetszetii ridefemre vonatkozs osszefiiggések.
A geometriai egyenletel .

Foa e u- Z -
Y =K, K, = e, =0

Az egyensilyi feltétel (T a terheld csavarényomaték):

T= erz‘,_(r)dﬂ.

Az anyagegvenlet:
T, =0y,
A nyirofesziiitség:
T,ir)= Ir
N - I "

Az inhomogén, kér keresztmetszetli rid a killonboza anyagi részek egyviitidolgozisabol kivetkezik,
hogy az epyes részek fajlagos clfordulisai megegyernek, de a fesziltségdiagramot jellemzb epyencack
irdnytangensai killnbézdek.

=

tim‘(‘ri

Lt

Lo

by ‘
Veékonyfaliz (a falvastagsig a masik két kereszomelszeti meéremél jdval kisebb), zért keresztnetszetd
fudak esavardsa esetén a nyirdfesziltségek 45 a hozzijuk tartozd vastagsigok szorzata Allandd
(nyirdfelvam):
.0 = allandd.
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: '#u}"-s S

o

e

. "
A nyirdfesziiliséget az (n. Bredi-féle képlet adja:

P R—

T

TO2Av
ahol A, a falvastagsdpot feiezd kozépvonal dltal hatarolt terilet.
3.2.3 Hajlitds

Ha egy nidelemre olyan eréparok mikddnek, amelyeknek a sikja a kerssztmetszetre merdleges, azaz
: vﬂ;tmmk a keresztmetszet sfkjaban fekezik, akkor a ridelem hajlitdsra van igénybe véve.

\f‘

A geometriai egyenletek:

E, =KV, x, =—2* y =0,

ahol u az egyeldre ismeretlen helyzeui tengely, amely kornl a kereszimetszet elfordol,
Az egyensilyi feltétel:

>E= Jﬁgds% =0,

LAE

Y M, = [nocda=o,

(A}

Y M, = [Eo,dA =M.

14

15
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Az anyagegyenlet:

o, = Esg

z z

Tiszta hajlitas esetén a semleges tengely a keresztmetszet sulypontjan megy keresztiil. Egyenes hajlitas
a hajlitas sikjanak a keresztmetszet sikjaval valo £ metszésvonala egybeesik, ferde hajlitds esetén nem esik

egybe a keresztmetszet valamelyik sulyponti tehetetlenségi foiranyaval.

M,
KI'L =
EI'!A
A normalizszilltség:
C‘FE - ;hf._-u.xr

Egyenes hajlitds esetén:

Baiviivg drnd 114
ferigety ,}k go2
\“‘ff. . ' g
7 e —F“‘"?‘-«:_‘w
% " —| x, ( j‘i: .
S g
. k 5 Mo
jS ¥4 TEEXE ;{f ‘l!lirgm- hi
&Y i ‘EI ";%\. g.=—Y
4 2l st Ea / o —_——— 5 z ™ 3'
ﬁ' ji i %’x Iﬂi
;;:: ?- gin
¥ e srimeetris | v
fengely

Ferde hajlitds esetén a feszultségek egvmisra halmozissal szamithatok, az 1 és8 2 jeld fBirdnyok
- ismeretéhen;

M, M
o, =t tyt—=%
T yEex

L&



3. Szlardsagtani alapok

Amennyiben az X, v koordinatarendszer nem esik egybe a tehetetlensegi foiranyokkal:

_ML-MGC, ML -MC,

o, =
Il -C 11, -C2

Y

A gemleges tengely epyenlete:

ML, -MIL

YTML-MC,

Inhomogén anyagiu rid esetén az alakvillozisi diagram linedrs, a fesziltséediagramot jellemazd
egyenesek irinytangensei killénbdzoek,

4
I Gl
€= i, €8,
Ex
1
D—
3 T,

dp =i

inhomega relystigsiib homs oo
kesps il s 4] kerggrimelszed

3.2.6 Osszetett igényhevételek

Ha egy ridelemre egvidejiileg twbbféle igénybevétel 1s milkadik, akkor osszefett igényinevétélfél
beszéliink.

Ha egyidejilleg hajlitonyomaték &s nyinderd mikodik, akkor a ridelem hajlitAssal egyideji nyirasra
van igénybe véve
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3. Szilardsagtani alapok

A szimmetratengelyre merdleges nyomatékvektorbdl keletkezd normalfeszilltségek meghatdrozasira
meglartjuk az ismert képletet:
: M

g, ™ =¥,
-2 Ix - 2
az egyidejfileg felléps nyirofeszilliségek figgbleges komponansei pedig

_Q-5

A P

i

ahol s az atvaghs szélessége, S, pedig annak statikai nyomatéka az x temgelyre A 1, komponens
geometriai egyenletbil szamithatd.

A kereszimetszet sikjaban milkodd nyirofesziliségek mellett, egvidejiileg a marﬁ[ages vizszintes
sikokban miikodé nylrdfesziltségek is fellépnek,

Ha egy ridelem hatirold kereszimetszeteire egyidejileg egv hajlitbnyomaték és epy kézpontos

nnrmﬁlarﬁ miikisdik, vagy csupdn egyetien normdlerd hat, de az nem a silypontban, hanem atté! bizonycs

tavnisdgra killpontban timad, akkc:r a ridelem hajlitdssal egyidejii hizdsra vagy nyomdsra, illetfleg
kitlpontos (excenfrikus) hizdsra vagy nyomasra van igénybe véve,

1%




3. Szilardsagtani alapok

A keletkezd normilfesziltségek az egyszeni igénybevételekbs! szirmazd fesziltségek cgymasra
balmozisa atjdn hatarozhatsk meg.

N M | M,

) N M.
go=t—t—ty, dletve o, =3+l iy
EERTT AT T

Az excentrikus nomndlerd diféspontja €5 a semleges tengely helyzete kizoli dsszefliggést az aldbbi
Abrasorozat szemlélteii. (A belsS mag a kercsrtmetszethesr rendelhetl meértani by

o
" LY
ux:l,iuﬁ.“j‘ -t -*il‘ﬂn;:\‘}"l LY




3. Szlardsagtani alapok
A maximalis nyomaték helyén Iévé igénybevételek:

N=+25kN, M=1,0125kNm.

A keresztmetszeti jellemzok:
A=375cm’ I = 17578 cm®
A sz€1s6 normalfesziltségek:
O, = +28,27 MPa, O e = 14,93 MPa.

Excentrikus nermilergvel terbelt oszlop normalfeszilltségei
A =4500cm’, [ =3037500cm’, L, = 937500 cm*,
M, = —12500 KNem, M, = 6950 kNcom,
Ol =2,6 MPa, O = ~4,8 MPu,

Altalénos terheleti rid feszilisdgei

N=15kN, Q =-I18%kN, M, =108 kNem, M, =75 kNem, T=-80 kNcm.
Bpont: o =-183,91 MPa ¥ =% =-71 66 Mpa
Cpont: o7 = 107,49 MPa 1 = i, = 52,55 MPa

Dpont: o) = 49,08 MPa 1% = 12 = 66,07 MPa

z

s

,":Lih kW

i b
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3. Szilardsagtani alapok

Inhomogén anyagii ridnal ha a teher ataddsat nem biztositja egy eloszlé merev osszekoté nidelem,
akkor a teheratadodas a csusztato fesziiltségek kialakulasaval jar. 1 e

A N Y S —
? T

"TI
DN

load 1
A femur + pratézis egyszerisitett tengelyszinmmetrikus modellje az alabbi sbrén lathags, [FONSMissian

[ F

Vi [
&
. ifi! r
BT
B
f; H
I [
oA ——t
i |
AR,
‘| 7Y
PRV (s ]
' X
g b

Ezen a modellen az elemi szilirdségtan Gsszefiiggései alapjén tetszfleges keresztmetszet, tetszblezes
ponijaban a feszitltségek komponensei szAmithatok

3.3 Rudak elmozdulisai

3.3.1 Rudak alakvaltozdsai

Az elmoziulds gyiijtinév, amely lehet eltolodds vagy elfordulas. Csak sikbeli, kis elmordutdsokkal
foglalkozunk. A foldhoz ragzitett koordindtarendszerben mért elmozduldsokat abszotit elmozdulasoknak.
egy masik ponthoz rogzitett koordinatarendszerben mért elmozduldsokat pedig relativ elmozdulisoknak
nevezziik,
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3. Szlardsdgtani alapok

kymkcos o

ky=hgin o

Ieul=lea, = ’
6=
- [€ael = | %l €08 rafyklcos an ¢k, Y
by Bosd ol e g e g, “

r -
! i
] H i
—— [t i Al
1 i
1 0
: el |
!? el i_, z=| i
E:I—-I f:lm.fa?
. -

|
3.3.2 A rugalmas gerenda differencidlegyentete
A sikbeli rugalmas anyagi gerenda megpérbiit tengelyct rugaimas vonalnak neveezik, egvenlete v

W(z). Legfontosabb feltevések: a gerenda egyencs ‘tengelyfl, prizmatikus, anvaga linedrisan rugalmas,
lehajldsa kicsiny, csak a fajlagos elfordulis hatdsit vesszik figyelembe,

o

A firikai egyenlet;
M(z)
' ¥ (z)=—"2
«(Z) EL
A geomietriai egyenlet:

RO - 1 SR (¢

dz dz dz’

X QEHmelriai g
]l ety 1
W
. — .
A, %
o i
R vix) :
- I
G xf:;{. N, e ¥
A . .
}f "\I‘ w Sy
& . “ ! i
e ., S S
\ . ~. 1y
“ . o0
. . . %
S a}" s |
S B
e h
;
!



3. Szilardsagtani alapok

Mivel a lehajlasok kicsinyek, igy:

azaz a x, fajlagos elfordulds azonos a rugalmas vonal gérbiiletével.
Az egyensiilyi egyenletek:

Ay = SN2 __9M(z) . :_dmgzy
q(z) —a & Q(z) el 3/ q{z} =

A rugalmas vonal differencidlegyenlete:

dv(z) _ q2)
dz' EJ,

A teher, a myirderss, a hajlitényomaték, az elfordulis - és elrolédasfiggvény kozomi sszefuggések az
alabbiak (4 integralési 4llandd).

B L I ]
-G Tt | [t |
R ?
L1 Toe@d ) e=fadztk,
g1 v L
Lt d.ij_,,,_ 4 !
| M=g,L |
£y | ™(2) | i1',~,As.=-jQci.zw:Z
Wil
; _ dv A M .
i To(2) T ;ffrjmxdﬂﬁa ;
d Do __.Er..... ——— . e g
= i Tv(z) | V'——'-J-tp{lz+K4 %

A gerenda megtamasztasainl és kapesolataingl az elmozduldsoknak és az igénybevételeknek bizonyos
feltdteleket kell kielégiteniik A geomeiriai keriileti feliételek az elmozdulisokra (g ésv), a statikai
keriileti feltételek pedig azvpénvbesételekre (Q és M) vonatkoznak.

T T, ] " acumd iy




3. Szilardsagtani alapok

A koncentralt erd helyén a nyiréerd figgvényben szakadas, a nyomatéki fiiggvényben torés van, ekkor a
két oldalra feirt egyenletek megoldisahoz 4 tovabbi (in. csatlakozasi feltételt kell feliri. ‘

— e ="} - csotickozds lekételek 6 zaz, hetni

q, 'm—m 0,- Q:zF. ozoz

g M2 M, . araz

— g TR
AT 9% 4 , w6 E&@i&«@fi
. i

W w . AdE ey Y

TR

i *

Konzoltarté koncentrilt teherret (E) = dllands)
| M{z}=Fz~F{

dv _

= [M(@)dz -_-i[mng +th+cj}
&z EI ET| 2

1

ha z=0 akkor = - T=0 5 C, =0

dz
g "‘w':—:L_ Ezﬁﬁ-ﬂf—%ﬁ?}
i} " EIl6” 2 .

® ha z=0 akkor v=0 > C, =0, igy
% : -

[ v v(z)=|-——2"+—2" | —
- @="5**3 }EJ

3 2

v o B _H

~738 AT TIES
. A rugaloras dgyazdsi gevends differencidlegyenlete egy tovabbi taggal bawvit:

dv C

g
iz EI,  EI

%

ahol C [kN/{en?| az tn. dgyazdsi ténvezd. :
A 3.2.6-ban bemutatolt fermur-protézis tengelyszimmetrikus modellben az aldbbi abra Jeltléseinek
meg feleld dgyazisi tényezl és a cementrétegben felléps belsé p teher kbzolti Gsszefiiggss:
p=Cilu,-u,),

ahol u,(z} és u(Z} a protézis, illetve a csons eliolodasfiggvénye.,




3. Szldrdsagtani alapok

%

¥ TEX: MeM oL "u’ "“-

To=Tu: Mo= M+ LT,

- b LS

A differencidglegvenlatek:

du, p dw, p
cr P dB_P g
iz EL iz E]

. ahol EJ ésE 1, a protéas, illetve a csont hajlitisi merevségei, a C, tényezd tlgg a protézis és cement
ktizotti kapesolattdl fmerev, kilazult-sirlodasmentes), a cement anyagatol és az 1/ r, arnyral,
Ap belsd teher, valamint az M,, M, nyvomatékok fugevényei:

3.3.3 Az elmozdulisok meghatirozdsa geometriai iton

A fesziiliségek meghatdrozaséhoz olyan modelli alkalmaztunk, amelynél a rid rudelemekbdl van
feléplive. Ezt a modellt az elmozdulas-vizsgalatnal is megtartva a szildrd rudat olyan lancolamak tekintjik,
amely merev siklapokbol All és a lapok a kozsttik lévd szilrd anyag alakviltozasa kovetkeziében
egymashoz képest relativ elmozdulist végemmek.

of x

A relativ elmozduldsoknak a fajlagos értgkei mepegyemnek a ridelem alakvaltozdsainak (,8,7)
kordbban méar felirt ériékeivel. A szitird rud fajlagos relativ elmozduldsait célszerfien megvalaszrott
szakaszotkeént az ereddjikkel helvettesithetjiik és coy helyettesitd szerkezettel szamolunk 1ovabb, A nyirterd
hatasit alialdban elhanvagoibatjuk.

25



3. Szilardsagtani alapok
Konzoltarté koncentralt teherrel (EJ=104%kNm? = 4llandé):

A nyomatéki abra egyben a fajlagos elfordulasok &brdjanak EJ-szergse, igy a fajlagos elfordulasok
eredGjének EJ-szerese: 8, =9 =-202,5 kNm®. A helyettesit szerekezet (lancolat) két merev
ridelemb&l és az ered6 helyén beiktatott csuklobol 4ll, ahol a 8 koncentrélt relativ elfordulasként
Jelentkezik

(94,€4) = (05,¢5,9)

Frsm \ Mivel @y =0 ése, =0 (befogas), ezért
L e Y eyien, =0+0+202,5-6 = 1215 kNm’
"'92 = e [ > 919, ==202,5 kNm’
R T H Az elmozdulisok valédi értékei
. &y, =0,1215 m({)
g =i} @, = ~0,02025(~)

Kéttamaszi tarit (BT = alland®

Rl

A nyomatéki abrabol a 8, koncentrilt relativ elfordulasok

S AEE szamithaték
- M, 1«*‘”“‘%\&\ (ﬁg‘xiﬁg}= (eﬂrmﬂsagx‘%ga'g%n&é)
e B 0% S B Eltolédasi egyenlet
Ei4K = )
1 Seyey, =-0p =T 8 (I-k)=0
Rl I T S r)},! i"‘i
B
| L_J‘*f & |
@ ‘ ’,éf” : mivel a B jelii kényszemé| e, = 0 a fenti egyenlethél o
© ' f” T szamithatd. Ezutdn a konzoltartd megoldisihoz hasonidan
N / tetszleges keresztmetszet é5 B kozotti egyenértékiiség
R% felirdsa utin a keresztmetszetek elmozduldsait megkapjuk.

Befogott femur:

A 2.7 fejezetben mir megrajzoltuk az igénybevéieli abrakat, a 3.2.6-ban bemutatott cgyszeriisitett
modellnelc megfelelten téiefeznik fl, hogy A-A és B-B keresztmetszeisk kozott a csont prozmatikus,
kdrgylind keresztmetszetfi R = 15 mm r= 16 mm. A rugalmassigi modulus E = 20 GPa. Hatérozzuk meg a
B-B keresztmetszet maximdlis fesziiliségeit, valamint az A-A keresztmetszet B-B-hez viszonyitott
elmozdlisait!

A=70 @50 A keresztmetszeti jellemzik:
A =392 7 mm® I =31906,8 mm*

5. =1583,3 mm’ s=10 mm

A feszitltségek -
Gy =-112 MPa a,, = 156,4 MPa

B e
1., =0,839 MPa
A relativ cimozdulésok :
Uy = —0,016 mm (1}
8,5 = 0,04287 rad ()
Vin = 6,618 mm (=)

. F}’ iFh Fj_inLZDﬁN;thQDTJN
H




3. Szilardsagtani alapok
3.34 Statikaiiag hatirozatlan szerkezetek

Amint tudjuk, a szerkezet akkor hatérozott statikailag, ha altalinos terheld erémodszer esetén a
fuggetlen statikai egyenletek szama egyenld a fiiggetlen statikai ismeretlenek szamaval.

A szerkezet kinematikailag hatirozott, ha adott &ltalanos jellegii megoszlé elmozdulasok esetén a
fuggetlen kinematikai egyenletck szama egyenlé a figgetlen kinematikai {elmozdulasi) ismeretlenek
szamaval.

Ha az emlitett egyenletek szama nagyobb mint az ismeretlenek szima, akkor a szerkezet kinematikailag
talhatdrozott, ha az egyenletek szidma kisebb mint az ismeretlenek szima, akkor a szerkezet
kinematikailag hatirozatlan, mas néven ingatag vagy labilis vagy elmozdul6.

Igazolhatd, hogy a kinematikailag hatdrozott szerkezetek statikailag is hatdrozottak, tovabba, hogy egy
szerkezet kinematikailag annyiszorosan tilhatarozott, ahanyszor statikailag hatdrozatlan és viszont.

A batdrozett tartdh statikai & kinmatikai wepoldasal cgymastol Mggedennl clvégezheguk. A kezded
. alakvaltozdsok, hémeérséklet-valtozas, zsugorodas, gyartasi hibak és timaszelmozdulisok a hatdrozoit

tartdban csak elmozduldsokat okomak, igénybevéieleket nem. *

Egy n-szeresen hatarozatlan tarté megoldisa a kovetkezd lépésckben végezhetd el:

- Az n szami 151s kapesolat dtvagasaval statikailag hatirozotta alakitjuk és az atvagast helyettesitjik az
un. foias kapesolati erdkkel. &

- A satikailag hatdrozott tartén (torzstarton) meghatirozzuk az Atvigisok helyén a relafiv
elmozduldsokat a kilsé teherbdl és a folds kapesolati erdbBL Mivel ilyen kapcsolaiok a valisdgban
nincsenek dtvdgva, a relativ elmozdulisok zérussal egvenldck, azaz felithatdk a csatlakozasi egvenletek.

- A csatlakozdsi egyenletek megoldasa szolgaltatia a f510s kapcsolati erGket.

- A tobbi reakeidt, igénybevételt Ggy hatdrozhatjuk meg, hogy a (drzstartén egyvilttesen vesszik
figyelembe a kiils6 terheket &5 a kiszimitott f616s kapesolati criket.

Merev aldatdmasztasi konzol (El=illands)
Egy lehetséges torzstantd a kéttimaszi tartd, igy a folés

kapesolatt erd a reakcidnyomaték.
A teherbdl keletkezf clfordulds B helyen:

H’I
16EJ

(E
oy =

A f8lis kapesolati erfibé] kereletkes eMorduias:

gﬂv{g) S—p— ‘MB‘T
o AET

A kompatibilitasi feltétel (csatlakozdsi egyenlet):

' o lF Blpl _ ¢
~— Pp = 9% + oy =0

<) IF

3 _ ML
e 16E] 3FJ
A f6l6s kapesolati eré:

' R
“%74& 3
T P MR = __i_g F] .

Ezutdn a reakeioersk &3 igénvbevételek statikai
egyenletekbdl szamithardk.
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3. Szilardsagtani alapok

Rnddal alitdmasztott konzol

: F .
o, . ' 8 g A torzstartot (konzol) most a nid dtvagasaval alakitjuk ki.
[ e A kompabilitasi feltétel most az fejezi ki, hogy a gerenda
8l ea ( végének v, lehajlasa megegyezik a nid A¢
o dsszenyomodasaval:

.-.—'-—".—-'N—"—-'--n-—_-_—-'-i—-.EB:Q VA = Ae

AV, lchajlést a statikailag hatdrozott konzolon az F

’L teherbdl és az ismeretlen S riidersbél kell kiszimitani, mig
s 4 Af Osszenyomddast az § riderdbal.
M’/t - . A caatlakozisi feltétel:
T &)
——.% SE0_SP_Se  _ SEE
’F 24E] 3E) EA 24}Q;+1&@
G . FA

5 pepaf MesR
Ha az A tamasz merev, vagyis Ed —» o, akkor
£l .
{s e
T kY =
. {H
- ) S=A=SF

16

ami természetesen megegyezik az eldbbi példa
eredménvével,

3.4 ALTALANOS SZILARDSAGTAN

3.4.1 Feszititségillapot, fifesziltségek, traj&ktqriék

Az altalinos szilardsdgtanban nem tesziink kozelitéseket a testek alakjara és a terbekre vonatkozdan,
czért médszerel és eredményel teljesen dHalinos mechanikai feladatok vizgalatdra is felhasznilhatsk. De
tovabbra is feltételezziik, hogy a vizsgalt test egyss pontjai kis elmozduldsokat végeznek, a test homogén
¢s anyaga izotrép. A probléma megoldisit tovabbra is az egyensilyi vizegilat, 2 geometriai vizsgalat és az
anyagegvenletek felirdsa jelenti.

A vizsgalt test egy metszetének P pontjaban az n normalishoz meghatirozhato egy p, fesziiltségvektor.
A P ponton dtmend metszetekhez tartozd fesziiltstgvektorok Osszessége adja meg a pont
fesvilltségallapotat. A fesziltségelnek a  p,(x,v,z), P,(x.y,2) ésp,(x,y,z} figgvénvei
feszilltségmerdnek nevezzilk. A fesziiltségmezd tehat egy testhez katott fogalom, amely megmondja, hogy
hogyan fiigg a fesziltséghllapot a pont helyétdl, amz hogyan viltomak a feszitlisépvektorok az xy,z
koordinatak fiiggvényéhen.




3. Szilardsagtani alapok

a) FESZULTSEGYEKTOR
o P pontban ivo
n normalishor tartozik

b) FESZULTSEGALLAPOT
a P panihoz tariozix

6y FESZIULTSEGMERD
L LT U PR T TR Y

Ha egy pontban az xy ¢és z normalisi metszetekre miikadd B.. Py &5 p, fesziiftségvekiorokat ismerjiik,
akkor meghatarozhatd az n normatishoz tartozé p, feszislisépvektor is.

n = ki+ £j+ mk,
abolk =cos{nx), l=cos{ny}, m=cos {n,z).

pm: Gx Y& tm k
P | = [T Ty Tn l
Prs Txﬂ, t:.»‘z Uz m

vagy tomdren p, =F-n

A feszilistgienzor matrixa a reciprocitési tételnek meglelelfen szimmetrikus,
A normdl fesziiltsée vekdora (nT az n vektor transzponalija)

G, =6on={n Fo)n.
A teljzs nyirdfesziiltsée vektora
T, =p,—5,=Fn- (nT.Fn_)ﬁ.

g




3. Szilérdsagtani alapok

Felmerul a kérdés, hogy van-¢ egy vagy tébb olyan normalis, amelyhez tatozé fesziiltségvektor a
normalissal parhuzamos, vagyis amelynél

17,=0 é p,=0_-n.
Ha i indexszel jelsljik ezt a normalist, akkor
on, = Fn,,
azaz a feladat az F matrix o; sajatértékeinek és n, sajatvektorainak a meghatdrozasa.

A meghatirozhaté o),0,,0, sajatéricket fofesziiltségeknek, az ny, ny és ng sajatvektorok iranyat
fesziiltségi foiranyoknak nevezzik.

3
g,
L
|
]
H &
e
1
M R e
o
b}

Ha az egyik fofesziiliség zérus (sikbeli fesziiltségi allapot), akkor a fesziiltségi ellipszoid ellipszis, ha két
fBteszitltség zérus (lineris fesziiliségi dllapot), akkor a fesziltségi ellipszoid szakassza fajul.
Sikbeli fesziiltségi dllapothan a feszitltségi vektor

pt;y ‘:?x Gy ¢
p, = Fn

A fBfesziiitségek :




3. Szilardsagtani alapok

A foiranyok o hajlasszoge az x illetve y tengelyhez képest
' 27
Xy

tg 20, = .
2 0 o,-c,

A fesziiltségi tenzor a fofesziiltségekkel kifejezve

G, O
F,= :
’ 0 o,
A tetszbleges o iranyu normalishoz tartozd fesziltségvektorok végpontjai a (o,,7T,)
koordinatarendszerben egy koron helyezkednek el ezt nevezzitk Mohr-féle fesziltségi kornek.

A feseliltségi Mohr korb] geometriai 6sszefliggések szerint is meghatarozhatdk a fofesziltségek s a
fesziiltségi foiranyok.

Teérbeli feszultsdgi allapot esetén a harom Mohr-kor pontjai csak a fésikokra esé normélisokhoz tartozd
fesHiliségvekior komponenseit abrizoljdk. Altaldnos tetszdleges normélishoz tartozd feszilltsépvektor N
végpontja mindig a feszoltségl fEkaron belil s a masik két Mohr-koran kiviil van,




3. Szlérdsagtani alapok

Az els, illetve a masodik fofeszilltségi trajektoriak a sikbeli feszilltségallapot sikjaban fekvd olyan
gdrbeseregek, amelyeknek érintje minden pontban az els, illetve a masodik fStengely. Mivel a fotengelyek
merdlegesek egymasra, a trajektoriak ortogonalis gorbeseregek.

P
IK ‘ P trajekiériak
A

——

I e Y L

' — ~ i
~ Y

Tén

i

N S - o
%
1

l i - 4
le f_’ﬁ: trajeltéridk :%

"

e
e

Az alabb) Abrak mutatjak a femur egy részlevinek Biteszisltsépi trajekioridit, illetve a fotoclasztikus
kisérlet cradmeényét egy adott terhelés esetén:




3. Szilardsagtani alapok

Kéttamaszi tarté K keresztmetszetének P pontjaban a fesziiltségi allapot meghatarozisa az alébbi
lépésekben végezhetb el.

A reakcibersk ¢s ipénybevéielek:
A =B =50kN, A, =-B, =25 kN, N, = 25 kN, Q, = +50 kN, M, = 15000 kNem

A keresztmetszet geometriai jellemzdi:

A =900 e’ v, = 16,1 em, L= 196400 em®, §' = 5616 e’

A fesziiltségosszetevok (sikbeli feszilltségi dllapot , o, = i% + }i[i Yo T, = o

gs 2-‘ —4,]?31\}193«9 tzy = _li 435\’1])35’ ﬁ?— = GE = ‘Em = T;;g = 03

Mivel a fesziiltségOsszetevik kozil csak o, és Ty killonbozik zérustél igy a feszijltségi dHlapot sikja az
[v.z] sik,

A fofeszllisépek és feswiiltségl Birdnyok:
o, +F, g"’dv ~a. Y 4173 l” 173y
O ==tk | 22 4 q? o nLLEH 14’I?3) +(-1,43)'s
2 2 . 2 Yoz,
g, = 0,443 MPa

o, =-4,617 MPa

3
Tid



3. Szlardsagtani alapok
3.4.2 Fesziiltségmez, egyensilyi egyenletek

Az F fesziiltségmatrix elemei dtaliban haromvaltozos fiiggvények:

Gx = Gx(x: y,Z) Gy = Gy(x:ysz‘) Gz = O'Z(x,-y,z) —

Ty =T (X%,¥,2) 1,=1,(xy,2) 1,=(x,y,2)
Ezeket a fuggvényeket a test fesziiltségmez6jének nevezziik,
A fenti fuggvények és a testre hatod erdk kozoti Osszefiiggés

: ek a test belsejében, illetve a hatarolé
feliiletén lévé pontok kornyezetébél kivagott elemi hasib,

illetve elemi tetraéder egyensilyi vizsgdlata
alapjén vezcthetdk le,
Sikbeli fesziiltsépi aflapot 2setén az elemi hasdbra hato erék az aldbhi abrin Ethatok
x ax )
210 - e
&,
¥ o

1“1 - I
6, I 'Y &,
L% Lo

Y
- Térbeli fesziiliségallapot esetén az egyensilyi egyenletek

8o, +ﬁ‘tm 3T

+—"4g =0,
&x &y Bz B :
ot, do,
dx Oy 8z
-§E§§‘ + E‘tﬁ. + ——— + g; — A
ox by Bz
ahol g,. 8 g, atérfogati erdk komponensei. _ '
A test hatdrold feliletén iévé pont esetén - ha itt q felitleti teher miikadik -, akkor a statikai keriileti
feliételek:

ok+t f+1 m=gq,
Tk to L+1 m= qy

T k+ T{+om=q,

Fn=q

34




3. Szilardsagtani alapok

3.4.3 Alakviltozasallapot, féalakviltozdsok

A test egy pontjanak térbeli helyzetét r = xi+yj+zk helyzetvektor, a pont helyének megvaltozasat
u = nitvj+wk eltolédasvektor adja meg. A test valamennyi pontjanak eltolodasat az
u(x,y,2)=u(x,yz)i+v(x,y,z) j+w(x,y.2)k eltolédasmezé adja meg. Merevtestszerii elmozdulas (eltolodas és
elfordulds) kozben a test pontjainak egymashoz viszonyitott helyzete valtozatlan, alakvaltozasok esetén
azonban az egyes pontok viszonylagos helyzete is megvaltozik. A test egy pontjaban felveheté minden egyes
elemi szalhoz, illetve az annak iranyira mutaté n iranyvektorok egy d, alakviltozds-(deforméacids) vektort
rendelink. A pontban felvehetd osszes iranyhoz tartozd alakvaltozis- vektorok Gsszességét a pont
alakvaltozasi allapotanak nevezziik.

Az alabbi 4bran egy sikbeli tircsa merevtestszerii elmozdulasa, illetve alakvéltozisa’ eredményei
lathatoak.
i——gi—'i wg:-th

1

Yoo

3 b)

- Egy pout térbeli atakvaltozasi dllapotat a szimmetrikus A alakvaltozds tenzor jallemzi:'

s, 12y, 1/2y,
A= 12y, g, 1/2y,
172y, W2y, g,
Az n irdnyd e, fajlagos nyilas & az egymésra merfSleges n és ¢ irdayok kozott lstrejov Vo
szigvaliozis: B
g, =n'An
Ve = VAR

Minden pontbar: van hdrom egymésra merdleges irany, amelyhez tartozs fajlagos hosszvaliozisok helyi
szélsdériéket vesznek fel.

A meghatirozhatd kirom iranyt alakvaltozisi fdiranyoknak, és a huzzdjuk tartozé £,,&, €5 €, fajlagos
nyuldsokat fénydilisoknak nevezzik,

A fesziltségi ellipszoid analégiajira az alakvaltozdsi eipszoidot is defimathatjuk &s ugvancsak analog
médon beszélhatiink térbeli, sikbeli és linedris alakvaltozsi allapotrol.

3.4.4 Alakviltozdsmezd, geometriai és bsszeférhetoség egyenletek
Az A alakvaltozds-tenzor elemei dltaliban hromvaliozos fiiggvények:

g(): S gg(x-:y:?‘): g}r = Sy (xv yzz)s z = 83{:{13{*2)1

Vo =¥ (0¥,2) Ve =¥, (5Y,2), 7, =7.(%Y,2).




3. Salardsagtani alapok

Ezeket a figgvényeket a test alakvaltozis-mezéjének nevezzilkk. Az alakvaltozis-komponensek és az
eltolodasfiiggvények kozotti Kapesolatot az in. geometriai egyenletek irjak le.

du ov Bw
g, =—, € =—, E, =
& 7 By 5z
_ 6_u ov ov _Sﬂ du Ow

= = e e —
¥ 8y 8’ [ 8y’ e = 5 T

A geometriai egyenletek tartalma az, hogya test szakadozisoktol és gyiirédésektol mentes, folytonos
alakvaltozist végez.

Ha a test feliletének egy része eldirt u,, v,, és w, eltolodasokat végez, akkor a geometriai keriileti
Ieltetelel:

u(_ xg}’gz} = UQ(X‘)}!'}Z.J
%X, v,2) = v (0,¥,2)
W{&}",Z) wﬁ{&y 52}

Ha a geomelriai egyenletekbél kikiszobaljik az eltolodasokat, akkor jutunk az in. ssreférhetdségi,
kompatibilitasi egyenlerakhez

ﬁz'f“ - 635}: + 528& 52?5‘1 = ﬁzﬁ‘ Szﬁy 52??&3‘: = 51&:?’- + 62&3
dxdy &x* Byt Bydr oy' 82 8z8x BF  Bx*

i[ fr é-\ 81‘ 8’}’ ) s B
& oy Bz ydz’

i "ai u!*}‘ 3?3: "} 2 ﬁ‘EE‘
3y |, Todz | ax 4 owdz’
&f ﬁyw G*fy, Eq_i n 8%,
bz 5y ) T exdy

34.5, A linedrisan rugahmas festek alapegyenletei, Hooke-tdrvény

Linedrisan rugalinas anyagnal a fesziiltségek és a velik egyint keletkezd alakvaltorasok kizott kelosonds
cgyeérielmii és meglorditiatd dsszefiigads 41 fenn, ez matrixos alakban

g =Hg

—

ahot g az alakviltozatok, g a fesziltségek vektora és H a Hooke-tSrvény hajlékonysagi matrixa. A fenti

cgyenlet inverze:

o =Hs = De,

ehol a D=H"! métrixol az anyagirovény merevséei matrizdanak nevezzik.

36




3. Szilardsagtani alapok

LY Yy o0
e E E E i
* .......\i l _.Y.. 0 0 0 (Gx
g, E E E s
€ \4 v o1 y
z -—— -—= = 0 0 0
e |-l E E E 9z
x| 1 i
€ 0 0 0 — 0 0 xy
yz G T
e 1
= 0 0 0 0 — 0]«
O Lt
Ve |
0 0 { g 0 =
L G
C 1oy h ;
o A A 0 ¢ 4|
ﬁs Y %
5, r Y a0 0 ol
Y
v
= | 1—-vw z
|~ }p ;L ?:«""“"'— O 0 O 7
Ty v Yy
1, ¢ 4] o 0 '
_Taj g Q ] 6 G 0 Yo |
| 0 W 4] g 0 G"J

abol E, v, G a 3, 1.5-ben megismert anyagallanddk és

vE
{(1+v)(1-2v)

az dn. Lamé-féle dllands. Az E, v, G+ anyagéllandek sem flggetlenc caymastol, kozottuk ferndll @

E
2(I+ V)

G=

dsszeflipeds.
Sikbeli, illetve linzdris fesziiltségt vagy alaxkviltezosi dllapot csetén a fenti Usszefliggések értelemszerien
egyszerlistdnek.




3. Szilérdsagtani alapok

Befogott térbeli konzol E =210 GPa, v=0,3125. A befogési keresztmetszet vizsgalata:

A

A=59,7 em’, S, = 8, = 18lem’, S, = S =121 cm’
L =L = 2700 cm®, I, =5400 cm®

N=-4kN, Q= 2kN, M= 6kNm, M, = 22 kNm
T= 5kNm

A pont: a fesziltisegaliapot sikja az [x,2] sik.

- { 0 -7,92} F, - [2,4? 0 ][Mpa- o = 17.5
-7,92 -22,9 o 254 -
_ 3,41 0 9,9 4,95 0 0
A= 107 0 341 0 A, =101 0 34 o0
9,90 0 -10,9 0 0 -12,4
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B pont:a fesziltségallapot sikj_a az [y.z] sik.

| 118 0
F - 0 9,92 F” = » [MPa] ao — 6,790
9,92 -82,1 ’ 0 -83,3
122 0 0 130 0 0
A=10°1 0 12,2 -12,4 A,,=10"1 0 12,2 0
0 -12,4 -39,1 0 0 -39,8
C pont: a fesziiltségallapot sikja az [e,z] sik.
r 9 73,9 0 ] | .
F = (}. . ) [MPa| «,=7,46°
- 9,68 726 2 ~1,27
-10,8 o 121 354 0 0
A=10" 0 -108 0O A,,=10°| 0 -108 0
12,1 0 34.6] 0 ¢ -11,6

'3.4.6 Rugalmassigtan alapegvenletei

Vegyunk szemiigyre egy izotrup, linedrisan rugalmas anyagi V térfogatn testet, amely az 5, feloletek
miikods §'[q,., q,, q, ] failagos feloteti extk,  belss pontjaira mikods g'[2.. &, 8.] failagos térfogati
erbk (pl. sillyersk) és az §, felulewén az n;[n,, v,, w, ] eltolodasokkal megadott geometriai kényszarsk '
{pl: tamaszok vagy elfiirt eloléddsok) hatdsara nyugalomban van. A fest mechanikai Allapotat a

Gx(xxﬁ'la‘z}: o,{x.y,2), 0,(x,y,2), T, {X,y,2), 1.(x.y,2), 1.(x,y.2)
feszitltségraeriik az
e(X.¥,2), 5,(%,Y,2), €,(x.y.2), v, (x,,2), v,,(%,.2), ¥, (%,7,2)
alakvaliozdsmezdk és az
ulx.y,z), vix.y.z), wix.y,z)

eltolodasmezik, tehar 8sszesen 135 hiromvaltozos figgvény jellemaz,

e L2 .

Ezeknek ki kell clégiteni a 3.4.2-ben leirt egvensulyi egyenletek (3) és statikal kerileti fehételeket, a
3.4 4-ben leirt geometriai egyenleteket (6) és geomeiriai kerleti feltételeket, tovabbd a 3.4.5-ben lsin
anyagegvenleteket (6), Gsszesen 15 cgyenlotet és 6 keriileti felidtelt. Exeket egyltiesen a rugalmassdgtan
alapegyenleteinek nevezzik. '

A rugalmassagtan alapegyvenleteinek megoddsi modszereit két 0 csoporttra oszthatjulk.
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3. Szilardsagtani alapok

A rugalmassdgtan erémédszerének az a lényege, hogy az alapegyenletekbdl kikiszbbolve az
eltolodasokat és az alakvdltozasokat a hat ismeretlen fesziltségfiggvény meghatdrozasira hat
differencidlegyenletet kapunk.

A térfogati eroket zérusnak tekintve:

2

0’s
1+v) Ao, +—=0,
(1+v) Ao, 5

8%

(1+V) A6y+6_y2=0’

. . &%
(L+Vv}) Ao, + ﬁuéi =,

&%

(1+v) At fa;:&} =4,
(1+v) mﬁ-+g%:ﬂ,
(1+v) ,{\Tﬁ*bfi— Q,
ahol
A=V :éi;+§+£; é s=0,+0, 14,

A fenti egyenleteket Beltrami egyenleteknek nevezziik.

A rugalmassigtan elmozdulismédszerének az a ¥nyege, hopy az alapegyentetekbél a tesziiltségeket
¢s az alakvaltozasokat kikiiszobolve a hirom ismeretlen eltoladdsfuggvény meghatarozasira hirom
differncialegyenletet kapunk.

(}&,*G)—ﬁﬁ-l-f}ﬁu*{-ﬂq?: =0,
dx

(R-‘—G)i—e-kﬁéa v+q, =0,
¥

{ma)gﬂc}aw-—quﬁn,
Z

ahol
ou 8v Sw

e=8, +8 +tE, = —+—+

5x Syg

A fenti egyenleteker Lamé-féle cgyenleteknek nevezziik.

Az alapegyenletek bonyolultsigat ¢s az ismeretlen fiiggvények nagy szamat tekintve Srzékelhetd, hogy
konkrét térbeli feladatok megolddsa matematikai szempontbél igen nehéz feladatol jelent és -egyszeriibb
esetektl eltekintve - zart alakban nem is lehetséges. '
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_ 3. Szlardsagtani alapok
3.5. Munka és energiatételek
3.5.1. Alapfogalmak

A munka- és az energiatételek specialis kapcsolatot termetenek a statikai és a kinematikai jellegii
valtozok, az erd-fesziiltségrendszer és az elmozdulas-alakvaltozasrendszer kozott, formailag az egyensalyi,
illetve a geometriai egyenleteket helyettesitik és az anyagegyenletekkel egyiitt a szilardsagtani feladatok
megoldasanak egy masik lehetségét szolgaltatjak.,

Altalénositott erdknek nevezzik a killsé és belsd, erb és feszilltségjellegii mennyiségek Ssszességét.
Altalinositott elmozdulasnak nevezzikk a kiilsé és belss, elmozdulas- és alakvaltozas jellegii mennyiségek
Osszességét. Az altalanositott erdk, illetve elmozduldsok akkor 6sszetartézoak, ha a anyagegyenletek altal
megszabott oksagi kapcsolatban allnak egymaéssal.

A statikailag lehelséges altalanosint erorendszernek ki keil slégiienie az egyensulyi sgyenleieker &5
a statikai  keriileti  felidieleket, ngyvanigy a  kinematikailag  lehetséges  alialénositott
elmozdulasrendszernek ki kell elégitenie a geometriai egyenleteket & a geometriai keriileti feltételeket.

A teljes kiilsh munka:

W, = [fde+ [ {q'dudS + [ [g'dudV,
¢ 8u Y

A teljes belsd vagy alakviltozast munka

W, =-[ [o'dedv
¥F e

A teljes kitlst kiegészits munka:
W, = fe%df + [ [u'dgds+ [ [ u"dgaVv
r 3 g Vg

A teljes belsG vagy alakvaltozasi kiegészitd munka

W, = [e'dodv,

v

ahol 1 a kiilsh koncentralt erdk, e a kiilsé elmozduidsértékek, g a killsd megoszlo erdk, ¢ a térfogati erbk, u
az elmozdulastiggvények, o a fesailtség-figgvinyek, & az alakvaltozis-figgvények vektorai

Ha a munkavégzéshen részivesd dltaldnositott erdk és dltalanositott elmozdulisok dsszetartozok, akkor
az igy keletkezd munkdt sajat rounkinak, ellenkezl esetben idegen munkinak nevezziik.

i
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o
-
==

& BaETY
P ol G [
£ - ol J 4
—_ Lh =
TN Ed =£E
SE - 4 =
a3 w!
LAl i
z £
F S
e F=F 2 g
| e i
e =
! = (=]
[ N * =
_E' I — 1.
4 " 2 ot

13
! B} e ORSERNITIGIS TS -TRT ATEE TR
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3. Szlardsagtani alapok
A munka és a kiegészité munka mindig 2 € szorzatnak megfeleld téglalap tertiletével azonos. Az erd
jellegii terhek csak kiilsé munkat okoznak, az elmozdulasjellegii terhek pedig csak kiils kiegészitd munkat
_eredményezhetnek.

A virtudlis elmozdulidsrendszer egy tetszbleges, geometriailag lehetséges elmozdulasrendszer
valtozatlan geometriai feltételek mellett képzett differencialisan kicsiny megvaltozasa, variacidja

_LLd'r LLL

T TIITA 17/
EA €A
t m 0)

n
\

e

s:/ N
iz
=
i

Al =¢ 4+ ¥a

‘‘‘‘‘

LI M ﬁM,x £o s Gt
o [

*""'rs“_:iﬁlLJI:MJ___;U;
&b‘ﬂ*&‘ s gz

4

L

A virtudlis munka a wnyleges erpendsomek ¢ egy virtulis elmozdulasrendszeren végzett munkdja. A
kitls, illetve bels® virtudlis munks:

§W, = F5e+ [q"oudS+ jgrﬁudv
§W, = ja 5edV.

A virtudlis emrendszer egy tetszileges statikailap lehetséges emremiszer vditozatlan statikai keriileti
feltérelek mellett képzett dr"f‘erencmhsan kicsiny megvaltozisa, varidcitja.

Z A AT Ll E
S 4]

— F I
3
! 5 gz} e
b
1’ B
i 3
Loaddddiddie i .
L] o J
. !
—
)

85,
5, T
e, Tmmis”

x .
‘;,.J '&q{z?-&ﬁﬁ E’_Fi,;éﬁ,_

]

A virtudlis kiegészitd munka a tényleges elmozduldsrendszernek egy virtudlis exfirendszeren vegzeit
munkdja, A kiilsd és belsd virtualis kiegészith munka

8W, = '5f ~ [u'5qdS + [ w'dgdV
: 5 v

5W, =~ [£'6adV.
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3. Szilardsagtani alapok

3.5.2. A szilirdsagtan munkatételei

A virtudlis elmozdulésok tétele szerint egy statikailag lehetséges erbrendszer barmely virtualis
elmozdulasrendszeren végzett munkija zérus, azaz egyensulyban lév6 mechanikai rendszeren végzett
virtudlis munkak 6sszege zérus

SW = 5W, +8W, = '8¢ + [ q'ons+ [ g'ondV - [ 6ToedV =0
5 \' A"

A virtualis elmozdulasok tétele az erbrendszerek egyensilyanak szilkséges feltétele és igy erd jellegii
mennyiségek szamitasara alkalmas.

Gerber tarti reakcid erfi meghatirozisa a virudlis elmozduldsok tételével. Az egyes reakeid erk
meghatarozisihoz nem az epész szerkezetet kildnitjiik el, hanem csak a szoban forgd kényszert tivolitjuk el
és az igy létrehozoft kémyszermozgast lancolatra irjuk fel a virtudlis elmozduldsok téfelét. A lancolat
kénvszermozgdsa biztositja a virtualis elmozdulasrendszer kompatibilis jellegct

Ao, 1 5e,=0 > Ay=F
“1

"1

s b
iil"e}t.&, TM“, ?
&)
7 a a
., U5 ", F—8u-Bbu=0 -» B=F—
R ; :
. ?’\\J- w ¥ F’”
- ey
R %iu ‘a
Fle I8 ) f’ 7
] M , £,
o LR _C Fa-28p-MBp=0 — M =Fa-2%
1 @ ] i
m 55_{—?;3 M __ o ey
459“2 £ X e F e :
spee {87 f
%
il 15
i, Fa f,
- S5 o Lmmeg a o a
sy TN ke o F ;-de, ~Cde, =0 — C“EE—
S o o !
/8 Tr
&)
oy
[
| - £ - lﬁ I
— Al e b,
'!"’r‘;&w_“rs%r f*—" Cu _{:’3:3-{[: 8 A Rg ==
Lw = “ c FE g, - “"‘"xae}: =0 — A?& :FZ
)
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3. Szilardsagtani alapok

A virtudlis erék tétele kimondja, hogy egy geometriailag lehetséges elmozdulasrendszernek barmely
virtualis erbrendszeren végzett kiegészitd munkaja zérus

BW = 8W, +5W, = "5f + [u'sqdS + [usgdV - [¢80dV =0
s v v

A virtudlis erSk tétele elmozdulas jellegli mennyiségek szamitisara alkalmas, mivel kompatibilitasi
feltételt fejez ki.

b
A feladatok sordn gyakran két igénybevételi figgvény szorzatanak |f(z g(z)dz alaki hatarozott
Y

integraljat kell meghatarozni. Ha a két fliggvény kozill az egyik linearis, akkor
LIED I

]
[f@e(dz=A, g,

Ha mindkeitd linearis akkor

b
[f(2a(zydz=A, g, =A, £,

z a

aj LT 9
Statikailag hatirozott rugalmas gerenda elmozdulisainak szdmitisa. A hajlitasi merevseg EJ, a
féladat a v, meghatarozisa. A keresett v), eltolodas helyén felvatt dQ virwalis er kiisd virtualis kiepészitd
munkdja: W, =8Qv,. A belst virtualis kepdszitd munkit a M (z) virwwalis hajlitdnvomatskokon 2
ténvieges x(z) fajlagos relativ elforduldsok végzik:

. . 3 + 4 . ’ ¢t i
: e §W, = ~ [6M(z)x(2)dz,
E}
) * ﬁ
e
|‘ o ‘_; - S_ 5 KCE)“’M
— umanl ] Elx’

igy

e - 1 2
“ W, =g J’ 8M(2)M(z)dz.
aebGu $8=25Q=2 | _ |

| Mivel §W =0

] >{<::-% 5W=5Qv. - TﬁM{z)M{z)dx:D
?i' : Eg“ = 45 T ' 'ijq ‘

\ ] <
; fmT m sM(z) Mivel 3Q) tetszbleges lehet, igy lepyven covségnyi.

A ket nyomateki dbra szakaszonként finedris {gy az integral:

-l-‘—v‘—nm..z L ] g 1 ’ 2 N 4 . A ‘q‘
EA v, = — (..Ff’:i /2 +(HF£,§_ |( ;ﬁaJ -
: EL IV 22A 3 )\ 240 6,
NENY
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3. Szilardsagtani alapok
3.5.3. A rugalmassédgtan energia tételei

Kiilsé potencialon a vizsgalt testre hat6 kulsé erdk potencnéhs energidjat értjitk. A testre miikddd adott
killsd erbrendszer potencialjat a

T, = -W, =-fe- [q'udS- [g'ndV
v

54

kifejezés adja meg. A kiilsd potencial tehat a kiils6 munka ellentettje. -

Belsé potencidlon a vizsgalt testben keletkezd alakvaltozisok potencilis energiajat értjilkk, azt a
munkadsszeget, amely a feszilltségekbdl keletkezd alakvaltozasok eredményekent halmozddik fel a testben.
A rugalmas test bels6é potencidlia:

T, = %J’g’c adV = %-J' &' DedV
“v =y

A belsd potencidl mindig pozitiv mennyiség, mivel a testben energia felhalmozidas toriénik. A belsd
potencal tehat 2 belsd sajat munka ellentete.
A linearisan rugalmas test teljes potencislja.

n=m, +7, =f'e- Jq uds - jg udy +— Je DedV

g,

A potencidlis energia dllandé ériékiiségének tétele kimondja, hogy egy lincirisan rogaimas test |
geometriailag fehetséges elmozdulas-alakvaltozas-rendszerel kozil az a tényleges, vagyis a test egyenstlyi

helyzetének. megfeleld rendszer, amelynél a teljes potencidlis energigja sllandd érvskii, més széval
staciondrius, azaz

T = staciondrius!

A tétel a rugalmas test egyensulyi feltételét fejesi ki A n(e, w, €) potencidlis energia elsd varidcidjara
vonatkozd 8 = O feltétel alapjin meg tudjuk hatarozni a test egyensilyi feltéiclekst is kielégitd, tényleges

elmozdulds alakvaltozas allapotat, mig a 8°% masodik varidcié az egyensﬁlv stabilitisanak 2 vizsgalatira
alkalmas. Egyszabadsagfoka modellnél:

Mie} Tied Jie]
LY
' i
” ! i
L % | Y L4 — . P i &
AR winden LA I an, o,
d; o 55 gei 9 cectiin e 0 Ge=0 etek g 0 &0
FrECR TR

sicbills egpensityi (abills sgyansiyi Withus egyensilyi
wlapol . dliapat : ddapot |
latiss



3. Szilardsagtani alapok

A potencilis energiat mindig a geomteriailag lehetséges elmozdulasrendszerek fliggvényében irjuk fel. A
potencialis energia mindig annyi véltozos fliggvény, mint amennyi a test elmozdulasi szabadsigfoka.
Rugalmas testek elmozdulds-alakvéltozas-allapota véges szamu elmozdulasfiiggvénnyel jellemezhetd, igy a
potencialis energiat ezen ismeretlen fliggvények fggvényeként, azaz funkcionslként kell kifejezni.

A satikailag hatdrozatlan tarték potencidlis energia stacionaritasi tételén alapuld megoldasi modszerét
elmozdulds médszernek nevezziik. :

A potencialis energidhoz hasonldan a kiegészité potencialis energia a kiegészitd munka ellentettje.

A killsd kiegészité potencialon a vizsgilt testre hat6 kilsd elmozdulasok kiegészité potenciilis
energidjat értjok. A kiilsé kiegészitd potencial - kiilsé kiegészité munka etlentettje, amely csak a testre haté
elmozdulas jellegii terhekbdl szarmazhat. '

7, = -W, =& - [0"qdl - [a'gdV
Py ¥

Bels§ kiegészitd potencidlon  vizsgilt testoen keletkezd fesztiltsépek kiegészitd potencialis energidjar
értjilk, azt a kiegészitd munkat, amely az alakvaltozdsokkal kolcstnhatishan kialakulo fesziliségek réwin
halmozddik fel a testben

A rugalmas test kiegészitd bels8 potnecidlja

B3 | e

i, =—[c"edV = = [¢"HodV.

A linedrisan rugalimas test teljes kiegészits potencialja:

o= R 4R = -8 j i'qds- [@'gdV + ~[g"HadV.
3, v 2 v
A kiegészith potenciilis energia Handéértékiségének tétele kimondja, hopy egy linedrisan rugaimas
anyagn test statikailag lehetséges erd-feszilliség rendszerei kozill az & tényleges, vagyis a (est geometriailag
lehetséges helyzetének mepfelel rendszer, amalyngl a teljes kicgészitd potencidlis energije minimalis azaz

& = staciondrius!
A tétel tehdt a rugalmas test kompatibilitdsi felidtelst fejezi ki. A kiegészitd potencidlis cnereia
mimmumiételét dltaliban statikailag hatarozatlan szerkezet vizsgilatara hasmaljuk, A kiegészitl potencidlis
energids mindig 2 statikailag lehetséges erdrendszerck filggvémyében irjuk fol, ezért a kiegészith potencidlis

energia mindig annyi valtozos fiuggvény, mint ahfinyszorosan hatdrozatian statikailag a szerkezet Mivel a
szawitasbol a fBl6s kapesolati erdiket kapjuk meg ezért ezt a megoldasi modszert erémédszernek nevezziik,

3.6. ANYAGMODELLEK

J.6.1. Nemlinedrisan rugalmas anyagok

Vannak olyan anyagok, ametyek rugalmasak ugvan, a fesziiliség és az alakvaltoxds kézétt azonban
nemlinearis dsszefliggds all fenn,

& o) ‘ i

T s

1

Y e L3
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3. Szilardsagtani alapok

Az a) dbra anyagmodelljében a C és n < | a huzé-nyomo kisérletek alapjan felvehetd allandd, ha n=1
akkor az anyag linearisan rugalmas.

A b) 4bran az anyag viselkedését az (in. Ramberg-Osgood féle dsszefigges irja le, amelynél n = 1 eset a
lindrisan rugalmas, az n — oo eset pedig a line&risan rugalmas, tokéletesen képlékeny anyag modelljét
adja.

A nemlinearis Osszefliggések kovetkeztében az egymasrahalmozas elve érvényét veszti, numerikus
vizsgalatnal ezt egy 1épésrol-lépésre torténd vizsgalattal kiiszobolik ki.

F
6
i /, - /
oF &l f
[0)
&R = K Ae, &6=C AL,
0 - ra o T
) am , b} A€,

3.6.2. Linedrisan rugalmas anizotrop anyagok

Az anizofrop anyagokndl a vzilardségi tulajdonsagok més-mas iranyban kilinboznek, igy egy bizonyos
fajta alakvaliozas (pl. &) létrebozdsaban valamennyi fesziiltség kompenensnek szerepe lehet Igy az
aryagtorvény .

g=Cg

C hajlékonysigi mdtrixdban az energetikai megfontolisok alapjan igazolhatd C, = C,; feltétel utdn 2]
Higgetlen dllandot kapunk,

Ha epy potnban létexik hirom epymésra merlleges rugalmas szmmetria-sik, akkor az amyagot
ortotropnak pevezzitk, Ebben a bizonyos specidlis koordinatarendszerbevm bizonyos egvitthaték zérussal
cgyenlock.

Izotrop anyesgoknil minden sik rugalmas szimmetria sk és az anyag tulajdonsigai az irAnytél
fuggetlenek. A 3.4.3-ben leirtaknmak megielelden a lincérisan rugalmas, izotrop anyag szilrédsagi
tulajdonsdgait két figgetlen anyagallanddaval lehat megadni.

3.6.3. Képlékeny anyagok

Rugalmas-képlékeny anyagok esetén a THooke-térvény csak addig #rvényes, ameddig képlékeny
alakvaltozdsok nem jonnek létre. A képlékenyséptan alapvetd feltevése az, hogy epy pont rugalmas és
képlékeny allapota cgyméstdl egyértelmilen elhatdrolhatd és a kétféle Allapot hatérdt egy matematikai
formaban kifejezhetd képlékenysép (folyasi) feliétel szabja meg.

f = f(o,,k),

ij?

ahol o, feszitltségtenzor, k pedig anyagéllandd (pl. folyasi hatir). Az f < O a rugalmas, £ = 0 pedig a
képlékeny dllapotnak felel meg.
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3. Szilardsagtani alapok

A kisérletoke azorint o fomcl o mémiki gyokorlatban cléforduld noagysign hidrosstatiliua nyomds vagy
hazas (ekkor a feszhliséptenzor matrixaban a fOatidban 1évd elemek azonosak, a (Obbi elem pedig zérus
értkli) milkadésskor csak clhanyagolbatSan kis mértéki képlékeny alakviliozast végeznsk. Eldkor a
keplékenysegi feltételt egy nyiiott henger Abrazolja, amelynek alkotoi a harom fiirannyal azonos szdget
bezird OM egvenessel parhuzamosak. Ezt a hengert 2 o, + 6, + G, — 0 egvenlettel meghatirozott S sikban
fokvh C vezérpdrbe coyértelmilen meghatarozza, ‘

A Huber-Mises-Hencky féle képkenységi feltétel:

1 . P \
f= g[(q‘ - 5},)’" +(o, -0, ) +{o, —{ij‘é] ¥ Tiy | T; +0 - =0,

ahol T, a nyirdsi, folvasi fesziliség.
A Tresca-féle képlékenysigi feltétel

fi={0,-0,)f —dt =0 f,=(0-05,) -41;=0 f=(0,~0,) ~41;=0.

8

&

Jo 6,

Csak rugalmas alakviitezdsok keletkeznek, ha <0 és df tetszfleges (rugalmas allapot) vagy £= 0 és
df < 0 (tehermentesités). Képlékeny alakvaltozasok keletkemek, ha f = 0 &s df = 0 (aktiv képlékeny
dllapot). : :

Képlékeny &llapotban kizvetlen kapesolat csupin a képlékeny alakviliozisck ndvekményei és a
pillanatayi teszithségek kézoif dllithatd fel. Egy pont fesziltségillapota a hatdimenzids fesziltségtérben a
o, vektorral, illeibleg annak P végpontiaval jellemezhetd. A képlékenységi feliételt abrazold folyasi hiper-
felitlet a teret két rédzre oszija. Rugalmas allapot csetén a P pont a felileten belidl, képlékeny dllapotban a
feltileten helvezkedik el
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3. Szlardsagtani alapok

A képlékeny alakvaltozas-novekmény vektor a Drucker-féle posztulatum szerint merdleges a felilletre,
tovabba az f(o,, k) = O hiperfeliilet mindenkor konvex.

A linedrisan rugalmas, tokéletesen képlékeny test Prandtl és Reuss altal felallitott anyagegyenletek az
al4bbi alakban adhatok meg.

1 i '
de}l‘ = Ed&: -+ d?ugx, de“ :Edsm + dm’-}'x

de, = %{iﬁy rdAS,  de, = E-lgds,,_ +daS,

1 1
de,==dS.+dAS,  dg, =z dS, 1dhs,,

ahol S; a fesziiliségvektor tenzor, g; pedig az alakvaltozis-devidtor tenzor

1 \ my
g, = g{ﬁxwi'qy"%ﬁz,i: €, vgkz—:,{+ey+sz},
.{Gﬂ -G,) Ty 1, (e,—g,) U2y, 1/2y,
S; = T, {o,-5,) 1, » &= Y2y, (g,-8,) 1/2y,
Ty Try (o,-a,) 172y, 1/ 2y, {e,—%,

a d?. 2 O pedig a képlékenysépi tényezs, da = dA (G, de;) skalarfliggvény. A fenti egyenletekhez még
egy tovabbi Osszefligges jarul

ds,, = & K= Lt
3K 3(1-2v)

amely az atlagos alakvaltozas-novekmény s dflagos fesziiltség-nSvekmény kizstti kapcsolatot irja le, K az
lin, dsszenvomddisi modoius,

A Prandil-Reuss anyagegyvenletek nemlivearisak, és a fesziiltségek és alakviltozdsok novelkményeit is
tarialmazzik ellentétben a linedrisan rugalmas testck anyagegyenleteits].

A fenti anyagegvenletek, tovibba a 3.4.2-ben leirt egyvensilyi, valamint a 3.4 4-ben leirt geometriai
egyenletek egyiitiesen a linedrisan rugalmas, tokéletesen képlékeny testek alapegyenleteit szolgiltatjak.

3.6.4. Viszkézus anyagok

Mindeddig vin. id6t8l figgetlen anyagokkal foglalkoztunk. Az anyagoknak azt a tulajdonsagst, hogy
szilardsag viselkedésiik a jelenségek 1d8beli lefolvasitdl is fuge, viszkozitdspak nevezzik. A viszkdzus
viselkedésnek az a magyarézata, hogy egyes anyapok esetében a kristalvos szerkezet 4talakulisa hosszabb
iddt vesz igénybe, ¢s ezért a fesziiltségek, illetve alakviliozisok viltozasat ceak késve tmdjak kvetni,

A kiszas jelensége Iép fel, amikor o= 4llandd terhelés mellett az alakvéliozis az id6vel novekszik,
relaxicié vagy ernyedés jelensége amikor s =allandd alakvaltozas mellatt a feszilisép az idSben csokken,
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3. Szilardsagtani alapok

é‘: nongt

l lﬁj £ ﬁ; £

Ha a kisérletef az zlakvaltozas, iHetOleg a fesziltség dllandd sebessdgii valtoztatisa mellett hajtjuk végre,
azaz £ = dllandd, illetve 6= Allando, akkor a fesziliség-alakvattozas diagram ezen aBandoktol fligehen mas
5 s

A 3, 1.2-ben mar mepismert linedrisan mgalmas (a) dbra) és tokdletesen képlékeny (b} dbra) anyag
modelljei mell igy most egy 0] madell, a tokéletesen viszkdzus anvag modellje is megalkothatd.

& & &
V- I [

3 Tt L gt

2, E . % ‘Fh £Edt

% E 5 3
E=EE E<B ; £=0 Grepl

&= & (2]
&} [+ <}

Fz a model] egy visrkdrus folyardékkal telt edéoyhdl és egy abban elbelyezett dugaityishol A1l A Newton
altal felallitott deszefligpés:

a = g,

abol p a viszkozitasi 4llandd [Nsfm?).

A fenti egyszerit anyagmodellek parhuzamos és sorba kapesoldsa révén sokféle dsszetett anyagmodell
lehet eldalllitani,

Ha a rugalmas ¢5 a viszhozus anvagmodellt sorba kapcesoljuk, a Maxwell-féle viszkoclasztikus
anyagmodellt kapjuk. .

o=g"=0", g=g"+g"
Heaea Mivel
* o ]
3 ad Be—m— ﬁw:—«m
E’ u
L 5
“53,‘539 3 ) 5 o o
E= —+—
E wu
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3. Szilardsagtani alapok

A Maxwell-féle anyagmodell az anyag relaxacidjat jol le tudja irni, kuszas esetén azonban csak a
masodiagos kiszis stadiumat kézeliti meg.

&=EL,

Ha rugalmas ¢s a viszkézus anyagmodelit parhuzamosan kapesoljuk, a Kelvin-Voigt-féle
vmzkndasmkus anyagmodellt kapjuk.

e=¢g'=¢' o=a"+g"
Bdivel
o*=Eg, o' =pe,

ag=Eg+ué.

Fegf=g

A Kelvin-VYoigt-féle anyagmaodell clég o lefrja az clsmileg% kaiszist €s a tshermentesités utdn 1&trjovd
viszkGzus alakvaltozisokat, a relaxicio jellemzésére azonban nem alkalmas,

€ - i _ £ ifz:a-a[i A

=] | e e
S } 2 £
5 | !
E E o t
i el
G . o i
|
a3 N L
] ﬂ: £,
}
b no ot
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3. Szilardsagtani alapok

A Maxwell- és a Kelvin-Voigt-féle modellek sorba kapcsolasival egy tokéletesebb Osszetett
anyagmodellt allithatunk elé. Ez a modell jo1 megkdzeliti a viszkozus anyagok tényleges viselkedését, de
mar egyszeril feladatok megoldasanal is bonyolult szamitasokra vezet.

CxC+ £+ L™
6ebE¥6'+6

Em

Jrilgn mlan

e ﬁn

g

b}

Akeplékeny és viszkdzus modelli sorba kapesolva egy visgkopiasztikus modellt kapunlk.

-, By B Ex 5’! &.v

.1
e &=— hao <o,
£ Fy
£= £ gt éﬁﬂ-hﬁ.ﬁ:tjf
n

A képKkeny &s viszkdzus modell parhuzamos kapesolisa a Bingham-féle viszkoplasztikus anyagmodellt
~ szolgditatja.

‘ 53‘5!'!#1
. ‘ e=0 hao<ag,

o=0,+Usz hao 20,

Eszerint az anvag folyisi hatdra az anyag viszkozitasa kovetkeztében megnd.

A
P
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€
Oy =0p 1+-?— )

ahol 6, a dinamikus folyési hatar ,

o,, a statikus folyasi hatar v, pedig
anyagalland6 (acél esetén y, =~ 100
200/ sec).

Pontosabb vizsgalatokhoz a nemlinearis

61 képlet:

_oad/n
. L Eg

az g, ¢ az anyagiliandok (acél esetén

g, =40/scc ésn = 5)

A DBingham-féle viszkoplasztikus modell $5 a rugalmaz modell sorbakpacsolasa adja a rugalma-
viszkoplasztikus anyag tulajdonsagait leird modelt:

e=g"+% o=o¢'+o".

1 o
Ha o <a,, akkor &% =0 Ervg":-g_
. 5 & £ £ £7 | G . g Y
; '...' ' ‘ &= s’: E’ II&G EGE‘? akkﬂrae :E’ va =T, G‘k :5f: g _"G“Gf
L = n

tehat

-

.o 1,
m,_._,..i_...__ 0'_ . ).
E u“: gi‘}

Ez az anyag a folydsi hatér elérése cltt teljesen rugalmasan visclkedik, képlékeny allapoban viszont a
viszkézus tulajdonsagok is érvényesillnek.




3.6.5. Anyagmodellek §sszefoglalisa

A legfontosabb anyagmodelleket és a hozzajuk tartozd anyagegyenletek osszefoglaldsit az alabbi

1ablézat adja.
Arwag Modell Anyogegyeniet
kvecirison rugalmas Z 8
{Hooke) Mﬁ EeE
Hokéietesens képhékeny : € t=0.ha 6<§,
(Soriet-Venard ) a E"b-‘ 20, ha 6= 6,
ieleekiizon viszieirus fé EE 12 ‘
{iewion) - Fxpnd |
ko drisan nogabmas, . & A:-%-E b G< 6
Ehobletesen képlékeny ¢ H‘ S, L"FV“—"-'—'- i3, o € &
. &
ecey, berniegeds F |50, va g,
’ N I‘.p—ﬁ—. e G2 5!
€ £
visTkosiszilus P & 4
ek A b {2
{ Mcrwell} 3}‘{; A By *%
; I
VIS Zw oS s 2:\’@*-“-*—' 12 P
{ Rebvirve gt e EEL *pe
y & (-5,
Vo zkoETiiks é% Er.'u‘ b 8= &
S £20, he 6= &y
6y
wisTRO MRS TS E € EX O, o 6 B
{Bingham} A1l Bofepd b B B

3. Szilardsagtani alapok

3.7. AZ EGYENSULY STABILITASANAK VIZSGALATA

3.7.1. Alapfogalmak

Az alabbi ibran a golydk hengerfeliletén helyeriednek ol és feltdteleszitk, hogy csak az dbra sikjaval
parhuzamosan mozdulhatiak el. Mivel hirom esetben egyensaly van, de az egysmstlyi allapotok
killdnbliziek. _
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3. Szilardsagtani alapok

A kinematikai megfontolds esetén kis kitérés utan vizsgaljuk, hogy visszatér-e a golyd az eredeti
helyzetébe azaz egyensilyi allapota stabilis, vagy labilis.

Az egyensilyi dllapot energetikai jellemzésének a 3.5.3-ban leirt potencialis energia képezi az alapjat.

. d’n s . " . e
Ha minden — > 0, akkor a potencialis energidnak minimuma van és igyenkor az egyensulyi helyzet
de
2 2

. . . b
biztosan stabilis. Ha van olvan i ?..,[ > 0, akkor az egyensulyi allapot biztosan labilis. Ha szémos—a-—-; =0,
e e

2
de van olyan g—? = 0, akkor kritikus €s a magasabbrendii variaciék dontik el, hogy labilis-e vagy stabilis.

Az cgyensﬁly.i vizsgélat csak a kritikus egyensilyi allapottal foglalkozik.
3.7.2. Szilard rid kihajlasa

A kihajliselmélet klasszikus feladata a kézpontosan nvomott, egyenes tengelyli, prizmatikus, linearisan
rugabmas anvagl nid vizsgalata.

o *Ff
1
L

A rugalmas vonal differncidlegyenlete
dv_ M
dZ HI

Mivel M=Fv, igy

ﬁ:+ Ev=ﬁ+azv= 0
& B 4r ’

a rugzlmas rid kihajlasinak differencial
epyenlete, melvnek megoldisa

—etitl

) z :
= — =17
" ¥ Asmnmg,(n 1,2,3..).

A lehetséges megolddsok kiizil nyilvanvaldan annak van jelentdsépe, amelyhez a legkisebb kritikus erd

tartozik. A legkisebb kritikus eréhoz tartozd krtikus dllapotban a rid kihajlisa a keresztmetszet 2.
tchetetlenségl Wtengelvére merdleges sikban kirvefkezik be. ,

Csukidkkal megtdmasziott rid esstén

Fﬁ;@s‘éﬁ’ﬁl,
S ﬁgﬂ?;g‘ :p]
R g 2
N b= F
iy -
i 1 az in. Buler féle knitikus erd és cbbdl
|
i
1 { _F _#'Bl, nEii =E
! ’ S S
; i a kritikus fesziiltség & A a karcsisigi tényezd,
* £ 3 . I_E- b , £ ot
ad " ne o3 Al =1 {-—", ahol &, a ¢, ardnyossagi
) h) g 1.! Ty

hatirhoz tartozo hatarkarcsisagi ténvezd.
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Ha A 2 A, akkor karcs(, ha A <A akkor zomék ridro6l beszélink.

“ ﬁ LELLiL .
[
| f i
| { : |
| | (]l
| ( L : o | | 12 A kiilonbszd megtimasztasi feltételekhez mas-
} [ ! | mas kihajlasi alakok tartoznak.
| t I | nEJ
| | [ F=—
! } | (ct)’
FELEA FESPrE P eE
a1 TG00 c=07

A karcsiisag fligevényében a G, knt:kus fesziiltséget az aldbbi dbra mutatja A < A eseteben képlékeny
A = A, eserében rugalmas kihajlasrol beszélitnk

&

Ha A < A, akkor
G, —a-bh,

ghol a 85 b anvagallanddk,
ha & = A, , akkor

_n'E
hepidioery | ngalmas. _ O = 32
" Whajlds . -
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131, Vége&elem mbdszer

Az eljaras ma:temattkal asszeflipgeseihez a kivetkez5 mechanikai megfontoldsok Otjan juthaturk el. A
vizsgalandé tartomanyt felosztjuk tetszdlegss, a teljes tartomanyt egyszeresen lefedd tartomanyokra. Egy
ilyen résatartomanyt nevezink véges elemnek A véges elemek oldalaikon és kitdntetett pontjaikon (pl.
sarokpontok) illesziednek egymashoz

P

ay



3. Szilardsagtani alapok

A wvizsgalt szerkezetnek az adott teher hatdsdra bekovetkezd elmozduldsat leird fuggvényt olyan
fliggvényrendszerrel kozelitjk, amely legalabb annyi részbdl all, ahdny véges elemre osztottuk a
tartomanyt. Egy elmozdulasfiiggvény a legtdbb elem felett zérus értékii, de az elem felett van zérustol
kiilonbozd értéke is. Egy ilyen fuggvény valamelyik un. teljes figgvénysor néhany tagjat tartalmazza,
egyeldre ismeretlen egyiitthatdkkal szorozva. Az ismeretlen egyiitthaték a csomoépontok elmozduldsai
lesznek.

Az ismeretlen egyiitthaték - csomoéponti elmozdulasok - meghatirozasira szolgalé egyenleteket a
potencidlis energia allandéértékiségének tétele vagy a virtudlis elmozdulisok tétele segitségével
tudjuk felimi, ezzel a csomoépontokhoz tartozd egyensilyi egyenletrendszerhez jutunk.

Egy csomopont elmozduldsait az e vektorba foglaljuk Ossze, Osszetevdinek szdma a csomdpont
szabadsagfokanak felel meg. Az elem egy belsd pontjanak elmozduldsait az elmozdulasfiiggvény adja meg:
u. Az elmozdulasfiggveny és a csomoponti elmozdulasok kozotti dsszefiiggés

u=Ne

Az slem tetszOleges pontjnak ebmozdulasabél az ugvanitt &bredd alakviitozasck a geometrial
egvenletel sepfisépével szamithatok. Ha az ebhez szitkséges differencidldst egy L operator segitségével irjuk
le, akkor

E=Lu=LNe=Be
alol
' B=LN

Az & alakwviltozds a teljes alakvaltozast jeloli, amely 2 rugalmas és a kinematikai teher okozta
alakvaltozasokbal tevidhet ossze. Tételezzik fel, homy az utdbbi zérus, igy a fesziltség-alakvaltozas kiztti
Geszefuggdst a Hooke-torvény adja:

o= Dsg.
A killsd 2r8k potencidljinak felirdsdhoz tekintstik az dbran 1athatd terheket (ezek fajtdja, dimenzidja

ériclemszeriien bdvithetd, illctve szikithetd) q kamvetleniil a csomdpontot terheli, P az ijk elemet terheld
konceatralt erdt, p pediz az elem miksdd megoszld terhet jeloli {az &bran szek » irdnynak)

= /
. T
7, = -€'q, ~uiP - [u pda,

A

itt wp a P; exdk alatti elmozdulast jelenti. Mivel u = Ne, igy

T, = —e" (q, +NJP + [N'pdA).
&



3. Szildrdsagtani alapok

A belsd erk potencialja:

Mivel € = Be, igy
T
T, = leTJ.B DBdVe.

Ha a m=m_+m, teljes potencn&lt az ismeretlen e elmozdulisok szerint dxﬁ‘erencla.ljuk, z€rust kell
kapni az allando értékiiség tétele értelmében. Végrehajtva

~q.—N;P- [N'pdA + [B‘DBdVe =0
A v

sgvensilyi egyvenletet kapjuk, roviden

ahol a £ tehervektor

t = q,+N; P+ [N'pda

s K a szerkezet merevségl nudliixa

= -[B'DBdY
Celszerii az integralast elemenként végrehajtani és Ssszegezni n elemre
T

(= -ijﬁ DBV =-YK,,

=1 =1

ahol K; egy elem merevségi mairixa.
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3. Szil4rdségtani alapok

Az egyenletrendszer megoldasa utén a csomoponti elmozduldsok és az elmozdulasfiiggvény ismeretében
egy tetszbleges elemen belili pont alakviltozasai és fesziiliségei mds szdmithatdak.
Csipbiziilet, illetve csipGprotézis 2 D modellje
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3. SzilArdsagtani alapok

A femur + protézis 3D modellje

Agyhoponya véges elémes modelije

N X

\RW

™,
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3. Szildrdsagtani alapok

Allkapocs durvibb és finomabb véges elemes modellje

Uit

At

3.8.2. Perimelemes modszer

A végeselem médszer “tartomdnyi® modszer, ahol a tartomany felosztisival, a tartoményon értelmezett
Gzelitbfuggvények atkalmazisival - amelvek részben egzaktul kiclégitik a peremfeitételeket - majd a
tartoményok feletti integrélok kiériskelésével és Osszegzésével jutunk el a teljes feladat egyensilyi
egvenletrendszeréhes.

Misféle lehetbeéget jelent olyan kizelitStiggvények alkalmazisa, amelyek kielégitik a vizsghlt
tartomanyra vonatkozd differencidlegvenletet, a peremfefiéeleket viszont nem, itt a tartomanyon felvert
alapmegoldasok olvan linedris kombindcijat keressitk, amely a kerilleti felttelsket csak valamilyen jol
definialhato hibdval elépiti ki. A feladat differencidlegyenletét integralatalakitisokkal peremintegral alakra
transzformaljuk és igy a fetadat dimenzidszAmat eggyel csdkkentjilk ,

. Legyen ket tetszbleges terhelési ese A é5 B és a hozzdjuk tartozé elmozdulésok, felilet és térfogati erfk
A esetben u, 1, b, B esetben u*, t*, b*. Jeldlje a térfogatot £ a pevemet pedig I,

A Maxwell-Betii elv szerint az A terhelés munkdja a B terhelés elmozdulisain ngyanakkora mint a B
terhelés munkaja az A okozta elmozduldsokon, :

jb*udmjt*udr=ju*mr+j‘u.*bds:
[4] r r e
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3. Szlérdsagtani alapok

Legyen A az aktudlis tehelés, amire a feladat megoldésat keressilk, a B terhelést tetszOlegesen
valaszthatjuk legyen egy pontszerii egységforras az tn. Dirac-féle delta figgvény egy p helyen.

Aoy, Hay #p, akkor A(p,y)=0
Hay=p, akkorA(p,y) = és

[a(p.y) d@=1

P y

Ekkor a bal oldal elst tagja

[AG,y) wd
[+]

alakban {rhatd, Mivel 2 Dirac-féle delta foggvény y = p kivételével zérus, az intogralt a kvetkezd alakban -
irhatjuk.

Alp.y)
,l'ﬁfp,y)udﬁ _[&(P yjudV
ue) - - -4 Mm& az integral e helyen egysdpnyi, igy az
J ol elmozdulas p helye értéke u(p) modon irhaid és az
TN integral erre egyszeriisodik
—_— W JAG.y)udV =u(p)
v 0
pe pe s

Ugyanakkor a Dirac-féle delta fiiggvényhez tartozd n* és t* ismertek mint az tin. alapmegoldasck,
sikbeli feladatnal u* az In{1/#), bdromdimenzids feladatndl az (1/r) filggvénye, t* pedig

Bu* b
& Su

t*=

médon ugyancsak ismert. Itt r & pontszer(i cgységforris és a vizsgalt hely kozotti tavolsag,
Az eredeti integralegyenlet ha feltételezzilk, hogy az akinalis teher esctében a térfogati erfk zérus
értélcliek (b=0), akkor

u{p)+jt*udr=juwmr
r r

Ebben az egvenletben az elsé tag kivételével minden mas csak a peremen érielmezett. Upyanakkor ennek
a pontszeri: erbforrasnak a helye is tetsz6leges, igy vilassauk azi is a peremen. Az eredeti alakot megtariva
- egy-agy o{p) szorzd bebozatalat jelenti, amely értéke a forrisnak a perembesz képest elfoplalt helyéts] fiige.

o(p) u(p) + ft*ud.r Ju*dr,
T

az . peremintegral egyenlet. Ha a fiktiv pontszerti erbforris a peremen belil van akkor cpy= 1, ha
teljesen & poremen kiviil lenne akkor nincs hatas, azaz o(p)=0, sima peremen ofp)=0,5, de a perem
torégpontjaindl komplikdliabb meghatarozni.




3. Szilérdsagtani alapok

Az integralegyenletet altaldban numerikusan oldjuk meg. Ekkor felosztjuk a peremet tgynevezett
peremelemekre, amelyeken mar kiszimithaté az integral, igy az integralegyenlet \ij alakja:

c(pyu(p) + Y [t*udl,,, =¥ [u*udl,,

elem elem [

Kétdimenzios probléma pereme vonaldarabokbél, haromdinemziosé feliiletelemekbdl all.

e
B e — e

1

Az integralegvenlet az alabbi matrix egyenleti® irhaté at
Hu=Gt

Az elbirt peremfeliételeket figvelembevéve, azaz a peremen vagy az u vagy a t vektorok megthleld
elemei kottttek, az ismerettenck egy kazés x vekiorba gyiijthetdk, a keritleti feltételeknek megfeleld tagok
pedig egy z vektorba, igy ' ‘

Ax=gz

matrixegyenletet kell megoidani.

Az igaz, hogy a wégeselem moédszer (FEM) alkalmazisa szimmetrikus sfvmatrixot eredményez,
amelyhez speciilis megoldé algoritmusck tartoznak és ezzel szemben a peremelemes madszer (BEM)
egyiithatoimitrixa tel: matrix, de a matrixok mérete ugyanazon porblémahoz alapvetSen kitlonbizs,

m

FEM BEM

Az egyenletrendszer megolddsa utdn ismertté valtak - perem minden csomépentjaban sz elmozduldsok
¢s fesziiltségek, visszatérve az

u('p}+jt*udl’=ju*tdf
3 r

egyenletre egy tetszflepes belsd pont elmozdulasai, illetve a pomt kdrmyezetének elmozdulisainak
ismeretében a ponthoz tartozd alakviliozisok, majd & fesziiltsioek is szémithatok.

o
fad




3. Szilardségtani alapok

Protézis fesziiltségvizsgalata

Alata

gvizsg.

Kt fogon felfekcvs hid fesziitsé

T,

i
{

[t S
e g s

B ot il saiehe e




3. Szilardsagtani alapok
Fog hémérsékletterhelése
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