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Bernoulli, Navier és a klasszikus gerendaelmélet

A mérndki munka igen sok terlletén talalkozunk maipt nap gerendakkal, elléreésik,
keresztmetszeteik tervezése a leggyakrablidardll6 feladatok k6zé sorolhaté egy mérnok
szamara. A kovetkézoldalakon annak a két kivaldé tuddsnak az életémémkassagat
szeretnénk bemutatni, akik munkajukkal hozzajakudtayerendaknal alkalmazhaté pontos és
a gyakorlat szadmara ma is j0l hasznalhat6 mechianikédszerek l|étrehozasaban. A
személylkhoz kapcsolédé fontosabb adatok bemutatdsamaganak a gerendaelméletnek a
fejlodését is ismertetjuk.

Jacob Bernoulli élete

A Bernoulli-familia a torténelem azon csaladjai &btartozik,
akik tdbb nemzedéken keresztil jetentlkotasok létrehozasara
voltak képesek ugyanabban a tudomanyos vaifyészeti agban.
A Bach-csalad példaul a zenében alkotott maradandé a
Bernoulliak a matematikaban valtak vilaghié.

A csalad eredetileg németalféldi szarmazasu, a o&gianyok

tandsaga szerint Antwerpenben éltek tobb generadibres |
elsssorban fiszerek kereskedésével foglalkoztak. A XVII. szazg
vallashaborui azonban tavozasra kényszeritedték, Svajcba,
Baselbe koltoztek. A XVII. szazad vé§ekezdve kdzel 100 éven
a csalad olyan kivalé matematikusokat adott a wig akiknek a |
nevét azé6ta iérzi az emlékezét

JacoB Bernoulli 1654. december 27-én szilletett BaselBelesapja ¢seihez hasonléan -
fuszerkeresksil volt, tehebs polgar, tagja a varos ikkebb vezetésének, édesanyja pedig
gazdag bankarcsaladbdél szarmazott.

Mielétt Jacob életrajzat folytatnank, a csaldd mdagdk hirestagjat feltétlenil meg kell
emlitendnk: Johann BernoulliJacob 6ccse volt (1667-1748)t ma koranak legnagyobb
matematikusaként tartia szdmon a torténelémtanitotta a fiatalLeonhard Eulert is.
Megjegyezzilk, hogyierre VarignonhoZ irt egyik leveléber$ fogalmazta meg e&ént a
virtualis elmozdulasoklvét. Johann Bernoulli fianakaniel Bernoullinak(1700-1782) még
tobbet kodszénhet a mechanika tudomanya, hiddgdrpdynamica cimi konyve az
aramlastani vizsgalatok alapjait fektette le, patikus rudak szabad rezgéseire vonatkozo
differencialegyenlete és az ahhoz kapcsolodo lesdelpedig sok kutatora, tobbek kozott
Eulere is hatassal voltak késbi munkajukban.

Jacobot szillei 85z6r — minden ellenkezése dacéra — filozofiaraeédogiara tanitattak,
ezekl®l a targyakbol végzett a Baseli Egyetemen. 16714pegkapta az MSc fokozatot

! 1699-ben vélasztotta példaul a Francia Akadémisskiagjai kozé a két testvért, Jacob és John
Bernoullit, és attol kezdve egészen 1790-ig folymsan képviselte valaki a Bernoulli-csaladot az
intézményben...

2 Francia forrasmunkakban Jacques keresztnévvekbixrak ra.

*1707 — 1783. Kivalo6 svajci szarmazasu matematikagyon sokat tett a mechanika éeigséért.

4 1654 — 1722. Francia matematikus, Johann Bernjiuliaratja. Sok munkéaja ismert a grafikus

statikaban is.
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filoz6fidbol, ra 6t évre teolégiabdl doktoralt. Bézilei tovabbra is elleneztélezekben az
években mar egyre komolyabban kezdett foglalkoznimatematika és csillagaszat
tanulmanyozaséaval.

1676-ban Jacob Bernoulli Genfbe kolt6z6tt, aholam§hévig tanarként dolgozott. Harom év
mulva mar Franciaorszag varosait jarja, alapvetlia René Descart8sés Nicolas
Malebranché miiveinek tanulméanyozasa. 1681-ben Hollandiaba utéziBphannes Hudde
fogadja, majd Anglia kovetkezett, ah@bbert Boyl&lal ésRobert HookE-kal talalkozott.
Alapvetb célja mindendtt a tanulas, a legfrissebb materaatiktmeretek 0sszegjyése.
Ezekben az években kezdi el egész életében tavilelsét is eurOpai matematikus
kollégaival.

1683-ban visszatért Baselbe, és mechanikat keakletini az ottani egyetemen. Ez nem ment
minden nehézség nélkil, hiszén,hivatalosan” filozéfiat és teoldgiat végzett, dedasa
hamarosan meggyi ellenfeleit (még a sajat csaladjan belll is...xelben az években
jelennek meg ets matematikai irasai a lipcsei kiadd&ata Eruditorumcimi lapban. 1684-
ben megfisiilt, feleségél — Judith Stupanustét egy fia és egy lanyasziiletik.

Komoly ebrelépést jelentett Jakob matematikusi palyajanzagseameny, amikor (eredetileg
orvosi palyara szant) 6ccslhannbejelentette, hog§ is matematikus kivan lenni. Bar a két
testvér kapcsolatat a ki években komoly rivalizalas terhelte, kezdetleindkettjik
szadméra nagyon hasznos volt egyiikidésik. Kozosen kezdték tanulmanyo@attfried
Wilhelm Leibnit?? 1684-ben azActa Eruditoruraban megjelent Nova Methodus pro
Maximis et Minimis, itemque Tangentibus.ciiii cikkét, és eldként kezdték alkalmazni az
abban ajanlott differencialszamitasi modszerekktrio s fizikai feladatok megoldasara.

Az 1690-es évek veége felée a ket testvér kapcsdiakazatosan megromlott, Johann
matematikusként fokozatosan batyja fotétn1695-ben mar az egyetemi tanszék vezetését is
szerette volna atvennile, de mivel ez nem sikerilt, mélyen megédve csaladjaval egyuitt
Basell®l Hollandiaba ko6ltozott és hamarosan minden kaptsbmegszakitott batyjaval.

Jakob egészen halalaig (1705. augusztus 16-an lalingaselben) az egyetemen maradt.
Elhunyta utan tanszéke vezetését azonnal atvettend@bol visszakoltdz occese.

®> Erdekes dolog, hogy ez a viselkedésmintaslisis nagyon gyakran @brdult a Bernoulli-
csaladban: a matematikat tanulmanyozni Ohajtd dtajdak komoly ellenallassal kellett
szembenéznie, mert a tébbiek altalaban egy ,joveesbb” életpdlyan kivantak tartani. Kilénésen
nehéz kizdelem volt ez Jakobnak, mert a csaladivait azelss matematikus.

® 1596 — 1650. Kivalo francia matematikus és filemjfaz analitikus geometria létrehozéja.

71638 — 1715. Francia filozéfus, Descartes kéjeet

8 1628 — 1704. Holland matematikus, emellett Amsigtar polgarmestere és a nagyhatalmi Holland-
Keletindiai Tarsasag kormanyzéja. A nevehezflik az amszterdami csatornahalézat létrehozasa. A
matematikaba# is a Descartes-iskolahoz tartozott.

® 1627 — 1691. ir szarmazasu kivalé fizikus, vegyélpzéfus. A gazok &llapotvaltozasara
vonatkozo Kariotte francia fizikustél fuggetlenil megfogalmazott)wényésl ismert a leginkabb.
101635 — 1703. Kival6 angol fizikus. A linearisangalmas viselkedés mechanikai modelljének
megalkotoja.

1 Ritka kivételként a Bernoulli-csaladban ezek argkek nem a matematikusi palyat valasztottak.
121646 — 1716. Szorb szarmazasu német matematijyigeea matematika legnagyobbjainak.
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Jakob Bernoulli sirkdvét — sajat kérésére — egwritmikus spiral rajza disziti, melyet a
legvarazslatosabb gorbék egyikének tartott. A spitdil az alabbi latin nyely felirat'
olvashato:

.,Eadem Mutata Resurgo”

A két testvér - Jakob éhann- nevét kbzdsedrzi a Hold egy kratere, melyet kéjikrol

neveztek el.
Tudomanyos munkassaganak fontosabb adatai ool i, § s S o, i
MazuemaTict Cél.szondlai‘llm,

Jacob Bernoulli szamunkra legérdekesebb mechanémaju ARS CE,ESI.EEEANDL
felfedezéséil, a hajlitott gerendak vizsgalatara kidolgozot st
modelljél majd a kéébbiekben részletesen irunk. Cikkel TRACTATUS

. o 8 . DE SERIEBUS INFINITIS,
formajaban megjelent matematikai munkai mellettenéls

EtErwroraallict fripts

alkotasa az 1713-ban - haldla utan nyolc évveldittad ,Ars DE LUDO PILE
Conjectandi cimii, latin nyelven irt kdnyve, mely disorban a
sorokkal és a valésZieégszamitassal kapcsolatos tézise

0sszeqzi.
Jakob maradand6 alkotasai a matematika terésalsan az alabb BASILEE,
témakorokhoz kapcsolddnak: mpenfis THURNISTOR UM, Frateure

- Transzcendengorbék (ciklois, exponencialis és logaritmikus dgugnyek, stb.)
tulajdonsagainak tanulméanyozasa, lasd példaul a,
http://en.wikipedia.org/wiki/Transcendental _culvenlapot,

- Az izoperimetrid® kutatdsa, (lasd ahttp://en.wikipedia.org/wiki/lsoperimetry
honlapot a részleted),

- Szétvélaszthatd véltozojdifferencidlegyenletek als megoldasa néhany fontos
gyakorlati esetre,

- Valésziniségszamitasvizsgalatok (a valdszliségszamitas alapjainak definialasa,
jatékelméleti kérdések, stb.),

- stb.

Jakob Bernoulli életének bemutatdsa utan térjunktraomasik nagy kutatd, Henri Navier
munkassaganak ismertetésére.

Henri Navier élete

Navier teljes nev@ Claude Louis Marie Henri Navier. 1785.
februar 10-én sziiletett Dijonban. Edesapja a feafmiradalom
politikai eseményeiben aktiv szerepet jatszé tgyatd Navier
nyolc éves volt, amikor elvesztetté. Edesanyja férje halala
utdn Parizsbol azonnal vidékre koltozott, a kisfaztonban a
févarosban hagyta, és @tkezdve nagybatyjd&miland Gauthey

13 AIIandosag a véltozasban.. A
* Az izoperimetriaa matematlkaban az azonos tulajdonsagu peremekhelblkezs geometrlal

alakzatok tanulmanyozasa.

15 Egyes munkakban Claude-Louis, masokban Henri kerésvel kiegészitve hasznéljak nevét, a

teljes alakot csak az életrajzok hasznéljak.
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gondoskodott nevelés#r Gauthey Franciaorszag legjobb éfxihérnokei kozé tartozott,
(tobbek kozott tagja volt acole des Ponts et Chaussémsacsanak is) és igen nagy hatassal
volt Navier érdekddési korének kialakulasara. Bar kissé nehezen takluanulmanyai (az
1802-es felvételin aEcole Polytechniquéistajan az utolsok kdzott keriilt be az intézetioe)
nagyon gyorsan utolérte tarsait és az eds végén mar a legjobb tiz kdzoétt végzett, a
méasodikban pedig méar 6nallo feladatot is kapottBgylogne-ban végzett épitkezés tervezési
feladataindl. Itt az intézetben kotott életre szdddatsagot tanaravalean Baptiste Joseph
Fourier'®vel, akitl a fiiggvénytant hallgatta, és aki nagy hatassédl késsbbi kutatoi
gondolkodasmaodjara is.

1804-ben Navier aEcole des Ponts et Chausséemlytatta tanulmanyait. Itt két év mulva
évfolyamel$ként végzett. Rovid vidéki munka utan az egyetenmadaa visszahivta, hogy
rendezze, és részben folytassa 1807-ben elhunybagga hidak és csatornak épitésérott
munkait’. Et3l kezdve a '30-as évekig alapéen az épitmérnokok oktatasa és a gyakorlati
(elsssorban mechanikai illetve hidépitési) feladatoklkapcsolodé matematikai kutatasok
alkottdk élete lényegét. &zo6r ,mellékéllasban”, majd 1818tta Mechanika Tanszék
vezebjeként tanitott aZcole des Ponts et ChausséesTeljesen Ujszéroktatasi modszert
hasznalt a mechanika illetve a hid- és Utterveadstasaban, az addigi — alagest
evszazados tapasztalatokra épiimoédszereket egyre inkabb fizikai és matematkapokra
helyezett eljarasokkal helyettesitette, és tanitaddl is az addig megszokottnél jéval
meélyebb matematikai tudast kovetelt. Bevezette akggtatokon az ére kidolgozott
sillabuszokat hasznalé oktatast, és egységes sktatdust kivant meg a gyakorlatok
vezedbitdl is. Bar tanitasi elvei sokszor még kollégai kdzétvitakat valtottak ki $iméon-
Denis Poisson®nal példaul évekig vitatkoztak azon, hogyan kedllyesen tanitani a
hovezetés egyenleténdtourier-féle megoldasat...), szemléletmodja hamarosan igeitip
irAnyban befolydsolta az éfitérnokok képzését, és igy nem véletlendl tartostZkmon
akkoriban a vilag legkivalébb mérnoki iskolai kéizétfrancia fel§oktatasi intézményeket.

Navier 1830-ig a£cole des Ponts et Chaussééschanika Tanszékét vezette, majd 1831-t
— Augustin Louis Cauch¥t felvaltva — azEcole Polytechniquéatematika Tanszékét vette
at. A Francia Tudomanyos Akadémianak mar 18&4agja volt, 1830-ban pedig a kormany
legfobb tanédcsadoja lett az infrastruktarat érinfat, hid, csatorndk, stb.) épitkezési
kérdésekben. 1831-ben a Becsliletrend lovagja cirtimedtték ki. Varatlanul koran, 1836.
augusztus 21-én hunyt el Parizsban.

Navier sok kiemelketl épitkezés tervezésében eés szakértésében is rétzt Bgyik
legjelentsebb és legszebb alkotasa, az 1826-ban a Szajitétt &gdhid azonban sajnos az
epitkezés kozvetlen befejezéséteblyan sulyosan megseérilt, hogy le kellett bontan

161768 — 1830. Kival6 francia matematikus. Tobbekdtb a baramlas differencialegyenletének
felirdsa és megoldasa is nevéhezdik.

17 Navier végiil 3 kotetben jelentette meg nagybétggyatékat. Jelets részét —dleg az elméleti
részeket - mar maga irta. Ezek a konyvek kivalézefsglalasat adjak a mechanika és az
épitmernoki tervezés XIX. szazad eleji helyzetének.

181781 — 1840. Francia matematikus. Mechanikahozdaipdé kutatasai a rezgéstanban illetve a
Fourier-sorok alkalmazasaban ismertek. Az anyagmodelleréslasznaltPoissontényest is 6
hasznalta etgkeént.

191789 — 1857. A legkivalébb matematikusok egyikearBtalan matematikai felfedezésén kiviil a
mechanikaban az egyensulyi differencialegyenlesek fesziltségfogalom megalkotasa tette ismertté
neveét.
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tonkremenetelt alapu&tn nem statikai tervezeési hiba okozta (a ma végzmitasok is
megebsitették ezt), hanem az egyik pillér kdzelében Hbdzdagymérdi csatorna torése, ami

a tmasz varatlan sillyedéséhez veZ8teit mai szemmel nézve is karcsi és szép hid képe
lathato a kovetkdrabran:

Navier élete és munkassaga a kibontakozo iparadatom évtizedeire esik. Nem véletlen,
hogy legjobb barataAuguste Comfé vagyClaude Henri de Rouvroy, Saint-Simieercegé
hozzé& hasonldan az ipari és technologiabfigjbt tartottdk megoldasnak a vilag problémaira.
Mindannyian mélyen hittek a {iezaki fejsdésben, Ggy gondoltak, hogy egy béRéss
iparilag fejlett vilag gyokeresen megjavitja mapeanberiség sorsét.

Tudomanyos munkassaganak fontosabb adatai

Navier — nagy Kkortarsaival, példa@auchyval vagy Poissonnal ellentétben — nem
matematikusként foglalkozott a mechanika kérdéseianem a gyakorlati feladatok
megoldasat szolgalé mérndk gondolkodasabdl és @jéiiykiindulva jutott el az elméleti
feladatok megoldasaig.

Valamennyi cikke és kényve ezt a célt szolgaltaebbiekben mar emlitettiik, hogy harom
kotetben jelentette meg nagybatyja dssaggit mérnoki hagyatékat, és ezekbe a kdnyvekbe
mar beleépitette sajat gondolatait is az egyeslgmaik elméleti megkozelité$ér Az 1809-
ben, 1813-ban és 1816-ban kiadott kotetek utan-baa3jelentette meg éldeljesen 6néllé
munkajat Rapport et Mémoire sur les Ponts Suspehdimmel. Ez a kdnyv az 1821-ben és
1823-ban tett angliai szakmai latogatasainak eregeié@nt sziletett, és a figjgdak
epitésével és tervezésevel kapcsolatos kérdésmKattd 0ssze. A tervezéssel kapcsolatosan
rengeteg Uj megallapitast tett Navier, munkajatjyeid évig a fligghidak épitésének fontos
kézikdnyve volt, és sok elméleti megallapitasa mégs helytallo.

1826-ban jelent meg Navier legfontosabb elméletinkdja ,Résumé des Lecons de
Mecaniqué cimmel. Az egyetemen tartott éeldasainak javitott-atdolgozott anyagat
tartalmazta, lényegében mindazok a fontos megélspk megtalalhatok itt, amelyek Navier
nevéhez #zédnek a mechanikaban. A konyv legfontosabb eredmékyeé tartozott a

20 A szerencsétlenség igen nagy port vert fel akkatimaégBalzacis megemlékezik rola egyik
regényében. A bulvarlapok ,a tuddsok tonkreteszéiZ3t” kezdei szalagcimekkel tamadtak
Navier-t...

21 1798 — 1857, teljes nevésidore Marie Auguste Francois Xavier Comfeancia pozitivista
filozofus, a mai értelemben vett szociologia egyikgterentije.

21760 — 1825, hires francia filozéfus, a saint-sitrista mozgalom megalapitéja.

23 Navierellenezte példaul mind a francia forradalom véaséat, mindNapoleorhadjératait.
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hajlitott gerendak vizsgalataval kapcsolatos kstdgzt mutatjuk be a kdvetkezontban
részletesebben), de a rugalmassagi modulus hbfitabetdltdtt szerepével kapcsolatos
eredmeényei, a lemezek és héjak szamitasa, valansitatikailag hatarozatlan radszerkezetek
szabvanyosithatd modszerekkel toétérizsgalata is alapvéen Uj eredmény volt Navier
koraban. A kéziratos sillabuszok formajaban a laadllg k6zott mar korabban terjesztett
anyagok radikalisan megvaltoztattdk a gyakorlatirnki tervezés szamos teriletét, és
komoly segitséget jelentettek a francia mérnokkepaaégas szinvonalanak megtartasaban.

Munkassaganak egészét attekintve kijelenthetjulgy Héenri Navier volt a mai értelemben
vett miszaki mechanikai tudomany egyik legjelgsgbb megalapozdja, munkassaga
megteremtette a hétkdznapjiakorlatés a tudomanyadmélethatékonymerndki szintézisét

A klasszikus gerendaelmélet

Sok évszazados kutatomunkazé meg a ma hasznalatos gerendamodellek léttejotte
Utdlag persze konriy egyszefinek latni a gerenddkban keletkezfesziltségek és
alakvaltozasok meghatarozasara szolgalo képletdked, tudosoknak rengeteg dsszefliggést
kellett tisztdzniuk ahhoz, hogy ezek a jol haszatéltiormulak létrejéjjenek.

Az igazsag az, hogy ha pontosak akarunk lenni, raklagyon sok kutatd nevét hozza kellene
kapcsolni jeldként a mai ,klasszikus” gerendamodellekhez. Nalunkpagyar épdmeérnoki
szakirodalomban elsorban Bernoulli és Navier nevét szoktuk emliteni, angolszasz
kényvekben t6bbszor @brdul azEuler-Bernoullikapcsolat, de ha igazan pontosak akarunk
lenni, akkor joval tobb nevet kell hasznalnunk, egy

»Leonardo-Mariotte-Jacob Bernoulli-Euler-Parent-Navier-Saint Venant”
jelzé véleményem szerint [ényegesen jobb kozelités...

Ha végignézzik a hajlitott gerenda vizsgalatanbk 8xaz éves torténetét, értimié valik ez
a megjegyzes.

A sort Leonardo da Vinéf nyitia meg. Sokaig nem tudtunk arrél, hogy Leowaadhajlitas
kérdésével is foglalkozott, de az 1967-ben a Spahgnzeti Konyvtarban rabukkantak
Leonardo addig nem ismert vazlataira és feljegyzéseire k&izena aMadridi Kodexek
nevezett gijtemeény 6rzi, és a lapok kozoétt témank szempontjabdl nagywdekes
fellegyzések talalhatékLeonardo rugok hajlitdsat vizsgalta egy kisérletsorozathem
feljegyzéseiben a kdvetkézet allapitotta meg:

»Ha egy rugét meghajlitunk, a konvex rész vékonyabkonkav pedig vastagabb lesz. A
valtozas a keresztmetszetben linearis és a rug&zetének sulypontjaban lesz mindig
zérus..”

Leonardo koraban még nem ismerték a fesziltsé)eddtlenségi nyomaték, az igénybevétel
vagy a rugalmassagi modulus fogalmat. Az azonbaonlypsnakitnik, hogy ez a mondat - és
a hozza kapcsolodo vazlatok - voltak azéelmegfigyelések egy hajlitott rddelem
viselkedésének leirasanal.

241452 — 1519. A reneszansz — és talan az egészidiménelem — egyik legnagys#ieb mivésze
és tudosa
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J6 szaz évvel kébb Galileo Galile?® volt a kovetke# tudés, aki hajlitassal foglalkozott.
1638-ban Hollandiaban kiadotDjscorsi e Dimostrazioni Mathematiche intorno a dumve

Scienzé cimii mivében van egy érdekes részlet, amely gerendak téta@birasdnak
meghatarozasaval foglalkozik. Sok konyv idézi ahéela konyvibl valé mellékelt abrat is
Galilei hajlitasi kisérletéi:

A ,C” pontban felfliiggesztett suly altal igénybeve
gerenda vizsgalatakor abbdl a feltégéliindult ki,
hogy mér ismeri a rud egydimenzids huzoékisel
alapjan meghatarozott hatarteherbirasat, arit
.abszolat torési ellendlldshak nevezett. Elmélete
szerint a falnal a teherbiras kimerulésekgyaneza
belss ellendllds (a fesziltség fogalmat még n
ismerték) vehét figyelembe. Ha ,leforditjuk'Galilei
modelliét a ma hasznalatos feszlltséc
fogalomrendszerére, és 0sszehasonlitiuk az a
javasolt konstans eloszlast a rugalmas viselkec
gerendaknal napjainkban alkalmazott képletek}
akkor a jobboldalt lathatd6 é&bra statikai vazla
hasznalva azt kapjuk, hogy példadmor téglalap -, ‘D A &
keresztmetszet eseté@alilei modellie haromszor g E
‘ (b)E (c)B

nagyobb eft ad hatarteherbirasi értékként! 7
(a)

Nem szabad azonban elfelejteniink néhany dolgot:

Galilei - és még az utana kovetkememzedékek is nagyon sokaig - nem tettek finom
kulonbséget az anyag viselkedésének kulodbdéiapotai k6zott, szamara augalmeas”,
,képlékeny vagy ,berepedt-morzsoléddulajdonsagok még nem voltak értelmezietO
nem egy linearisan rugalmas anyagunak feltételegandat vizsgalt, hanem csupan egy
szerkezet abszolut hatarteherbirdsa érdekelteigg@lédmbe vessziik, hogy a keresztmetszet
egyes tartomanyaiban kialakulé képlékeny zénakvitleepedések milyen bonyolultta teszik
€s mennyire atalakitjak a kezdeti rugalmas feszgidtbapotot, akkor &alilei-modell és a
modern szamitasok adta hatar-teherbirasi értekesittkd&tlonbség mar joval kisebb lesz. Ez
okozta egyebként azt a tényt, hoGglilei modellje minden pontatlansaga ellenére nagyon
sokaig hasznalatos volt a mérnokok kozoétt, és d¢sakoly matematikai-fizikai hattérrel
lehetett hianyosséagait bizonyitani...

A kovetked kutato, akiél meg kell emlékeznink, a Francia Tudomanyos Akaddegel$
tagjai kozé tartozott. A hires francia tud&sime Mariotté® gazokkal illetve folyadékokkal
kapcsolatos kutatasai mellett soktidzentelt szilardsagtani vizsgalatoknak is.

Hlzési és hajlitasi kisérleteirfékéhany vazlata lathaté a kdvetkd@pen:

% 1564 — 1642. Olasz természettudds, szamos nagydizékai felfedezés z3dik nevéhez.
Szilardsagtani szamitasai a fentieken tuléeen kiterjedtek a mérethatasra, az egyenszilardsagu
konzol vizsgalatara és a kéttamaszu tartok hajliidls elemzésére is.

6 1620 — 1684Boyle angol tuddstdl fiiggetlenil fedezte fel a gazokpitvaltozasara vonatkoz
torvenyt.

27 Szenvedélyes kisérletexolt, messze meggtve ezzel koranak sok tudésat, akskefy elméleti
vizsgélatokkal szerettek foglalkozni. Talan cstdokevolt hozz4 mérhétkisérleted kutato.
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Bojtar (szerk.): A szilardsagtan nagy tudésai. Bernoulli, Navier és a klasszikus geesimélet
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Galileihez hasonloafi is a hizasi tesztek adta hatérszilardsagbdl ikijule vele ellentétben
mar azt tételezte fel, hogy ez nem allandé, hameeddisan valtozé6 megoszlasu lesz a tamasz
keresztmetszetében. Vizsgaljunk megint egy egiiszarh méreti téglalap keresztmetszetet

a fenti abra konzolt abradzolé gerendajahamagassagu éllel. Legyen a huzasi tedztb
megallapitott hatarszilardsag jel®’,(S=o, ah, ekkor — a linearis eloszlast feltételezve — a

belss ek ,D” pontra felirt nyomatékat egyedivé tehetjik a kuts ,L” koncentrélt e
nyomatékaval és meghatarozhatjuk a hatarteherbizdahozo it:

SZn=y) 1S
2 3 3

Ha ezt hasonlitjuk 6ssze a rugalmas allapot alapjanszamithaté hatateel, akkor a
kulonbség mar csakétszeresellentétben &alileinél kapottharomszoroszorzoval.

Mariotte kulonb6d anyagu rudakkal végzett hajlitasi kisérleteibengfiggelte, hogy a
konzolok fel$ részén (a vazlaton példaul ilyen Bx tartomany) az anyag elemi szalai
hosszabbak, az als6 részé (ész) pedig rovidebbek lesznek. Ugy okoskodottyyhisa az
elébb bemutatott gondolatmenetet alkalmazza példauizatt rész hatarerejének szamitadsara
és feltételezi, hogy a huzott-nyomott részeketlabzié sav (mai fogalmainkkal a ,semleges
tengely”) k6zépen van, akkor a huzasi hatasbol ttdadéres-komponens az

L.l =(/2)(2/3)(h/2) = L, :%lh
0sszefuggéssel szamithato. Egyensulyi okokbdl amnito zona alapjan kapott éeris
ugyanekkora, a két @rosszege pedig az §bbi) teljes torési hatart adja meg. Neriotte
ebbena levezetésben a szilardsag altala has@valertékét felére csokkenti, akkor mar az
1600-as végén ismerték volna a helyes eredménysgalt feladatnal!

Ett6l eltekintve hatalmas lépést tett a pontos megohdégtalalasa felé. Kilénésen a hazott-
nyomott szalak kozotlinearis valtozadeltételezése volt igen komolydéeklépés, igy teljes
joggal irhatjuk a® nevét is a gerendaelmélet jeles kutatoi kozé.



Bojtar (szerk.): A szilardsagtan nagy tudésai. Bernoulli, Navier és a klasszikus geesimélet

Jacob Bernoulli életrajzunk el$ szerepdje a kovetked tudés a gerendak mechanikai
viselkedésével foglalkozok korében. MiGalilei és Mariotte a gerenda szilardsagi
vizsgalatabol indult kiBernoulli az elmozdulasolizsgéalatat kezdte elemezni matematikai
eszkozokkeéf. A kovetkes rajz Bernoulli 1705-ben Parizsban megjelent cikébbal6°*:

P p o B
e D A~ /
N

ik

IsmerteMariotte azon hipotézisét, mely szerint a huzott és nyornottakat egy folytonos
felilet valasztja el { nevezte ezt 8kz06r ,semleges tengelynek”) és ezt fel is hasznalta
szamitasaiban. Vizsgaljuk példaul az abrABFD-vel jeldlt ds hosszisagl eleffli
tartomanyt. Ha a hajlitds miatt AB keresztmetszet elfordul &D-hez képest egi ponton
atmerd tengely koril, akkor a két metszet k6zotti szdlakszvaltozasai aranyosak a sza#lak
ponttél meért tavolsdgavalBernoulli ismerte Robert E. Hooke anyagmodelljét — mint
emlitettiik, személyesen is taladlkoztak Angliabaés—ezt a viselkedést vette figyelembe az
egyes szalak tulajdonsagainal. A konvex oldalord llagkuilss szal megnyulasapn ds-sel
jelolte és ennek segitségével az AB metszet hazéataiban keletkézerok eredjét

1 mAdsb h

2 ds
képlettel tudta meghatarozni, altoésh a négyszog keresztmetszet jellénnzéreteim pedig
a gerenda rugalmas anyagi tulajdonsagaitol dtgando.Bernoulli szerint ennek az émek a
nyomatéka aA pontra megegyezik aztavolsagban l&vkilss P er6 ugyanazon pontra vett
nyomatékaval:

1 mAds

2 ds
A megnyulas és az eredeti elemi hossz aranyat

bh[—]g h= P x.
3

28 () soha nem végzett kisérleteket és az anyagok déigr paramétereit sem elemezte mélyebben
vizsgélataiban.

29 A kiadvany cime:Histoire de I'Académie des Sciences de Pafi#&gjegyezziik, hogy a fenti
gondolatmenet egyes elemeit mar 1694-ben publikaltdcta Eruditoriuni-ban.

%0 Mint mar emlitettiikp hasznalta észorLeibnitzmodszerét fizikai feladatok vizsgalatara.
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Bojtar (szerk.): A szilardsagtan nagy tudésai. Bernoulli, Navier és a klasszikus geesimélet

Ads_h

ds r
modon véve figyelembe, Bernoulli végil a

E =Px U sz—bﬁ’

r 3
képlethez jutott. Az elfordulasi pont helyének helgn felvétele miattBernoulli rossz
eredmeényt kapott, de az egyes keresztmetszetekev lapokként vald elforduladsanak
gondolata, és eldbkovetkezen a fenti képlet altalanos alakja mindenképperyomadontos
és hasznos &elépés volt. Barmilyen névkombinacidban is hivattanak a mérnokok szerte
a vilagon a klasszikus gerendamodelleBesnoullineve semmiképpen nem hianyozhat.

Annal inkabb igy van ez, mert a csalad egy magjatalacob unokadccseaniel Bernoulli
is sokat tett a modell tovabbi javitasaért.o0Btsban azzal, hogy felhivta a nagy matematikus,
LeonhardtEuler figyelmét Jacob eredményeire, és allanddéan arra 6szton&ziert, hogy
hatalmas matematikai tudasaval prébalja meg ahkakithan megoldani a gerendak
mechanikai modellezését, mint ahogy a#tlel tették az egyetlen konzol elemzése soran.

Euler gerendakkal kapcsolatos vizsgalat®lethodus inveniendi lineas curvdscimi, 1744-
ben megjelent kbnyvében @totte 6ssze, ahdtuler kifejezetten pozitivan értékeltiacob
Bernoulli ezen a téren végzett munkassagat. 8adbbnyire az éaltala szivesen hasznalt
variaciés modszerék segitségével elemezte feladatait, a gerendafetsdaében eltért étt

Az elsbb bemutatotBernoulli-féle eredmeényt a gorbileti sugar helyettesitésgw@lvetkes
alakban vizsgéalta:

n

y -

o
Mivel a vizsgélatokat nem korlatozta kis elmozdakis, a nevesben 1éw% (y)? tag nem
hanyagolhatd el, és igy a feladat meglében bonyolulttd valik. Euler sorfejtés
felnasznalasaval integralta a fenti egyenletet,dni@nutatta, hogy ha a konzol eltolédasa
kicsi, akkor aC paraméterre a kovetkézrtéket kapjukf(az ebbbi rajzon lathaté rudvégi
fuggoleges eltolddas):
_PI%(21-3f)
- ef

C

Ha a szamlaloban 16V3f tagot elhanyagoljuk a masik érték mellett, akkdoazol végének
eltol6dasara az

3
=Pl
3C
.smerés” képletet kapjukEuler nem foglalkozott & konstans fizikai tartalmaval, elnevezte
»abszolut rugalmassagngkés azt javasolta, hogy értekét kisérleti mérBskekatarozzak
meg a mérnokok. Annyi megjegyzése volt csupan, haggménye szerin a h magassag
négyzeté&il figg. Ma mar tudjuk, hogy ez kdbos érték, de rnégszu ideig élt ez téves
megallapitas a mérnokok kozott.

31 Euler tobb miivében is hangsulyozza, hogy a vilagegyetem tolsdétge miatt minden jelenség
kapcsolatba hozhat6 valamilyen maximum-minimum ellvv
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Bojtar (szerk.): A szilardsagtan nagy tudésai. Bernoulli, Navier és a klasszikus geesimélet

Szamos mas rugalmas hajlitasi példat is vizsgéhany ilyen feladat vazlatat lathatjuk a
konyvélbl kivett kdvetked &bran. Megjegyezzik, hogy ebben dvében foglalkozott
elészor részletesen a nyomott rudak kihajlasival valtozé keresztmetszetek és a kezdeti
gorbiletek kérdésével valamint a rudak rezgésével

Egy — a mérnokok kozott sajnélatosan kevéssé ismdrancia matematikus és fizikus,
Antoine Parent a kovetke# név a gerendaelmélet formaldi kozoMlariotte munkait
elemezve kimutatta, hogy azédje altal négyszog keresztmetszetre levezetettrdidteaz
altalunk is bemutatott = (Sh/(31) dsszefiiggés nem megfélgbéldaul kor vagy kérdyri
keresztmetszetek esetén. Erre hivatkozva birMtxiotte eredeti feltevését a konzol
talppontjatél kiinduld linearis émegoszlasrél, helyette — négyszdg metszkbnzolra
visszatérve — feleakkora értekred erot ado, bel§ semleges tengellyel rendelkezloszlast
javasolt, lasd a kovetk8zbra vazlatat, ahol &), jelii megoszladMariotte, a ,c" jelii pedig
Parentjavaslata.

%2 Erre a kérdésre 1757-ben még Ujbol visszatérihajlés vizsgalatara hasznélatos formulait abban
az idbben pontositottaJur la force des colonnes, Mémoires de I’Acaderai®eklin, Vol. XIllI, pp.
252-282. 175p

331666 — 1716. Alapvétmunkaja Recherches de Mathématique et de Physigiramel harom
kotetben jelent meg Parizsban 1713-ban. Konyventgderészét egyébként 3D geometriai feladatok
alkotjak.
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Bojtar (szerk.): A szilardsagtan nagy tudésai. Bernoulli, Navier és a klasszikus geesimélet
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Parentjavaslata abbdl indult ki, hogyMariotte-elmélet szerint afE €s az. ek eredjének

at kell menni a B” elfordulési ponton, ez a helyzet viszont nem reéé a szerkezet egésze
szempontjabol. Ehelyett javasolia- eldszér a mechanika torténetébera nyomasi hatasok
figyelembevételét, két egyeénharomszogre bontva azskr* megoszlasat. igy ,megfelezve”
a Mariotte-féle eredményt, ef&ként kapta meg a helyes 0Osszefliggést a rugalmas
hatarterhelésre. Kicsit kélsb Parent még tovabb fejlesztette modelljét, olyan allapatois
vizsgalt, amelyeknél kilénbdzviselkedést tételezett fel hlizads és nyomas eSetBajnos
néha még maga is bizonytalanna valt modelljénelelsségét illéten, ugyanis képletei
sokszor nem egyeztek a Mariotte é€s masok Aaltal bkard végzett, alapuign a
hatarteherbirasra iranyul6 mérések adataival. Mivea¢m volt igazan tisztaban a rugalmas —
képlékeny — berepedt allapotok szilardsagtani Batdsigy nem tudta hatékonyan megvédeni
modelljét. A XVIIl. szdzadban munkai jorészt isnteek maradtak, a mérnokok tovabbra is
Mariotte modelljét hasznaltak.

Az épibmerndkok altal talan legismertebb nélenri Naviera kbvetke# a sorban. 1826-ban
megjelent, sok korabbi kisebb munkat is dssédgmnyvében foglalkozott a hajlitott gerendak
vizsgalataval. Navier végre Kkilépett az addig kizardlag konzolra konc@tt kutatoi
gondolkodasmaédbdl és altaldnos alaku hajlitottpaiezerkezeten vizsgélta feladatait.

Elsoként mutatta ki a terh@élerdk sikjanak és a keresztmetszetek tehetetlenséyiairdak
kapcsolatat a hajlitasi feladatn¥l. Elfogadta a keresztmetszetek sik lapokként valé
elfordulasanak és a rugalmas szélak metszetekr@ walegességének Bernoulli-féle
hipotézisét, éldeitsl eltérien azonban nem foglalkozott tobbé a hatar-teheibiefadatok
vizsgalataval, hanem szigortan a rugalmas visetitedéa Hooke-modell érvényességi
tartomanyara 6sszpontositott. Navier kifejezettengoztatta, hogy a mérndknek kotelessége
a tervezeés soran olyan korulmények megteremtésigkonm rugalmas viselkedést biztosito
feltételek jol alkalmazhatok.

A metszetekre felirt statikai egyenletek segitséfj@gazolta, hogy a semleges tengelynek éat
kell mennie a keresztmetszet sulypontjan. A rugabégi modulus és a metszetnél
szamitasba vehietehetetlenségi nyomaték ismeretében ugyancsagpy@nsulyi feltételekdl

3 Ne feledjilk, még NEM beszélhetiink fesziiltséglekriszen arra még tobb mint szaz évet kellett
varni...

* Nem alltak rendelkezésére sajat kisérleti eredménygy nem tudott képleteihez igazi
anyagallanddkat rendelni, de elméletének értéke&b semmit nem von le.

% Megjegyezziik, hogy kizarélag szimmetrikus metstegerendakat vizsgalt, ahol a terhelés sikja
megegyezett a szimmetriasikkal.
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Bojtar (szerk.): A szilardsagtan nagy tudésai. Bernoulli, Navier és a klasszikus geesimélet

— kis elmozdulasokat feltételezve — eljutott az esgps hajlitasnal ma is hasznéalatos
alapképletekig:
2
By s e18=wm.
0 dx®

A képletekben szereplpa gorbiletx a gerenda hossztengelye iranyaba myta}, pedig a

lehajlas-fliggvényt jelenti. A differencialegyentetear Euler is felirta, deNavier kapcsolta
hozzé& a rugalmassagi modulus és az inerciédédttl adodo hajlitdsi merevséget. Fentieket
figyelembe véve ugy gondoljuk, hogy mérndki szentpohvaléban igen jelefis Iépés volt
Naviermunkassaga a gerendék elméletében.

Még egy nevet feltétlenil meg kell emlitentnk, medjg Adhémar Jean Claude Barré de
Saint-Venart-ét. O volt a nagy ,0ssze@g? a sok évszdzados miltra visszatekint
gerendaelméletbers, vizsgaltd® elsszor részleteseBernoulli és Navier hipotéziseinek (sik
lapként elforduld keresztmetszetek, fleges szalak, tiszta hizo- és nyomofesziltségek)
pontossagat. Kimutatta, hogy ezek a feltételekosamn véve csak tiszta hajlitds esetében
teljestilnek, minden mas esetben a metszetek kieéagdian is torzulnak Roissonhatasnak
megfeleben.

Saint-Venant elemezte a nyiréfeszilltsédék hatasat is, és megvizsgalta az ennek
kovetkeztében bekodvetk&ékeresztmetszet-torzulas mértékét.cként vizsgalta a méerde
hajlitAsnak nevezett valtozatot €s megadta az ugyneveZdtaldnos modszert annak
megoldasara.

Megjegyezzik, hogy mindezeken felibaint-Venant volt az el$§ meérnok, aki a
gerendaszerkezetek kis elmozdulasainak szamitéséidan alkalmas nyomatéki terhek
modszerét kidolgozta és alkalmazta.

Nagyon sok olyan kutatot ismer még a technikat@ttiéakik életiik egy részét szintén az itt
bemutatott feladatnak szenteltéRiccati, Varignon, Musschenbroek, Bilfinger, Beljdo
Lagrange, Girard, Young, stb

Ez a hosszl, Leonardo koratdl majd a XIX. szazarkgéig terjed névsor is azt mutatja,
milyen roppant szellemi éfeszitések voltak szilkségesek ahhoz, hogy a mandkék
megbizhatdéan alkalmazhassak letisztult és latszdam egyszér képleteiket...

Felhasznalt irodalom:

1./ Timoshenko, S. P.History of Strength of Material$)cGraw-Hill, 1953

2./ Todhunter, |. — Pearson, K.:A History of the Elasticity and of the StrengthMéterials
from Galilei to the Present Time, Vol. I-Gambridge University Press, 1886.

3./ Cannone, M. — Friedlander, S.Navier: Blow-up and collaps@&lotices of the AMS, Vol.
50, No. 1, pp. 7-13, 2003

371797 — 1886. Kivalé francia mechanikus. Szilardsdigkutatasai mellett jol ismertek hidraulikai
munkai is.

3 Gerendéakkal kapcsolatos vizsgalataitagons de mécanique appliquée faites par intérimipa

de St. Venaitcimi, 1837-38-ban megjelent munkajaban irta léssbr, kéébb 1864-ben ezt
kiegészitette.

*® Jol ismerte Zsuravszkijorosz vasutépit mérndk nyiréfesziltségekre vonatkozé — 1856-ban
franciaul is megjelent — szamitasaiit, az el$ alkalmazoi kozé tartozott.
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