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Lamé, Beltrami, Michell és a rugalmassagtan alapveté megoldasi modszerei

Ebben a harmas életrajzban azoknak a kivald tuddsoknak az életérdl és munkassagarol
olvashatunk, akiknek koszonhetden a XIX. szazad végére a mérnokok kozott ismertté és
elfogadottd valt a rugalmassdgtan matematikai egyenleteinek két alapveté megoldasi
valtozata: az elmozdulds- és az eromaodszer.

Lamé élete

Gabriel Lamé 1795. julius 22-én sziletett a
franciaorszagi Tours'-ban egy jomodu polgarcsaladban.
Edesanyjat Julie Madeleine Goislard-la Droitiere-nek,
apjat Gabriel Francois Lamé-nak hivtdk. Elemi ¢és
kozépiskolai tanulmanyait sziildvarosaban végezte, majd
1813-ban  beirattdk az Ecole Polytechnique®-ba,
Franciaorszag (és akkoriban az egész vilag) egyik
legjobb mérndkképzo intézetébe. Négy évig tanult itt és
olyan kivéaléan haladt tanulmanyaiban, hogy elsd
tudoméanyos szinti matematikai dolgozatat® is ezekben
az években publikalta.

1817-ben befejezte az Ecole Polytechnique-ot és
beiratkozott a banyészattal foglalkozo Ecole des Mines’-
be. Az itt toltott harom év alatt sem csokkentek kutatoi
ambicidi, kivalo cikket irt példaul a kristalylapok kozotti
szogek szamitasdnak ujszeri modszereirdl. Fontos megemliteni, hogy ezekben az években
kotott életre sz016 baratsagot a szintén az egyetemen tanuld Clapeyronnal’.

Végzés utan 1820-ban Clapeyronnal egyiitt elfogadtdk a francia kormény ajanlatat,
mindketten tobbéves szerzddést irtak ala oroszorszagi vendégtanari allasra. Az tigy hatterében
az I. Sandor orosz car és XVIII. Lajos francia kirdly kozotti megallapodas allt. Ennek
értelmében Franciaorszag mérnokoket ¢€s tanarokat kiildott Oroszorszagba, elsdsorban
Szentpétervarra és kornyékére, hogy segitsenek az iparositashoz sziikséges infrastruktura
(utak, hidak, csatornadk, stb.) fejlesztésében illetve a miszaki képzés korszerlsitésében.
Sandor car ezen a téren tulajdonképpen XVIII. szazadbeli elddjei, Nagy Péter és Nagy
Katalin politikajat folytatta (1asd részletesebben az Eulerrdl irt €letrajzot).

"' A tobbszazezer lakosu nagyvéros Parizstol délnyugatra fekszik Kozép-Franciaorszagban, hires
gyonyori kozépkori katedralisarol. Négy évvel Lamé utan itt sziiletett Honoré de Balzac is.

* Az 1794-ben alapitott hires intézmény jelmondata: ,Pour la Patrie, les Sciences et la Gloire” (“A
hazaért, a tudomanyért és a dicsdségért”)

3 “Mémoire sur les intersections des lignes et des surfaces”, Gergonne's Journal, 1816-17.

* Ecole Nationale Supérieure des Mines de Paris, hires francia banyészati egyetem. XVI. Lajos
alapitotta 1783-ban. Még ma is nagyon kevés hallgatot vesz fel (100-120 fot évente), azokat viszont
kivalo képzésben részesiti.

> Benoit Paul Emile Clapeyron (1799 — 1864) francia fizikus és mérndk, a modern termodinamika
megalapitoinak egyike.
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Lamét egy pétervdri intézetbe’ kiildték, amely a kozlekedési infrastruktira fejlesztésével
illetve képzéssel foglalkozott. Fliggvénytant, fizikat, matematik4t, mechanikat, kémiat és
altalanos mérnoki tudomanyokat kellett oktatnia és emellett sokféle mérndki tervezésben
kozremiikddnie (a varos kornyékén levo utak és hidak épitése volt csoportjanak feladata). Az
elsé évek meglehetdsen nehezek voltak az egyetemet éppen csak frissen elvégzett Lamé
szamara, de fokozatosan mindenbe belejott, megszerette az oktatéi munkat is és a tervezéssel
sem voltak gondjai. Kiilondsen az akkor forradalmi ujdonsagnak szamité vasutépités
foglalkoztatta (1830-ban tobb honapos szabadsagot kért, hogy Angliaba utazhasson megnézni
a Liverpool-Manchaster vasutvonal szeptember 15-1 megnyitasat). Oktatéi és tervezoi
munkéja mellett fokozatosan ujbdl elkezdett publikalni (féleg a mérndki feladatokhoz
kapcsolodd matematikai problémak érdekelték) és egyre tobb cikke jelent meg orosz, francia
¢s német lapokban.

Lamé ezekben az években ndsiilt meg Oroszorszdgban, francia szarmazasu feleségétdl,
Marguerite Fortunée Bertin de Géraudon-tol két fia sziiletett.

12 évet toltottek Szentpétervarott, de 1832 tavaszan Clapeyronnal egylitt gy hataroztak, hogy
nem hosszabbitjdk meg szerzddésiiket, hanem visszatérnek Franciaorszagba egy
vasutépitéssel és az ehhez kapcsolodd feladatokkal foglalkozd céget alapitani (ebben a
dontésben igen nagy szerepe volt Lamé angliai tapasztalatainak). Két francia lizletemberrel
tarsulva a tervezett cég létre is jott, bar megjegyezziik, hogy Lamé viszonylag rovid idd alatt
elvesztette az érdeklddését az iizleti ¢élet irdnt és hamarosan ki is 1épett (az egyébként jol
mikddod) vallalkozas vezetésébdl, csak a konzultansi feladatok ellatasat vallalta.

Sokkal inkabb kedvére valo volt az az ajanlat, amit 1832 dszén kapott korabbi iskoldjabodl, az
Ecole Polytechnique-t6l. Megiiresedett a Fizika Tanszék vezeti alldsa és Lamét kérték fel
vezetésére. Négy évvel késobb, 1836-ban még magasabb pozicidba jutott, tanszékvezetdi
cimének meghagyasa mellett kinevezték a francia banydk allami fomérndkének, emellett
pedig felkérték, hogy legyen a Pdrizs-Versailles és Pdrizs-Saint Germain vasutvonalak’
épitésének fofeliigyeldje.

1843-ban tagjava valasztotta a Francia Tudomanyos Akadémia is, matematikai munkassaga
alapjan a Geometria Szekcioban kapott helyet. 1844-ben elbtcstzott az Ecole Polytechnique-
tol, mert a hires egyetem, a Sorbonne’ kérte fel a Matematikai Fizika Tanszék egyetemi
tanaranak. 1851-ben mar a Tanszék vezetését is atvette, és ezen a poszton dolgozott egészen
1863-ig, amikor egészségligyi problémai miatt abba kellett hagynia a tanitast, és mar csak a
kutatéassal foglalkozott. 1870. méjus 1-én hunyt el Parizsban.

Utolso évei egyébként nyugodt alkoté munkaval teltek el, legjelentésebb miivei 1ényegében
ezekben az években sziilettek. Mint latni fogjuk, kiilondsen igy van ez mechanikai jellegii
¢letmiivével, de maig haté matematikai cikkeit is ekkor publikalta. Az 1850-es évektdl 6t

A kozlekedési infrastruktira fejlesztésére 1809-ben Betancourt francia mérndk altal alapitott
intézmény francia nevet viselt, ahogy akkoriban sok més oroszorszagi tudomanyos kdzpont: Institut
et Corps du Genie des Voies de Communication, St Petersburg.

" Mindkett6t 1837-ben nyitottak meg.

% Kiralyi timogatassal 1257-ben alapitotta Robert de Sorbonne.
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tartottak Franciaorszag vezetd matematikusanak, még maga Gauss® is igy nyilatkozott, pedig
0 soha nem osztogatta a dicséreteket tudos tarsainak...

Halala utan Périzsban egy utcat neveztek el rdla, és amikor Gustav Eiffel’’ a rola elnevezett
hires tornyot épitette, felvette Lamét azon 72 francia tudds kozé'', akik nevét a torony
labazatan elhelyezett 6ntottvas dombormiiveken 6rokitette meg az utdkornak.

Tudomanyos munkassaganak fontosabb adatai

Lamét elsdsorban elméleti matematikusként ismeri a tudomanyos vilag, bar 0 sajat magat
inkdbb ,.alkalmazott matematikusként” jellemezte, hivatkozva arra a sok gyakorlati feladatra,
amelyekkel élete soran foglalkozott.

Matematikai eredményei koziil a gorbevonalii koordindta-rendszerek'” altalanos elméletének
kidolgozasat tartjak az egyik legfontosabbnak. Sokféle feladatot elénydsen tudott kiszamitani
segitségiikkel, példaul kimutatta, hogy a A@=0 Laplace-egyenlet elliptikus koordinata-

rendszerbe transzformalva joval konnyebben megoldhato.

Matematikusok kozott jol ismertek az ellipszis-tipusu gorbéken (gyakran hivjak ezeket Lamé-
gorbéknek) végzett vizsgalatai. Az els0 tanulmanya még 1818-ban jelent meg errdl a
témakorrdl (,,Examen des différentes méthodes employées pour résoudre les problemes de
géométrie”, Vve Courcier, 1818), de késébbi munkaiban'’> is gyakran visszatért
vizsgalatukhoz. Az n pozitiv valos szam segitségével

(-

modon megfogalmazott gorbesereg igen sokféle alaka képet mutat, néhany érdekes valtozatot
lathatunk példaul az alabbi dbran:
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1855) német métcmamms-,-"egyike a vilag legnagyobb

F

? Johann Carl Fridri
tuddsainak.

1 Alexandre Gustav Eiffel (1832 — 1923) francia mérnédk, az acélszerkezetli épités kivalé mestere. A
nevét érzé parizsi torony mellett § tervezte a new-yorki Szabadsagszobor belsd vazat, Azsia elsd
teljesen acélszerkezetli katedralisat a Fiilop-szigeteken San Sebastien-ben és nem utolsésorban az 6
nevéhez flizédik a budapesti Nyugati Palyaudvar csarnokszerkezetének megformalasa is.

" A szilardsagtanhoz kapcsold tudosok koziil megtalaljuk itt példaul Cauchy, Navier és Poisson
nevet.

12 Bzt a témakort bemutatd osszefoglald jellegli konyvének cime: ,,Lecons sur les coordonnées
curvilignes et leurs diverses applications”, Mallet-Bachelier, 1859.

13 Lasd példaul: ,Legons sur les fonctions inverses des transcendantes et les surfaces isothermes”,
Mallet-Bachelier, 1857.
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Az ilyen geometriai alakzatok irant érdeklédok egyébként tovabbi hasznos informacidkhoz
juthatnak példéaul a [4] alatti honlapon.

A fentieken kiviil Lamé sokat foglalkozott a szdamelmélet egyes
kérdéseivel is. Vizsgalta példaul az ugynevezett FEuklidészi-
algoritmus™  megoldasi  lehetdségeit  kiilonbozd  specialis
valtozatokra, tovabba elemezte és megoldotta az utolsé Fermat-
allitas” egy kiilonleges esetét n = 7 esetére. A tétel altalanos
bizonyitojanak, Andrew Wiles-nek arcképét latjuk jobboldalt.

Fizikai kérdéseket is vizsgalt, kiilondsen a hdtan allt hozza kozel. 1840-ben megjelent ,,Cours
de physique de I'Ecole Polytechnique. Tome premier, Propriétés générales des corps-Théorie
physique de la chaleur”, (Bachelier, 184(0) cimi miivét késébb (amikor mar a Sorbonne-on
tanitott) a ,,Lecons sur la théorie analytique de la chaleur” (Mallet-Bachelier, 1861) cimii,
hasonl6 témaji konyve kovette. Megjegyezziik, hogy sokszor alkalmazta ezekben az
irasokban az 4ltala kifejlesztett gorbevonali koordinata-rendszerekre épitd matematikai
technikat.

Mérnoki — azon beliil elsdsorban épitdémérndki — munkdira mar é€letrajzaban utaltunk. Mint
emlitettiik, mar Szentpétervarott kapcsolatba kertilt az épitdmérndki feladatok legkiilonfélébb
valtozataival. Megemlitjiik, hogy — Clapeyronnal egyiitt — tagja volt annak a
tervezOcsoportnak, amely egy tobb mint 300 méteres fiiggéhidat (akkoriban a kontinensen a
leghosszabb ilyen jellegii hid volt) tervezett a Névan. A hid szerkezeti elemeinek vizsgalatara
sajat tervezésu szakitogépet épitetett (1asd a kovetkezd abrat):

(lelT.'f
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A gép olyan jol miikodott, hogy segitségével az Osszes akkoriban Oroszorszagban gyartott
vasfajtat ellendrizték ¢s Lamé iranyitasaval a vasgyarak kézikonyvet adtak ki a szabvanyos
hitelesités segitésére.

i

'* Az Euklideszi-algoritmus a szamelmélet azon feladata, amelynek célja két szam legnagyobb kozds
osztdjanak megtaldlasa. Magat az eredeti feladatot geometriai alapokon Euklidész gordg matematikus
fogalmazta meg kb. 2300 évvel ezelott.

' Pierre de Fermat (1601 — 1665) francia iigyvéd és matematikus. Hivatkozott hires tétele azt allitja,
hogy az a”" +b" =c" feladatnak (n>2 ¢€s mindig egész, a, b és ¢ zérustol kiillonb6zo egészek) nincs
megoldéasa. Bar Fermat azt allitotta, hogy 6 bebizonyitotta a tétel helyességét, ma a matematikusok és
tudomanytorténészek vitatjak ennek igazat. Tobb mint hdromszaz éves erdfeszités — és tobb ezer (!)
hibas levezetés — utan a tételt végre 1994-ben sikeriilt bebizonyitania Andrew Wiles (1953 — ) angol
matematikusnak.
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Lamé elvégezte a szentpéterviri Szent-Izsik katedralis'® kupolajat merevité bordak
stabilitasanak elemzését'’, majd késébb Franciaorszagban is sokat foglalkozott ivek illetve
kupolak stabilitasvizsgalataval.

Az Oroszorszdgban végzett mérndoki munka tapasztalatait Clapeyron ¢és Lamé a ,,Sur
l’equilibre interieur des corps solides homogénes” ciml, kozosen irt és 1833-ban
megjelentetett konyviikben Osszegezték. Ennek az 1833-as publikacidnak Lamé altal irt
fejezeteiben bukkant fel egyébként eldszor az a gondolat, amely az elmozdulds-modszerre
épitdé rugalmassagtani megoldasi technikdhoz vezetett, erre azonban majd kiilén pontban
fogunk kitérni.

Lamé itt mutatta be azt a geometriai alakzatot is, amelyet ma fesziiltségi ellipszoid néven
ismernek a mérnokok. A rugalmas anyagi viselkedés vizsgalata soran ekkor még 6 is (francia
kortarsaihoz hasonldan) egyetlen egy anyagi konstanst hasznalt.

Rugalmassagtani vizsgalatait 1852-ben megjelent ,,Lecons sur la théorie mathématique de
l'élasticité des corps solides” (Bachelier) cimii konyvében 0sszegezte. Ez volt az els6 konyv a
vilagon, amely kifejezetten csak a szilardsagtan elméleti kérdéseire dsszpontositott és ebben
az értelemben unikumnak szamit. Ebben a miivében mér elismerte az angol Green'®
hipotéziseinek jogossagat (lasd a ,,Poisson és a Poisson-tényezo” cimi életrajzban irt részt a
rugalmas anyagallandokrol!) és — Cauchy’*val és Poisson’’nal ellentétben —  is két konstanst
hasznalt a rugalmas anyagi viselkedés elméleti modellezésére (ezeket hivjdk ma a
mechanikaban Lamé-dllandéknak™). Kifejezetten bator tett volt ez a részérél — Cauchy biralta
is érte —, mert még sokat kellett varnia a mechanikéaval foglalkozoknak, amig a laboratoriumi
kisérletek a szdzad masodik felében végre igazoltdk a kétparaméteres modell helyességét.
Lamé rezgéstani feladatok vizsgéalatdra is kitért ebben a konyvben, féleg membranok
viselkedését elemezte.

Megjegyezziik még, hogy kiilon fejezetben foglalkozott a rugalmassagtan elméletének optikai
alkalmazasaival.

1854-ben Gjabb szilardsagtani témaju miivel jelentkezett, Liouville’ hires folyorataban, a
wJournal de mathematiques”-ban kozolt egy hosszabb tanulmanyt ,,Mémoire sur [’equilibre
d’élasticité des enveloppes sphériques” cimmel, ahol megoszlo teherrel terhelt gdmbhéjak
részletes mechanikai vizsgalatat mutatta be.

' A rémai Szent Péter és a londoni Szent Pdl bazilika utan a vilag harmadik legnagyobb kupolajaval
rendelkez6 temploma.

" Az ., Annales mines” c. francia lapban 1823-ban részletes tanulmanyt is kozolt errl.

'8 George Green (1793- 1841) angol mémdk és fizikus, az energiaelvii mechanikai vizsgalatok
uttordje.

¥ Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857) vilaghiri francia matematikus, a mechanika nagyon sokat
koszonhet tudomanyos eredményeinek.

20 Siméon-Denis Poisson (1781 — 1840) kivalo francia matematikus, sokat foglalkozott kiilonféle
mechanikai feladatok vizsgalataval.

2l A két Lamé-paraméter koziil az egyik a ma nyirdsi rugalmassagi modulusnak nevezett allando, a

maésik pedig az Ev/ {(1+v)(1—2v)} osszefliggéssel kapcsolhatd a ma szokisosan hasznalt E

rugalmassagi (Young-) modulushoz illetve a v Poisson-tényezohoz.
2 Joseph Liouville (1809 — 1882) francia matematikus.
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A gdorbevonalu koordindta-rendszerek matematikai elméletét leird, mar kordbban hivatkozott
1859-es munkaja i1s nagyon sok mechanikai feladat megoldasat targyalja, foleg a
rugalmassagtan illetve a termo-mechanika témakorébdl. Itt Ujbol megismételte a
kétparaméteres rugalmassagtani anyagegyenletek létjogosultsagat és végképp elutasitotta a
szazad elején még oly népszerli — molekuldk kozott erdkre épitdé — belsd erdrendszerek
hasznalatat, helyette a Cauchy altal javasolt fesziiltségfogalom alkalmazasat tartotta egyediil
elfogadhatonak.

Laménak ezek a szilardsdgtani publikaciéi komoly befolydst gyakoroltak a mérnokok
gondolkoddsmoédjara. Ebben az idszakban a francia kutatok koziil Saint-Venant”™ mellett az
0 hatasa volt a legjelentdsebb a mechanika fejlédésére.

Beltrami élete

Eugenio Beltrami 1835. november 16-an sziiletett az
¢észak-olaszorszagi Lombardidban talalhaté Cremondban.
Ez a véros akkor az Osztrak Csaszarsaghoz tartozott.
Edesapja — ugyancsak Eugenio Beltraminak hivtak —
miniatlirdket festd miivész volt, apai 4gon a legtobb Os
valamilyen kapcsolatban allt a miivészetek kiilonbozo
agaival.

A kis FEugenio sokat oOrokolt a csalad miivészi
hajlamaibol, bar 6t nem a festészet, hanem inkabb a zene
vonzotta (maga 1is tehetségesen jatszott tobbféle
hangszeren). Emberi természetére is jellemzd volt a
miivészek érzékeny-nyugtalan latdsmodja, mint latni
fogjuk, egész ¢életében nem tudott néhany évnél hosszabb
1d6t egy helyen eltdlteni, mindig vandorolt egyik
varosbol a masikba, 0j és 11j feladatokat keresve.

Laméhoz hasonloan Beltrami is sziildvarosaban tanult
eldszor, itt végezte elemi és kozépiskolait. Ezt kovetden

1853-ban beiratkozott a nagyhirti Paviai Egyetemre’’, ahol minden energijat a matematika
tanulasanak szentelte. Tanara az akkor éppen Pavidban oktato kivalo matematikus, Brioschi’
volt, aki gyorsan felismerte tanitvanya matematikai tehetségét. Sajnos hiaba volt remek
eredményeket elérd hallgatd, 1856-t6l csaladja anyagi nehézségei miatt fel kellett
fliggesztenie a tanuldst és munkét kellett vallalnia. Egy vasutépitd mérndk titkaraként
dolgozott, el6szér Veronaban, majd Mildndban. Munk4ja mellett sem hagyta abba sajat maga
képzését, szinte minden idejét matematikai miivek olvasasanak szentelte, igy 1862-ben

# Jean Claude Barre de Saint-Venant (1797 — 1886) kivalo francia tudds, a mechanika elsd nagy
Osszefoglalo-rendszerez6 kutatoja.

** Eurdpa egyik legrégibb egyeteme, hivatalosan 1361-ben alapitottak (bar egyes feljegyzések szerint
mar 825 ota folyt itt felséfoku képzés). Itt tanult példaul a hires mechanikus Girolamo Cardano (a
kardan-tengely névadoja) és a kivalo fizikus Alessandro Volta (r6la nevezték el az elektromos
fesziiltség mértékegységét).

> Francesco Brioschi (1824 — 1897) olasz matematikus, elsésorban fiiggvénytannal foglalkozott.
Nagyszerii el6adonak tartottak, Beltrami mellett tobb mas leendd kivald matematikus tanult nala.

6



Bojtar (szerk.): A szilardsagtan nagy tudésai.  Lamé, Beltrami, Michell és a rugalmassdagtan alapveto
megoldasi modszerei

Milandban maér arra is elérkezettnek latta az idot, hogy megjelentesse elsé matematikai targya
cikkét. Ennek olyan komoly hatdsa lett szakmai korokben, hogy a Bolognai Egyetem®
meghivta kiilsé eléadonak algebrat €s analitikus geometriat tanitani. Kétéves bolognai munka
utan 1864-ben elfogadta a Pisai Egyetem’ felkérését a Geodéziai Tanszék vezetésére. Itt
Pisdban ismerkedett meg és kotott baratsagot a kivalo tudossal, Bettivel™.

1866-ban Beltrami mar ujbol Bolognaban van, most az ottani Elméleti Mechanika Tanszék
vezetdi posztja iiresedik meg, és 6 sikeresen palyazik ennek elnyerésére. Most hét évig marad,
majd felhasznalva az olaszorszagi politikai valtozasokat® 1873-ben Romdba, az ij févarosba
koltozott, elfogadta az ottani egyetem™ Elméleti Mechanika Tanszékének vezetését. Ez az 1j
allas harom évig felelt meg neki, 1876-ban mar Gjbol Pdvidban, fiatalkora tanulmanyainak
helyén ¢€l, de természetesen most mar nem didkként, hanem az ottani Elméleti Mechanika
Tanszék vezetdjeként.

Elete leghosszabb ,,vandorlas nélkiili” idészakat toltotte most Pdvidban, egészen 1891-ig itt
maradt és csak ebben az évben koltozott vissza Romdba, 1876-ban otthagyott tanszékére. ..
Megjegyezziik, hogy 1899-ben az olasz felsGoktatasban elért eredményeiért megkapta az
Olasz Kiralysag szenatora cimet.

Roma volt az utolsé allomashely ¢€letében, most mar itt dolgozott €s tanitott az 1900. februar
18-an — hatvanot éves koraban — bekovetkezett halalaig.

Tudomanyos munkassaganak fontosabb adatai

Beltrami matematikus volt és a tudoméanyos vildg a matematikdban elért eredményeire
emlékszik elsésorban. Bar nagyon sok cikket és konyvet publikalt (haldla utan 1902 és 1920
kozott négy vaskos kotetben adtak ki 6sszegylijtott miiveit), de legjelentdsebb alkotasanak ma
is a hiperbolikus geometria®® kiilonboz6 kérdéseirdl 1868-ban irt , Essay on an interpretation
of non-Euclidean geometry” cimii munkdjat, illetve még ugyanabban az évben ,,Teoria
fondamentale degli spazii di curvatura costante” cimii cikkét tartjak.

2% Alapitolevele szerint ez a legrégebbi eurdpai egyetem (1088-at tartjak ma a torténészek elfogadott
datumnak). Itt tanult Dante, Petrarca, Paracelsus, Kopernikusz, Malpighi (a vér aramlastandnak
kutatoja), Galvani, Goldoni (dramair6), Umberto Eco ( szintén kival6 ird) €s sok-sok mas hires tudds
€s mivész.

27 1343-ban alapitott kivalo olasz egyetem. Itt tanitott (és/vagy tanult) tobbek kozott Galilei, Volterra
(kivaldé matematikus és fizikus) és Enrico Fermi (hires atomfizikus).

8 Enrico Betti (1823 — 1892) matematikus ¢s fizikus. Algebraval, topoldgiaval és potencialelmélettel
foglalkozott elsdsorban, a mérnokok kozott a felcserélhetdségi tételek miatt ismert.

¥ Olaszorszag egyesitésére az egyik legfontosabb 1épés 1861-ben, az Olasz Kiralysag kikialtasa volt.
Ekkor még Torin6 volt az allam székhelye. 1870-ben az olasz csapatok elfoglaltdk Romat és a papai
allamot 1s az egységes Olaszorszaghoz csatoltdk (kordbban a papa az ott tartozkodo francia csapatok
védelme alatt allt, de amikor III. Napoleont a poroszok legy6zték, a francidk kivonultak R6mabol).
Ettdl kezdve Roma lett Olaszorszag fovarosa.

3% Roma tobb egyeteme koziil ez az 1303-ban alapitott Sapienza Egyetemet jelentette.

' A matematikdnak ez a terillete nem fogadja el a klasszikus geometria Euklidész 4ltal
megfogalmazott tételeit, hanem masféle kapcsolatokat tételez fel az egyes geometriai alakzatok
kozott. Maga a ,hiperbolikus geometria” elnevezés Felix Christian Klein német matematikustol
szdrmazik 1871-bol.
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Ezekben a munkaiban Bolyai’’, Lobacsevszkij és Gauss™ nyomdokaiba 1épve fogalmazott
meg Uj matematikai tételeket illetve Osszefliggéseket a nem-euklidészi geometriarol.
Megjegyezziik, hogy fontos eredménynek tartjak azt is, hogy ezekben a cikkekben kimutatta
példaul a Bolyai-Lobacsevszkij illetve a Riemann-féle matematikai modellek kozotti
kapcsolatokat is.

Matematikai munkassaga mellett Beltrami optikai, termodinamikai, elektromossagtani és
rugalmassagtani feladatok vizsgalataval is foglalkozott (ezek a munkai legkonnyebben az
eldobb emlitett poszthumusz kiadasu ,,Opere Matematiche” koteteiben férhetok hozzd), de
ezeknek a publikéacioinak kozos sajatossaga, hogy a vizsgalt feladat fizikai tartalma helyett
inkabb a matematikai hattér elemzésére koncentralnak, sokkal inkabb matematikai, mint
fizikai tartalmi dolgozatoknak tekinthet6k. A jelenlegi témank szempontjabol fontos
szilardsagtani vizsgalat — vagyis az eromodszer — Beltrami altal megfogalmazott alapvetd
egyenletei is tulajdonképpen ilyen jellegli megkdzelitésbol sziilettek.

Michell élete

John Henry Michell 1863. oktober 26-4n sziiletett
Ausztraliaban, a Victoria-dllamban levdé Maldon nevi
kisvarosban. Edesapja — John Michell — banyasz volt,
édesanyja — Grace Rowse — a csalad haztartasat vezette.
A sziilok mindossze hét évvel korabban vandoroltak ki
az angliai Devonshire-b6l, mert ugy lattdk, hogy
Ausztralia biztosabb megélhetést biztosit szamukra, mint
az allando6 valsagok sujtotta angol banyak.

El6szor Maldonban jart iskolaba, de a tehetséges fiura
hamar felfigyeld tandrok tandcséara a sziil6k beirattdk a
melbourne-i Wesley College-be. Mig ¢ itt tanult, sziilei
1870-ben rokonldtogatisra Anglidba utaztak, és igy itt
Londonban sziiletett meg John kisdccse, a késébbi hires
hidromechanikus, Anthony George Maldon Michell®.

"
L

A csalad 1872-ben véglegesen visszatért Ausztralidba. Kozben Johnbol a Wesley College
legkivalobb tanuldja lett, egyik Osztondijat a masik utdn nyerte el. Kiilonosen a
természettudomanyi targyakbol tiint ki, igy nem véletlen, hogy 1881-ben mar a Melbourne-i
Egyetem hallgatéja a matematika szakon. 1883-ban — miutan minden elérhetd egyetemi
kitlintetést megkapott és végig osztalyelsd volt — megszerezte a BSc-fokozatot.

32 Bolyai Janos (1802 — 1860) kivalé magyar matematikus. Elsésorban a nem-euklidészi geometria
tételeinek kidolgozasarol ismert, munkajat 1832-ban publikalta. A Holdon kratert neveztek el rola.

3 Nyikolaj Ivanovics Lobacsevszkij (1792 — 1856) orosz matematikus, Bolyaitd] fiiggetleniil egy
1830-as cikkében 6 is megfogalmazta a hiperbolikus geometria alapvetd 0sszefiiggéseit.

* Gauss mar egy 1824-ben irt levelében hasonld kovetkeztetésekre jutott, mint Bolyai és
Lobacsevszkij, de ezt az 6tletét nem publikalta, csak késdbb hivatkozott ra.

3% Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 — 1866) hires német matematikus.

3% 1870 — 1859. Elsésorban a folyadékokban mozgo testek (hajok, hajocsavarok) surlodasanak
kérdéseivel foglalkozott. Kutatdsai komoly hatdssal voltak a XX. szdzad hajotervezésére. Fontos
miivet irt az optimalésrol is.
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Kivéalé eredményei jutalmaként Michell még ebben az évben az egyetem Osztondijaval
Anglidba utazhatott Cambridge-be, a Trinity College-be matematikai tanulmanyait folytatni.
Itt is hamarosan a legjobb tanuldk kozé keriilt. 1890-ben végzett, és rogton allandd allast
kinaltak fel neki a Trinity College-ben. Honvagya azonban erdsebb volt, nem fogadta el az
ajanlatot és még ebben az évben hazautazott’’ Ausztralidba.

A Melbourne-i Egyetem Matematika Tanszékén kapott docensi allast és a kovetkezd
¢évtizedekben ezt a poziciot toltdtte be minden 1ényegesebb valtoztatds nélkiil. Soha tobbet
nem utazott kiilfoldre sem. Helyzetében csak az jelentett némi méddosulast, hogy 1923-ban — a
korabbi tanszékvezetd, Nanson® nyugdijba vonulasa utin — 6t nevezték ki a Tanszék élére.
Még ot évig toltotte be ezt a tisztet, 1928-ban 6 is nyugdijas lett, bar ,tiszteletbeli kutatd
professzorként” mindvégig a Tanszéken maradt.

1940. februar 3-4n — rovid betegeskedés utan — 77 évesen hunyt el a Melbourne-hoz kozeli
Camberwell-ben. A varoska Boroondara nevii temetdjében helyezték 6rok nyugalomra.

Michell rendkiviil szerény, cséndes viselkedésti ember volt. Occsétél eltéréen nem nagyon
kedvelte a mozgalmas tarsasagi életet, sokkal inkabb szeretett a munkajaba zarkozni.
Feljegyezték rola, hogy nagyon szerette a klasszikus zenét, kivald orgonajatékos volt, és
rendszeresen jatszott is kiillonb6zd egyhazi és vilagi rendezvényeken. Szabad idejében sokat
olvasott, sajat maga Osszedllitotta konyvtara komoly szépirodalmi gylijteménnyel
rendelkezett. Nagyon szerette a kertészkedést és kivaloan ismerte Ausztralia flordjat,
kiilondsen a kiilonbozo fafajtakrol tudott sokat.

Sohasem néstilt meg.
Tudomanyos munkassaganak fontosabb adatai

Michell — életrajzunk masik két szerepldjéhez hasonléoan — szintén matematikus volt.
Munkassaganak stilusa inkdbb hasonlit Lamé-éhoz, mivel nem annyira a tisztan elméleti
matematikdhoz, hanem inkabb a gyakorlati feladatokhoz, els6sorban a hidrodinamika ¢és a
rugalmassagtan kérdéseinek megoldasdhoz vonzodott. 1890-ben jelentek meg els6
publikaciéi, Angliaban, a Royal Society folydirataiban. Kiemelkedik koziilik az ,,On the
theory of free stream lines” cimii munkaja®®, amelyet a kovetkez évtizedekben rengetegen
idéztek.

Ausztraliaba visszatérve is folyamatosan dolgozott kiilonbdzé mechanikai feladatokon™,
olyan sikerrel, hogy 1902-ben megvalasztottdk a Royal Society tagjanak, a legelsé ausztral
tudosok egyikeként. Ekkoriban irja a szildrdsagtan szamadra jelentds munkait is, a kovetkezd
pontban bemutatott erdmoddszeres megoldasi technika mellett tarcsdk illetve félterek

37 Erdekes hasonlosag ez dccse sorsaval, Anthony is Anglidban tanult épitdmérndkként, kivald
eredményei voltak, de 6 sem akart Europaban maradni, 1889-ben hazautazott.

3% Edward John Nanson (1850 — 1936) angol matematikus.

3% Phil. Trans. A., Vol. 181, pp. 389-431, 1890.

* Egyik leghiresebb ekkori cikke a ,,The wave resistance of a ship ”, Phil. Mag. (5) 45, pp. 106-123,
1898. Hajotervezéssel foglalkozé kdnyvek ma is az alapvetd munkak kozott emlitik.

9



Bojtar (szerk.): A szilardsagtan nagy tudésai.  Lamé, Beltrami, Michell és a rugalmassdagtan alapveto
megoldasi modszerei

fesziiltségfiiggvényes  vizsgalataival’', lemezek rezgésszamitasaval’? és  csavarasi
feladatokkal® is foglalkozott.

A kovetkezd években jelentdsen csokkent megjelend cikkeinek szdma, mert a Tanszéken —
ismerve semmi ellen nem tiltakozd természetét — egyre tobb oktatasi €s adminisztrativ
feladattal halmoztak el, igy nagyon sokdig egyaltalan nem maradt ideje sajat témainak
kutatasdhoz, mivel szinte a legaprobb munkakat is sajat maganak kellett elvégeznie.

Az 1920-as években kissé konnyebbé valt az ¢élete, tanszékvezetOként mar kapott
személyzetet, felszabadult az adminisztrativ munka jelentds része alol, és végre 1937-ben két
kotetben kiadhatta életmiive Osszefoglalasaként a ,,The elements of mathematical analysis”
cimfi munkajat*.

A rugalmassagtan alapvet6é megoldasi modszerei

A XIX. szazad kozepére a mechanikéaval foglalkozo tudosoknak 1ényegében mar a ma ismert
formaban alltak rendelkezésre azok a matematikai egyenletek, amelyek a szilard testek
rugalmas viselkedésének vizsgalatdhoz sziikségesek.

Az alapvetd valtozok koziil a fajlagos alakvéltozds fogalma egyszerre tobb szerzonél
(Poisson-nal, Navier”-nél és Cauchy-nél is) felbukkant mar a XIX. szazad elején, de koziilik
els@sorban a nagy matematikus, Cauchy volt az, aki a ma hasznélatos geometria egyenleteket
els6ként megfogalmazta. Ugyancsak t6le szarmazik az egyensulyi (vagy mas néven Cauchy-)
egyenletek szabatos felirasa’®. Az anyagi viselkedés modellezésére Hooke®” mar kétszaz évvel
korabban megfogalmazta a ma Hooke-modellként ismert linearis kapcsolatot a rugalmas
testben 1étrejové alakvaltozasok és a kiilsé erShatasok kozott. Young®™ Navier és Lamé
munkassaganak eredményeképpen pedig rendelkezésre alltak azok a kisérletileg is mérhetd
paraméterek, amelyeket az anyagmodellben hasznalni kellett.

Mindezeket figyelembe véve azt mondhatjuk, hogy ezekben az években a rugalmassagtan 15
ismeretlen valtozot (hat darab fesziiltség-, hat darab alakvaltozas- és harom darab
eltolodasfiiggvényt) tartalmazd 15 darab egyenlete® (hat anyagegyenlet, hat geometriai

4 ,On the direct determination of stress in an elastic solid, with application to the theory of plates”,
Proc. Lond. Math. Soc. Vol. 31, pp. 100-124, 1899.

42 Vibrations of a string stretched on a surface”, Messeng. Math., Vol. 19, pp. 87-88, 1890.

#_ The uniform torsion and flexure of incomplete tores, with application to helical springs”, Proc.
Lond. Math. Soc., Vol. 31, pp. 130-146., 1899.

4 Macmillan, 1937.

¥ Claude Louis Marie Henri Navier (1785 — 1836) hires francia épitdmérmok, a modern
gerendaelmélet 1étrehozdja, az elsé szinvonalas épitdémérnok-képzés megszervezdje.

¥ Cauchy életérsl és munkassagarol lasd részletesebben a rola készilt életrajzot (,,Cauchy és az
egyensulyi egyenletek”).

7" Robert Hooke (1635 — 1703) kivalo angol fizikus, csillagasz és biologus. Nevéhez fiizddik a
rugalmas viselkedés elsé pontos kisérleti modellezése. Eletér6l a ,,Hooke és a rugalmas
anyagmodell” cimi életrajzban olvashatunk.

¥ Thomas Young (1773 — 1829) egyike a legnagyobb angol tuddsoknak. Eletérdl részletesen
olvashatunk a ,,Young és a rugalmassagi modulus” cimii életrajzban.

¥ Természetesen ezekhez hozzatartoznak a megfelelé fesziltségi és elmozdulasi peremfeltételek,
csak az egyszerliség kedvéért most nem emlitjiik dket.

10



Bojtar (szerk.): A szilardsagtan nagy tudésai.  Lamé, Beltrami, Michell és a rugalmassdagtan alapveto
megoldasi modszerei

egyenlet és hdrom egyensilyi egyenlet’) ismert volt a kutatok és mérnokok elstt. Az
alapvetd célt most mar az jelentette, hogy hogyan lehet ezeket tényleges mérnoki feladatok
megolddsara haszndlni. Sajnos a kutatok nagyon hamar rajottek, hogy ez a bonyolult
egyenletrendszer ebben az eredeti forméban kezelhetetlen, egészen elemi példak kivételével
nem alkalmas arra, hogy gyakorlati problémak vizsgalatara alkalmazzak. Megindult tehat a
kutatds, hogy egyszerlibb formaban fogalmazzdk meg az eredeti matematikai rendszert,
alkalmassa téve azt hétkdznapi szdmitasok céljaira.

Elsoként Navier vetette fel az egyenletek egyszeriisitésének Ilehetdségét az 1826-ban
megjelent ,,Résumé des Legons de Mecanique” cimii pompdas tankdnyvében. Nem vezette le
részletesen az atalakitast, de utalt arra, hogy megfeleld helyettesitésekkel az ismeretlenek
szdma csokkenthetd, éppen gy, ahogy ezt egy hagyomanyos linearis egyenletrendszernél is
meg tudjuk tenni. O gyakorlati okokbél elsésorban az elfoléddsok figgvényeit javasolta
meghatarozni, mivel véleménye szerint ezek a szerkezeteknél legkonnyebben ellendrizhetd
mechanikai valtozok. Az eredeti rugalmassagtani egyenletrendszer ilyen jellegli atalakitasara
veégililis Lamé vallalkozott. A Clapeyronnal 1833-ban kozosen irt ,,Sur [’equilibre interieur
des corps solides homogénes” cimii konyv altala irt részében bemutatta, hogy ha az
anyagmodellek fesziiltségekre rendezett egyenleteinél felhasznéaljuk a geometriai egyenleteket
ugy, hogy az alakvaltozasokat az eltolodasok fliggvényeivel helyettesitjiik, akkor megkapjuk
a fesziiltségek és az u, v, w eltolodasfiiggvények kapcsolatat. A kdvetkezd képletekben G a
nyirasi rugalmassagi modulus, A a Lamé-allandonak nevezett anyagi paraméter (G-vel és a

g o 2Gv : e Lol A
Poisson-tényezével kifejezve: A =ﬁ ), e pedig az alakvaltozastenzor elsd skalar invariansat
\Y%

jeloli.
o, =ke+2Ga—u,c :7\.€+2G@,GZ =7»e+2Ga—w,
ox oy Oz

1.,.=G @+6_u , 1, =G 8_w+@ ,IZX:G(a—u+a—Wj.
Y ox oy) ° oy Oz 0z Ox

Ha ezeket a fesziiltségfiiggvényeket behelyettesitjik a Cauchy-egyenletekbe, maris
megkapjuk az alapegyenletek redukalt valtozatat. Itt mar csak a harom darab
eltolodasfiiggvény az ismeretlen (A a matematika Laplace-operatorat, g ,g .g. pedig a

tomegerdk fliggvényének harom komponensét jelenti):

(X+G>%+GAu+gx =0,

(x+G)g—;+GAv+gy =0,

(X+G)%+GAw+gZ:O.

Ezeket az egyenleteket a mechanikaban Navier-Lamé-egyenleteknek (sok konyvben
egyszerlibb elnevezéssel Lamé-egyenleteknek) hivjak. Ez a rendszer a feladathoz tartozo
megfeleld elmozdulasi peremfeltételekkel egyiitt a mechanika elmozdulasmodszer tipust
peremeérték-feladati alakja. Az elnevezés onnan adddik, hogy csupan az eltoloddsok az
ismeretlenek az egyenletekben. Ha ezeket sikeriil meghatarozni, akkor a geometriai

% Ezeket az egyenletek minden alapvetd szilardsagtani munkéban megtalalhatok, lasd példaul az [5]

alatti mivet.
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egyenletekbdl az alakvaltozasok, illetve ezekbdl az anyagmodell segitségével a fesziiltségek
szamithatok.

Lamé egyenletei nem csak a szilardsagtani feladatok megoldasanal nyujtottak segitséget az
eredeti feladat egyszeriisitésével, hanem altalanos elvként a mechanika mas teriiletein (tartok
statikdja, dinamika, stb.) is hivatkozasi alapul szolgéltak, amikor egy konkrét feladat
megoldéasanak jellegét kellett mindsiteni. Ezt kovetden minden olyan szamitasi technikat, ahol
az ismeretlen valtozok elmozdulasok voltak, e/lmozduldsmodszernek neveztek a mérnokok.

Néhany évtized mulva az olasz Beltrami alkotta meg a Lamé-egyenleteknek megfeleld
modositast a masik valtozocsoporttal, a fesziiltségekkel. 1888-ban irta azt a tanulmanyét, ahol
kiilonb6zé matematikai eszkozok fizikai feladatokon vald alkalmazéisara tobbek kozott
bemutatta a rugalmassagtani egyenletek atalakitdsdnak egy lehetséges modjat, hivatkozva
Lamé kordbban emlitett konyvére. Ez a munk4ja gyakorlatilag ismeretlen maradt a mérnokok
kozott, csak az 1902-ben megjelent ,,Opere Matematiche” gytijteményes kotetekben publikalt
levezetésre figyeltek fel igazan a mechanikéaval foglalkoz6 tudosok.

Beltrami a geometriai egyenletekbdl indult ki, 4talakitotta Oket a ma kompatibilitasi
osszefiiggésekként’ ismert alakba (vagyis elimindlta az elmozdulasfiiggvényeket), majd
behelyettesitette ide az anyagegyenleteket. Az egyensulyi egyenletekkel egyiitt igy mar egy
olyan rendszer allt rendelkezésére, ahol csak a fesziiltségfliggvények voltak ismeretlenek. Ez
a rendszer azonban meglehetdsen bonyolult 0sszefiiggéseket tartalmazott a hat ismeretlen
figgvényre, ezért Beltrami matematikai ,trilkk0k” sorozatdval atalakitotta ezt egy
matematikailag joval ,.elegansabb” formdba. Ez a modositas joval hosszadalmasabb, mint a
Lévi-féle atalakitds, ezért itt most nem ismertetjiik. A levezetés egyébként részletesen

megtalalhat6 a Bojtar-Tarnai: ,, Mechanika MSc” cimli egyetemi jegyzetben vagy a [6] alatti

irodalomban.

Beltramitol teljesen fiiggetlentil Michell 1900-ban megjelent ,,Some elementary distributions
of stress in three dimensions” (Proc. Lond. Math. Soc., Vol. 32, pp. 23-35.) cimi cikkében
szintén megoldotta ugyanezt a feladatot, azzal a — javara irhaté — kiilonbséggel, hogy 6 nem
hanyagolta el a szilard test tomegerdit a szdmitdsban, ahogy Beltrami tette. A kiilonbség
ravilagit a kettdjiik kozotti szemléletbeli eltérésre: Michell — bar szintén matematikus volt —
mindig a mérnoki szempontokat tartotta elsddlegesnek, mig Beltrami szdméra inkabb a
matematikai ,,technika” volt fontos.

Megjegyezziik, hogy Michellnek a tomegerdk figyelembevétele miatt néhadny masféle
modositast is figyelembe kellett vennie™?, de a levezetés végeredményben ugyanarra az alakra
vezetett mindkettdjiiknél:

> A kompatibilitasi egyenleteket lasd részletesen az [5] alatti miiben.

>2 Az egyetemi jegyzetben hivatkozott levezetés a részletesebb Michell-féle véltozatot mutatja be.
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Ezeket az Osszefiiggéseket™  Beltrami-Michell-egyenleteknek hivjuk, a fesziiltségi
peremfeltételekkel kiegészitve ezek alkotjdk a mechanikaban erdmodszernek nevezett eljaras
peremértékfeladatat. Megjegyezziik, hogy a tomegerck nélkiili alakot szokas Beltrami-
egyenleteknek nevezni.

Most is megismételjiikk a Lamé-egyenleteknél elmondottakat: A mérnokdk €s a mechanikaval
foglalkoz6 tudosok ezeket a publikaciokat kovetéen minden olyan megoldasi technikat, amely
a fesziiltségvaltozokat’® tekinti a feladat alapvetd ismeretlenjeinek, erémédszernek hivtak.

Tudoménytorténeti szempontbol érdekes megjegyezni, hogy az Airy’ altal joval korabban
javasolt (és Maxwell’® altal azonnal altalanositott) fesziiltségfiiggvények® elméleti
bevezetésekor tulajdonképpen nagyon hasonld Iépéssorozatot hasznaltak a kiindulasi
egyenletek atalakitasara. A kiilonbség ott van, hogy Airy kizarolag kétdimenzios feladattal
foglalkozott™, tovabba az 4ltala a mechanikai probléma megoldasara bevezetett
fesziiltségfiiggvény alapvetden madsféle matematikai alakra formalja az eredeti feladatot.
Ennek ellenére az Airy-féle megoldas is az erdmddszeres technikdk k6z¢é sorolhato.

> A képletekben S a fesziiltségtenzor els6 invariansat jeloli. Ma erre a célra az [ , szimbolumot

hasznaljuk, de most megtartottuk a Beltrami (és Michell) altal hasznalt klasszikus elnevezést.

>* Vagy a fesziiltségekbdl integralhato belsd igénybevételeket.

> George Biddell Airy (1801 — 1892) angol csillagasz és matematikus, mechanikai szamitasokkal is
foglalkozott.

> James Clerk Maxwell (1831 — 1879) skot matematikus és fizikus, a legnagyobb tuddsok egyike.
Sokat foglalkozott mechanikai témaju feladatokkal is.

> Lasd részletesen az ,, Airy és a fesziiltségfiiggvények” cimii életrajzot.

% Megjegyezziik, hogy Maxwell megadta a haromdimenzids valtozatot, bar ez a mérnokok korében
nem valt ismertté.
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