Bojtar (szerk.): A szilardsagtan nagy tudésai.Ritz, Galjorkin és a mechanikai feladatok kdzetitbdszerei

Ritz, Galjorkin és mechanikai feladatok kozelit modszerei

A modern mechanikai szamitasi modszerek alkalmgyakran talalkoznak két nagy tudds,
Walter Ritz és Borisz Grigorjevics Galjorkin nevevdunkassaguknak kdszonkbien valtak

a szamitogéppel segitett végeselemes mobdszerelszadikrhuszonegyedik szazad egyik
leghatékonyabb mérnoki eszkdzevé és valdsulhatetyi nendkivil bonyolult szerkezetek
kordbban elképzelhetetlen pontossdgu mechanikag&iata. Ez a rovid kél életrajz a®
életiiket és munkassagukat mutatja be, kiemelve tiazaki mechanika szempontjabdl
legfontosabb eredményeiket.

Ritz élete

Walter Ritz 1878. februar 22-én szlletett a déjegWwalais kanton székhelyét addionnewi
varoskaban, egy jomoda csalad gyermekeként. Edef@phael Ritdsmert svajci rivész
volt, féleg bel$épitészként illetve kerttervézént dolgozott. Edesanyja etdprdlinger nevi
német mérnok leanya, még fiatal koraban kerilt @aajRitz fényképét és ssibrosanak a
Rhone partjan épult kozépkori vararodl készult rebidtelt lathatjuk a kbvetkéképeken:

Ritz elemi és kozépiskolai tanulmanyait Sionbanezég — kivalé6 eredménnyel —, majd 19
evesen felvételt nyert a Zurichittdzaki Egyetemre. A mérnoki tanulmanyok azonban nem
nyerték el a tetszését, sajat szavai szerint nagawarta az a sokkfzelités és
kompromisszufn amit egy mérndknek munkaja soran figyelembe ke#innie. A
matematikailag joval egzaktabb tudomanyok irantdietiz érdekddni és igy hamarosan
atvaltott a fizika szakra. Erdekességként emlitfibgy a nala egy évvel fiatalabbert
Einsteirt volt a csoporttarsa.

1900-ban Ritz sajnos sulyosan megbetegedeiszBi hosszu ideig mellhartyagyulladassal
kezelték, majd tuberkulozist allapitottak meg nafarvosai azt javasoltak, hogy a
megleheatsen nyirkos éghajlatt Zirichbutazzon el az egészsége szamara kéthehelyre.
Németorszagot valasztotta és 1901-ben el is kdlt@zottingerbe, hogy az ottanbyoérgy-
Agoston Egyeteenf folytassa aspiransi tanulmanyaMoldemarVoigt és David Hilbert

11879 — 1955. Német szarmazasu elméleti fizikugikega legnagyobb tudésoknak.
2 Hires német egyetem, tanarai kozé tarto@atissés Riemannis, hallgatéi kozott pedig olyan
neveket talalunk, mirtdeine, Schopenhauer, Bismarck, Max Planck, HeisgnEsOppenheimer
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tanitvanyakent. Mar 1902 végén —tkib eredménnyel — megvédte az atomszerkezet
spektralelméletével foglalkozé doktori disszert@tio ezt koveben pedig kulonbdz
egyetemeket és kutatokozpontokat keresett fel: @0@a8szanLeiderben Hendrik Antoon
LorentZ elsadasait hallgatta, majd juniusban a boHeinrich-Kaiser-Institutba ment, ahol
kalciumkarbonat szinképelemzésével foglalkozotzentberben pedig mdtarizdan van, az
Ecole Normal Supériedaboratériumaban. Itt az infravérds sugarzas alkalisi lehéiségeit
tanulmanyozta kiloénbéz fényképezési eljarasokban, de sajnos 1904 jularsab egyre
sulyosbodé tudbetegsége miatt — kénytelen volt abbahagyni ezutat&st, vissza kellett
térnie Zurichbe.

Egészen 1906-ig olyan beteg volt, hogy képtelen mainkajat folytatni. 1907-ben atmeneti
javulas kovetkezett be allapotaban, igy szeptenameeb tudott utaznltibingefe, édesanyja
szubvéaroséaba.

1908-ban docensi allast kinaltak fel neki a gotimgsyorgy-Agoston Egyetemeert rogton
elfogadta és oda is koltozott TubingéhtViég ebben az évben itt jelentette meg leghiteseb
munkajat, a Recherches critiques sur I'Electrodynamique Gémeicdmi konyvet.

Sajnos szervezete nem tudott megbirkdzni az egytean elhatalmasodo télohjjal. Hosszas
szenvedés utan halt m&gttingeren 1909. julius 7-én. Mindossze 31 éves voltdaitany
egy rendkivil igéretes tehetsége tavozott velékinagn koran.

Tudomanyos munkassaganak fontosabb adatai

Ritz nagyon rovid élete ellenére jeléstudomanyos eredményeket ért el. Nem kivanjuk ezek
részleteit bemutatni, mert kivétel nélkil az elmdieka tertletéhez tartoznak, de cimszavak
szintjén megemlitiink néhényat:

1908-ban publikalta példaul a m&itz-féle kombinacidés €wnéven ismert tételét, amely
szinképvonalak felbontasdban hasznalatos. A fipkuskorében ismert a fény
részecsketermészetének magyarazatatimdé Un. .emisszios elmélee, amelyet sikerrel
alkalmaztak a fénysebesség meérésére szolgalo Mahdlorey-féle kisérletek elméleti
magyarazatara. &bb emlitett kdnyvében fontos kritikai megjegyzésekézott az

elektrodinamika alapkérdéseihez és élete utols6 napjaig tartotfjavi Einsteinnel a
» Physikalische Zeitschrifhasabjain apecialis relativitaselmélatgyes tételed.

Mérnokok szamara legfontosabb alkotasa egyétimtm a funkcionalok numerikus
vizsgalatara ajanlott eljarasa, amit nRitz-modszernéven ismer a tudomany. Ennek
ismertetéséere kulon pontban fogunk kitérni, désabr még réviden bemutatjuk a témank
szempontjabol fontos masik tudds, Galjorkin életét.

31850 — 1919. Német elméleti fizikussl€g kristalyfizikaval, optikdval és az atomi szerétek
vizsgélataval foglalkozott.

4 1862 — 1943. Német matematikus, geometriai vizégibl illetve a funkcionélanalizishez
kapcsolodo munkassagarol ismert.

® 1853 — 1928. Kivalé holland fizikus. Matematikaiinkassagat (Lorentz-transzformaci@ipstein
hasznalta fel a vilagegyetem tér- éésizerkezetének magyarazatanal.
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Galjorkin élete

Borisz Grigorjevics Galjorkin 1871. marcius 4%ésriiletett az oroszorszaBplockarl, a

Dvina folyo partjan leg, torténelmi emlékhelyedt hires kisvarosban. égkori arcképe, és
Polockrdl — néhany évvel az sziletése utan — készult, kézzel szinezett fénidkidato a
kovetked sorokban:

Igen szerény korulmeények kozott nevelkedett, sZKikeikézniives niihelyt tartottak fenn a
varoska szélén lévhazukban, de munkajuk éppen csak a legszikségdsembgszerzését
tudta biztositani. Mar 12 éves koratdl rendszerelsdgozott az iskola mellett, sokaig példaul
irnol® volt a varosi birdsagon. Miutan Polockban befeiedemi iskolai tanulmanyait, sziilei
hozzajarultak, hogy a tanitéi altal nagyon tehedségk tartott fii tovabb tanulhasson, de
ezen a szl beleegyezésen kivil méssal mar nem tudtdk seg#efiatal Galjorkinnak
nagyon hamar meg kellett tanulnia az 6nallo életet.

22 éves koraigMinszlben dolgozott, munkaja mellett kozépiskolaba ikelwgy egyetemi
elokészit iskoldba jart. 1893-ban sikeresen felvételizegzantpétervari Mszaki Egyetem
Gépészmérnoki Kard, de ezt is csak ugy tudta elvégezni, hogy melkdtanddéan dolgozott,
kezdetben mint iiszaki rajzolo, késbb pedig mint magandrakat ado tanar.

1899-ben kivald eredménnyel fejezte be az egyeteésetazonnal tervémérnokként
alkalmaztak kilonbdz miszaki cégeknél. Bbz6r Harkovban dolgozott egy
gézmozdonyokat gyartd nagyvallalatnal (itt mechaniksit oktatott a cég tovabbké&pz
intézetében), majd 1903-ban fél évre tetvedlast vallalt aKinai Tavolkeleti Vasaial. 1904-
ben visszatériSzentpétervéa, ahol Oroszorszag egyik legnagyobb tartalykésa@génél
kapott terveéi allast.

Ezekben az években Galjorkin bekapcsolddott azgksm zajlé politikai eseményekbe. Még
1899-ben az egyetemen lett tagja az Oroszorszagii@demokrata Partnak, részt vett egy
sztrajk szervezésében it 4906 elején még a Szocialdemokrata Part mensagizatanak

® Az akkori oroszorszagi régi naptar szerint feb2@@én.

A kisvaros ma Fehéroroszorszaghoz tartozik.

8 A visszaemlékezések szerint gyonigm irt és rajzolt, sokszor biztdk meg példaul okl
diszitésének munkaival.
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szentpétervari vezétégébd is bevalasztottak. A reticség 1906. augusztus 5-én az egész
vezebséget letartoztatta, és az 1907. marcius 5-én mefytrgyalasot? Galjorkint masfél
évi bortonre itélték.

A borton radikalisan megvaltoztatta Galjorkin élet&bben az idben fordult teljes
energiajaval a tudomanyos kutatas felé. Mivel lébége volt cellajaban olvasni, a masfél év
egeéeszet és minden erejét matematikai és mechadikgivek tanulmanyozasanak szentelte és
szabadulasa utan agy dontoétt, felhagy korabbi sivraunkajaval, mechanikat oktat és kutat.
Még egy dolog megvaltozott az életében: kilépedzacialdemokrata Partbol, és soha tobbeé
nem foglalkozott semmilyen politikai tevékenységgeésibb irt életrajzaiban is nagyon
szikszavian és Ovatosan szoOlt edelaz évekél, és meg a nyilt rakérdezés esetén sem
Ohajtott tdbbet beszélni roluk.

1908 végén szabadult a bortéhb1909 marciusdban pedig mar tanari allast is kapo
Szentpétervari Wbzaki Egyetem Gépészmérnoki Karanak Mechanika @eéi$z ahol
azonnal leadta publikaldsra élete 6elsikkét a tobbszintes merev csomépontu térbeli
keretrendszerek mechanikai vizsgalatara javagaitasiarol. A cikk (vagy inkabb tanulmany)
130 oldal hosszu volt, dahtrészét még a boértbnben irta. Megjegyezzik, hogyezaa
Tanszék a gépészek oktatasat latta el, de Galjodggre inkabb az épinerndki
szerkezettervezeés irant kezdett érddhl, bar élesen azért soha nem valasztotta el a két
szakterUletet sajat munkajaban sem.

1909 nyaratdl kezdve egészen ad eitdghaboriig az egyetem tamogatasaval mindenrévbe
hosszabb kulfoldi utakat tetNémetorszagba, Ausztridba, Belgiumia Svédorszamg.
Egyetemeket és jeleid épitkezéseket keresett fel, mindenitt a mechbokdbleg a
magasépitési illetve hidszerkezetekhez) kapcsol@déseket tanulmanyozta. A kuilféldi
utazasok kozotti idben a tartoszerkezetek témakdiétartott ebadasokat az egyetemen,
sajat tanszéke mellett 191dl-az GgynevezetPétervari Nii Miszaki Fiskolan*? is. Ujbdl
elkezdett gyakorlati tervezési feladatokkal is &digbzni, 1913-ban példaul kézrérodott a
Szentpétervari beromii Iétrehozasaban, dztervei alapjan épult egy igen nagy teherbirasu
tobbszintes acélkeret (az &ibyen volt Oroszorszagban és Eurdpaban is ritkesfigba ment
akkoriban), illetve tobb oriasi fémtartaly.

Kutatasi tevékenysége az 1910-es évek kozkpélt egyre jelertisebbé. Mig korabbarbleg
radszerkezetekkel foglalkozott, 1915 utanéstsban a lemez- és egyeb fellletszerkezetek
vizsgalata kerult figyelme kozéppontjdba, és egwyia@bb elmélyilt az egyes feladatok
megoldasanak matematikai elemzésében is. 1915dbem meg az a hires cikke, amely az
egész vilagon 0Osszekapcsolta nevét a differengidfdgtek hatékony numerikus
megoldasanak lehgtégével illetve a XX. szazad kozeflétkezdve a végeselemes
technikakkal, de ezzel a publikacioval majd kil@ngban foglalkozunk. Az 1917 és 1919

% Ezzel parhuzamosan 1905-kiewolt az egyik alapitdja az Oroszorszagi Mérnok [Emek.

10°A 19 tagl vezéséglsl egy ember kapott két évet, nyolcat masfél éviduine itéltek, a tobbieket
szabadon bocséatottdk. A XX. szazad dkds politikai pereinek torténetét ismerve az itghet
kifejezetten enyhének mondhatok...

1Az 1910 és 1920 kozotti években ez a Tanszék wmaltoroszorszagi mechanikakutatas
legszinvonalasabb helyszine, tobbek kdz6tt itt @it a kéSbbiekben vilagszerte komoly hirnévre
szert tev Timoshenkees a két kivalo matematikuBubnovésKrilov is.

12 A nsk miszaki képzését akkoriban hivatalosan elkilonitetékérfiakétél, csak az @ls
vildghabora utdn vontdk dssze a kéiszaki fel$oktatasi intézmeényt.
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kozott évek egyeébként kifejezetten eredményesekakobzamara, nagyon sok cikket
jelentetett meg a kulénbézalaki és peremfeltétel lemezek vizsgalatarél arosz
Tudomanyos Akadémia Kozlobgé.

Az el vilaghabora illetve a forradalmak alatt végig Spétervarott maradt és azzal
foglalkozott, amit addig is csindlt: tanitott, kilibz mechanikai feladatokon dolgozott és
cikkeket irt. 1919 januarjaban kinevezték egyetenarnak a Il. sz. kkzaki Egyetemre (a
korabbi ,N6i Miiszaki Fiskolara”), de megtartotta allasat korabbi tansnéké mert 1920-
ban a Gépészmeérndki Karon is megkapta a profeskpmmevezest. Jeletsg valtast 1922
hozott szamara, amikor megiiresedetEp#tismérnoki Kar Mechanika Tanszékénedzebi
allasa. Galjorkin sikerrel palyazott, igy 13 évipgsézkari munka utan az &pitérnokoknél
tanszékvezéként folytatta oktatd é€s kutatd tevékenységét.

Kollégai korében nagyon népsiéiewvolt munkaszeretete, csdndes-nyugodt, ugyanakkor
szivosan kitartd stilusa miatt. 1923 decemberébegvalasztottak az Epinérnoki Kar
dékanjanak. Olyan &$zakban tortént ez, amikor az egyetem életét korbelg viharok
nehezitették: kuts politikai kényszerre az egyetemek vezetésébe mggryszamu hallgatot
kellett bevonni, és ezt az oktatok jelentrésze kifejezett nemtetszéssel fogadta. Galjorkin
ratermett vezének, kitartd, taktikus vitapartnernek bizonyultrggalasok hosszu soraval
sikeriilt elérni, hogy az Eginérnoki Karon lassan normalizalédott a helyzet lapveten
ismét az oktatas és kutatas kérdéseivel foglalkoakdatok és hallgatok. Kollegai irtak réla
késsbb, hogy Galjorkin a sokszor ide-oda kapkod6 uhasittol és rendeletéktsoha nem
vesztette el a turelmét, és labsig szerint igyekezett mindent agy értelmezni, hagyaz
egyetem javara valjon, az intézménynek artidrésok végrehajtdsat pedig addig halogatta,
amig csak lehetett. Nagyon sokszor sikerllt meggtdtnia olyan dontéseket, amelyek az
oktatas ,egyszésitését” (értsd: szinvonaldnak csOkkentését), tddtamszékek bezarasat
irtak eb, st, sikerdlt elérnie, hogy az egyetemen Uj, addign héted kutatdlaboratoriumok
(Vasutépib, Hidraulikai Labor) jojjenek létre. Hat évig vaitekdn, és utddjanak sikeresen
mikodo, j6 intézményt adott at.

Dékansaga idején sem szinetelt oktatoi és kutaeeékenysége. 19244t 1929-ig a
Vasutépid Mérnoki Intézetben és a Tudomanyegyetemen isotarktilonb6sd mechanikai
targyakat, 19228l pedig Gjbdl sokat publikaf® 1924-ben még részt vehetett Hollandiaban
egy alkalmazott mechanikaval foglalkoz6 tudomarkasferencian, de it kezdve mar soha
tobbet nem kapott lehigéget kilfoldre utazni.

1928-ban a Tudomanyos Akadémia levéléagjanak valasztottak, majd ezt kdbes 6t is
elérte a kiemelkei tudésokat mindig fenyegetveszeély: egyre tbbb bizottsag és szakeért
testllet kérte fel tagjanak. Részt vett az orsz&godi nagy épitkezések (gatakgerivek,
hidak, stb.) tervezési szakértésében, az Akadémia Kormanyzat szamtalan vélemértyez
testliletében és kulonféle egyetemi bizottsagokb@84-ben egyszeriteét nagydoktori cimet
kapott: a miszaki, illetve a matematikai tudomanyok tertletén is sikerrel védte meg
disszertacidit, két év mulva pedig megvalasztottalkadémia rendes tagjanak.

Minden hivatalos cime és rangja ellenére Galjoriéem valt meg egyetemi katedrajatol. irta
€s mondta, hogy a vilagon a legszivesebben elms#ééirdsagtant oktat, és csak egyetlen

131919 és 1922 koz6tt semmilyen tudomanyos pubkkalaem volt lehésége senkinek, mert erre
a célra nem tudtak papirt biztositani. Ezekbenvaklien Galjorkin kizarolag kulfoldi lapokba irt.
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dolog zavarja: a hallgatok gyenge matematikék&pzettsége, ami rendkivil nehézzeé teszi
szamukra a targy rendes elsajatitasat. ..

Puritdn, egyszér életet élt, a kulonbd@z cimekért kapott jovedelmét teljes egészében
konyvekre, niszerekre koltotte. Jellerdzanekdotaként mesélték rdla, hogy az egyetemre
latogatdé hazai és kulfoldi vendégeket mindig egyefdigadta a palyaudvaron és utana
mindenkit a villamoshoz vezetett, és elmagyarahtagy lehet eljutni az egyetemre. A
kulféldieknek annyi kedvezményt adott, hogy megvettamukra a villamosjegyet... Eibb
persze tdbbszor botrany is lett, mert sok magagiratiami vendég nem volt hozzaszokva az
ilyen banasmoédho?.

A mésodik vilaghéboru kitérésekor egy rendelettdamennyi akadémikusnak katonai rangot
adtak és kulonbdizkatonai szakeéfi testiletekbe ,soroztak” béket. Galjorkin (aki korabban
soha nem volt katonajrnagyi rangot kapott és kotelezték az ennek mdgfedgyenruha
viselésére. Rendkivill kinosan érezte magat, sz&gyett az oltvzéke mialt. Kollégai
elbeszélései szerint néha szinte bohdzatbgealenetek jatszodtak le, amikor az utcan vagy
hivatalos talalkozokon a neki tisztélghek baratsagosan mosolyogva integetni kezdett.

Amikor a haboru Leningrad hatarahoz ért, Galjorkimédelmi bizottsag mérnoki szakiet
lett, a kUlonbo# erditések, dvohelyek, stb. mechanikai vizsgalatahagtott segitséget.

Egy év utan az ostromlott varosbdl athelyezték Mwdha, az Akadémia Hadmeérnoki
Bizottsaganal kapott munkat.dsl szervezete mar nem sokaig birta a haborus élaidaan
feszitett munkatempojat és a sok nélkiulozést. Mégérte a hdboru végét, de egyre tobbet
betegeskedett, és végul 1945. jalius 12-eén Moszkvaheghalt.

Tudomanyos munkassaganak fontosabb adatai

Galjorkin életnivében egyértelien a kildonb6é& tipusu parcialis differencialegyenletek
kozelit megolddsara hasznalatos, rola elnevezett kézelddszer a legfontosabb. Ennek
részleteire a kovetkéz pontban tériink majd ki. Emellett — matematikavaglélkozo
mérnokként § maga ,hatarozta” meg igy sajat magat) —oésdsban a rud- és
lemezszerkezetek vizsgalatardl jelentek meg sajbtikacioi. Ezek kdzul az ész6r 1933-
ban kiadott Yékony rugalmas lemeZekimii konyvét emlitjik, ez a tha lemezeldl irt
munkainak a legjobb dsszefoglalasa.

A mechanikai feladatok kdzelitt megoldasai

Walter Ritz és Borisz Grigorjevics Galjorkin élegdnrovid bemutatdsa utan tekintsiik most
annak a modszernek a létrejottét, amely oly szorasszekoti kedjik nevéet, és ambt
tulzas nélkul elmondhatjuk, hogy a szamitastechaika lehdiségekkel 6sszekapcsolodva a
XX. szadzadban radikalisan megvaltoztatta a mérmikika jellegét.

14 A torténelem ismétli 6nmagat. Young életrajzan&r nirtuk, hogy a hallgaték allandéan
panaszkodtak, hogy tul magas szinvonallak #&adékok. Galjorkin hallgatéi is azt vetették
professzoruk szemére, hogy ,csupa matematika azegé

15 Felettesei a® megkérdezése nélkiil vettek a Tanszékének egy gséipkbogy az ,glkelsbb”
vendégeket azon szaéllitsa, de Galjorkin egysaenem vett réla tudomast.

1 Raadasul soha nem tett killdnbséget az egyes katomgelzések kozott.

6



Bojtar (szerk.): A szilardsagtan nagy tudésai.Ritz, Galjorkin és a mechanikai feladatok kdzetitbdszerei

Az ipari fejlédés a XIX. szdzad végén mar olyan szintet ért @ljyhmegott az igény a
korabbiaknal jéval bonyolultabb szerkezetek pordssgazdasagos szamitdsara. Az ehhez
sziikséges elméleti alapduler’’, Lagrangé®, Navier®, Cauchy” illetve Saint-Venarit és
méasok munkassidga nyoman jorészt mar rendelkezliitsie & mechanikdban, de sajnos az
egyenletek megoldasa a legtbbb esetben egyaltalanvagy csak igen nagy nehézségek aran
sikerlilt. Szikség volt tehat olyan matematikai régakra, amelyek segitségével a
feladatokhoz tartozo (altalaban parcialis) diffei@tegyenletek illetve az energiaglv
vizsgalatokbdl kapott funkciondlok vizsgalata egyshaben elvégezhét

John William Strutt, Rayleigh harmadik bartja- vagy a
fizikusok kozott ismertebb nevdrmord Rayleigh— volt az
el a vildgon, aki javaslatot tett egy variacios fekad
kozeliv fuggvénnyel tortéh megoldasara (a# fenyképe
lathaté baloldalt). 1877-ben publikalt hires konyek®
elss kotetében rudak rezgéseinek vizsgalatanal vetette
hogy a rezgéstani feladat differencidlegyenletének
megoldasa egyenértiek ugyanazon feladat variacios
problémajanak vizsgalataval, a minimumfeltételt|dgés
megoldas az eredeti differencidlegyenletnek is raéga
lesz. Rayleigh egy ismeretlen konstans&al szorzott
trigonometrikus figgvény formajaban kereste a nugil
agy, hogy a fluggvényt a variacios feladat integiz
helyettesitette és az ismeretlen konstanst a fankti
minimumfeltétele alapjan hatarozta meg.

I ®’

Rayleigh nem foglalkozott mddszere altalanossa tételévalyva mas tipusu fizikai
feladatokra tortéh felnasznalas leh&égeivel. Késbbi munkaiban is éfordult, hogy néha
alkalmazta ezt a numerikus eljarast, de kutatdyelimét egész életében alageart mas
kérdések kototték le, szamara ez a fajta vizsg@dhinikai részletkérdés maradt.

7 eonhard Eule(1707 — 1783) kivalé svajci matematikus, éléitéasd a réla késziilt életrajzot.

18 Joseph-Louis Lagrangeeredeti nevénGiuseppe Lodovico Lagrangigl736 — 1813) olasz
szarmazasu francia matematikus.

9 Claude-Louis Navier(1785 — 1836) francia mérnok, az épiérnok képzés és a gyakorlati
mérnoki szamitasok megujitoja. Elétidasd a réla késziilt életrajzot.

20 Augustin Louis Cauchy(1789 — 1857) francia matematikus, a modern féségfogalom
bevezetje, a rugalmassagtan egyensulyi egyenleteinek roetggh. Eletésl lasd a rola késziilt
életrajzot.

2 Adhémar Jean-Claude Barré de Saint-Vendm97 — 1886) kivalé francia mechanikus, az addigi
mechanikai elméletek €igisszefoglalé jellegrendszerage. Eletésl lasd a rola késziilt életrajzot.
221842 — 1919. Nobel-dijas angol fizikddaxwell utédja a Cambridge-i Egyetem Fizika Intézetének
vezetjeként. Kivalo kisérleti fizikus volt és nagyon ke érdelkddeési korrel rendelkezett. A hang
vizsgalata mellett sokat foglalkozott sugarzé awoygkgl, aramlé folyadékokkal és gazokkal (az
argon felfedezése 1895-ben @nevéhez zédik, ezért kapott 1904-ben Nobel-dijat), de példaul
magyarazta meg &zor az ég kék szinének fizikai okat is. Publikadistaja 446 rivet tartalmaz.

8 The theory of sound I-Il."Macmillan Publ., London, 1877

%4 Fontos megjegyezniink, hogy soha nem hasegg#itlerkonstansnal, illetvegyetlerfiiggvénynél
tobbet a kozelét megoldasnal.
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Walter Ritz szintén fizikus volt, d& Rayleighhez képest joval altalanosabban elemezte ezt a
kérdést. Tobb mint harminc évvel angol kollégdjany@Enek megjelenése utan publikalta
hires cikkét ber eine neue Methode zur Losung gewisser Varigtimbleme der Math.
Physik, Journal fur die reine und angewandte Mathigm Bd.135. 1908 melyben
bemutatta, hogy a megoldas nemdkiit a rezgéstani problémahoz, az eredeti alapgandol
alkalmazhatotetsdleges variacios feladawizsgélatara és a fliggvények szamanak elvi
korlatozasara sincs semmiféle indok! Tisztazta ggWények folytonossagaval kapcsolatos
kérdéseket, illetve a flggvények és az adott fetedatartozd peremfeltételek kapcsolatat is.
Ritz bemutatta, hogy egy adott variaciés feladataalkdzelit polinomban szerepl
flggvények egyutthatéinak a meghatarozasa vegudiimiegy (homogén vagy inhomogén)
linearis egyenletrendszer megoldasaval torténilelémezte ennek az egyenletrendszernek a
tulajdonsagait is. Megjegyezzik, hogy az adott Rumerikus lehéiségei természetesen
korlatoztak a kozelitesben felvebefliiggvények szamat, hiszen néhany ismeretlenes
egyenletrendszernél nagyobb mérdétladatot akkoriban csak rendkivil nehezen lehetet
megoldani.

Ritz elsssorban az elméleti fizika kérdéseivel és nem a ki mérnoki feladatok
vizsgalataval kivant foglalkozni, amikor Uj mateikat modszerét bemutatta a tudoméanyos
k6zosségnek. Ez azonban nem volt akadalya anngl,droe a technikara a matematika irant
fogékony mérnokok hamar felfigyeljenek. Tragikudamai halal&> miatt nem érhette meg,
hogy mar az 1910-es években vilagszerte elkezdiehnaazni eljarasat a rugalmassagtani
feladatok vizsgalatanal és szamos mas val6s méfatiidatnal. Fontos megjegyezni, hogy
sok eévtizedig szinte minden publikacio és hivatleoegyltt emlitette a két fizikus nevét:
telies joggal és egyuttal pontosd®ayleigh-Ritz-modszernekevezték ezt a numerikus
technikat. Csupan az utébbi évtizedek rohano stihegyyja le sajnos egyre gyakrabban az
idésebb angol tudést a késtnévisl.

A kozelitb eljaras torténetének harmadik szed@pl Borisz Grigorjevics Galjorkin még a
bortonben ismerkedett meg Ritz moédszerével. A ggtetvari egyetem is kivaloihely volt
ebbsl a szempontbdl, mert egyik matematikus kolléghj&. Bubno®® éppen az az 1910-es
evek elején irt egy tanulmanyt a Ritz-modszer miératkalmazasairdl, tébbféle feladatnal
bemutatva az altala optimalisnak tartott fliggvélwdelt. Megjegyezzik, hogpubnov
1911-ben irt egy révid, minddssze negy oldal terid tanulmanyt (egy palyazathoz csatolta
mellékletként, nyomtatasban 1913-ban jelent meg@@®etemi lapban), melyben vazolja a
Ritz altal javasolttdl eltér mdodszerek, tobbek kozoétt az ortogonalitasi fekétealapuld
megoldas elvi lehéségét. A részletekre sem akkor, semdékbsnem tért k¥’. Maga
Galjorkin 1915-ben publikalta sajat modellj&efies-solutions of some cases of equilibrium
of elastic beams and plates (orosz nyelven), Visihasenerov i technikov. pp. 879-903,
1915. Ebben a — mérnoki alkalmazasra szant — munkaliaeinez képest egy radikalis
Ujitast vezetett be: migayleighés Ritzvariaciésfeladat vizsgalatara alkalmaztak eljarasukat,

> emlékeztebll: Ritz 1909. juliusdban halt meg, a joval korablsailetetRayleightiz évvel éltest
tal.

% lvan Gregorjevics Bubno(1872 — 1919) kivalé orosz hajéterdemérnok, a cari flotta vezet
tervedje, utolsé éveiben a Tengerészeti Akadémia probeaszRészt vett az élsorosz
tengeralattjaro tervezésében is.

27 A cikk cime: On the stability of elastic systerfmrosz nyelven)SbornikSt. Petersburg Inst. Inzh.
Put. Soobsch. Vol. 81, pp. 33:38913. Egyes irodalmi hivatkozdsok élely az orosz nyelv
matematikai munkakban — erre a tanulmanyra hivatkarevezikBubnov-Galjorkin-médszernedz
ortogonalitasi feltételt, de ez a kittelnevezés szélesebb kérben nem terjedt el.
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Galjorkin az ,eredeti” differencialegyenletkdzelit megoldasara mutatott be egy olyan
modszert, amely a kozdlitfiggvény és a feladairtogonalitasi feltételéralapszik. Ez a
technika abban az értelemben altalanosal®agleigh-Ritz-valtozatnalhogy segitsegével
barmilyen nemlinearis differencialegyenlet kdzelihegoldasa éBllithatd, mig a korabbi
modszerrel ,csak” a variacios valtozatot staciamesa tet megoldas kereshiet

Magat a kozelitést Galjorkin formailag ugyanolyaddon javasolta felvenni, mint delei:
ismeretlen konstansokkal megszorzott fliggvényekeigd hasznélta fel az ortogonalitasi
feltételben, és az ismeretlen allandokat végul oggg egy linearis egyenletrendszer
megoldasaként kapta, mint Rayleigh-Ritz-féleapproximacio. Erre a formai hasonlésagra
hivatkozva néhany konyvben Ritz-Galjorkin-féle mzeikéent nevezték el modelljiket, ez az
elnevezés azonban kizarélag csak akkor hasznalhat@ kozelitésnél haszndlt figgvény
formai alakjara hivatkozunk. Minden mas esetbemban tudnunk kell, hogy két elvileg
kilénb6d modell6l van szé:ugyanannaka fizikai probléménakmatematikailag eltéf
modon torté kozelit megoldasat keressik. A helyes elnevezeés tehaddjlonRayleigh-
Ritz- és kulonGaljorkin-félemodellt emlitiink.

A XX. szazad el§ felében mindkét eljaras ismertté valt a mérnokdkdtt. Az igazsag
kedvéeért hozza kell tenniink azonban, hogy egyik gélna hétkdznapi mérnoki tervezési
munka részéveé, hiszen bonyolultabb geometridju vagyagi felépitds szerkezetek
vizsgalata olyan nagymétietegyenletrendszer megoldasat igényelte volna, amitor
adottsagai nem tettek lebigé. Gyodkeres valtozas kovetkezett be a szazad édviestvanas
éveiben a programozhaté szamitdgépek megjelenéséval sokismeretlenes
egyenletrendszerek megoldasa ezek segitségévelemaokozott megoldhatatlan nehézséget.

Egy masik fontos ujitast is elkezdtek alkalmazménokok a hatvanas években: a Ritz- és a
Galjorkin-féle kozelitésekben olyan specialis fuggyeket hasznaltak, amelyek csak a
vizsgalt tartomany egyes részein kulonboztek zérués rdadasul a tartomany Kkijelolt
pontjain egységnyi értékkel rendelkeztek. Ez a hi@éges fuggvényfelvételi mod sok
elénnyel jart: fizikai értelmet lehetett adni az addgpk matematikai valtozokként szetepl
ismeretlen konstansoknak, tipizalni-egységesiwmtett a kozelftfliggvényeket, tovabba az
eredeti szerkezet részekre osztasaval sokkal kbbeyelehetett kdvetni a geometridban,
anyagi tulajdonsagokban és a terhelésben bekovetkedtozast. Ezt a kilénleges
fiiggvényfelvételi moédszert nevezikégeselemes technila®. Természetesen ezek a
specialis valtoztatasok mindkét itt targyalt ko@si moéd esetén alkalmazhatdk, igy ma
Rayleigh-Ritz-féle és Galjorkin-féle végeselemedtozatokrdl egyarant beszélhetink (a
végeselemes technikak altaldnos kérdékéis a Rayleigh-Ritz-féle végeselemes modelir

példaul lasd g3] és[ 4alatti miveket, mig a Galjorkin-féle végeselemes modellgitésr
[5] és[ § alatti kdnyvekben taldlhatoébéges informacio). Az eredeti fizikai hattérnek

megfeleben a Rayleigh-Ritz-féle végeselemes valtozabseidban a kvazistatikus (tehat
variacios elvvel rendelkéy feladatok korében lett népstiemig a Galjorkin-féle modellt
nemlinearis mérnoki, fizikai és matematikai probédnmegoldasara hasznaljak.

8 Erdemes megjegyezni, hogy az ilyen tipust kozslkdehetsége mar Galjorkin — illetve mas
matematikusok (példawrilov ésKantorovicg — egyes cikkeiben is nagyon koran emlitésre kerl
de mivel akkoriban hianyzott a megvalositashoz segés eszkdz (a szamitdgép), igy puszta
matematikai 6tletnek tekintették.
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Megjegyezzik, hogy a hetvenes eévtkkezdve a végeselemes Galjorkin-modszernek
tobbféle specialis valtozatat is kifejlesztették.eddmlitjuk ezek kozul az dagynevezett
,nhemfolytonos Galjorkin-modellt (DG = discontinous Galerkin-method), ami a
differenciamédszert kapcsolja 6ssze a végeselemesnikaval. Kezdetben atomfizikai,

elektrodinamikai és aramlastani feladatok megoldaakalmaztak, ma mar rugalmassagtani

vizsgalatokat is végeznek vele (lasd[3 alatti cikket). Hasonl6 valtozat a kezdetben
ugyancsak aramlastani, ma mar nagyon sokféle masohgonos feladat vizsgalatara
alkalmazottPetrov-Galjorkin-félealgoritmus is, lasd példaul[8] alatti cikket.
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