Kiegyenlito szamitasok MSc 2023/24

I 1. eloadas



I Attekintés

* Atarggyal kapcsolatos informaciok
* Bevezetes
* LegjellemzObb értek és méresi bizonytalansag

* Méresi eredmenyek eloszlasanak vizsgalata
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I A targgyal kapcsolatos informaciok

* Heti 3 0ra (2ea + 1gy), jelenléti, 4 kredit

* TAD, Utemterv, anyagok: edu.epito.bome.hu

* Teljesitmenyertékelések (Moodle):
1 ZH (9. hét, 10.31., 30 pont, nem kotelez0, nincs minimum)
2 HF (“kis hazik”: Kalman szlrés, PSD becslés, 10-10 pont,
minimum: 5-5 pont)
vizsga (irasbeli, 50 pont, minimum: 25 pont)

osszesen: 100 pont, minimum: 50 pont
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I Tanulastamogato anyagok

Detrekdi Akos: Kiegyenlité szamitasok. Tankényvkiadd, Budapest,
1991 (BME TKO, 22 példany)

* Steiner Ferenc: A geostatisztika alapjai. Tankonyvkiad6, Budapest,
1990 (BME KK 5 példany)

* Vincze Istvan: Matematikai statisztika ipari alkalmazasokkal.
MUszaki Konyvkiado, 1975 (BME KK 6 példany)

* Szabd Norbert Péter: Bevezetés a geostatisztikaba. Elektronikus
jegyzet. Miskolci Egyetem, 2012 (online elérhetd)

* edu.epito.bome.hu
* github.com/gyulat/kiegyenlito_szamitasok 4768



I Bevezetés

* “A kiegyenlitdo szamitasok a geodetak altal vegzett
merések matematikai feldolgozasanak alapvet6
modszere” (Detrekdi, 1991)

° meres: ,Muveletek 0sszessege, amelyek célja egy
mennyiség értekenek a meghatarozasa”
(Nemzetkozi metrologiai ertelmezo szotar, 1998,
OMH)
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I Merések

* A geodeétak altal végzett méresek
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I Meérések
* Metrologia (meéréstan)

A mérésekkel kapcsolatos ismeretek teljes kore. A
metrologia magaban foglalja a méréseknek mind az
elmeleti, mind a gyakorlati szempontjait,
fuggetlenul a pontossagi szinttdl es a tudomanyban
vagy a muszaki életben val6 alkalmazas teruletetol”
(http://mkeh.gov.hu/meresugy/metrologia)
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http://mkeh.gov.hu/meresugy/metrologia

I Matematikai feldolgozas

 Statisztika

,Avalosag szamszerd informacidinak megfigyelésere,
0sszegzesére, elemzésere és modellezéseére iranyul6
gyakorlati tevékenység es tudomany” (Wikipedia)

* Matematika
,A matematika az egyetlen tokéletes mdodszere annak,

hogy bnmagunkat az orrunknal fogva vezessuk”
(Einstein)
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I Robusztus statisztika

A robusztus statisztika olyan elmeleti keret,
amelyen belul gazdasagosan oldhato meg az a
feladat, hogy egymastol jelentbsen eltero
eloszlastipusok esetén is megbizhato eredmenyt
erjunk el, valamint hogy ne legyunk kitéve a durva
hibaju adatok torzito (esetleg katasztrofalis
mértékben torzitd) hatasanak.” (Steiner, 1990)
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I Ismeretkorok

e Statisztika
* Metrologia
* Parameéterbecslés

* |dOsorok elemzése
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I Statisztika

* Valészinlsegeloszlas, modell-csaladok

* Adatrendszer legjellemzObb éertéke, adatrendszerben rejl6
bizonytalansag

* Statisztikai probak

* Cramer-Rao hatar, becslés statisztikai hatasfoka

* Bevezetés a Bayes statisztikaba

* Extrém érték eloszlasok

* Monte Carlo eljarasok

* Maximum likelihood, robusztus és rezisztens becslés 11768



I Metrologia

* Metrologiai alapok

* Méresi bizonytalansag meghatarozasa a ,Guide
to the Expression of Uncertainty in
Measurement” (GUM) - ,Utmutatd a mérési
bizonytalansag kifejezeséhez” - elGirasai alapjan
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I Parameterbecslés

* GNSS merések feldolgozasa
* DLT, sugarnyalab kiegyenlites
* RANSAC

* Fuggveny meghatarozas

13768



I ldosorok elemzése

* Kalman szdres elve, a szdres végrehajtasa linearis
és nem linearis esetekben

* Teljesitmeénysuriség spektrum (PSD) és becslése
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I Adatrendszerek abrazolasa

* Adatrendszer (minta)
azonos mennyiségre, azonos muszerrel, azonos
korulmeények kozott vegzett méresek eredmeénye

* Példa adatrendszer
A tanszéki QDaedalus rendszerrel mért E-D-i irdnyd
fuggbvonal-elhajlas Osszetevo érteke
Merési pont: Soroksar, Pistahegyi ut
Merések szama: 125 (58 kulonb6z06 éjszaka) S



I Abrazolas szamegyenesen

* angolul: rugplot, magyarul: vonalkazds abra

* Python seaborn: rugplot()
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I Abrazolas szamegyenesen

* angolul: rugplot, magyarul: vonalkazds abra

* Python seaborn: rugplot()

adattomorodés helye

Y 67. mérés kies6 (outlier) \
T @
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I Abrazolas hisztogramon

Python Seaborn:
distplot()

1.2

1.0

adatok szama: 124
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E-D-i fliggévonal-elhajlas (")
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I Hisztogram problémak
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I Hisztogram problémak
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I Hisztogram problémak

1.0

intervallumok szama: 10
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I Hisztogram probléemai

* er0sen fugg a részintervallumok
hosszatdl
elhelyezkedeésétol

* megoldasi lehetdségek

magfluggvényes sudruségbecslés (kernel density
estimate, KDE)

kumulalt gyakorisagi hisztogramok
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I Magfuggvenyes surusegbecsles
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adatpontoknal
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I Surusegfuggvények

* Folytonos eloszlasu valdszindseégi valtozok

* Nevezetes adatsuruseg-modellek
egyenletes adateloszlas
Gauss-féle sdrusegfiggvény
Laplace-féle sUrlségfuggveny
Cauchy-féle sGrusegfuggveny

* Modell-csaladok (szupermodellek)
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I Egyenletes adateloszlas

1
b-a ? e

1-D eset
két parameter: a, b

» O
GO mmmmmmmm o
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I Gauss-fele sUrusegfuggvény

=ﬂ1ﬂ2=|:|_2 —
09 " =0, ?=10 —— -
=0,¢*=50
08 - =-2,0°=05 |

0.7

1-D eset
ket paraméter:
atlag, szoras
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Laplace-féle surusegfuggveny
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1-D eset
ket
paraméter:
U, b
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I Cauchy-féle surusegfuggveny

0.6

mﬂ—ﬂ1ﬁ—ﬂ5

ry =0, y=1

ry =0, y=2
— g, =-2, v=1

1-D eset
ket paraméter:

Xo, Y
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I Helyparameéter

* T helyparaméter fix)=—e °
fix) §




Skalaparameéter
» S skalaparaméter fc(x):

fix)
Qa <

02
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Modell-csaladok
(Un. szupermodellek)

* analitikusan megadott sUrdségmodell

* egy (vagy tobb) parameter valtoztatasaval mas es
mas jellegd sdrdsegmodellhez jutunk

* statisztikai eljarasok vizsgalatahoz hasznos
eszkoz

robusztussag, hatasfok
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I Az f (x) szupermodell
* szimmetrikus surlségfuggveny
* standard alak ( T=0, S=1)

* altalanos alak mindig megkaphato x helyére
(x — T)/S-et irva és S-el osztva

—n\a 1 —
fx)=nla) = -
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I Az f (x) szupermodell

® a . tipusparameéter
® @ — o0 : Gauss-
eloszlas
* @ = 2 :Cauchy-
eloszlas
ca=N+1:
N szabadsagfoku
Student-eloszlas




A legjellemzobb értek

meghatarozasa
* Minta: 7;9; 10; 11; 13 és 40
(6 elemU mini adatrendszer, 1 kiesO értékkel)
* Mit fogadjunk el a minta jellemzé ertékének?
kicsiny (neéhanyszor 10 elemszamu minta),
aszimmetrikus adateloszlasok esetén
« mintamedian (med )

« szamtani atlag (£)
- leggyakoribb értek (M) 35/68



I A mintamedian (med )

*w+1)2 han paratlan

medﬂ =1 X0t x(n+ 2)/2
o ha n paros
a sorbarendezett minta kdzéps6 eleme
med,
- = mon -

10 15 20 25 30 35 40



I A szamtani atlag (£ )

1y
En—n;xi

az ,egyensulyi pont”

En
55858

10 15 20 25

35

40



I A leggyakoribb ertéek (M )
Z DX Z 2 8 X,

—i=1 =1 +(xz_Mn>2 |
Mn_ n T on 82
; = ; & (xi_Mn)2

sulyozott atlag

M
B—mf{-—m—m

10 15 20 25 30 35

40



A sulyfuggvény alakja kulonbozo &
értékekre

Cauchy-Steiner sulyok

Nagyobb €, szélesebb
sulyfiiggveny

Adattomorodes mértékét
jellemzi az €

—a—
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I Osszehasonlitas

« £ =15 (kiesO adatra érzekeny)

- med_=10.5 (kieso adatra nem erzékeny)
« M_=10.07 (kiesO adatra nem érzékeny)

* kiesO adat nelkuli szimmetria pont: 10.00

M, En
i a—ien i i

med,

10 15 20 25 30

35

40



I Dihézio (reciprok kohezio) (&)
¢3[

€o— max (x.)— min(xl.)]
iteracio n _M 2
32 (xl n) .
, =l [glzc-l-(xi_Mn)z
Cre1— n
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I M_és € egyuttes szamitasa
* ping-pong iteracio
* kiindulaskent:
£=¢,
M =E vagy med_
£ szamitasa, majd M_masodik kozelitesének
szamitasa

* sthb.
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I Minta adatainkkal

. E =-274"
® medn — _2.56" adattomorodés helye
. M =-2.53"
\j
M
E, med,
A ©

-5 -3 -2

—4
E-D-i fligg6vonal-elhajlas (*)



Az adatrendszerben rejlo
bizonytalansag jellemzeése

adatrendszer tavolsaga egy x, ertektol
tavolsagdefinicidk (Un. normak)

adatrendszer legjellemzObb értéke mint valamely norma
minimumbhelye

adatrendszerben rejlo bizonytalansag mint a norma érteke a
minimumbhelyen

bizonytalansag jellemzése kilonb6zd konfidenciaszintekhez
tartozo intervallumokkal 4468



I Egyetlen adat tavolsaga x -tol

* geometriai tdvolsag |X-—)CO‘
l
* altalanositott tavolsa _ p
5 |x;— x|

* statisztikai szempontbdl indokolhaté ,tavolsag”
2 ( . )2
&+ X, — X,
- azeért jo, mert nincs okunk kulonbseget tenni x -hoz

nagyon kozeli pontok ,tavolsagai” kozott 45/ 68



Adatrendszer tavolsaga x-tol
* altalanositott tavolsag Z‘ p
X, X

L i=1
*hap=1 Z‘xi_xo‘
i=1

* statisztikai szempogtbél indokolhato ,tavolsag”

[

i=1
a szorzat alkalmazasaval csokkentjuk az igen nagy

abszolut értékd (x — x,) eltérések hatasat

82+(xi_x0)2
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I Adatrendszer tavolsaga x -tol

AL

fuggetlenitjuk n-tol

a tavolsag dimenzioja egyezzen meg X -k

dimenzidjaval

altalanositott tavolsag

[ 7

H [82+(‘xi_‘x0)2]

L i=1

\

~—

J

1
2n

:8.<

statisztikai szempontbol inc

\

n

[

i=1|

1+

1 n
— Z ‘xi_xo‘p
n,_

okglhaté ,,tévols_a

2
Xi— Xp

&

=)

11/ p

n
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I Tavolsagdefiniciok (norma)
* nlegyen igen nagy: adatrendszereinket igen
pontosan jellemzi egy f(x) s(ir(iségfuggvény

-Lp norma © 1P
L,= f\x—xo\pf(x)dx
e P norma fl T )T )
X—X
Plzg-exp<?_fooln 1+ . L f(x)agé;




Az adatrendszer legjellemzobb

érteke

* Az adatrendszer legjellemzObb értéket az adott
norma minimumhelyeként kapjuk meg

(bizonyitas: Steiner (1990) 86-87. oldal)

e L, norma minimumhelye: median
e L, norma minimumhelye: szamtani atlag

o P1 norma minimumhelye: leggyakoribb érték 49768



Az adatrendszerben rejlo
bizonytalansag

* Az adatrendszerben rejlo bizonytalansag értéket
a norma minimumb~helyen felvett értekeként
kapjuk meg:

L, norma: kézepes eltérés (d)
L2 norma: szords (o)

P2 norma: hatdrozatlansdg (U)
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Altalanositott leggyakoribb
ertek (M )

(‘x _]\416;71)2

M, ., =

W
>

=1 (X Mk n)

* leggyakrabban k=1, 2
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I Pk norma

P =¢-exp|=

P,=¢-exp|—

~—

—~—
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Normak osszehasonlitasa

¥ L4~,42 =és P=normék oz x, fiiggvényében _m:
i " i
Epe15

N 1 — 45 el 6 elemU mini adatrendszerre

1] . (Steiner, 1990)

med,=105

izepes elbérds= 63 1 l -eif 1-&’—"‘5‘;’1}2””5

> P Maatess €216
hatirozfionsag a 2.8 - l

T BNy ¥ .
% ¥ ) E) P 53 /68




Normak osszehasonlitasa

! f.ﬁig -és P - normdk

. az x, fiiggvényében _ U% ?E_ il
| '%‘ihﬁ”ﬂ
i)
g €=17132
o T iesé x, nélkil
’ 20 0 w0 x




I Konfidencia-intervallumok

* interkvartilis intervallum: [-g, ¢]
az adatok 1/2-ede varhato
—(q: also kvartilis, +q: felso kvartilis
q: interkvartilis felterjedelem
* interszeksztilis intervallum: [-0, O]
az adatok 2/3-a varhato
—(): als6 szeksztilis, +(: fels@ szeksztilis

(: interszeksztilis félterjedelem e



Interkvartilis és interszeksztilis

intervallum
A

,negyedesek és hatodosok
kozOott” intervallum

x\s\\
N
NN

-1 -Q -9 0 qg a 1 X 56 / 68



Hibajellemzok kapcsolata - f (x)

szupermodell




Mérési eredmeények
eloszlasanak vizsgalata

* |lleszkedesvizsgalat: Kolmogorov-proba

* Kvantilis-kvantilis abra
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Nemparameteres proba -
illeszkedeéesvizsgalat

* A Kolmogorov-préba arra a kerdésre valaszol, hogy az

F(x) eloszlasfuggvénnyel jellemzett eloszlas, amelybdl
a minta szarmazik, tekinthet6-e valamely elore
megadott folytonos F (x) eloszlassal azonosnak?

aproé betds rész: Ha az eloszlas paramétereit a mintabol becsuljik, akkor a
Kolmogorov-proba tobbe nem eloszlas fuggetlen, ezéert a statisztika
eloszlasat kulon meg kell hataroznunk, példaul Monte Carlo szimulacioval.

» Nullhipotézis H: F(x) = F (x)
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Kolmogorov-proba statisztikai
fuggveéenye

« Amintabdl meghatarozzuk az F (x) tapasztalati

eloszlasfuggvényt (kumulalt gyakorisagok
hisztogramjat)

* Meghatarozzuk e fuggveny legnagyobb eltéresét
F (x)-tol
* Ez az eltérés Vn-nel szorozva adja a K statisztikat:
K=vn- supremumHFn(x)—FO(x)”

— 0 <X<0
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Kolmogorov-fele statisztika
I surusegfuggvénye

A K statisztika f,(x) elméleti sGrlsegfliggvénye n — « eseten:

fie(x) |

15 1

0.5 1

x 61/68




Kolmogorov-féle statisztika
eloszlasfuggvenye

« A K statisztika F' (x) elméleti eloszlasflggvenye n — o« esetén:

1
95%-- 1
Fy x) T

05 -

b =i 2/
kritikus tartomdny 02768



I Kolmogorov-féle kétmintas proba

« Két minta azonos eloszlasbol szarmazik-e?

* Aket, n és m eleml mintabdol meghatarozott
tapasztalati eloszlasfuggvény: F (x) és F' (x)

* Statisztikai fuggvény (Kolmogorov-eloszlasu)

(Lt | F (x) = F. (x)]
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I Kvantilis-kvantilis abra

» Minta F (x) eloszlasanak 6sszehasonlitasa valamilyen e/méleti
F(x) eloszlasfuggvennyel

* Ket, n és m elemd mintabol meghatarozott tapasztalati
eloszlasfuggvény osszehasonlitasa: F (x) és F' (x)

* Kvantilis (F(x) eloszlasfuggveny F'l(q) inverze)

Ha a sorba rendezett sokasagot egy x érték g:(1 — q)
aranyban osztja ketté (0 < g < 1), akkor ezt az x értéket

g-ad rendd vagy g-adik kvantilisnek nevezzuk 64/ 68



I Gauss-eloszlas kvantilise

standard Gauss-elos

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
kvantilis g

65/ 68



Gauss-eloszlasu minta

kvantilis-kvantilis abra

2
Python:
scipy.stats.probplot() _
E
2 0
8
-1
-2

-2 -1 0 1 2 66/ 68

Gauss eloszlas (elméleti)



kvantilis-kvantilis abra

I f,(x) eloszlasu minta

10.0 °

7.5

o
o

3 eloszlas (minta)
~
w

0.0

fa(x), a
N
o

-2 -1 0 1 ) 67 /68

Gauss eloszlas (elméleti)



I Tananyag

* Steiner (1990): 1-3, 6. fejezetek
* Detrekoi (1991): 3.5, 3.6 alfejezetek
* Vincze (1975): 5. rész
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