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I Attekintés

* Statisztikai probak, hipotézis vizsgalat
* Cramér-Rao hatar

* Becslés statisztikai hatasfoka



I Statisztikai proba

* Olyan teszt eljaras, amely valamely statisztikai
felteves ellenOrzesét teszi lehetove az
adatrendszer (minta) alapjan

Parameéteres probak

Nemparameéteres probak



I Parameéteres probak

* [smert eloszlastipus esetén a mintabol szarmazd informacio alapjan
dontlnk az eloszlas ismeretlen paramétereire tett feltevés
elfogadasarol

* Egymintas préba:
egy adatrendszer van
* Keétmintas préba:
két adatrendszer van
¢ Tobbmintas proba:

varianciaanalizis



I Nemparameteres probak

* Ismeretlen eloszldstipus esetén alkalmazhatok

* llleszkedésvizsgalat:

A meérési adatokbol eldallitott tapasztalati sGrdségfuggveény egy adott
elméleti eloszlasfuggvénnyel leirhaté-e?

* Flggetlenseg vizsgalat:

Két kulon merési eljarasbol szarmazo adatsor fuggetlennek
tekinthet6-e?

* Homogenitas vizsgalat:

Két kulon meérési eljarasbol szarmazd adatsor azonos eloszlasu-e?



I Hipotezis vizsgalat
* Statisztikai hipotézis

A megfigyelt mennyiség eloszlasanak a tipusara vagy
az eloszlasanak a paramétereire tett felteves

 Nullhipotezis (H,):
Az elGzetes feltevést igaznak gondoljuk

« Ellenhipotezis (H,):

Barmilyen, a nullhipotézissel szemben all6 felteves



I Hipotézis vizsgalat logikaja

* A megfigyelt adat(ok)/minta alapjan dontunk a
nullhipotezisrol (H,)

Vigyazat! NEM a nullhipotézis vagy az
ellenhipoteézis valoszinlségét mondjuk meg az
adatok (minta) alapjan!

Helyesen: a megfigyelt adatok (minta)
valdszinldséget hatarozzuk meg a nullhipotézis
vagy az ellenhipotézis fennallasa esetén



Statisztikai fuggveény,
statisztika

* A statisztika olyan szamitasi utasitas, amely egyetlen adatot
szamit ki n db adat alapjan

* A statisztikai proba feladata:

Meg kell talalni azt a statisztikai fuggvenyt, amelynek eloszlasat
H, fennallasa esetén ismerjuk

* Monte Carlo valtozatban:

Meg kell hatarozni H,fennallasa esetén a statisztikai fliggveny
tapasztalati eloszlasat



I Egymintas u-proba

* Feladat: ismert skalaparaméterd (o-ju) Gauss-
eloszlasra annak megvizsgalasa, hogy a
2 _@?
helyparaméter 7 -e:

péelda: egy tartogerenda hossza az elGirt erték-e és
ismert a mérdeszkoz pontossaga

o H :ahelyparameter értéke 71



Egymintas, paraméteres proba
(u-proba)

* Ismert az x mennyiseg eloszlasa (Gauss tipusu) és a
mennyiség o szorasa

* Avaltozéra vett mintaban az atlag E(x).

* |gaz-e, hogy az egész sokasag varhato értéke, azaz az
eloszlas helyparameétere 77

» Nullhipotézis H: E(x) =T,

» Ellenhipotézis H.: E(x) # T,



Egymintas u-proba statisztikai
fuggveéenye

* Legyen az u valtozé az E(x) standardizaltja

(egysegnyi szoras, zérus atlag), és valasszuk ezt
statisztikai fuggvenynek.

° Az 14 is Gauss- eloszlast kovet:
LS -

U/Jn

u_



I Megbizhatosagi intervallum

o A[-u, u,] megbizhatésagi intervallum kis 0
valdszinlség esetén nagy valdszinlseggel
tartalmazza az u érteket

* Az 1 — 0 a szignifikancia szint

E(x)-T,

P <
o/vn ’

—U;=




I Egymintas u-proba

f(u) r a statisztika elméleti
Hy fenndligsa esetén

- Ha a H, nullhipotézis igaz,
a Hy hipotézis

akkor azunagy 1 — 96 Saguuacasie VR1-0%

valoszintséggel esik a [—u, u ]

megbizhatdsagi intervallumba,

azaz kis o valoszin(iséggel a M rsoniny

kritikus tartomanyba I Fe




I Dontés
* Hau a kritikus tartomanyban van, akkor a H, nullhipoteézist elvetjiik, ha azonban u a
megbizhatdsagi tartomanyon belul van, akkor elfogadjuk
« H, hibas elvetése: elséfaju hiba
< H, hibas elfogadasa: masodfaju hiba

* Helytelen azt mondani, hogy ,a préba alapjan a H, nullhipotézist 1 — o
szignifikanciaszinten elfogadjuk”

Ez azt sejteti, hogy a nullhipotézis elfogadasa nagy biztonsaggal tortént, holott épp
ellenkezdleg! A masodfaju hiba valoszinlsége ilyenkor igen nagy lehet.

 Helyesen: x eltérése T-t6l nem annyira lényeges, hogy a nullhipotézist 1 — o
szignifikanciaszinten elvethessuk”



I Hibas dontések

« H, hibas elvetése a kritikus
tartomanyban: elséfaju hiba

* H, hibas elfogadasa a
konfidencia tartomanyban:
masodfaju hiba

- H, elfogadasa annal nagyobb

kockazattal jar, minél nagyobb
azl—o.

Q2

0,11

01

1495 1500 [ 1505 3 1510

flx

T et T T - T
1495 1500 T o505 1510
XO =1 503,2



Crameér-Rao hatar

Az IC-fuggveny

mi a durva hibaju adatok torzitd hatasa?

mi egy mintaelem befolyasa a becslésre?

Becslések aszimptotikus szorasa

merések szamanak novelése mit eredmenyez?

Minimalis aszimptotikus szoras: a Crameér-Rao hatar

letezik legkisebb szorasu becslés?

* A Crameér-Rao hatar kilonbo6zo eloszlastipusokra



I Az IC-fuggveny (hatasgorbe)

* Milyen mertekben mddositja egyetlen x adat a
helyparameter becslés T eredmenyét?

* avalasz fugg:
a becslés algoritmusatol (legyen ez is T)
az aktualis F eloszlastol

az adat x értekétol

 IC(x, F, T) hatdsgorbe (influence curve, IC-gorbe, IC-
fuggveny) adja meg a valaszt



I Diszkreét eloszlasfuggveny

A
1

* nelemd
sorbarendezett =
minta: X, X, ..., X_ F '

°* a minta értékeknél
1/n ugras i

3/n —
2/n

Un|




I Diszkreét eloszlasfuggveny

* egy Uj x ertéekkel
bovitett minta:
Xy Xy vuey Xy o X

n

°* aminta
ertéekeknél
1/(n+1) ugras

a

4/(n+1)
3/(n+1)
2/(n+1)
1/(n+1)




I Megvaltozott eloszlasfuggveny

1) eredeti F eloszlasfuggvenyt n/(n+1)-el szorozzuk

2) x értekig O-t, utana 1/(n+1)-et hozzaadunk

. n 1
F= n+1l F+n+1 H(x)

3) legyen n nagy érték, ekkor t=1/(n+1) kis értek lesz

F'=(1—t)F+t H(x)
H(x) a Heaviside (egységugras) fluggvény x-ben



I Az IC-fuggvény definicioja

IC(x,F,T)=lim T[(1—¢t)-F+tH(x)]-T(F)

t—0 [

H(x) az egységugras (Heaviside) fliggvény

Az [C-fuggvény megadja egyetlen, x értékd jarulékos észlelésnek a T
értékvaltozasaban megnyilvanuld hatasat

1(F) az eredeti F’ eloszlas alapjan becsult 7' paraméter
[(1 —¢)-F + tH(x)] a megvaltozott eloszlas

t a jarulékos észlelés részaranya a tobbi adathoz képest



I A becslés ertékének valtozasa

* nagy n esetén kozelitéleg AT értékkel valtozik meg
a 1 becslés értéke, ha az
F-eloszlasfluggvényl eloszlasbél szarmazd n elemd
mintankhoz még egyetlen x ertékd észlelest is
fisyelembe veszink (t = 1/n):
AT IC(x,F,T)

IC(x,F,T):T AT = -
n




Az IC-gorbe alkalmazasa

* Kozvetlen szamszerd informaciot ad arrdél, hogy a durva hibaju
adatok milyen mertékben torzitjak az adott algoritmus szerint
szamitott hely (vagy skala) paraméter becslés értéeket
(rezisztencia)

a szamtani atlag /C-fuggvénye x-szel egyenld (nem
rezisztens)

* a minta egy x ertékd eleme milyen mertékben vesz részt a
helyparameter becslésében (robusztussag)



I Helyparameéter becsles
* becsuljunk sulyozott atlaggal Zn: ¢(xi) X,
7= izl

 Selu)

* atrendezessel a becslést jellemz6 y fuggvényt kapjuk

ggﬂ(xi)'(xi_T):lZ:; l//(x,.— T):O




”r ”r

I Modosult sidrisegfuggveny
e [(1—-1)F(x)+ tH(x-x,)] a médosult eloszlasflggvény

* a moédosult g(x) slrlségflggvény az eloszlasfiggvény
X szerinti derivaltja (1-re normalt):

glx)=(1=1) f(x)+td(x—x,)

a Dirac-féle o(x) integralja:

i £(x)6 (x—xo)dr =1 (x,



IC-fuggveny szamitasa a

Y-fuggvenybhbol

* becslés integral megfelel6je f(x) slrlségfliggvényre
f gu(x—T)f(x)dxzo

* f(x) helyére beirva a médosult 2(x) slrGségfuggvényt,

glx)=(1=1) f (x)+t0(x —x)
kapjuk az implicit A(T, t) = 0 fuggvényt

(l—f)'_f w(x—T)- f(x)dx+ty(x,—T)=0




IC-fuggveny szamitasa a
Y-fuggvenybhbol

* Az IC-fUggvény a dT/dt -nek t—0 helyen felvett értéke, amit ¢
szerinti differencialas utan atrendezessel kaphatunk meg

ft,u x—t) f(x)dx

dT

dt

(l—f)°f w'(x=T) f(x)dx+ty'(xy—T)

* At—0 hataratmenetben megkapjuk az IC-fuggvényt
(hatasgorbét)



IC-fuggveny szamitasa a
Y-fuggvenybhbol

» Az IC-fUggvény a helyparaméter becslésére,
S = 1 skalaparaméterrel, T = 0 helyparaméterrel

IC(x,F,T)=— y(x)
_J;w’(X)°f(x)dx




A leggyakoribb értek
szamitasanak ¢-fuggvénye

* Az altalanositott leggyakoribb erték
integralformulaja:

o0

bt (k8)2+(x—Mk)
( 1
e (ke)+(x—M )

2f(x)dx

M, =

2f(x)dx



A leggyakoribb értek
szamitasanak ¢-fuggvénye

* Az integralformulabol kovetkezik az altalanositott
leggyakoribb értéek szamitasanak (-fuggvenye:

w(x)=

2
1+ x



A leggyakoribb értek
szamitasanak /C-fuggvénye

* Az altalanositott leggyakoribb érték /C-fuggvenye:




1C xR My)

L ]C(X,F8,Mk) Ha k=2, az x = 5 érték( adathoz az IC-
" \ AT = fuggvény értéke kb. 0.2. Ha n = 100, akkor
“: \ n ez az adat 0,002-vel médositja a T értékét

: \\\ A szamtani atlag IC-
Y- fuggvénye x. Ezért ez az adat

1 0,05-tel modositja az £ atlag
0 értékét (25-sz6ros hatas)
ud

Az altalanositott leggyakoribb
erték /IC-fuggvenye

-
~N
o
-~
v
N



I Becslések aszimptotikus szorasa

a becsles eloszlasanak véges a 6 szérasa (ez

becslésekre igen gyakran teljesul)
2 2
aszimptotikus szoérdsnégyzet: A =6 ‘n

adott egy folytonos f(x) s(rlségfliggvénnyel
jellemzett eloszlas

valamely x érték kordl nagyon szlk Ax intervallumba
a vsz. valtozé értéke f(x) Ax valdszinliséggel esik



I Suruséegfuggveény |

ﬂ fix)

:

J A =1 Ax
¥ x
X
.

* azintervallumba esés valdszinlisége 4 = f(x) Ax



I Ax intervallum hatasa

* Az IC-gorbe definicidjabdl kovetkezik, hogy a 4
valdszinliséggel fellépd x j6 kozelitéssel AT

értékkel jarul hozzéa a 1 értékének a
kialakitasahoz:

AT=IC(x,F,T) 4



I Attérés n

elemu mintara

* Avaldszinlségi valtozd egész ertektartomanyat
felosztjuk n db A valdszinliségl intervallumra

* Mivel 4= 1/n kicsi, n — oo

TetszOleges mintabol szerkesztett empirikus
eloszlasfuggvény nagyon kozel lesz F(x)-hez

(matemati

az interval

Kai statisztika alaptétele)

umok x. helyei n eleml mintat adnak



A j-edik mintaelem okozta
elterés szorasa

o AA]} eltérés empirikus szérasnégyzete, mivel az

adott mintavételkor j-edik elemkentazx , ... , X

n

értéekeket azonos valdszinlséggel kaphatjuk meg:

D) LY e ()]

n =1

2

IC (x,)




Az 0sszes mintaelem okozta
eltéreés szorasa

« Az n db mintaelem A]} hatasai 0sszegzodnek, az

azonos eloszlasu valoszinusegi valtozok
0sszegenek szorasara vonatkozo tétel szerint:

n

Dl=n-D} =L 3 LIC(x)P =L 3 [1C(x)P" 1 (x)- 4

OFE



I Az aszimptotikus szorasnéegyzet

* Az Osszefugges integrél alakba atirva
D 2_1 f IC(x)) f(x)dx
* Az aSZ|mptot|kus szOorasnégyzet, A

A=f IC(x)T f(x)dx

. V4 / ° V4 o 7/ 2 2
(mivel altalanosan a definici6 A = o ‘n)



A helyparameter-becsleés
a52|mptot|kus szorasa

* A helyparameéter-becslés korabban kapott
[C-fuggvényét beirva

A=—2 . (a sz6rés o = AANn)

2




I A Cramer-Rao hatar

* Aw(x)-szel jellemzett becslés aszimptotikus
szorasnegyzete mindig nagyobb a Cramér-Rao hatarnal
(minimalis aszimptotikus szorasnegyzetnel):

f v (x) () dx

[wi(x)f(x)ax| J

— o0

(a nevezOoben az un. Fisher-informacio van;
az 0sszeflUggés levezetéseét lasd a Steiner konyvben)



I Az f (x) szupermodell

® q :tipusparameter

0¥

®* 4 — o0 : Gauss-eloszlas

I-._\ ‘.L
i1 X
y !

* @ = 2 : Cauchy-eloszlas

* a =N+ 1:N szabadsagfoku
Student-eloszlas

014




Minimalis aszimptotikus szorasok

Eloszlastipus vagy
szupermodell

altalanos  f(x)
Gauss f(x)

Laplace f,(x)
Cauchy f (x)

szupermodell 1 (x)

Crameér-Rao hatar

) 1-1/2




I A becslés statisztikai hatasfoka

* Az abszolut és relativ hatasfok

* A becslés robusztussaga



I A becslés abszolut hatasfoka

* Az e abszolut hatasfok a Cramér-Rao hatarhoz
viszonyitott aszimptotikus szorasnégyzet az adott
becslési eljarasra (viszonyszamként e < 1 vagy
szazalékban kifejezve e < 100%)

2
. Amin
=
* Az aktualis f(x) -hez tartozo optimalis eljarassal csak
e -szer annyi adat kell ugyanakkora pontossaghoz

e



I A hatasfok jelentosége

* A hatasfok ismerete donto fontossagu gyakorlati
munkankban, hiszen egy 1-nél Iényegesen kisebb
e hatasfok gyakorlatilag azt jelenti, hogy
adataink 100(1 — e)% -dt eltékozoltuk” (Steiner)



I Két becslés relativ hatasfoka

» Ha ket becslés aszimptotikus szérasai 4 , illetve 4,

akkor a masodik becslesnek az elsbhoz viszonyitott
relativ hatasfoka 42
‘1

e .=
rel 2
A 2

* Ez azt adja meg nagy mintaelemszamokra, hogy a
masodik becslessel n, adatszam eseten elért pontossagot

mennyi adattal érnénk el az elsovel: n, =e_n,



Becslések aszimptotikus szorasa T-re

szimmetrikus f(x)-eknéel

becslési algoritmus

aszimptotikus szoras
1
A —

median med™ . (med )
szamtani atlag AE:\/ T (x—E f(x)dx
leggyakoribb érték k=1 AM;@
leggyakoribb érték k=2 A=20 Z:g‘z;:%j
megjegyzés: i = 1 esetén a sulyok, * (ke ) "
[ = 2 esetén a sulynégyzetek atlaga " kg):f (ke P+ (x—M ) S (x)dx

lesz az n(ke)




I Adatszamtobblet

* Crameér-Rao hatarral kifejezve:

adatszamtobblet =100 - 1%

- Azf (x) szupermodellre az aszimptotikus sz6ras

a+?2
A =
" ala=1)



I Adatszamtobblet

- Az f (x) szupermodellre, medidn képzéssel:

adatszamtobblet =100 -

adatszamtobblet =100 -

7ra(a—1)1”2

a—1

4(a+2)I"*(al2)

- Azf (x) szupermodellre, dtlagképzéssel:

ala—1)

(a=3)(a+2)

— 1

%

—1

%



Leggyakoribb értéekek aszimptotikus
szorasai az f (x) szupermodellre

a 1/(a-1) A (k=2)
Cauchy 2 1 1,5000
2,5 0,6667 1,1251
3 0,5 0,9236
4 0,3333 0,7080
5 0,25 0,5917
6 0,2 0,5173
10 0,1 0,3694
40 0,0256 0,1699
100 0,0101 0,1057
Gauss 00 0 1,0466



Adatszamtobblet és hatasfok kulonb6z6
becslésekre az f (x) szupermodelire

adatszdmtobblet (%) hatdsfok (%)
250%1
100 M el
M (k=2)
a leggyakoribb érték-
\ szamitds hatdsfokgorbéi
200 1 \ {k=3)
BOl -
1504 i _ 60+
E
E a szdmtani dtlagképzés
4 hatdsfokgorbéje
100 4 404
|
]
I
|
504 20
med
Jeffreys-
intervatlum
M 0  a—— }
0 T — ) 0 05 EN 1
a=5 05 1 1 a-1
GAUSS a1 CAUCHY GAUSS a=5 CAUCHY



I Robusztussag

* Valamely becslés akkor nevezheto robusztusnak, ha
az eloszlastipusok szeéles tartomanyan a

gazdasagossaga csak jelentéektelen mértekben
csokken

* Egy statisztikai algoritmus akkor robusztus, ha az
anyaeloszlasban bekovetkezd kicsiny eltérés a
becslések eloszlasaban is csak kis eltérést
eredmenyez
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Gyakorlati pelda: QDaedalus
feldolgozas eredményei

A dan modszer és a
leggyakoribb érték
alapjan tortéeno
fuggbvonal-elhajlas
becslések szorasainak
dsszehasonlitasa a
meérések szama
fuggvényeben. A
becslések hatasfoka
jelentbsen eltér
egymastol
(Toth-Volgyesi, 2017)



I A két becslés relativ hatasfoka

* 3080 mérésbdl a dan modszer aszimptotikus

szorasa 1.64, a leggyakoribb érték szerintié
pedig 0.94, . A relativ hatasfoka a két
maddszernek 3.0, ami azt jelenti, hogy ugyanolyan
pontossag eléerésehez a dan modszerrel vegzett
feldolgozas esetéen haromszor annyi ideig kellene
merni, mert a mdodszer haromszor kevesbe
hatasos, mint a leggyakoribb ertéek mddszere
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