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I Mirol lesz sz0?

e Extrém érték elmélet

* Monte Carlo eljarasok



I Extrém értek elmelet

* Bevezetés

* Alapveto modszerek (GEV es POT)

* Extréem ertek eloszlasok

* Alkalmazas: GNSS integritas vizsgalat

* Példa: Tisza varhato arvizszint elGrejelzése



I Bevezetés

* Az extrém érték elmélet (extreme value theory, EVT) célja olyan események
valoszintségének a becslése, amelyek kivul esnek a megfigyelt adatok koren

* ilyen események lehetnek
szélsbseges idbjarasi esemeények
foldrengések, erdotlzek
GNSS életvédelmi célu szolgaltatas meghibasodasa
nagy karértékd biztositasi események
gépalkatrészek tonkremenetele (kifaradas, korroziod)

tézsdekrach



I Bevezetés

* Az extrém érték elmélet a mérési adatokon kivuli extrapolaciot jelent

kdnnyen kritizalhato, természeténél fogva nem megbizhato

felvett modelleken alapszik, a valosag ennél mindig dsszetettebb
* Matematikai szempontbdl j6l megalapozott

meg nem javasoltak helyette hihet6bb alternativat

az extrém események valoszinlUségét az adatokbdl szamitja

 Korultekintéen kell alkalmazni



Hagyomanyos és extrém értéek
statisztika

hagyomanyos statisztika:
az atlagos viselkedésre dsszpontosit

kdzponti hatareloszlas tetel
(Laplace, 1810)

extrém érték elmélet:
a rendkivuli és ritka értékekre
dsszpontosit

Fisher-Tippett tétel (1928)




I Centralis hatareloszlastetel

« Hac,¢,...,¢, ... teljesen fuggetlen, azonos eloszlasu
valoszinldségi valtozok M = M(&) varhato értekkel es D =
D(¢) szbrassal, akkora { =¢ +C+ ...+ ¢ 0sszeg
standardizaltjanak elolszlasfiggvénye a standard
normalis N(0, 1) eloszlasfuggvenyhez tart, ha n — oo,

Vincze (1975) 2.5.3.



Fisher-Tippett tétel

* normalizalt maximum hatareloszlasfuggvénye:

Hac, <, ..., ¢ teljesen flggetlen, azonos eloszlasu valoszinlsegi valtozok,
M =max{c,c, ...,¢ |, valaminta >0 eés b alkalmas konstansok ugy,

ho

a

n

lim P

n=> oo

<x|=H(x)

nem elfajult eloszlasfuggveny, akkor H(x) csak haromfele (Fréchet,
Weibull, Gumbel) eloszlasfuggveny lehet

Barabas (2010) 5.1 Tétel



Alapveto modszerek

* Klasszikus (blokk) mddszerek
(GEV = Generalized Extreme Value)

adott id0szakon (blokk) beltli maximum értékekkel
foglalkozik — mi legyen az adott id6szak?

 KuUszob feletti értéekek elemzési modszere
(POT = Peak Over Threshold)

adott kuszobértek feletti értekekkel foglalkozik - mi legyen
az adott kiszobértek?



I Kozos jellemzok

* az extrém érték elmélet altalanosan alkalmazhato
fuggetlenul a mert adatok eloszlasatdl (pl. nem kell
Gauss eloszlas)

* az eloszlas szelei (az adatok és néhany altalanosan

igaz feltételezes alapjan) akkor is meghatarozhatok,
ha ott nincs adat



Eloszlasfuggvények

* Blokk maximum

M,=max | X, ..., X}

ha n — 00, akkor

Mn altalanositott extrém érték (GEV) eloszlasu

 Kuszob feletti értékek
(X —u|X >u|

nagyon nagy u kuszob eseten altalanositott Pareto-féle eloszlasu



I GEV - Fisher-Tippett tetel
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ami az altalanositott extrém érték eloszlas (GEV)
paraméterek: u hely, o skala, £ alak

(Gumbel, Fréchet, Weibull eloszlas kombinacioja egyetlen, harom
paraméteres eloszlasban: McFadden, 1978)




I GEV eloszlas tipusok

¢ alak parameétertdl fuggden 3 tipusa van az eloszlasfiggvenynek

Gumbel &=0

G(x)=exp|—exp[—x]

Frechet ¢&=1/a>0
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1+
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https://www.desmos.com/calculator/o3segc7r5j

I GEV eloszlas mintabol

« A{X, ..., X } mintara, melybdl a maximumok
szarmaznak, teljestljon az alabbi feltétel:

e X -k azonos eloszlasu, egymastadl fuggetlen
l
valészinlsegi valtozok legyenek



| Visszatérési szintek, p-kvantilis

* Adott ido (pl. 25, 50, 100 ev) alatt varhatoan egyszer
kapunk ilyen vagy magasabb értéket

* Ha E év alatt egyszer tér vissza: p =1/E
* GEV p-kvantilise: G(z,)=1—p

o _
¢ #0 szu—gexp(l—ypé)
c=0 z =pu—ology,

ahol  y,=log(1-p)



Visszatéresi szint gorbe

* abrazoljuk z, -t log(1

linearis (egyenes), haé=20

konvex gorbe, hataréertéke ,u—

konkav gorbe, ha £>0

¢

— p) fuggvenyében (logaritmikus skala)

,ha &<0

Pirazzoli et al. 2007
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I Kiuszob feletti értékek (POT)

* Azok az extrém esemenyek, amelyek egy
kUszobérteknél nagyobbak

* Ha a kuszob elég magas, az annal nagyobb adatok
hasonldan viselkednek

* El6nye, hogy altalaban tobb adatunk van a
szamitashoz

* A kUszobértek helyes megvalasztasa a kritikus pont



I POT eloszlasa

« AzY ={X —u|X >uj}, vagyis egy u kiszéberteknel
nagyobb X ertekek eloszlasa nagy u értékekre
(u — )

altalanositott Pareto-féle eloszlasu (GPD)

paraméterek: o skala, ¢ alak

1
H(y| X >u)=1— 1+5al :

u




Kuszob valasztasa:
atlagos tobblet abra

- TetszOleges u klszobre abrazoljuk az X, —u tobblet varhato
erteket (atlagat) azokra a megfigyelésekre, melyekre X. > u az u
fuggvenyében

* Ha a Pareto modell igaz, akkor ez a gorbe kozelitdleg linearis
lesz

* Tehat ugy kell megvalasztanunk a kuszob ertékét, hogy a
gorbe ezutan mar linearis legyen



y 4 o
R programozasi nyelv
* programozasi nyelv és szoftverkodrnyezet statisztikai szamitasokhoz
és abrazolashoz ‘ I

Products ~  Resources ~  Pricing About ~  Blogs ~

Open source and enterprise-ready

professional software for data science.

DOWNLOAD RSTUDIO DISCOVERRSTUDIO TEAM




I Atlagos tobblet abra
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I POT eloszlas tipusok

¢ alak paramétertdl fliggden 3 tipusa van

Gumbel ¢=0  exponencidlis szarny H(y)=1—exp

1
Pareto(Fréchet) ¢>0 stlyos szarny  1—H(y)~cy ©

Weibull £<0 felsd végpont Wp =1



I Klszob valasztas: parameéter - u abra

* TetszOleges u kuszobre abrazoljuk a ¢ vagyao
paraméter becsult ertékét (pl. maximum likelihood
becsléssel) azokra a megfigyelésekre,
melyekre X >u , az u fUggvényében

Ha a Pareto modell igaz, akkor ez a gorbe kozelitbleg
konstans (stabil) lesz

* Tehat ugy kell megvalasztanunk a klszob értéeket, hogy a
gorbe ott konstans legyen



&(u) stabilitas abra (parameter stability plot)

Threshold

272 289 306 326 350 380 410 444 486 547 6.14 7.61 10.80 16.10 32.40

* R kornyezetben: =
'evir’, o

shape(danish)

Shape (xi} (Cl, p = 0.95)
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I Alkalmazas: GNSS integritas vizsgalat

* léegi iranyitas szempontjabol (ICAO LPV) a 150 s alatt
bekovetkezO hiba (MI: Misleading Information)
elfogadhaté maximalis valészinlsége 2-1 0”7 (24 évente 1)

klasszikus statisztikai modszerekkel nem kezelhetd

* extrem érték elmélet jol hasznalhatd az Ml valoszinlseg
becsléeséhez

GIMAT: GNSS Integrity Monitoring and Analysis Tool



I VPE/VPL

VPE: magassagi pozicio hiba
VPL: magassagi biztonsagi szint
VPE/VPL > 1 := ML (félrevezetd
informacio)

3 havi GPS/EGNOQOS adat

(> 6 millid epocha)

vonal: Gauss-eloszlas

VPE /'VPL disiribution

0.05 01 015 02 025
VPE /VPL, division = 0.005

Veerman et al. 2009
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Példa: Tisza vizszintje Vasarosnaménynal

* Adatok: www.hydroinfo.hu

Orszagos Vizjelzd Szolgalat

Koszontjiik az Orszagos Vizjelzé Szolgalat informaciés oldalan!
Napi vizjdrads-jelentés

A jelenlegi és a kivetkezd hat napban véarhato helyzet:
A Duna a hazai szakaszan Komarom és Tass kizdtt drad, mashol apad, alacsony vizallasa.

A Tisza a hazai szakaszan Szolnokig apad, lejjebb arad. A folyd a duzzasztasmentes szakaszokon (vagyis Zahonyig, valamint Kiskére és Csongrad
kizétt) Zahonyig igen alacsony, mashol alacsony vizallasu. Zahonytdl kezdddben a vizjérast az erémiivek zemrendije jelentésen befolyasolhatja.

Az OVSZ elérejelzé rendszerében szerepld hazai vizmeércékre készitett szamitasok alapjén a kévetkezd hat napban arvédelmi késziiltségi

szintet meghalado vizallas nem varhato.

Orszagos Vizjelzd Szolgalat
2020.10.06. 10:39



http://www.hydroinfo.hu/

I Archiv adatok

* Eves vizallastablazatok: Tisza, Vasarosnamény

Nagymaros - Agard
Budapest Siéfok
Mohacs Balaton atlag




Letoltés es maximumok

# Vasarosnamény éves maximum vizallasok

Python szkript (urllib) 1o6s 70

1963 705
starty = 1901
endy = 1902 # 2019 1964 324
;ndg = 22;:2 ##ﬁj’f?r?étuthBagéggl. 1985 571
endy = régi formatum -ig
maxis = [] 19606 630
years = [1 1907 690
skipmx = [1919, 1944, 1945, 1984] 19608 675
for year in range(starty,endy): 1909 640
1910 548
#print(year, end="' ')
url = "http://www.hydroinfo.hu/vituki/archivum/vn"+str(year)+".htm" 1911 457
# fp = urllib.request.urlopen("http://www.hydroinfo.hu/vituki/archivum/vni901.htm") 1912 750
fp = urllib.request.urlopen{url)
mybytes = fp.read() 1913 785
#mystr = mybytes.decode("utfg")
mystr = mybytes.decode("cp1250") 1914 750
fp.close() 1915 B30
#print(mystr)
if False: # ez nem mik&dik! 1916 548
tw=f ‘ he (129 - (1 1917 475
#found = re.search('<pre=(.+7)</pre>', mystr).group
found = re.search('<pre=\r\n(.+?)</pre=\r\n', mystr).group(1) 1918 490
except AttributeError: 1926 766
print("<pre>, </pre> not found in the original string")
# <pre>, </pre> not found in the original string 1921 280
found = '' # apply your error handling 1922 756
# szoveges adatok keresése 1923 716
start = mystr.find('<pre=') + 7
end = mystr.find('</pre="', start) 1924 738
found = mystr[start:end] 1925 776
filename = "wn"+striyear)+".txt"
1926 0686

1927 426



Eves maximumok eloszlasa
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I GEV kvantilis-kvantilis abra

Tisza éves maximumok, Vasarosnamény 5 # O

z,=u—Zexp[1-y,°]

¢

g
_;’ 600 -
& korrelacios egyitthatd: 0.997
5 400 | o
- ° 500 eves visszatérési szint: 960 cm
0o ®° 1000 éves visszatérési szint: 965 cm
200 H
o

200 300 400 500 600 700 800 900
GEV eloszlas €: -0.502 0: -178.043 p: 1330.385



I u=600 cm-t meghalado vizallasok

1.0 -
0.8 -
kumulativ tapasztalati
. eloszlasfiggvény
Altalanositott Pareto-eloszlas
0.4 1 kvantilis fliggvénye
1 o
h(p)=urZ1-(1-p)]
0.0 -

600 650 700 750 800 850 900 950
vizallas (cm)



I Tapasztalati és elméleti eloszlas

vizallas {cm}
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I 1000 évenkenti arviz nagysaga

* A modell alapjan hatarozzuk meg, hogy 1000

evenként mekkora arviz bekovetkezése varhato
Vasarosnaménynal!

- definialjuk a p,,,, =1 — 1/1000 valoszintség érteket

* az ehhez tartozo vizszint értéke az illesztett Pareto
modell alapjan: 930.4 cm



I Monte Carlo eljarasok

* Szamitasi algoritmusok széles kore, melyek ismeételt véletlen
mintavételezessel allitanak el6 szamszerl eredmenyeket

* Hagyomanyos eszk6zokkel nehezen vagy egyaltalan nem
vizsgalhatd problemak
* FO alkalmazasi teruletek:
optimalizacié
numerikus integralas

adott eloszlas szerinti minta generalasa



I Lépések
1) Meghatarozzuk a lehetséges értekek tartomanyat

2) A tartomanyon megadott eloszlas szerint véletlen
mintakat allitunk elo

3) A mintakon valamilyen elQirt szamitast vegzunk

4) Osszesitjuk a kapott eredményeket



Mintavétel tetszoleges
valoszinUségeloszlashol

* Rendelkezunk a (0, 1) intervallumban egyenletes eloszlasu
véletlenszamokat szolgaltato eljarassal

* Az F(x) eloszlasfuggvényu valoszinlUségeloszlasbél szeretnénk n
elem{ mintat venni

* Ismerjuk az F(x) eloszlasfUggvény inverzét, az I _l(y) =F _l(p) kvantilis
fuggvényt
- ElGallitunk n db y. egyenletes eloszlasu véletlenszamot (i = 1,...,n)

-1
* Azx,=F (y)akeresett n elemd minta



I Mintavétel tetszoleges valoszinUségeloszlasbol

yIA F(x)
yi:F(xi) ¥,
xi:F_l(yi) yf -

-1
F (p) kvantilis fuggvény y,




Density f (z) F(z X=FYU) Simplified form
Exponential(}) -

Analitikusan megad haté Ae™ 220 L™ —%-10:(1—-U) —%log(U)
kvantilis fuggvények Coney (o)
rr(i:+a’) -;—+-:;-arctan(-:7) atan(n( U—%)) otan(rU)
Rayleigh(e)

- — = —

":'6 @' 220 1-¢ * ov-log(1-U) ov-log(D)

Triangular on(0,a )

2
Sn-ty0kads | e a(1-V1T ) (1T )
a (1 a 2a
Tail of Rayleigh
82-22 al-z?

ze ? .,z >a>0 1-¢ *? a %-2log(1-U) Va*-2logU
Pareto(a ,b)

ab? b.* b b

gtH ' z26>0 1-(-;) (1-U)ve yve




Elutasitd mintavetel

* javasolt eloszlabdl vett minta elfogadasa/elutasitasa

1

| ", 1 ’ s
o / . — cél eloszlas

06} / \ | —— javasolt eloszlas

elfogadjuk a mintat
—— elutasitjuk a mintat




Markov-lanc Monte Carlo mintavétel
(MCMCQ)

* mintavetelezés tetszbleges (bonyolult) eloszlasbal:
1) véletlen szamok generalasa: Monte Carlo resz
2) ezek befolyasoljak a kovetkez6 szamok generalasat: Markov-lanc

3) eldontjuk, hogy ezek az Uj szamok a , helyes iranyban” valtoztak-
e: elfogadas-elutasitas

4) ellendrizzUk a konvergenciat: meghatarozzuk, hogy az adataink
valamilyen ésszer( eloszlashoz konvergaltak-e? Ha igen, akkor ez
az eloszlasbal vett minta



I Véletlenszam generatorok

* fontos szempontok:
statisztikai mindseg
el6rejelezhetbség
reprodukalhatd eredmeények
ismétlési periodus
futasidd
tarigény
kddmeret, bonyolultsag
tetszOleges dimenzidban egyenletes eloszlas
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Eloszlasfuggvenyek terjedése nem linearis
rendszeren keresztul

* Ismert a vizsgalt rendszer modellje: y = g(x)

* Bemenetix (i=1,..., m) mennyisegek (egyuttes) vsz. eloszlas fuggvenyei is ismertek:
F(x) (F(x))

 ElGallitunk az ismert F(x) eloszlasok ( F(x) ) alapjan véletlenszerlen egy lehetséges x
bemenetet és meghatarozzuk a g figgveny alapjanazy (k=1 ..., n) kimeneteket

« Monte Carlo: Az eljarast sokszor (N-szer) megismetelve az y, kimenetek
mindegyikébdl N eleml mintat kapunk

* A kimeneti mennyiségek tapasztalati eloszlasait meghatarozzuk

« Az eloszlasok segitségevel az y, kimenetek legjellemzobb értekeit es

bizonytalansagait kiszamitjuk



Monte Carlo modszerek alkalmazasa a meérési

bizonytalansag meghatarozasara

* A GUM Supplement 1: ,Propagation of distributions using a Monte Carlo method”
5.1.1

a) modell felallitasa
1. ameérendd mennyiseg, Y definialasa

T
2. azX=(X,X,...,X,) bemeneti mennyisegek meghatarozasa, amiktol Y flgg

3. az X-etes Y-t dsszekapcsold modell megalkotasa
4. ameglevd ismeretek alapjan X -k eloszlasflggvenyeinek (Gauss, egyenletes,
haromszog, stb.) megadasa, illetve nem flggetlen X -k egydttes
eloszlasfuggvényinek a megadasa
b) terjedes
c) 0Osszefoglald statisztikak készitése Y eloszlasfuggvényéral



Monte Carlo modszerek alkalmazasa a meéreési
bizonytalansag meghatarozasara

* A GUM Supplement 1: ,,Propagation of distributions using a Monte Carlo method” 5.1.1
a) modell felallitasa
b) terjedés
1. az X -k eloszlasflggvényeinek terjedése a modellen keresztdl, hogy megkapjuk Y
eloszlasfuggvényeét
c) Osszefoglalo statisztikak készitése Y eloszlasfuggvenyérol

1. az Y varhato értéke lesz a mennyiség y becslése (nem minden alkalmazas szamara
megfeleld)

2. azY standard bizonytalansaga lesz az y mennyiség u(y) standard bizonytalansaga
(Cauchy eloszlas esetén nem létezik)

3. megbizhatdsagi tartomany készitése, mely Y -t elSirt megbizhatdsagi valdszinlséggel
tartalmazza



Eloszlasfuggvenyek terjedése

* a mérendd mennyiseg, Y eloszlasfuggvenye:

* asUrdsegflggveny formalis definicidja (0 a Dirac delta):

f ,fgx é:))dézv dc

* analitikusan az integralas nem végrehajthato, helyette Monte Carlo
szamitasra (MCM) van szukseg



I Eloszlasfuggvenyek terjedése

N —
Ix, (1)
N
Ix,(&2) gv(n)
Ixs (§3)

Az eloszlasok terjedéseének illusztracioja N = 3 fliggetlen bemeneti mennyiségre



SRS Exe) p megbizhatosagi
eloszlasfliggvenyei valdszinliség

Monte Carlo Széml'tés asze;iEii?;Xrggyiségek [ J

kisérlet

v
[M dbx,, ..., x, vektor agx(f)}

L az Y = f{iX) modell J LM db Monte Carlo 1

eloszlasfliggvényekbdl
v
Mdb y =f(x) modell értek,
L r=1,....M }

az Y kimeneti mennyiség
G tapasztalati
eloszlasfliggvénye

v v v

az Y kimeneti mennyiség az Y kimeneti mennyiség
y becslése és u(y) standard o Viign) megbizhatdsagi

bizonytalansaga intervalluma




MCM példa
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