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Fizikai geodézia és gravimetria / 10.

A FIZIKAl GEODEZIA MATEMATIKAI ES FIZIKAI
ALAPJAI, A GEOIDMEGHATAROZAS
FIZIKAl GEODEZIAI MODSZEREI.

A fizikai geodézia egyik legfontosabb feladata a Fold elméleti alakjanak, a
geoidnak a meghatdrozésa. Ahhoz, hogy az egész Foldon kozds, geocentrikus (vagy
mas kifejezéssel abszolut) elhelyezésti vonatkoztatasi ellipszoidhoz (alapfeliilethez)
viszonyitott geoid-ellipszoid tavolsagokat és ezzel egységes geoidképet tudjuk
eldallitani, fizikai-geodéziai modszereket kell igénybe venni. Ezek kozos jellemzdje,
hogy a geoidmeghatarozast fizikai feladatként oldjak meg. Ez azt jelenti, hogy a
geoidot a valodi foldi nehézségi erétér valamilyen kivalasztott W, potencialértékii

szintfeliileteként hatdrozzuk meg. A feladat megoldasi modszereinek egyik csoportja a
nehézségi mérésekre tdmaszkodd gravimetriai, ill. gradiometriai moédszerek. (Ez
utobbiakat egyrészt a geoid finomszerkezetének, masrészt a Foldon kiviili kiilsd
térben haladd szintfelilletek meghatarozasdra hasznaljuk.) Az eljardsok madsik
csoportja a Fold mesterséges holdjait hasznalja fel az egész Fold geoidja, ill. mas kiil-
s0 szintfeliiletei alakjanak meghatarozasara.

Ennek megfeleléen a fizikai geodézia legfontosabb fizikai alapjai a
potencidlelmélet és a gravitaco teriiletére esnek. Tetszdleges alakt és tomegeloszlasu
testek tOmegvonzasi (gravitacids) erdterének leirasara kiilonféle matematikai
eljarasok hasznalhatok, ezek kozil a legelénydsebb a gombfiiggvény-sorok

alkaln}]&”&?&vitédés er6t a tomegek keltik, a tomegeken kiviil gravitidcidos er6 nem

keletkezik. Ezt a matematika nyelvén, az ismert differencidl-operatorokat alkalmazva
elegdnsan ugy fogalmazzuk meg, hogy tomegeken kiviil az er6tér divergencidja
(forrasa) zérus:

div E =0. (1)
Ugyanakkor tudjuk, hogy az er6tér a potencial gradienseként allithato elo:
E=grad V. (2)

A (2) Osszefiiggést az (1)-be beirva:
div grad V= AV =0. 3)

A (3) a jol ismert Laplace-egyenlet, amely megoldasat gombfiiggvény-sor alakban
legegyszeriibb felirni. Gombi polarkoordinatdkat haszndlva a megoldas a mar jol
ismert
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A potencidlelmélet peremérték-feladatai

Peremérték-feladaton adott tartomanyban értelmezett fliggvények koziil annak
megkeresését értjiik, amely az adott tartomany hatardn (a peremfeliileten) eldirt
feltételeknek eleget tesz.

A geoid meghatdrozasdhoz a potencialzavar 7 =W —U fiiggvényét keressiik!
Errdl tudjuk, hogy — mivel a centrifugalis er6tér potencidlja a kiilonbségképzésbol
kiesik — tomegvonzasi potencidlok (nevezetesen a valddi foldtdmeg €s a normal
nehézségi erdtér forrasat képezd, a fold tomegével egyenld nagysagu, de szabalyos
eloszlasu tdmeg vonzasi potencialjanak) kiilonbsége.

Ez pedig akkor a Fold kiilso terében ki kell elégitse a ravonatkozodan felirhato
(3) Laplace egyenletet, ami viszont masodrendii differencidlegyenlet T
meghatarozasara. Ennek altalanos megoldésa végtelen sok gdmbfiiggvénybdl allo sor.

A Laplace-egyenlet megoldasat képezé harmonikus fliggvények 6sszességébdl
(a (4) gombfiiggvények végtelen sokasagabdl) ki kell vdlasztanunk azt, amely a Fold
elméleti alakjdnak a felszinén, a peremfeliileten elére szdmszeriien megadott feltételt
(peremfeltételt) kielégiti.

A matematika harom peremérték-feladatot kiilonbdztet meg attdl fiiggden, hogy
mik az adott peremértékek. Az elsé peremérték-feladat (Dirichlet probléma) esetében
a peremfeliileten a keresett fliggvény 4ltal ott felveendd fiiggvényértékek adottak (/.
abra).

Masodik peremérték feladatrol (Neumann problémarol) beszéliink akkor, ha a
peremfeliilleten a  keresett  fliggvény  felilleti  normalis  irdnyu  elsd
differencidlhanyadosanak szamértékei ismertek.

Végiil harmadik peremérték-feladattal allunk szemben, ha a peremfeliileten a
keresett fliggvény ottani fliggvényértékei ¢s feliileti normalis irdnyu elsé
differencidlhanyadosa valamilyen linedris kombinaciojanak szamértékei adottak.

V=V o, 0)=? V=V(rp,2)=? V=V(r,p,0)=?

1. abra. A potencidlelmélet harom peremérték feladata

A peremérték-feladatok kiillonbozé fajtdira a matematikdban kidolgozott
megoldasok allnak rendelkezésre.

Peremfeltétel felallitasa a geoidra

Keressiink olyan matematikai kapcsolatot, amely a T potencialzavar egyeldre
ismeretlen fliggvénye és a geoidon mérhetd (vagy pontosabban a foldfelszinen
mérhetd és a geoidra atszamithatd) mennyiségek kozott fennall.

Irjuk fel a 2. dbran lathatd geoidi P’ pontban az ottani valdédi és a normal
nehézségi térerdsség gp — yp kiilonbségét. Vegylik figyelembe, hogy mindkettd a

megfeleld potencialfiiggvény negativ gradiensének abszolut értékeként foghato fel,
amely utobbiak a megfeleld potencialfiiggvény fiiggbleges (magassag) irdnyu elsd



differencidlhanyadosaként  értelmezhetdk. Ezeknek  kiilonbsége viszont a
potencialzavar fliiggvényének fiiggdleges-iranyu differencialhanyadosaval egyenlo:
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Masrészt a P’ pontbeli nehézségi értékek kiilonbségében szerepld y,. geoidi

normal nehézségi térerésség a  Yp =7y, (1+ sin” @p. +---)  fliggvénynek az

ellipszoidi P" pontban végzett N szerinti sorbafejtésével szamithaté ki. Ha a

P'P"= N tavolsag (azaz a geoid-ellipszoid tdvolsag) a Fold méreteihez viszonyitva

kicsi (1. feltétel), akkor elegendd a sorbafejtést a linearis (1. fokl) tagig végezni és a
sor tobbi tagjai elhanyagolhatok:
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2. abra. Peremfeltétel felallitdsa a geoidra

Helyettesitsiik (6)-ban N értékét a Bruns-féle dsszefiiggés

T,
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egyszerusitett alakjaval (2. feltétel: U, = W) és rendezziik a kapott tagokat a
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alakra. Ennek jobb oldalan all6 kifejezés a geoidi nehézségi rendellenesség, amelyben
gp afold felszinén mérhetd és a geoidra atszamitassal nyerhetd valodi és yp. pedig

a valasztott geodéziai vonatkoztatdsi rendszernek megfeleld képletbdl a
szintellipszoid felszinén fekvé P" ponthoz kiszdmithatd normal nehézségi érték.
Kiilonbségeik a nehézségi rendellenességek (vagy gravitaciés anomalidk).

Szamitsuk ki a (7) bal oldali masodik tagjaban a T fiiggvény egyiitthatdjat azzal
a kozelitéssel, hogy a lapultsdg elhanyagoldsaval az ellipszoidot a Fold tomegével
megegyez0 M tomegl (3. feltétel), az ellipszoidéval azonos térfogati homogén
gombbel helyettesitjiik, amelynek sugara R. A keresett egyiitthatét ennek kiilsé
eroterében szamitva a (7)-nek a
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kozelité alakjara jutunk, amelyben az elhanyagolds a lapultsdg ( f =1/300)

nagysagrendjének felel meg.

A jobb oldal szamszerii ismeretében a (7) vagy a (8) kozelitd alak elsérendii
linearis differencidlegyenlet az ismeretlen 7 fiiggvény meghatarozasara, amit a fizikai
geodeézia alap differencialegyenletének szokas nevezni.

Mivel azonban a Ag nehézségi rendellenességek nem az egész térben, hanem
zart feliilet (a geoid) mentén tekintheték ismertnek, a (7)-bdl, vagy a (8) kozelitd
alakbol a T fliggvény térbeli eloszlasa kdzvetleniil nem hatarozhat6 meg. Alkalmas ez
az egyenlet azonban arra, hogy ha ismerjiik a 7 fliggvény 4ltalanos alakjat, akkor
peremfeltételként szolgaljon az azt kielégité konkrét fiiggvény kikereséséhez.

Ha a kiils6 térre korlatozoédunk (4. feltétel), akkor a potencidlzavar T
fliggvényének altaldnos alakja a AT Laplace egyenlet megoldasainak Osszességét
tartalmazd végtelen gombfiiggvénysor. Ebbdol a (7) vagy a (8) kifejezést
peremfeltételként hasznalva, a mért peremértékek alapjan meghatdrozhatdé az ezt
kielégité gombfiiggvénysor egyiitthatéinak szamszerii értéke. A (7), vagy a (8)
alakilag a harmadik peremérték-feladat peremfeltételének felel meg.

Megjegyezziik, hogy a 4. érvényességi feltétellel megadtuk a foldfelszinen mért
nehézségi értékek geoidra atszamitdsanak modjat is. Ennek olyannak kell lennie, hogy
eredményiil azt a nehézségi térerdsséget adja, amit a geoidon mérnénk, ha folotte
tomegek nem lennének.)

Felirva a T fiiggvény térbeli gdombfiiggvénysordnak altalanos alakjat a geoidot
kozelitd R sugaru géomb kiilsd terére, képezziik ennek helyvektor (azaz magassag)
irany els6 differencialhdnyadosat, €s az igy nyert alakokban a geoidi P’ pont
helyvektorat a geoidot kozelité gobmb R sugaraval helyettesitve, eldallithatjuk a T
figgvény — és elsd differencidlhanyadosa P’ geoidi pontbeli értékét gombfiiggvény

alakban. Ezeket a (8) peremfeltételben szerepld [aa—;j és T, helyére beirva, a
P

lehetséges 0sszevondsok utan (€s az eldjelet megforditva) megkapjuk az
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peremfeltételt a geoidra gombfiiggvénysor alakjaban. Keressiik tehat a potencialzavar
T figgvényének azt az alakjat, amelyik a geoidon a (8) vagy (9) alakban a most
felallitott peremfeltételt kielégiti.

A peremértékfeladaton keresztiil torténd geoidmegoldasokat két nagy csoportra
oszthatjuk: a peremérték-feladatot vagy a potencidlfiiggvény gédmbfiliggvény-soraval,
vagy a Stokes-féle sorral oldjuk meg.



