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Fizikai geodézia és gravimetria / 13.

GEOID MEGHATAROZASA A POTENCIAL
GOMBFUGGVENY SORAVAL, A STOKES-FELE
SORRAL, AZ ABSZOLUT FUGGOVONAL-ELHAJLAS
SZAMITASA.

A potencialzavart a valédi és a normal nehézségi er6tér potencialjanak
T =W —-U kiilonbségeként értelmeztilk. Mint emlitettiik a kiilonbségképzésbdl a
centrifugélis er6tér potencialja kiesik, igy a potencidlzavar a valddi és a normal
nehézségi erdtér tomegvonzasi potencialjanak kiilonbségével egyenld.

A Fold tomegének vonzasi potencidlja a kiilsd térben (a Laplace-egyenlet
altalanos megoldasaként) gombfiiggvénysorral fejezhetd ki.

A normal nehézségi erdtér forgasi ¢és  egyenlitdi  szimmetrids
potencialfliiggvényének tomegvonzasi része a
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gombfiiggvénysor alakjaban irhatd, ahol a az ellipszoid egyenlitéi fél nagytengely
hossza, J,, pedig a normal nehézségi erétér forrasit képez$ tomeg eloszlasat
jellemzd egytitthatok.

A T fuggvény gombfiigvénysoranak altalanos alakjat megkapjuk, ha az elébbi
két gombfiiggvénysor kiillonbségét képezziik. (Itt éliink az 7, = a = R kozelitéssel. Az
igy nyert gombfiiggvénysor lesz tehat a 7 fiiggvény altalanos alakja. Az ebben
szereplé oJ,, C, ¢és S, egyitthatok szamértékének meghatarozasaval kell

kikeresniink azt a konkrét szamszerii fliggvényalakot, amely a geoidra felallitott
peremfeltételnek eleget tesz.

frjuk be a T fiiggvénynek az elébbi kiilonbségképzéssel nyert altalanos
gombfliggvénysor alakjat a
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peremfeltétel bal oldalara, igy a

oo
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alakra jutunk. Annyi ilyen alakt egyenletet irhatunk fel, ahany pontban mért nehézsé-
gi érték alapjan ismert 4g, geoidi nehézségi rendellenességiink van. Ezek szamérté-
két a bal oldalra beirva, a jobb oldalon all6 ismeretlen 8J,, C,, és S, egyiittha-

tokbdl az egyenletek szamanak megfeleld mennyiségiit ki tudunk szédmitani. (A gya-
korlatban az igen nagyszamu felirhat6 egyenletbdl ennél Iényeges kevesebb szamu



ismeretlen szamértékét hatarozzuk meg a legkisebb négyzetek moddszere szerinti sza-
mitassal.)

Az igy kiszamitott egyiitthatokkal mar szamszertien felirhatjuk a 7 potencialza-
var gombfiiggvénysordnak a kiszamitott egylitthatok szamanak megfeleld véges sza-
mu tagjat. (A ki nem szamitott egylitthatok értékét ezuttal zérusnak tekintjiik.)

Az igy eldallitott gombfiiggvénysort a Bruns-féle 0sszefliggés szamlalojaba be-
irva kapjuk végeredményként az N  geoid-ellipszoid tavolsagok
N@D,A)=T,(V,4)/ y, gombfiiggvénysorat.

Ennek a meghatarozasnak az az elénye, hogy ©#=90° —¢ és A helyére tetszdle-
ges koordinata-parokat beirva, a Fold tetszéleges helyére szamithato a geoid-
ellipszoid tavolsag értéke. gy példaul megfeleld programmal szamithatok a hosszu-
sagi és szélességi vonalak metszéspontjanak tetszéleges strtiségli hal6zatdhoz az N
értékek, amelyek kozott azutdn izovonalakat szerkesztve, megrajzolhatjuk az egész
Fold geoidjanak izovonalas képét a felvett alapfeliilethez (szintellipszoidhoz) viszo-

nyitvag hivjuk fel a figyelmet arra, hogy a kapott geoid-ellipszoid tavolsagok geo-
centrikus elhelyezésii alapfeliilethez viszonyitva értenddk. Ezt azaltal érjiik el, hogy a
normdlpotencidl (1) gombfliggvénysora nem tartalmaz 2n =1 foku tagot, ami abban
az esetben all eld, ha a koordinata-rendszer kezddpontjat a vonz6 tomeg tomegkozép-
pontjaba helyezziik.

Megoldas a Stokes-féle sorral

Most az eldbbi feladatnak masik megoldasat mutatjuk be. Keressiik tehat ujra a

T potencidlzavar fiiggvényét tigy, hogy a geoidra felallitott peremfeltétel valamelyik
alakjat a geoidon kielégitse. A
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peremfeltételben a 7 potencidlzavar fliggvényét gdmbfiiggvénysoraval helyettesitve

szarmaztattuk a (2) alakot, ahol a bal oldalt irtuk at gdmbfiiggvénysor alakjaba. He-

lyettesitsik a jobb oldalon 4ll6 4g  nehézségi rendellenességet is

gdmbfliggvénysoraval:

Agp =) Ag,(B,4). (5)
n=0

Ha két gombfiiggvénysor tagjai egyenként egymassal egyenldk, akkor az egyenldség
a sorok Osszegére is fenn all:
n—1

m T,(5,2). (6)

Ag,(8,4) =

Az n-ed foku tagok egymassal egyenlévé tételébdl egyenletet kapunk, amelyet
T, (9, A) -ra megoldva megkapjuk a potencidlzavar gémbfliggvénysoranak n-ed foku

tagjat:

T,(5,) =%Agnw,ﬂ>. )



Ezeket n = 0-t6l végtelenig dsszegezve kapjuk a keresett 7" potencidlzavart a 4g ne-
hézségi rendellenességek gombfiiggvénysoranak fiiggvényében a

= — Ag (3
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Stokes-féle sor alakjaban.

Megjegyezziik, hogy ez a megoldas n =1 esetén hatarozatlannd valik, vagyis a (6)
alakbdl a T potencialzavar gombfiiggvénysordnak 1. fokt tagjat nem lehet kiszamita-
ni.

Ez azonban szdmunkra nem jelent hatranyt, ugyanis tudjuk, hogy a potencialza-
var  gombfliggvénysora a valédi és a  normalpotencidl  fliggvény
gombfiiggvénysoranak kiilonbségeként all el6. Emlékeztetiink arra, hogy a
gdmbfliggvénysor eldallitdsakor a koordinata-rendszer kezddpontjat a Fold tomegkd-
zéppontjaba helyeztiik, midltal a sor 1. foka tagjai zérus értékiivé valtak. Ugyanez a
helyzet a normélpotencial (1) sordval is, amely szintén nem tartalmaz 1. foku tagot.
Kovetkezésképpen a potencidlzavarnak a két sor kiilonbségeként értelmezett
gdmbfliggvénysoraban eleve nem is lehet elséfoku tag, ilyet tehat szamitani nem kell.
Viszont ennek kovetkeztében itt is tudomasul kell venni azt a megkotést, hogy koor-
dinata-rendszeriink kezdépontja a Fold tomegkdzéppontjaval azonos.

Tovabbmenve még azt is megallapithatjuk, hogy a kiilonbség képzésbdl a sorok
n =0 foka kM/r alaku vezetd tagja is kiesik, tehat a (8)-ban az dsszegezést elegendd
n =2 -t6l kezdeni:

T, = RZ Agn(é1 A )

A (9) Stokes-téle sor haszn051tasahoz tehat a pontonkénti (diszkrét) Ag, nehéz-
ségi rendellenességekbdl eld kell allitani a nehézségi rendellenességek
gomgfliggvénysorat. FErre a matematikabol jol hasznalhatdo eljaras  all
rendelkezésiinkre, ugyanis tetszleges f(2,4,) figgvényértékek (adatok) alapjan
felirhat6 az erre vonatkozd Y(29,4) gombfeliileti fliggvény n-ed foku tagja:
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A (10) Osszefliggésben szerepld valtozok értelmezése az 1. abran lathatd, o az
egységgomb feliiletét, do ennek elemi darabjat (azaz a térszogelemet), ¥, pedig az i-

ik diszkrét (mért) nehézségi rendellenességnek a vizsgalt helytdl mért gdémbi
szOgtavolsagat (vagy egységgomb feliileti ivtavolsagat) jelenti. Ahhoz, hogy egyetlen
P(U,A)pontban az Y(d,4) gombfelileti fiiggvény Y, (J,4) n-ed foku tagjat
meghatarozzuk, az egységsugara gomb teljes o feliiletére el kell végezni az f (I, 4,)
integralasat. Az integralashoz a do feliiletelem értelmezése a 2. dbran lathato.

Amennyiben az f(J,4)=Ag;, a (10) alapjan a nehézségi rendellenességek
gdmbfliggvénysoranak n-ed foku tagja:



2n+1

Ag (8,4) = HAgiPn(cos ¥ ))do.
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1. abra. Az Y(9,4) gombfeliileti fiiggvény tagjainak elballitasa ismert f (., 4)

fliggvényértékek (adatok) alapjan

A
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dy, do=sinddrd9,

2. abra. A do feliiletelem az egységsugarti gobmb feliiletén

(11

A (11)-et a (8) Stokes-téle sor jobb oldaldra bevezetve, rendezés utan a

potencidlzavarra a

T, =& J' IAgiS(T,-)dO'
4r
o
alakra jutunk, ahol az Gn. Stokes-fiiggvény az

 2n+1
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P, (cos?,)

(12)

(13)



sor Osszegét jeloli. Ennek a végtelen sornak az Osszegét Stokes zart alakban
kiszamitotta:

v

S) =;—6sin%+l—5cos‘}’—3c:os¥’ ln(sin%+ sinz%j . (14)
sin—

A potencialzavarra kapott (12) megoldast a mar ismert Bruns-féle 0sszefliggés
szamlalojdba beirva, kapjuk végeredményként a geoid-ellipszoid tavolsag (az
U,=W, azonos potencidlértékli szintfeliiletek tdvolsaganak) gravimetriai

meghatarozasara az

N=£:i~”5(%mgi do (15)
Yo 4TV,

Stokes-féle integralképletet (a nevezOben a yp. értéket elegendd az atlagos ¥

értékkel kozeliteni). Ez a fizikai geodézia egyik legfontosabb Osszefliggése, mely
kapcsolatot teremt a geoid-ellipszoid tavolsag és a mérésekbdl meghatarozhatd geoidi
nehézségi rendellenességek kozott.

Mivel az el6irt integralast az egységgomb egész felszinére ki kell terjeszteni, a
Stokes-féle integralképlet gyakorlati hasznositasahoz az egész foldfelszinre kiterjedo
nehézségi mérések sziikségesek. Ez Osszhangban van azzal, hogy a Stokes-féle
integralképletben szerepld S(¥;) Stokes-fiiggvény felfoghat6 az egyes Ag; nehézségi

rendellenességek ,,sulyfiiggvényeként” (ennnek alakja a 3. dbran lathatd) és az dbra
tanusaga szerint az S(¥;) értéke (a Ag, hatdsa) igen nagy tavolsagban is szamottevo.
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3. abra. A Stokes-féle fliggvény

Gyakorlati szamitdsok céljara hasznos a (15) Stokes-integral Osszefiiggését
P = Pyimp = 90°=0, A ellipszoidi foldrajzi koordinatakkal is felirni:
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ahol y; = arccos(sin@sin ¢, + cos@cos @, cos(A — A), vagy a 4. dbra jeldléseinek

megfeleld egységgdmb feliileti i, o polarkoordinatdkkal megadni:



2

N:ij‘ I S(y,)Ag;siny, dy, da, . (17)
4ry

;=0y;=0

A megoldas a Stokes-integrallal akkor hasznalhaté eldony0Osen, ha csak egyes P
pontokban keressiik a geoid-ellipszoid tavolsagot (de természetesen nincs akadalya,
hogy tobb ilyen pont eredménye alapjan valamely teriilet geoid 4brdzolasat is
elkészitsiik ilyen modon).

Minden esetre tudni kell azt, hogy az 5. feltétel kovetkezményeként a kapott
geoid-ellipszoid tavolsagok geocentrikus elhelyezésii ellipszoidra vonatkoznak,
amelynek méret és alak jellemzoOit kozvetve a Ag nehézségi rendellenesség
kiszamitdsara hasznalt y normal nehézségi gyorsulas képlet egyiitthatdin keresztiil
vettiik fel.

4. abra. A Stokes-integral egységgdmb feliileti polarkoordinatakkal

Az elérhetd megbizhatdsag nagymértékben attdl fiigg, hogy a vizsgalt pont
kozvetlen kornyezetében milyen sliriségben vannak mért Ag  nehézségi

rendellenességeink.

A Vening Meinesz-féle 6sszefliggés

A Stokes-féle integralképletbdl tovabbi fontos Osszefiiggés szarmaztathatd a
geoid ¢és a geocentrikus elhelyezésti ellipszoid egymdashoz viszonyitott geometriai
helyzetének tanulméanyozéasahoz.

A csillagaszati szintez€s szoros kapcsolat van a geoid és az ellipszoid
egymashoz viszonyitott helyzetét jellemzd két geometriai mennyiség, a fliggdvonal-
elhajlas és a geoid-ellipszoid tavolsdgok megvaltozdsa kozott. Az ottani
gondolatmenet megismétlésével konnyen meggydzodhetiink arrél, hogy fliggévonal-
elhajlas © szoge:

=2 (18)

vagyis a © a geoid-ellipszoid tavolsdg vizszintes ivhossz  szerinti
differencidlhanyadoséaval fejezhet6 ki.



Mivel a 5. dbra jeldlései szerint @ =/E+n”, ezért a (18) Osszefliggés
értelemszeriien felirhato a fiiggévonal-elhajlas & meridian, és az 77 1. vertikalis iranyt
OsszetevOjére is (természetesen a ds ivhossz helyett ennek ds, meridian és ds,

paralelkor iranyu vetiiletét kell figyelembe venni):
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5. abra. A fliggdvonal-elhajlas 6sszetevok értelmezése

Az N helyére beirva most a (15) Stokes-integrélképletet:

= J.J. asw,) Ag. do
47z;/

= ” dS(W’ Ag, do
47z7

(20)

Mivel a (15) Stokes-téle képletben a (14) altal kifejtett S(y) Stokes-fiiggvényen
kiviil minden mas tényez0 a feliileti ivhossztdl fliiggetlen szamérték, igy a differen-
cialas soran egyediil ennek kell a meridian és a ra merdleges paralelkor iranyu differ-
encialhanyadosat képezni. S(y) -nek a (13) és (14) szerinti értelmezésébdl kitlinik
azonban, hogy ezek a differencialasok csak kozvetve (az un. lanc-szabaly szerint)
végezhetdk el:

dS(y) _dS(y) dy
ds dy ds,

m
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aS) _dsw) dy b
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A (21)-ben szerepld dS(y)/dy az S(y) Stokes-figgvény y szerinti differen-
cialasaval egyszertien szamithat6 ki, ugyanakkor a dy/ds, ¢és a dy/ds, differen-

cidlhdnyadosok egységsugari gdémbon a 6. dbran lathatd geometriai megfontolas
alapjan hatarozhatok meg:
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dS(y) _dS(y) dy __1 dSy) .

ds, dy ds, R

(22)

Végiil mindezek figyelembe vételével a fliggdvonal-elhajlasok szamitasara vonatkozo

dS(y)| cose;
i } 47[7.” Lma}A Ao @)

alaku Vening Meinesz-féle Gsszefliggésre jutunk, ahol a Stokes-fliggvény i szerinti
dS(w)/dy differencidlhanyadosat tobbtagh, zart kifejezés alakjaban ki lehet

szamitani;

cos—
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6. abra. Geometriai megfontolas a dy /ds,, ¢sa dy/ds, differencidlhanyadosok

meghatarozasa céljabol

Ezt a (24) kifejezést Vening Meinesz fiiggvénynek nevezziik. A (23)-ban ¢, a
vizsgalt pontbdl az i-ik mérési hely ( Ag; nehézségi rendellenesség helye) felé mend
v, gombi ivhossz azimutjat jeldli a vizsgalt pontban. (o és do tovabbra is az

egységgomb feliiletét, ill. feliiletelemét, vagy a térszogelemet jelenti.)

Ily modon a Stokes-féle integralképletbdl Osszefliggést szarmaztattunk,
amelybdl meghatdrozhatok a vizsgalt geoidi pontbeli fliggdvonal-elhajlas dsszetevok
a mérések alapjan ismert nehézségi rendellenességek fliggvényében. Az eldirt
egységgomb feliilleti integralast akkor lehet elvégezni, ha a Ag, nehézségi

rendellenességek elvileg az egész Fold felszinén kelld szamban allnak
rendelkezésiinkre. Ebbdl az elvi kovetelménybdl a gyakorlatban 1ényeges engedményt



tehetiink. Az elérheté megbizhatosag ez esetben is jelentdsen fligg a vizsgalt hely
kozvetlen kornyezetében taldlhato Ag; értékek szamatol és eloszlasatol.

Mivel a (23) Vening Meinesz-féle Osszefiiggést a Stokes-féle integralképletbol
szarmaztattuk, ezért ez utobbinak érvényességi feltételei vonatkoznak erre is. Ebbol
kovetkezik, hogy a Vening Meinesz képletbdl kiszamitott fiiggdvonal-elhajlas
OsszetevOk a geoidi normalisnak geocentrikus elhelyezésii ellipszoid normalisdhoz
viszonyitott helyzetét mutatjdk. Ezért Oket abszolut fiiggdvonal-elhajlas
Osszetevoknek nevezziik. Erre utal a (23)-ban az a als6 index. (Az ellipszoidi méret-
és alakjellemzOket itt is a Ag; nehézségi rendellenességek kiszamitasara bevezetett

normal nehézségi képlet felvételével kozvetve valasztottuk meg.)

A most megismert modon a Stokes és a Vening Meinesz Osszefiiggéssel
gravimetriai uton meghatarozott geoid-ellipszoid tavolsagok és abszolut fliggévonal-
elhajlasok elvileg alkalmasak a helyi (nemzeti) geodéziai alaphalézatok geocentrikus
(abszolut) elhelyezésének, vagy geocentrikus rendszerbe atszamitasanak megoldésara.
Sajnos az igy szamitott geoid-ellipszoid tavolsagok ¢&s fiiggdvonal-elhajlasok
gyakorlatilag elérhetd megbizhatosdga azonban (nehézségi adatok hidnya és messze
nem egyenletes eloszlasa miatt) jelenleg még néhanyszor 10 m, ill. néhany
szogmasodperc nagysagrendii (és a helytdl fiiggden igen kiilonbdz0) lehet.



