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Bevezetés

® Ceél: nagy mennyiségu adat elemzése és
felnasznalasa
® Eszkoz: FFT-n alapuld spektralis modszerek
konvolucios integralok, gombfluggvenysorok
folytonos (CFT), diszkréet (DFT), gyors (FFT) Fourier-
transzformacio
® Alkalmazas: Stokes, Vening-Meinesz,
Mologyenszkij integralok
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Matematikai eszkozok

® konvolucio

® Fourier-sor

® potencial gombfuggvénysora

® folytonos (CFT) és diszkret (DFT) Fourier
transzformacio

® gyors Fourier transzformacio (FFT)
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Konvolucios integralok

® m=1 tomegpont V(x) potencialja

A m-1 Vo= £ =h(x)

x=0
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Szuperpozicio (0sszegzes)

elve V(x)=] plx) hx—¢) de
x) |
W e
A /_\/ h(x)=;
=
x=0 X> x=0 X>

a testet tomegpontok osszegere bontjuk
a potencial jarulekokat osszegezzuk (integraljuk)
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1D konvolucio

® surUsegfuggveny es a h(x) un. magfuggveény
szorzatintegralja:

o0

Vix)=[ p(&) h(x—¢) de

— 00
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2D és 3D konvolucio

® Stokes-integral (sik kozelités) geoidundulacio
szamitasara:

xy)z;Ty” Ag(x',y') [(x—x’)2+(1y—y')2r/2 dx'dy’

® Newton integral tomegvonzasi potencial
szamitasara:

)k JIf 21

Fold

r= (X’ y’ Z)’ r’ = (X” y” Z’)
= rl
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Konvolucio altalanos esetben

® altalanos esetben az integralas és a
fuggvenyek 1, 2, 3, ... valtozosak

o0

V(x)=u(x)*h(x)= f u(EVh(x—¢E)dé

— 0

® a h(¢) magfuggvenyt tukrozzuk: h(-¢) es
eltoljuk: h(x — ¢)
® a konvolucié szokasos jele:
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1D Fourier-sor

® f(t)-nek trigonometrikus alaprendszer
szerinti felbontasa (f ido vagy tavolsag)

f (t)Z%aO+ i (ancos nw,t+b sin na)Ot)

n=1
® alap korfrekvencia (rad/s, rad/km)
2T

W,
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A gombfuggvenysor is sel:
Fourier-sor 2

® Gombfeluleten adott f( 3, A) fuggvenyre

f(91)=> > (C, cosmi+S, sinml) P, (cos¥)
=0 m=0

n=0

nm

> Y (C, cosmi+S sinmk) P, (cos®)
m=0 n

/FjS I

A (8) cosmi+B, (9 ) sinmi )

m

C

nm

\)

nm
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1D Fourier-sor lesz beldle:

folA)= io(Am(G) cosmA+B, (9 ) sin m/l)

® Az (9, A) fuggvenyt altalaban egyenld osztaskozi
racs pontjaiban szeretnénk eldallitani

® 5 x 5'-es osztaskozl racs pontjainak szama a
teljes foldfelszinre: 9 331 200

® EGM2008-as modell: 4 802 666 egyutthato

® 45 -10" szorzas es osszeadas kell(ene) a
gombfuggvenysor kiszamitasahoz FFT nélkul
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Fourier-sor komplex alakban

nw,t

® Euler osszeflugges: ¢ " =cosnw,t+isin nw,t
® komplex alak:

f(t):i Cn eina)ot

® komplex egyutthatok:
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Periodusos fuggvény leképezése
dEszkrét egyutthatokra

F()

T @A N @ 5

komplex amplitudo spektrum

umTl

® az egyutthatok kiszamitasa (T periodus): cn:% f f(t)e—l'na)otdt
d
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Folytonos
Fourier-transzformacio (CFT)

® egy g(t) periodusos fuggveny (T — «)

hataratmenetre nemperidodusossa valik:
A £(£) A g(t)

-T 0 T

S periddusos fliggveny 14/58



Fourier-transzformacié (CFT)

® direkt és inverz transzformalt par:

¢ =cos wt+isinwt periddusos fliggvény!
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A CFT tulajdonsagai

® paros f(t) figgvény F(w) transzformaltja

valoés
A f(t) A

2AT
F{.}
>

. \27‘L'/T

F(w)

27T//

T 0 T Ut 0 g o

sinc(w) fuggveny
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® linearitas

Flaf (t)+pg 1) =aF | f (1) +BF | g(t) =aF (o) +4G )
® eltolas (fazis valtozas)

FIf(1=t0)|=F| £(1) e " =F () "

® konvo|ﬁci6téte| ’ Aljor]voll]f:ié Fourier-.transzforméltjail N
a tényezd fuggveények Fourier-transzformaltjainak

szorzata.

F f(t)xh(t)=F (o) H (o)
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Dirac-fele egysegimpulzus

® Dirac-féle egysegimpulzus ,fuggveny” o(f):
mindenhol zerus, kivéeve a t helyet, ahol
végtelen nagy, de integralja véges

® Hasznos absztrakcio mint pl. a tomegpont

¢ ImpuAIzus sorozat:

U8 T U S SR ST S S

0 T 2T 3T 4T 5T t
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Impulzus sorozat
Fourier-transzformaltja

® Impulzus sorozat CFT-je egy masik impulzus sorozat:
A

5(t) l A A A A A A A
=
0 T 2T 3T 4T 5T .. t
A
A((,U)l A 'y A
T =

0 2/ T 41t/ T w 19/58



Mintavetelezés

® a mintavetelezés f(t) impulzussorozattal

valo szorzasat jelenti:

i)
S~ —
N
A A A A

T 0 T 2737

Fi.;
—>

b |F)]

B a)max

O wmax
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Mintavetelezett jel Fourier-
transzformaltja (CFT-je)

® a mintavételezett fuggvény CFT-je
(az ‘inverz’ konvolucio tetel szerint) f(f)-nek az
impulzussorozat Fourier-transzformaltjaval vett
konvolucioja lesz

® f(t) fUggvény F(w) transzformaltjainak (1/T-vel
atskalazott) masolatait a mintavételezesi 211/ T
(kor)frekvencianak megfeleld6 kozonként egymas mellé
helyezzuk és 0sszeadjuk

® ez a diszkrét Fourier-transzformacio (DFT) 01/58



Diszkrét $35
Fourier-transzformacio (DFT) |
® a DFT 21/T korfrekvenciaval periddusos
® az egymas mellé tett masolatok atlapolédhatnak:
\ |F(w)]
spektrumi7étlésbc’il aié torzitas 1/T skalatényez6
\/ \/ \/ \/
@

27/T -n/T 0 7#l/T 21T
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Diszkrét <= periodusos

® Elv: ami az egyik tartomanyban diszkret,
az a masikban periddusos (f <« w)

A 4Gl
F(f)

—>

t j I | 1 @
0 . §5S000,885S ..
3 Y SN NI
komplex amplitudd spektrum

® Példa: a gomb ket iranyban is periodusos, ezert a
gombfuggvenysor ketszeresen diszkret: > >
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Mintaveételezési tétel

® Akkor nincsen spektrumismetiésbol adodo
torzitas (atlapolodas, aliasing), ha

T
o <—
max T

, [F)]

spektrumismétlésbdl adodé torzitas

/AN

1/T skalatényezb

2r/T -n/T 0 7/T

2mIT
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Atlapolodas I
0000
® Az atlapolddott magas frekvenciaju 0sszetevok cec

alacsony frekvenciaju torzitasként jelennek meg.
/\
) |F(@)]

|
0 \_ﬁ/} eredeti kép hulldam (Moiré) mintazat
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Nyquist-Shannon tetel

® szukseges minimalis mintavetelezesi (Nyquist)
periddus:

T
Tmin: o
max
® szukséges minimalis mintavételezési (Nyquist)
korfrekvencia:
r 9
wNquISt T —& W
min

a jelben elofordulo legmagasabb frekvencia
legalabb ketszeresével kell a jelet mintavetelezni
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Kovetkezmeény (DFT)

® Ha a Nyquist-Shannon feltétel teljesul, vagyis a
mintavetelezési frekvencia legalabb ketszerese a
jelben el6forduld legnagyobb frekvencianak,
akkor F(w) masolatai elkulonulnek.

Nincs spektrumismetlesbdl adodo torzitas
(aliasing), elég a masolatokbol csak eggyel
foglalkozni, és azt T-vel megszorozni.
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Csak veges sok minta van

® a mintavetelezes eredmeényekeént elvileg
vegtelen sok mintaval kellene rendelkeznunk

® a gyakorlatban csak egy korlatozott
te (t.,t )tartomanybol vannak adataink

min? “max

® mi lesz ennek a hatasa, ha az f(f) jel folytonos?
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Spektralis szivargas (leakage) | :e::
® levago ablakkal val6 szorzas :

(—konvolucio!)
A1 e A|F(co)|

spektralis ,szivargas
o (1) Fi.} \
levago ablak — :> !
t» CO»

0 Ty 0 1/Ty,

® ajel energiaja ‘atszivarog’ a kornyezo frekvenciakra
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DFT transzformalt par

N—-1
Fk:Z fne_’”kAwT k=0, .. N-1
n=(

N-1
fnzﬁz erinkAwT n=0,...,N-1
k=0

® a DFT muveletigenye N? db komplex szorzas

és N(N — 1) db. komplex osszeadas oes



A gyors
Fourier-transzformacio (FFT)

® a DFT muOveletigenyet csokkenteni lehet

binaris (N=2¥) szamu adatra a moveletigeny N?-r0l
N log,N-re csokkentheto

® Cooley és Tukey (1965)
szeizmikus adatok idosoranalizise

® Danielson és Lanczos (1942)

® Gauss (18095)

aszteroida palyak interpolacioja
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Az FFT hatekonysaga

® nem csak binaris szamu (2%) adatra
mukodik (ez a tobb torzstényezoOs FFT, es
akkor hatekony, ha az adatok szama kis
torzsszamok, pl. 2, 3, 5 szorzatara bonthato)

® A kulonbség a DFT es az FFT muveletigénye
kozott oriasi lehet!
N=10° adat, 1 GFLOPS processzor (1 ns)

FFT-vel 45 masodperc
DFT-vel 63 év

32/58



Fizikai geodéziai alkalmazasok | :::

® konvolucios integralok hatekony szamitasa
¢ Stokes, Vening-Meinesz, Mologyenszkij integral
® sik, 2D gombi és 1D gombi FFT
® terepi korrekciok szamitaa

® gyors gombfuggveny analizis €s szintézis
szamitasa egyenkozl racsbol vagy racsra

® merési eredmények szurése konvolucios

szurdkkel (pl. GOCE gradiensek), wavelet
transzformacio, ...

specifikus
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Stokes-integral szamitasa
FFT-vel

® 0 egyseggomb felszinére felirt Stokes-
integral.

N(P>:4i;wff 4¢(0) S(y ) do( Q.

® Hogyan lehet 1 vagy 2 dimenziés konvolucios
integral alakjara hozni?
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A Stokes fuggveny

30

20

10

S(y) = — G sin %—l—l —5cos{1h)—3 cos(1)) In(sin{4) /2)+sin?(1)/2))

30 60 90 120 150 180
gémbi szdégtdvolsdg
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Stokes integral, sik kozelites

® 2D konvolucios integral (pl. vetlleti koordinatakkal)

1
N(x,Y):ﬁAg(x,Y)*lN(x’y)

® magfuggvenye

[y(xy)=(x"+)7)
® Kiszamitasa FFT-vel

N(x,y):LF_I[AG(u,v) LN(u,v)]

21y

—1/2
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Geoidundulaciok szamitasa
FFT-vel (2D Stokes)

® [, (u,v) a magfuggveny Fourier
transzformaltja

® AG(u,v) a nehézségi rendellenessegek
racsanak Fourier transzformaltja

® az origoban L,(u,v) szingularis, ezert a
megfeleld undulacio \/AxAy

jarulékot kildn kell 0N »( x,y )= Ag(x,y)
kiszamolni: I vz
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Gombi Stokes-integral

® gombi koordinatakban

N(ppi,) f | 4g(0.2) S(9,.1,:0.0) cosp dpd)

® az S Stokes-fuggvény nem csak a ¢, A
koordinatak kulonbsegetdl fugg, ezért nem
konvolucios integral

® ...de a Stokes-fuggveny megfeleld
kbzelitesevel azza alakithato: 2D gombi FFT
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Stokes-integral megoldasa 2D
gombi FFT-vel

® atalakitjuk a Stokes-fuggvenyt ugy, hogy
csak a foldrajzi koordinatak kulonbségétol
fuggjon
S(y)=S(s)~S(g,~¢;. =20
2y _ . 2de . 244

s*=sin”*-=sin +8in”> == c0S ¢, COS @
2 2 2 d

sinzgm +s1n2§'—/1 cos* P
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2D Stokes gombi FFT

® a konvolucio most mar a gombon is
szamithato FFT-vel:

R

N((”z’i ) 47y

—F IF{Ag(goj,/ll.) Cosgaj]F[S(gol,ik,g_o)H

® az alkalmazott kozelites annal jobb, minél kisebb a
terulet E-D iranyu kiterjedése
.. de azert mégis csak kozelités, nem igazan felel

meg a nagy pontossagu geoid meghatarozas
szamara
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Szabatos 1D gombi FFT

® Ha s-et nem kozelitjuk, a Stokes integral
AA szerint akkor is 1D konvolucios
integralla alakithato, mivel

S(@;. A :0,.4)=S(0,.0,.44,)

® Felhasznalva a Fourier-transzformacio
linearitasat, N db. 1D FFT-t kell kiszamolni:

RAgDA/l
4 1y

N(gol,/l )= Z F[Ag COS @ ]F[S(goj,zll)}

41/58



Vening-Meinesz integral
szamitasa FFT-vel

® a szamitas hasonlo a Stokes-integralhoz,
mint pI. 2D sik FFT esetében

L[ 4g(0 ro)

COS a
SIn O

do(Q)

77( "4y

( r \ )

f(x:J’)i LF— F{Ag]Fc.osa/er
n(xy)| 2my sinalr”
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Mologyenszkij-integral
szamitasa FFT-vel

® A Mologyenszkij integral a Stokes integral
inverze

nehézsegi rendellenességeket szamit
geoidundulaciokbol

pl. altimeteres méresek feldolgozasahoz hasznos

Ag (9 p.A )=—%N(¢p,/1p)+4¢7ﬂeﬂ[N(cﬂ,i)—N(cop,ip)] Z(y) do
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A Mologyenszkij-fuggveny

®* A Mologyenszkij-integralnak a Stokes-
fuggvényhez hasonloan szamitando
magfuggvenye :

Z(lﬂ):i)”(zlqu 1)P”(COSW):_4sin3(ll///2)
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Mologyenszkij-integral sik
kozeliteses megoldasa FFT-vel

Ag(x,;v)=—§N(x,y)

L P FIN (xp)|Fld (xp)]| =N (xy) F FIUFld (xy)]

2z

d(x,y)=[(x—xp)2+(y_yp>z]—3/2
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Gyors gombfuggveny-sorfejtés
szamitas FFT-vel

® Lattuk, hogy paralelkorok menten ilyen
szummak kiszamitasara van szukseg

n N
> (Am cosmi+B, sinm/l)=> > ¢ ™
m=0 m=—N
® Ha A egyenkozu racson adott, akkor ez

azonos a DFT szamitasaval

® A DFT szamitasa FFT-vel felgyorsithato, igy
a sorfejtés szamitasa is (O. Colombo, 1980)
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Nehézségek: :

® az integralokat a teljes foldfelszinre kell(ene)
szamitani, de:
® csak egy bels6 zonabol vannak adataink

® eredmény: csonkitasi (tavoli teruletek
elhanyagolasabol eredd) hiba

47/58



Stokes integral csonkitasi hiba | £2::

(o)
()

N
O

]

integrdldsi hiba (RMS, méter)

| AN

0 30 60 90 120 150 180
integrdéldsi sugdr (fok) 48/58




Nehezsegek:

® az integralokat a teljes foldfelszinre
kell(ene) szamitani, de:

® csak egy belso zonabdl vannak adataink
® az integralast tehat a belso zonara vegezzuk

® a kuls6 zénaban levo adatok helyett:
® geopotencialis modellt alkalmazunk,

® amelyet elveszink (remove) a belsd zéna
adataibol, majd

® az integralas utan a modell hatasat visszaallitjuk
(restore). remove-restore
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A Stokes-integral szamitasa

remove-restore eljarassal

® eltavolitjuk a Ag™ szabadleveg6
nehézségi rendellenessegekbdl a geopotencialis
modell Ag®M hatasat és a c terepi korrekciot:

Ao=Ag™ — 4™ 4

® hozzaadjuk a Stokes-integrallal szamitott NA¢
maradék geoidundulaciohoz az eltavolitott

hatasokat N-ben (N" az un. GM  idg  h
indirekt hatas): N=N""+N"°+N
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Remove-restore eljaras

— geopotencial modell

\/
geopotencial modellbdl

szamitott nehézségi —

rendellenességek

geopotencial modellbdl
szamitott
geoidundulaciok

—>>

nehézsegi
rendellenessegek

\

Jremove’”

maradék nehézseqi
rendellenességek

Y

maradék geoid FFT-vel
v

restore”

\

000

0000

0000

ece

-~ DTM —
Y

terepi korrekciok

— gravimetriai geoid

<—indirekt hatas a geoidra<—
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Gyakorlati peldak

® EGGY97 eurdpai gravimetriai geoid

* HGTUB98, HGTUB2000 magyarorszagi
gravimetriai geoidmegoldasok a BME-n
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EGG97: European Gravimetric
Geoid 1997

IfE, Hannoveri Egyetem, Németorszag (Denker,
Behrend, Torge)

EGM 96 geopotencial modell 360 fok- és
rendszamig (130 682 egyutthato)

3120 sorbdl es 4120 oszlopbdl allo, 1" x 1,5°
szogperc osztaskozl foldrajzi racshalora adott
nehézseégi rendellenességek (12 779 520 Ag adat)
digitalis domborzatmodell (DTM)

szamitasi modszer: 1D gombi (szabatos) FFT,
spektralis kombinacio
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EGG97 megoldashoz
felhasznalt adatok

nehézségi rendellenességek domborzatmodell (DTM)

340

Auflésung in m

KA
o

s

Uber
2000 - &
1000 - 20
500 1

100
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70

80"

b0*

400

307

Quasigeoid Model EGG97

-10 0 10 20 30

Quasigeoid Undulations [m]

40

50

60

70

Institut fir Erdmessung
Universitat Hannover
Schneiderberg 50
D-30167 Hannover
Germany
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HGTUB98, HGTUB2000 magyarorszagi | $:::
gravimetriai geoidmegoldasok oo
®* BME Altalanos és Felségeodéziai Tanszék (Téth, Rozsa)

EGM 96 geopotencialis modell 360 fok- és rendszamig (130 682
egyutthato)

421 sorbol eés 505 oszlopbdl allo, 30" x 50" szogmasodperc
osztaskozi foldrajzi racshalora adott nehézseéqi
rendellenességek (212 605 Ag adat)

szamitasi médszer: 1D gombi (szabatos) FFT, remove-restore,
ll. spektralis kombinacio

nem csak a geoid, hanem a fuggoévonal elhajlas 6sszetevok
szamitasa is megtortént

Az OGPSH 308 szintezett pontjan ellendrizve a geoidmegoldas

8,7 illetve 4,4 cm-es szorassal egyezik, de vannak kivago
értékek
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a folytatasban:

A nehézsegi erotér meghatarozasa inverzios
modszerekkel (kollokacio, radialis
bazisfuggvények)
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