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Mirol lesz sz6?

® inverzios modszerek

a nehezsegi erdter parameéteres felbontasa
(bazisfuggvenyek, paraméterek)

LKN parameterbecsles
az erotér paraméteres szintézise




Az inverzios modszerek
alapgondolata

® A nehézsegi eroter W(x) potencialfuggvenyet
alkalmas B(x, x,) bazisfuggvenyek
segl’tségével a kovetkez6 alakban irjuk fel:

ch XX )

a c,-k egyelore |smeretlen egyutthatok,
amelyeket inverzioval hatarozunk meg




Az inverzios egyutthatok
meghatarozasa

® j-vel jelolt meresi pontokban ismerjuk a W(x,) potencial

érteket. Az x, pontok (bazispontok) helyzetét is
ismerve (tulhatarozott) linearis egyenletrendszert
allithatunk fel a ¢, egyutthatok kiszamitasara (inverzio)
és optimalis becslest végzunk

(e(x .) elterések normaja minimalis)

W(x ch XX, ) W ~Bc



Az inverzios egyutthatok
meghatarozasa
® ismeretlenek vektora: ¢ =[c,, C,, ...]

® a mérések vektora: W = [W(x,), W(X,), ...]
® a bazisfuggvenyek matrixa:

B(x;,x;) Bl(x.,x;) | [lelP=|Be=W|*=min

=|B(x,,x;,) Bl(x,x,) c=(B"B)'B'wW




Szintézis

® A nehézségi erbter W(x) potencialfuggvenyet
tetszOleges x helyen a B(x, x,)
bazisfuggvények segitsegevel kiszamithatjuk:

ch XX,

a c,-k a meghatarozott inverzios egyutthatok



Az inverzios megoldasok
kulonbozo szempontjai

® A bazisfuggvények megvalasztasa
gombfliggvények (gombi koordinatak), specialisan megvalasztott
fuggvenyek, pl. kovariancia fuggveny
két- ill. haromvaltozos polinomok (sikkoordinatak)
® Az egyutthatok megvalasztasa
LKN kollokacio: pontbeli adatokhoz rendelt sulyok
gombi radialis bazisfuggvények sulyai (SRBF)
® Az alappontok megvalasztasa
zérus helyzet (egy argumentum: B(x))

specialis pontrendszer (pl. Reuter-racs), vagy adatpontok (LKN
kollokacid), vagy maszkonok (tomegpontok)

optimalis ponteloszlas becslése is az inverzio targya



Az inverzios megoldasok
kulonbozo szempontjai

® A méresek megvalasztasa
potencialkulonbségek (geopotencialis ertek)
nehézségi rendellenességek
fuggovonal-elhajlas 0sszetevok
Eotvos-tenzor elemei (masodik potencial derivaltak)
® Az inverzids modszerek egyik nagy elonye, hogy

barmilyen tipusu merest kozvetlenul bevonhatunk a
meghatarozasba



Az inverzios modszerek
elonyei

® Mindenfajta, nehézségi erGtérre vonatkozo merés
felnasznalhato

® Szabatos LKN kiegyenlitest végezhetunk a
parameéterekre (inverzids egyutthatokra)
az adatok 0sszes hibajellemzéjet figyelembe vehetjuk

a megoldas (becslés) az 0sszes hibajellemzdt szolgaltatja
az inverzios egyutthatokra

az egyutthatokbdl levezetett barmilyen tovabbi mennyiseg
hibajellemzoéit is meghatarozhatjuk hibaterjedéssel



Az inverzios modszerek

hatranyai

® Gyakran nagy meretl egyenletrendszer
megoldasahoz vezet (foleg az LKN kollokacio)

® Sokszor szukséges a megoldas regularizalasa,
mivel a megoldandd egyenletrendszer rosszul

kondicionalt

a regularizacios parametert gondosan kell valasztani
(pl. o paraméter a Tyihonov-féle regularizacié eseten)
a paraméter helyes valasztasatol fligg a j6 megoldas

¢=(B'"B+a I)'B'W




Legkisebb negyzetes (LKN)
kollokacio

® bazisfuggvény = kovariancia fuggveny
a kovariancia fuggveny illeszkedik az erotér statisztikai
szerkezetehez (fokvarianciak)
® bazispontok = merési pontok
a merési pontok szamaval azonos szamu ismeretlen egyutthatot kell
meghatarozni (nagy a szamitasigény)
® nem mert pontokban becsuljuk az eroter valamely
jellemzgjet: ez a LKN predikcio
® probléma: a predikalt er6ter kovariancia fuggvenye nem
egyezik a felhasznalt adatok kovariancia fuggvényevel
(,megtagadja sajat modelljet”)




Kovariancia fuggveny

® terben / feluleten eloszld mennyiseg (pl. Ag)
statisztikai jellemzésére szolgal: Ag(@, A)

® Mia Ag-k atlagos nagysaga ? (o egyseggomb, M{-}
az atlagolas)

M[Ag]:ﬁﬂ Ag do=0

ez a méroszam nem jo
® a szorasnegyzet (variancia) mar megfelelo:

Var[Ag]—M[Ag 1 ﬂAg do



® variancia negyzetgyoke a szoras
rms | Ag|=yvar | Ag|=\M |4g’

pl. a teljes foldfelszinre a Ag-k sz6rasa +35 mGal
® a variancia fogalmanak altalanositasa a kovariancia

(autokovariancia) fuggveny
a Ag-Ag' szorzat atlagos erteke a P és P' pontok r
tavolsaga fuggvenyeben

C*(r)=cov,|dg|=M |Ag - Ag

az r =0 ertéku kovariancia a variancia.

C(0)=var|4g|=M|4g’

r=PP'’



Mit mutat a kovariancia
fuggveny?

® a kovariancia fuggvény t o
Ag es Ag’ statisztikai C,
korrelaciojat meri, vagyis
azt, hogy mennyire
azonos eldjeluek és
nagysaguak egy adott r
tavolsagban levo Ag

ertekek

C,/2




Hirvonen kovariancia

fuggvenye
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Kovariancia fuggveny
modellezése

® Az egyvaltozos kovariancia fuggvenyt
altalaban bazisfuggvenyek rendszere
(P, Legendre polinomok) szerint halado

vegtelen sorba fejtjuk
e sorfejtes egyutthatoi a o, fokvarianciak

n+1
anPn(x,xk)




Mas meresi tipusok eels
felhasznalasa
® a T potencialzavarral (T = W - U)
fuggvenykapcsolatban allé mennyisegeket
vizsgalunk:
® N geoidmagassag
® Ag nehézseégi rendellenességek
® (¢, n) fuggbvonal-elhajlasok
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Magyarorszagi peldak

asztrogeodeziai geoidmegoldas szamitasa fuggovonal-elhajlas
adatokbol

geoidszamitas gyors kollokacioval nehézsegi
rendellenesseégekbdl

nehézsegi rendellenessegek szamitasa Eotvos-inga
meresekbol

illesztett asztrogravimetriai, gradiometriai, GPS/szintezési
kvazigeoid megoldas

asztrogeodéziai és GPS/szintezeési megoldas EGM2008-as
geopotencial modellel



Asztrogeodeziai geoid sel:
%v‘\’ v OGPS 340
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HGTUB2007 magyarorszagi
kvazigeoid megoldas

® illesztett asztrogravimetriai, gradiometriai, GPS/szintezési
kvazigeoid megoldas

¢* GPM98CR / GGMO02CB geopotencialis modell (720 fokig)

® felhasznalt adatok:

6678 atlag szabadlevegb nehézsegi rendellenesseég 2'x3’ mereti
blokkokra

276 (2 x 138) asztrogeodéziai fuggdvonal elhajlas
7452 EOtvos-inga nehézségi gradiens 0sszetevd

95 GPS/szintezesi pont

267 EGG97 kvazigeoid magassag (az orszagon Kkivul)
DTM adatok: SRTM3



* Vizszintes gravitaciés gradiens

atlagos nehézségi rendellenesség

" EGG97 geoidmagassag
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® Térbeli logaritmikus kovariancia modell (Forsberg, 1987)

kovariancia (mGal?)

Kovariancia fuggveények
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HGTUB2007 kvazigeoid
undulaciok




A kvazigeoid megoldas
illeszkedése

az OGPSH pontjaira: £ 2.1 cm (eltérések szérasa), £ 6 cm (max/min)

az EUVN pontjaira (7 db): £ 4.2 cm (eltérések szorasa)

kvazigeoid magassagkulénbség (m)

-0.04

-0.06

AHGTUB2007 illeszkedése a 94 OGPSH ponton
0.06

- szoras: £0.021m
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Asztrogravimetriai és GPS/szintezésre | ssce

,,|Ilesztett” megoldasok elterese oo

“—. " GPS/szintezési §
d problémak?

22
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5. Asztrogeodéziai és GPS/szintezési
megoldas EGM2008 modellel

® Szics Eszter (2009) diplomamunkaja

® felhasznalt adatok:
138 pontbeli (¢, n)
340 szintezett OGPSH pontbeli undulacio

EGM2008 geopotecial modell (2160 fokig és
rendig, 4 802 666 C__es S, egyutthato )

® N szamitasa 2’x3’ felbontasu racsra



Az elkeszult asztrogeodeziai
megoldas

475

47

46.5




Probléma: LKN kollokacio seee
tulzott simitoé hatasa :

% : 0 ' '. i
80 60  -40 20 0 20 0 60 80 100 -80  -60  -40  -20 0 20 40 60 80 100

eredeti jel C. Kotsakis LKN kollokalt jel



Erotér modellezés gombi
radialis bazisfuggvéenyekkel

Tetszlleges F eroter mennyiség becsléesenek funkcionalis
modellje .
F('”l-)+€('”l-):z x, B(r.r)
k=1

® F(r) mérés e(r) meéreési hibak (javitasok) segitségével az x,
Inverzios parameéterek becsulhetok — linearis
egyenletrendszer keletkezik

ez akkor igaz, ha az r, bazisfuggvények helye adott
szabalyos racson vagy szabalytalan ponteloszlasban

ha az r, bazisfuggvények helye is ismeretlen, nemlinearis az
egyenletrendszer




Gombi radialis
bazisfuggvenyek (SRBF)

® A nehézsegi eréter regionalis modellezéset teszik lehetove

® |okalizalt harmonikus fuggveéenyek (Laplace-egyenlet
megoldasai): ~_

B(r;,ry)= Z (2n+1)

n :N min

» n+1
7" b P (77 )

l

® r. hely és a b, egyutthatok szabadon megvalaszthatdk
r, = adatpontok és a b, = fokvarianciak: LKN kollokacio
b, =1 minden n-re: Shannon RBF

tomegpontokkal (un ,maszkon”) valé er6tér modellezes
szoros kapcsolatban vannak a gombfuggvényekkel



Shannon RBF
(Nmin = 200, Nmax 700)

12

SRBF 200- ?OD

gombi szogtavolsag (fok)




Reuter racs

® A gombfelszinen homogéen ponteloszlas
® Aracs c parametere a felbontast jellemzi

Reuter grid, ¢ = 720 numberofpolnts 285
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SRBF erotér modellezés
elonyei

parameterbecslés a mérési adatok teljes hibajellemzG6inek figyelembe
vetelevel, a kiegyenlitdé szamitasok teljes eszkoztaraval

a lokalis bazisfuggvények helyzete, tavolsaga, spektralis jellemzbi
adaptalhatok a rendelkezésre allé adatok felbontasahoz és jellemzG6ihez

a bazisfuggveények x; parameétereibdl kozvetlenul gombfuggvény
egyutthatokat kaphatunk (pl. fokvarianciak szamithatok!)

kulonbozo tipusu erdtéer adatok kombinalhatok (GPS/szintezes,
geopotencialis értekek, nehézségi rendellenességek, fuggbévonal-elhajlas
osszetevOk, EOtvos-inga meérések, mesterseges holdas méresek, GRACE,
GOCE)

az ismeretlenek szama a bazisfuggvények szamaval azonos
(LKN kollokacio: az adatok szamaval azonos)



Regularizacio

® Tyihonov-féle regularizacio
regularizacios tenyezo kiindulo becslése
iterativ finomitas
® Cél: fizikailag ertelmes megoldas
meghatarozasa

le[I*+lITe|[*=[Be—w[[*+|[Fe[l*=min
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A méreések relativ sulyainak
meghatarozasa

® A meérések relativ sulytenyezoinek iterativ
becslese

VCE: Variance Component Estimation (Koch és
Kusche, 2002)

a regularizacios tenyez0 is meghatarozhato
sulytényezoként



A meghatarozott parameterek

SRBF egyutthatck 098 pontban
-' a“u/é ecei . i
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A parameéterek kovariancia

matrixa

SRBF paraméterek kovariancia matrixa
{,D 100 200 300 400 500

100




Bemeno adatok (osszesen 154 477) ecor
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Adatok redukcioja

* EGM2008
® EIGEN-6C4 (Forste et al. 2014)
® GOCE DIR R5 es EGM2008

®* ERTM2160 nagyfelbontasu DTM az RTM
redukcio elvégzesehez (Hirt et al. 2014)




Eredmények: parameéterek és

hibaik
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Eredmeények: kvazigeoid

i 9"E 20°E 21°E 2E

becsult maradek kvazigeoid becsult kvazigeoid hibak



w,

modellezett része :

Eredmények: W
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GPM-ek osszehasonlitasa .

data dese. v 1"'-,. "r-,-,.n zl".-,. £ ] {mq- f'ncm. cl:n:m.l.lz-L IlT\:ﬂ*l.vu:n.rr Ag i:GJ'IuIllu
200-12040 No. Jrald S7o10 3rzr2 ar2r2 138 138 BG 148 96 4288 209 1024
rrcdel Limnit E E E E ACSET ARG meter meter meter meter mGal meter
st +14.06 +14.73 *28.15 *78.74 *]1. 827 +1.730 £0.220 1,144 #+].199 +H).429 #10.44 +0.051
EGMA008 mean 8.210 0.050 2.640 1.610 =0 252 0.382 0.433 0515 0.501 0.003 =1 630 0.015
200-1200 0 +5.56 +6.01 +12.16 +1247 +093 092 +0.34 #0.23 +0.22 0.2 +5.12 | min: -0.187
SMR -2.87 dB -3.44 di -5.88 dB -5.76 dB 196 dB 244 dB 4,78 dB 2.53dB 4.84 dB 7.74 dB 2.66 dB | max 0.227
1. +14.06 #1471 +28.14 $28.73 +1.820 +1.715 10 222 #.134 #1195 H.428 +10.35 +0.051
EIGEN-GC4 ail, B.204 0.030 2.622 1.556 -0.253 0.390 0.435 0.503 0.495 0,004 -1.762 0,013
200-1200 L 599 +5.00 #1216 +12.46 +0.93 #0.91 +0.34 #.23 *0.23 .25 *5.10 | min: -0.189
SMR -2.68 dB -3.44 dB -5.90 dB -5.77 dB 197 dB 243dB 4,44 dB 2.3 dB 4.35dB 7.82 dB 2.65dB | max 0.224
std. +14.06 +14.73 +28.15 +28.74 +1.829 +1.700 #0223 #1135 #1155 +0.420 +10.33 +0.056
GOCE ROS-EGMOB | atl, 8.206 0.004 2.644 1.545 -0.252 0,382 0.440 0,504 0,496 0,005 -1.705 0.013
200-1200 Ure 555 16,01 +12.16 +12.47 0,93 #0.92 +0,35 .28 0,26 .25 +5.16 | min; 0.206
SMR -2 B8 dB =344 dg -5.80 dB 577 dB 191 dB 230 dBe 4.05 dB 1586dE 3.65 dB T.52dB 257 dB | max 0.219

a harom geopotencialis modellel kapott eredmények




Az egyes adatrendszerek
szerepe a megoldasban
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az EGM2008 geopotencialis modellel kapott eredmeények



Eltéerések a VITEL 2014
pontokban

49°N

SRBF és Vitel kiildnbsége [m]
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SRBF geoidmeghatarozas
GOCE adatokkal (Toth S. 2021) | ::°

Mérési adatok:

GOCE [W,]
GNSS/szintezett pontok [{]

Szabadlevegd nehézségi rendellenességek [Ag]
Figgbvonal-elhajlas értékek [&, n]

Geopotencial modell:

=z EIGEN-6c4 (6c4)
XGM2019e (xgm)

RTM modell:

ERTM2160



Potencialfuggveny inverzios

eloallitasa polinomokkal

® A meghatarozando W(x,y) potencialfuggvenyt
ketvaltozos P (x) polinom bazisfuggvények szerint

bontjuk fel B, egyijtthatc’)kkal'

xy:Z ZBP (x)
n=0 =0
j=n<n+1)+i [=n—i

2



Hatvanypolinomok és

egyutthatok
njli L P(y)P(x) B,
0/0[0]0 | B,
111701 X B,
21110 y B,
213]012 X’ B,
4111 Xy B,
51210 s B,




GNSS/szintezeés és
fuggovonal-elhajlas mérések

® GNSS/szintezés:
W(xy)=y N(xy)

® fuggovonal-elhajlas osszetevok:

W (xy)=—y&(xy)
W (xy)==yn(xy)




GNSS/szintezeés és
fuggovonal-elhajlas mérések

® GNSS/szintezés: »

y N(xy)=2, 2 B,P(y

n=0 i=0
® fuggovonal- elhajlas osszetevok

—y E(xy) Z:::ZB]PZ (x)
—ynlxy)= iz (x)




Példa: inverzios teszt szamitas | s°-

235000

modell geoidmagassagok[m], 4. fokszamu polinom
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folytatas: alkalmazott szoftverek
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