Kiegyenlitd szamitasok MSc 2023/24

I 6. eloadas



I Mirol lesz sz0?

* Fotogrammetriai kiegyenlités modellje
targyter és kepter kapcsolata

* Direkt linearis transzformacio (DLT)
szingularis ertek felbontas (SVD)

* Fotogrammetriai sugarnyalab kiegyenlités

* Durva hibak szdrése: ,data snooping”

* Nagy meretu linearis egyenletrendszer megoldasa:
konjugalt gradiens maodszer (CG, PCG)
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Automatizalt fotogrammetriai
feldolgozas p—

* SfM - Structure from Motion
- UAV fotogrammetria

* Eplletek felmérése
- dronos és foldi kamerak




Fotogrammetriai kiegyenlites
modellje

 koordinata-rendszerek
* belso tajekozasi elemek

* targytér es képter kapcsolata
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I Koordinata-rendszerek

* geodeziai koordinata-rendszer
* targyter koordinata-rendszere
* képtér koordinata-rendszere
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Geodeéziai koordinata rendszer és a

koordinata-rendszere
* kapcsolatuk: 2D sikbeli
hasonldsagi transzformacioval
/v es Ziranyu eltolassal
Xop || Xex |, cos o —sina | [ 1 p
B Y p| | Y| \SIDa cosa X,
Xpl_[cosa sina | |X p=A& i
Y,| \—sina cosa Y o= Y
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rendszere Ay

* W, @, kK forgatasi
szogek

* O vetitesi

Kozeppont X, Y., Z,

Koordinatai

* kilsO tajekozasi
elemek
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I Belso téjékoza5| elemek

* H képfopont

| kép | koordinatai (¢, 1,)
keretjel ; » c=7 képsik
/ ;| | pontjainak z
| ""”‘”‘“?i‘;g“‘f‘ “““““ o koordinataja
kép%pofnt ¢ (60, rIO' C): belsO

i tajékozasi elemek
?

|
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I Targyter es keptéer kapcsolata

* kapcsolat a targy- és képkoordinatak kozott

X p=¢ ryo Ty Ty || Xp— X
Ypmng|Thiry, 1y || Ye— Y,
LT T T T £
* forgatasi matrix
i T T3 COSPCOSK  COS@SINK+SIN@SIN@COSK SN SIN Kk — COS®SIN (¢COS K
R= Fio Vo T3 R=|—cospsink coswcosk—sin@singsink sinw cosx+coswsin ¢sin
sin @ —sin @ cos @ COS (0 COS (Y
i3 Taz 733 '
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Masik lehetoseg: Rodrigues
forgatasi keplete

* k forgastengely irdnyl egységvektor

* () forgatasi szog

° r vektor elforgatasa:

r..=rcosO+(kxr)sinf@+k(k-r)(1—cos@)
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Targytér es képtéer kapcsolata

* Ptargyterbeli és P' képkoordinatainak a kapcsolata a
k méretarany tényezd kiklszobolése utan:

X, = _Crll(XP_X0>+r21<YP_YO)+r3I(ZP_ZO):é B
T (X = X o)y (Yo=Y ) 4 2= 2,) 7Y

5 _ ”12(XP_X0>+”22(YP_Y0)+”32(ZP_ZO)_
Y, =n,—c =1,—C
”13(XP_X0>+”23(YP_Y0)+’”33(ZP_ZO)

SXP
D

NP
Syp
NP

- kiils6 tajékozas, j-edikkép  Xo, Yy Zy,, 0, 0, K,
* targypont koordinatai XY, Z,
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Targytér es képtéer kapcsolata

* Atargykoordinatakat P(x, vy, z)-vel, a
képkoordinatakat P'(u, v, -d)-vel jeldlve

ru(x=xo )47 y=yo)+ris(z—z)
ra (X = X0 )+r(y—yo)+ru(z—z)
ro (= xo )+ (Y= yo) +raslz = 2)
’”31(x_xo)+’”32(y_)’o)+’”33(Z_Zo)

u—u,=—d

v—v,=—d

* Az egyenletekben kigydjtjuk az x, y, z-t
tartalmazé tagokat
— direkt linearis transzformacio
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Direkt linearis transzformacio
(DLT)

L x+L,y+L.z+L, Lx+L y+L, z+Lg
— VY =
Lox+L,yy+L, z+1 Lox+L,yy+L, z+1

u

* standard 3D DLT egyenletek
11 DLT paraméter: L , L, ..., L

kibGvithetbk tovabbi, pl. objektiv elrajzolasi
parameterekkel (L, ..., L )

nem kalibralt kamerak felhasznalhatok
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Kamera kalibracio és targypont

rekonstrukcio DLT-vel

* kamera kalibraciéhoz legalabb 6 illesztopont kell
(@11 L, ..., L, DLT paraméter meghatarozasahoz)

* megoldas SVD eljarassal
* durva hiba szlres
* targypont rekonstrukcié m > 2 kép alapjan

*azl,, ..., L,, paraméterekbol a hagyomanyos belso es
kilso tajekozasi ismeretlenek is kiszamithatok (az L, ,
.., L . paraméterekbol az objektiv elrajzolas)
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Szingularis ertéek felbontas (SVD,
Singular Value Decomposition)

° a sajatértek-
sajatvektor felbontas
altalanositasa teglalap
alaku matrixokra:

forgatas (VT), skalazas

(Am), forgatas (U) g
muUveletekre bontas A




Kapcsolat sajatértéek felbontassal

* szimmetrikus A matrix felbonthato ortogonalis U
matrixszal és a sajatértékekbdl allé atlos A matrixszal

A=UAU"
* tetszOleges X = UA'"*V' métrixbol kétfélekeppen is
szimmetrikus matrixot készithetiink: XX és XX’
* a szimmetrikus matrixok felboonthatdk sajatertékek
szerint xTx—_vAVI=V A2UTU AV2YT
XX'=UAU"'=UA"’V'VA"?U"




I SVD felbontas

* Barmely r rangu X matrix felbonthaté ortogonalis
U és V matrixokkal és a szingularis ertékekbdl allo

atlés A'* matrixszal 1/2 < T
X=UA""V

AIIZ _




I SVD felbontas két valtozata

—|
_'LT.;L_'___ VT
X —_— U AI’Q mXxm
nxm nxn
nxm
|l
m}y
Aﬁzm A\
X _ U
— % rxm

nxm nxr



I SVD tulajdonsagai

* a ketfajta sajatvektor rendszer egymasbol
szamithato



ISVD tulajdonsagai

* alegjobb k-ad rangu kozelitése X-nek
k
X =>J1 U V! k<r

m m

* a kozelités négyzetes hibaja

E,? = Z‘x(m,n) - X, (m,,n)‘2 8,? = iﬂm

m.,n m=k+1



I Pszeudoinverz es SVD kapcsolata

* barmely téglalap alaku X matrixra létezik

AT =V AT FHE e 1)
A1/2+ s O | /,L_']/g

(m.m) '
: 0

0 0




LKN paraméterbecslési problema
megoldasa SVD-vel

- minimalizaljuk a hiba normat: IAX - yli

* LKN megoldas x-re az A matrix SVD felbontasaval
(pszeudoinverz)

X =VA“2+UTy

Ixll,;;;, mMinimalis normaju megoldas



Sulyozott LKN probléema megoldasa

SVD-vel
* minimalizaljuk a hiba normat: (AX — y)T P(AX — Y)

« LKN megoldas x-re a P A matrix SVD felbontasaval,

P, P,=P
¥ = (VT )-1(AL’2 T AL’Z )—1 V—l V Al!2 T UT PO y

1/25: T Numerikusan stabil megoldas,
x=V A U PO y 4+ ellentétben a hagyomanyos

normalegyenletekkel



Sugarnyalab kiegyenlites
attekintese

* elOzetes kiegyelites
* funkcionalis modell
* kOzvetitd egyenletek
* javitasi egyenletek

* specialis esetek
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I Elozetes kiegyenlités

* merési eredmenyek: muszerkoordinatak

* kepkoordinatak: sikbeli Helmert v. affin
transzformacioval

* korrekciok: objektivelrajzolas, refrakcio,
foldgorbuleti hatas
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I Funkcionalis modell

* kapcsolat a targy- és képkoordinatak kozott

)_(P'_éo
Y o= | =

—C

 forgatasi matrix

Fia

F13

r

r

22

23

r

r

32

33

coseosk

—cos@sink  coSwcosk—sinwsin sinx  sinw cos x+cos w sin Psin k

sin ¢

k

riy o Ty Fa || X p— X
Fio Ty Tpl|| Y=Y,
ry Ty Tul| £p—Z4

cos wsinx+sin wsincosk  sin @ sin k —cos m sin Pcos k

—sinwcos ¢ COS® COS @
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Kozvetito egyenletek

* Ptargytérbeli es P' kepkoordinatainak a kapcsolata =

a sugarnyalab kiegyenlités kozvetitd egyenletei:

X, =¢ _Crll(XP_XO)—I_rZ](YP_YO)+r31<ZP_ZO):5 —c&
me ”13(XP_X0)+”23(YP_Y0)+’”33(ZP_ZO> ’ Np

= rlz(XP_XO>+r22(YP_Y0)+r32<ZP_ZO)_ Syp
¥p =n,—c RV
’”13(XP_X0)+’”23(YP_Y0)+”33(ZP_ZO) Np

* 9 parameéter
+ killsé tajékozas, j-edik kép  Xo;» Yoo Zoj @50 @ K,
* targypont koordinatai X,, Y, Z,
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I Javitasi egyenletek

* v=AXx-1, sorbafejtessel linearizaljuk
* a parameterek célszerl csoportositasa:
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A sugarnyalab-kiegyenlités
specialis esetel
térbeli hatrametszés (s =1, r > 3)

terbeli elometszes (s = 2, ismert kulsoO tajekozasu kepen t
szamu ismeretlen pont meghatarozasa)

terbeli kettos pontkapcsolas (s = 2 kép 2:6=12 ismeretlen
kUlsO tajékozasi parametereinek és t szamu ismeretlen
pontnak a meghatarozasa r > 4 szamu illesztépont kép- es
targytérbeli koordinatai alapjan)

a képek belsd tajekozasa is meghatarozando, csak

kozelitoleg ismert 29/58



I Kulonleges szempontok

* asugarnyalab-kiegyenlités iteraciot igenyl6 eljaras

* igen nagy méretl egyenletrendszer megoldasa lehet
szUkseges

konjugalt gradiens modszer

* minden iteracios Iépésben hibaszlrest kell végezni
data-snooping eljaras
iterativ robusztus becsléssel (RANSAC)
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Sugarnyalab kiegyenlites belso

tajekozassal egyutt

Meghatarozando pontok: P = (X,Y,Z2)’
Lefényképezzuk kilonb6z6 kamerakkal, melyek helyzetet,
tajékozasat és torzulasait kameranként 9 paraméter irja le:

R, tf k., Kk,
Kimeérjuk a p = (x, v)’ képkoordinatakat
ElGzetes kamera parameterek és mert pont koordinatak ismertek
Feladat: végleges pont koordinatak és kamera paraméterek

becslése
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I Funkcionalis modell

* Afelmért pontokat a képsikokra vetitjuk
O=RP+t

0.10.

0,10,

p=f (1+k gl +k:llql) g

* A mert és vetitett koordinatak eltéréseit LKN
ertelemben minimalizaljuk || p —B||— min

q—-
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I Alakmatrix (Jacobi matrix)

e Szerkezete: ritka matrix 1 «ep <

(pl. 3 kep, 4 pont)

2. kép <

3.kép <

kamera paraméterek

o
o

pontok

-.-Ta.-



Normalegyenletrendszer

egyutthatomatrixa (Hesse-matrix)

e Szerkezete: ritka matrix
(3 kép, 4 pont)

H =

.
-ET C-




Sugarnyalab kiegyenlités: SfM
feldolgozasi példa

* LadyBug kamera teszt adatok
Képek szama: 49 (49-9 = 441 parameter)
pontok szama: 7776 (7776-3 = 23328 parameter)
0sszes paraméter: 23769
meresi javitasok szama: 63686 (egy pont tobb képen is
latszik)
Alakmatrix mérete: 23969-63686 = 1 513 852 534
tarolas: ritka matrix
megoldas: konjugalt gradiens modszer

35/58


https://grail.cs.washington.edu/projects/bal/ladybug.html

Alakmatrix
nem zérus elemei
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Javitasok kezdetben és a
kiegyenlités utan (pixel)

15 -

20 A

=10 1

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000



Durva hibak kimutatasa a
kiegyenlités eredmeényeinek
statisztikai elemzésével

* valamennyi meért mennyiség egylittes
vizsgalataval

* a merések egyenkenti vizsgalataval
- ,data snooping”
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Valamennyi mert mennyiseg
egyuttes vizsgalata

* a sulyegyseg m, (a posteriori) kozéphibaja
segitsegével torténik

*m, a P sulyok szamitasahoz hasznalt c
aranyossagi tényezo0 becslésének tekintheto

* U, a priori sulyegyseg kozephibaval valo
azonossagat vizsgaljuk
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I A sulyegyseg kozéphibaja

* u(becsult) méresi kozephiba

* psuly (kiegyenlités elOtt) Cz
p=—3
U
¢ a sulyegység a priori kozéphibaja
- kiegyenlités utan m, \ 2
a posteriori kozéphiba ) ; PiV
m —

0 n—1
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Lehetseges nullhipotézisek ées
alternativak

a) )

H,: c =,u(2) H_ : ¢ >u,

a
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I Statisztika, dontések

nincs durva hiba:

D mi_vepy
)_(f:f 2_ D ’ f:n_r Xf Xa’f_)(l_p’f
b) Ho Ho X2 eloszlas
nincs durva hiba:

2
= 7720 T T __ T _ .
F_? A T

0

F-eloszlas
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x2és F eloszlas |

fi(z) - - 0.8
0.5 % k_g il
0.41 ]Z i "
0.3 ]Jz g

0.21

Bk

0.0 - : : : : . ; —
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Fr,, r,) eloszlas

x2(k) eloszlas

x?- eloszlasu a fuggetlen normalis
eloszlasu valtozok négyzetdsszege
(pl. mérési javitasok négyzetdsszege)

F- eloszlasu a normalis eloszlasu
mintakbol képzett négyzetdsszegek
hanyadosa
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Hipoteézisvizsgalat:

* 29 iranymeres

* 14 tavmerés

* 43 merés

* 28 folosméres (f = 28)

. =1.000 m?
: 75=f—=29.24
m, = 1.022 h




I Dontés a durva hiba jelenléterol

p = 0.95 konfidenciaszinthez a y? eloszlas tablazatabol
o5 5=41.3 és 29.24<41.3

az eltérés nem elég nagy ahhoz, hogy a hipotezist ezen a szinten

elutasithassuk
090 26=37.9 és 29.24<37.9

2. tiblazat
A y -eloszlas tablazara (folviatds)

p =0.90
konfidenciaszinthez a y?
eloszlas tablazatabdl

a hipotézist ismét nem
utasithatjuk el az eltéres
alapjan

szf 0,5 0,75 0,9 095 || 0975 | 0995
|

1 | 0,455 1,32 2,71 384 | 502 | 7.879

27 | 263 | 315 | 367 | 400 | 432 | 496

28 | 273 32,6 37,9 41,3 445 51,0

29 | 283 33.7 39,1 42,6 457 523
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A méréesek egyenkenti vizsgalata
(‘data snooping’, Baarda, 1968)

°* a mennyiség w, standardizalt javitasa segitségével:
° vagy a Vv javitas es a javitas m , szérasanak (k6zéphibajanak) a hanyadosa
° vagy a Vv javitas es a javitas y,, szérasanak (k6zéphibajanak) a hanyadosa
*m, ill. y,a Q, sulykoefficiens matrix féatlojaban levo
9., elemekbdl és myill. y,-bol szamithato

l

Q,,=Q,—Qu= QLL_AQXXA*

mvi:mo\/?vivi i = BV Gy W= i. W,=—
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I Statisztikai proba
nullhipotézis

H,: Wi:O H : w#(

statisztika (Student t-eloszlas m, esetén, standard
normalis eloszlas L, esetén )

‘Wl.‘<tp)f, f=n-r |Wl.\<up

p : konfidenciaszint  f:szabadsagi fok
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Student t eloszlas

0.40
0.35}
0.30}
0.25}

go.zou
0.15}
0.10}
0.05}
0.00
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Data snooping példaja:
Soskuti geodéziai halozat
Az 1. ponton mert iranyméreések standardizalt javitasai:

NVERZ A 0.95:28) thosas = 2.048 2.292 > 2.048 kivago érték
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I Konjugalt gradiens modszer

* Nagy méeretd, ritka matrixu linearis
egyenletrendszerek gyakran alkalmazott,
hatekony megoldasi eljarasa

* Variacios maodszerek egyik fajtaja

* Detrekoi 12.3 roviden ismerteti az eljarast
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I Konjugalt gradiens modszer

* Alapédtlet. megadunk egy tobbvaltozos fuggvenyt, amelynek
globalis minimumhelye az Ax = b egyenletrendszer megoldasa

az egyutthatomatrix szimmetrikus: 4 = AT
az egyutthatomatrix pozitiv definit: x“4x > 0 barmely nem
zérus x £ 0 vektorra

* veéges lepésben pontos megoldast ad pontos aritmetikaval
elvileg direkt, gyakorlatban iteracios modszer

konvergencia sebessége a sajatertekektdl fugg:
prekondicionalas (PCG)
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I Konjugalt gradiens modszer

* minimalizalando tobbvaltozds kvadratikus fuggveny

Q(X):%XTAx—be

* minimum helye és értéke

x*=A"'h
H(x*):—%bTA_lb



I Gradiens es maradék vektor

* minimalizalandé fuggveny gradiense
V(0(x))=Ax—b
* maradék vektor (azonos a negativ gradienssel)

r=b—Ax=—V0((x))
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I Linearis egyenletrendszer - példa

* az egyenletrendszer es megoldasa

3 2 9) 9
A — b — p— Al
2 0 —8 A -2

* a 6(x) kvadratikus alak
szintvonalas abraja

* altaldnos esetben 6(x) abraja
koncentrikus hiperellipszoidokbadl |
allo izofellleteket tartalmaz
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I Konjugalt iranyok

* egymasra ,meroleges” iranyok, zsugoritas utan

5/
4l -
e
-

R\

r
4
Iy
Iy
e

* aés b A-konjugaltak, ha a’4b=10

o s
H.,‘_;:""'ﬁ'

~ g 5 ]
0 0 -00p
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Iteracio konjugalt iranyok mentén
* egymasra ,meroleges” iranyok mentén lepunk

&
/ \\ 215 ]
Con.
o % |
f'""..- -..."'"n_ ] i
//’ \\
.—"'/ \"'\
i/ .

altalanos esetben n 1épés alatt megkapjuk a megoldast, a hibavektorok iranyaba lépve A



Néehany fotogrammetriai
feldolgoz6 szoftver

* Eos PhotoModeller * MicMac (IGN)
(Standard, Scanner, UAS) OpenDroneMap
* 3DSOM
~= * openMVG
* Digicad 3D * SBA (Sparse Bundle
* Pix4DMapper Adjustment)
* 3DSurvey * VisualSFM
* Bundler * WebDLT (Molnéar Bence)
* COLMAP

* Regard3d
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I Irodalom

 Detrekdi 5.2.4,9.5.3,12.3

* Karl Kraus: Fotogrammetria. Tertia Kiado,
Budapest, 1998

* Hartley R, Zisserman A: Multiple View geometry in
Computer Vision. Cambridge Univ. Press, 2003

* Farago Istvan, Horvath Robert: Numerikus
maodszerek. Typotex, 2013
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