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I Attekintés

* Sztochasztikus folyamatok, idoésorok

* Id6sorok jellemzése az idO és frekvencia
tartomanyban

* |d6sor PSD becslése
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Sztochasztikus folyamatok,
idosorok

* Példak folyamatosan valtozé mennyiséegekre
* Sztochasztikus folyamatok és jellemzoik
* Stacionarius es ergodikus folyamatok

* Mintavetelezes, Nyquist feltetel
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Peldak folyamatosan valtozo
mennyisegekre

A meresi eredmeények a veletlenen kivul egy vagy tobb
folyamatosan valtozo fizikai jellegl mennyiségtdl is fuggnek

GNSS merések (hely, id0)

* Nehezségi gyorsulas-merés (hely, esetleg id0d)

* Mérnoki szerkezetek mozgasvizsgalata (id06, esetleg teher)
Digitalis képfeldolgozas (hely)

Terinformatikai rendszerek attributumai (hely, id6) 4760



lonoszféra mentes GNSS kédmérés kombinacio

Forras: ESA Navipedia 5/60
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Maradek nehézségi rendellenességek

id6ésorai: Bad Homburg (piros), Medicina (zold)
és Wettzell (kék) 2000-2007 kozott

Forras: Wziontek et al. (2009) 6/ 60



Erzsébet hid GPS mozgdsvizsgdlata
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2010. aprilis 26-an a Szerkezetek geodéziaja gyakorlaton végzett
GPS meérések az Erzsébet-hid magassagi mozgasvizsgalatahoz

Forras: Dr. Egeté Csaba (2010) 7160



250
200
S 150
g
2=
o
(7 100
50
0 100 200 300 400 500--
Distance (pixels) /’/

8760




I A sztochasztikus folyamatok

* amerest a véletlenen kivul mas tényezdk is befolyasoljak:

példaul a hid egy pontjanak magassagat befolyasoljak a hidon athalado autdk
definicid: dw,t), w € Q, t€T.

Q: eseménytér, w elemi esemeények halmaza, ¢t parameéter (pl. auto helyzete)
sztochasztikus folyamat realizacioja:

w rogzitett, t befutja a 7' halmazt:

&(r) fuggveny

pl. egy autd athaladasakor a hid egy pontjanak magassaga

(t az autd helyzete)

rogzitett ¢, : &, t,) valdszinlsegi valtozo:

az auto kivalasztott helyzetéhez tartozé magassagok tobb athaladas esetén
9/60



sztochasztikus folyamat 5
kUulonbdz6 realizacidja
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I Kiilonboz6 tipusok

* t vektorvaltozod: & w, r) véletlen mezd
pl. ket auto helyzetet vizsgaljuk: 1= (¢, ¢,
* & vektorfuggvény:
&(w, t) sztochasztikus vektorfolyamat - pl. a hid két pontjat vizsgaljuk egy
id6ben egy autd athaladasakor
&(w, t) véletlen vektormezo - pl. a hid két pontjat vizsgaljuk egy id6ben ket
vagy tébb aut6 athaladasakor
* diszkret es folytonos sztochasztikus folyamatok
* A sztochasztikus folyamatok jellemzéi:
Els6, masod, harmad...rendd eloszlasfiiggvények
Tératlag
Auto- és keresztkorrelacio fliggvények 11/60



I Eloszlasfuggvenyek

* {(w) valdszinlségi valtozot eloszldsfiiggvénye jellemzi

* {(w, t) jellemzéséhez ezzel szemben ismerni kell
¢(t,) eloszlasflggvényét,

&(t)), &(t,)] egylttes eloszlasat,

&(t)), &(t,), &(t,)] egylittes eloszlasat,

£(1), (1), (1), ...] egylttes eloszlasat

a t ertekek minden véges részhalmazara!
* ezeket elsO-, masod-, ... rendU eloszlasfuggvenyek irjak le,




Elso-, masod-, harmad-, stb.
rendu eloszlasfuggvéenyek

« F (x,1)=P|c(t) <x ] elsérendd
o Fi(x, 15 x,, 1) = Plc(t) = x,, <(1) = x,]

masodrendd, ... stb.
eloszlasfuggvények irjak le a sztochasztikus

folyamatot

13760



I Tératlag
* valoszinudségi valtozd varhato értékevel analog
mennyiség (sulyozott atlag, dF stlyokkal)
e &(1,), ¢<(2,), ... minték alkalmas f flggvényének a
teratlaga:

M{f}:M{f[f(tl),5(%))---,5(%)]}:

_f _f _f f(xl,xz,...,xn)an(xl,tl;xz,tz;...;xn,tn)

14 /60



Auto- és keresztkorrelacio
fuggvények

e (1, 1,) = MIE(t,)(t,)] auto-,
0 rxy(tl, t)) = M|[c(¢,)'n(t,)] keresztkorrelacio

fuggveények jellemzik a sztochasztikus folyamatot

15760



I Tapasztalati autokorrelacio

Autokorreldcid
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Tapasztalati keresztkorrelacio

Keresztkorreldcid
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A sztochasztikus folyamatok
néhany fontos fajtaja

* Stacionarius folyamatok
* Ergodikus folyamatok: barmelyik realizacié meghatarozza a
folyamatot statisztikai szempontbol
* Gyakran alkalmazott sztochasztikus folyamat tipusok:
Gauss folyamat
(az eloszlasok minden rogzitett ¢ ertékre Gauss eloszlasuak),
Markov folyamat,
Poisson folyamat,
Wiener folyamat. 18/60




I Stacionarius folyamatok

* A folyamathoz tartozo eloszlasok egyike sem valtozik
meg akkor, ha £ helyebe f + £, lep
idoponttol fuggetlen jellemzes adhato

* n-edrend( eloszlasok csupan n—1 szamu
klulonbseégtdl fuggenek:
t=L—-t, 1=, —1,..., T =1l —1

19760



I Stacionarius folyamatok

 Stacionarius folyamatok tératlagai allandok

- Korrelaciofuggvenyek csak a t= £, — 1, kulonbségektol
fuggenek:

r (1) = MED) &t + 7)]
r (1) = MIED (1 + )]

20/ 60



I Mintavételezeés

* Mintavetelezes folytonos sztochasztikus
folyamatokbal

Dirac-fele delta ,fuggvény”

Nyquist feltéetel

21760



I Dirac-féle delta ,,fuggveny”

* 0(¢) delta ,fuggvény” (disztriblcio) jellemzdi
t = 0-nal végtelen nagy a fuggveny érteke
t # 0-nal zérus a fuggveny érteke
integralja a teljes szamegyenesre: 1,
a folytonos (¢) fuggvény helyettesitési értékét adja

Mes. ff o (t—t,)dt=f(t,) Té(t)dtZI

analégla tomegpont

22 /60



Mintavetelezés \

f £
|
* A &(¢) realizacié mintavételezése Dirac K

delta sorozattal valo szorzassal -
torténhet:

}
Al

T mintavételi tavolsag, g egész szam, o Dirac-féle delta ,fuggvény; ¢,




I Két valtozos mintavetelezés

24/ 60



I Nyquist feltétel

F(”):__’;f(f) e"dt  i=V(=1) (frekvenciaspektrum)

F(u)=0, ha u>u,

Nyquist feltetel:

Fourier-transzformalt

savkorlatos fuggveny,
u, hatarfrekvencia

1
T <—

2u,

Az el6forduld legnagyobb frekvencia minden periddusara legalabb
két mintaveteli helynek kell esnie. 25/ 60



Nyquist-feltétel
kovetkezmeényei

* Ismeretlen analOg jelet mintavetelezés elott a
Nyquist-frekvencianak megfelelo alulateresztd
szurovel kell sztirni (azaz a magas frekvencias részt

le

cell vagni)

* AC

atok ritkitasa csak alulateresztd szdrés mellett

megengedett

26/ 60



Nyquist feltétel a szerepe a
frekvencia tartomanyban

* Akkor nincs jeltorzulas (atlapolodas, aliasing), ha

1/t _1/(27) 0 1/(27) 1/z 27160



Atlapolodas (aliasing)
* Az atlapolodott magas frekvenciaju 6sszetevok hamis

alacsony frekvencias jelet adnak
[ (u)]

o , . ., 28/60
eredeti kép hullam (Moiré) mintazat




I ldosor PSD becslése

* Sztochasztikus folyamat frekvencia 6sszetevoi
* Teljesitménysudrdseég spektrum (PSD)
Autokovariancia es PSD
A PSD tulajdonsagai
ldésor PSD-je
* APSD becslésének kulonb6z0 eljarasai
periodogram
paraméteres modszerek
nem paraméteres modszerek 29/60



Sztochasztikus folyamat
frekvencia osszetevoi

* folytonos jel Fourier transzformaltja frekvencia
0sszetevOkre bontas X(f)=f x(1) e —2xift g,

— 00

* idOsor esetében (dlszkret idopontok) a spektrum
periodusos Z x e ucpen,

n=—00

* id&sor rekonstrukcidja: 172



Sztochasztikus folyamat

VLK ]

frekvencia osszetevoi

* sztochasztikus folyamatra X(f)= f x(t) e *™" gt

egyik sincs ertelmezve 0 i
(x(#) nem korlatos) X(f)= 2 X, €

n=—00

- a helyes megkozelites: (f, — 2df, f, + V2df) frekvenciasavhoz

tartozo jel energia
« f, kordali d5f0 savatereszto szuro, jel energia df-el aranyos:

Sx(fo)dfzvar(beo*x) 31/60



I Teljesitménysuriiség spektrum
Sx<f0)df:Var(¢f0*x)

o Sx(fo): Power Spectral Density (PSD) energiaspektrum,
teljesitmenyslrdseég spektrum

* PSD meértékegysége: sztochasztikus folyamat (,jel”) variancia
osztva frekvenciaval

* vagy negyzetgyok PSD: sztochasztikus folyamatot jellemzo

mennyiseg mértekegysege / (négyzetgyok frekvencia), pl.
/2

ha gyorsulas, a néegyzetgyok PSD: m/s /Hz 32/60



Stacionarius folyamat PSD

* a (kétoldali) PSD az alabbi hatarertekként irhato
fel (mivel f-et —oo-t6l +oo-ig valtoztathatjuk )

( 3

T
S (f)=tim E|=—| [ x,(¢) e 2" arf’]
T {2T —T )

xT(t)—rx(t) — T <t<T

— <

» Ha x valds, akkor S (f) az -0 egyebkeént

f-nek paros fuggvenye, ezert csak az f = 0-ra kell megadnunk
az ertekeit (egyoldali PSD, azaz 25 (f) azf > 0-ra) 33/60




I Autokovariancia és PSD

* az autokovariancia fuggveny (ACF) és a PSD pontosan
ugyanazt az informaciot tartalmazza:

S.(f)=F[R(1)|= ] R(t)

a PSD az ACF Fourier transzformaltja

* inverz transzformalt: Rx(t):_foo S (f) > dgf

34/60



I A PSD tulajdonsagai

* a sztochasztikus folyamat variancia az ACF-bal
szamithato:
R.(0)=E|x(¢) x(¢)=var (x)=0"

X

* t = 0-t behelyettesitve

R(0)=[ 5.(7)Sdr=] s.(1)dr

* a PSD alatti terulet a sztochasztikus folyamat
varianciaja

35760



Fehér zaj PSD

* Folytonos jel esetén a fehér zaj autokovariancia fuggvenye a

2
Dirac-féle delta fUggveny (disztribucid) szamszorosa, s o(f).

* afehér zaj PSD-je:

Sp(f)=] Ry(1) e di= [ $°6(1) e 2 dr=s’

a PSD alatti terulet vegtelen!
a folytonos feheér zaj fizikai értelemben fikcio

a fehér zaj eloszlasa nem definialt (tobbféle lehet) 36/ 60



I Idésor PSD

* diszkret idosor PSD-je DFT-k hatarérteke:

( N )
S (f)=lim 1 g D x e_zmﬁ’\z
N n=—N

X
N = o0

~—

\ J

* realizaciokra vett E{ -} atlagolas szUkséges

* Alternativ definicio az autokovariancia fuggvény

segitségével: N |
SR S(f)= 2, R.(n)e?™™  _y<r<y
n=—N

37760



I PSD becsléese

véges szamu ismert adatunk van
olyan fuggvenyt akarunk meghatarozni, amely tobb
ismeretlentdl fugg: tobb ismeretlen mint ahany egyenlet -
rosszul kondicionalt inverz feladat

— a jO PSD becslés hozzaérteést kivand ,mesterség”
N db. mintank van a sztochasztikus folyamatbal

valodi PSD helyett a valodi PSD és a SInc? (szinusz kardindlisz
a PSD pontos kijavitasa (dekonvolucio) lehetetlen

helyette kozelito, ,regularizalt” megoldast adunk 38760



I PSD becslési modszerei

* periodogram (periodogram(x))
* parameteres modszerek
Burg (pburg(x,n))
MESE (Maximum Entropy Spectral Estimation)
(pyulear(x,n))
el6fehérites (prewhitening)
° nem paraméteres modszerek
Welch (szekcio atlagolas)

multitaper (DPSS, szinuszos) 39760



601 véletlen szinuszhullam alkotta jel

601 véletlen szinusz

% 601 véletlen szinusz Osszege 60
ss = 300: % mintavételi frekvencia (Hz)
Ts = 2.5; % 2.5 sec jel
nsa = Ts*ss; % mintak szama 2
nsi = 600 % véletlen szinuszok ‘ ﬂ , ‘ |
ti = [0:(nsa-1)1/ss; % idoegyenes I “ | | | \‘ w
frq = 50*rand(1,600); % frekvencia 20 |' ” H |l | F | ‘ | ‘%
phs = 2*pi*rand(1,600); % fazis g |l | [ | \ﬂ | l‘ AJ\M

. o it 11 | n | \‘ Ty J
xsi = zeros(1,nsa); = lW#H H|‘ h h ‘ | ‘ ‘ ﬂ]“” ”1'\" M‘HI
for i=1:nsi s O W‘M | ‘Hﬂ* hm\ N [ WH | U M‘MW “‘\\‘m‘ i

Xsl = xsi+sin(2*pi*frq(i)*ti+phs(i)); % "H“ ‘|h M“ W | MI M‘W M‘\lww

l | ‘ | |
l

end

% véletlen szinusz -50 dB-en, 62 Hz-en '20{ ‘
a0l = 20~(-50/10) ; | |
Xs1l = Xsi+ab0l*sin(2*pi*62*ti); V
figure(l); 40T l

plot(ti,xsi);

xlabel('ido (sec)'): | | | |
ylabel('amplitidé') ; 60 e . ™ 5 =)
title('601 véletlen szinusz'); ' ' '

ido6 (sec)

600 db, 0 < f <50 Hz veletlen frekvenciaju és fazisu, egysegnyi amlplitL'JdéjL’J
szinuszhullam +1 db, f = 62 Hz-es, -50 dB-es szinuszhulladm 40760



Feladat: gyenge jelosszetevo

kimutatasa
a gyenge jel: -50 dB 4o ‘ M ,\ ,| ’
dB = 20-logio(ampl.) = . 20"& il nun I
o Og o N ‘V“l | [ﬁ ﬂ | | Fm' bﬂ /J ’W | | h | ﬂ“ l W \" \ fm |
amplitudoja: gm \.M ‘| | 'ﬁﬂl“ U"\ U“ | uf' “ ] |v| | l u
ampl. = 105029 = 0.00316 e } | i l

41760



I PSD periodogram becslése

* atlagolast elhagyjuk:

[ < .
:W‘Z X, e_szn|
=0

» az adatsort tszamoztuk zérus kezdd indexszel
* Fourier transzformalt magnitudo (négyzet)
* ACF becslés Fourier transzformaltja

1
x FZ X Xiwn n=0,1,2,..., N—1.

42 /60



I periodogram PSD becslés

56 601 szinusz periodogram PSD
% periodogram PSD becslés
flg ( j 10
periodogran(xsi, (1, [1,55); r‘ ﬂ
T G )'); 0 M« ‘“
ylabel('PsD dBfH:'); ‘
title('801 szinusz periodogram PSD'); " ~

PSD dB/Hz

"™ ﬂpMW j

frekvencia (Hz)



rry e

I Periodogram jellemzoi

* torzitatlan becslés a PSD-re
* jnkonzisztens becslés:

A

var[S,(f)]=S,(f)’

* a becslés szorasa megegyezik a becsult ertékkel es
nem csOkken N novelésevel, mert a becslésenkénti
szabadsagi fok: 2

—rendkivul zajos

44 /60



I Periodogram torzitasa
* Az Un. spektralis szivargas torzitja

* Atorzitas Iényege: a valodi PSD helyett a periodogram
annak maodositott valtozatat szamitja ki, mert egy adott
frekvenciaju jel 6sszetevl energiajanak egy része
.elszivarog” a szomszédos frekvenciakra

* Atorzitas csokkenthet6 az eredeti jel amplitudojanak
maodositasaval (tapering, lesimitas)

* Nagy dinamikaju jelek esetében komoly probléma Iehet45/60



A PSD nem parameéteres
becsléesi modszerei

* A periodogram becslés varianciajat id6bels
atlagolassal lehet csokkenteni

war(3, (1), )= 2L

Welch modszere (szekcio atlagolas)
* A PSD torzitasat tobb simito fluggvénnyel vegzett
atlagolassal lehet csokkenteni (multitapering)
ortogonalis ablakrendszerek: DPSS, szinuszos

46/ 60



I Atlagolas (simitas) hatasa

* A simitassal (atlagolassal) csokken a variancia
(zaj), de csdkken a felbontas is!

* helyes egyensuly: felbontds & zaj

47760



I Welch szekcio atlagolas

* Az eredeti idosort K db. egyenl6 hosszusagu, egymast
(altalaban 50%-ban) atfedd szekciora bontjuk és
mindegyikbol egy-egy spektrumot szamitunk ki

* Ezek az adatsorok egymastodl kozel fuggetlenek, és igy a
PSD egy-egy fuggetlen becslését adjak, melyeket
atlagolunk

* a spektralis szivargas csokkentése erdekében mindegyik

szekciot megfeleld fUggvénnyel ablakoljuk (tapering) ., .,



I Welch PSD becslés

20

601 szinusz Welch PSD

10 /\ n

[ W Al A %
/ VY \/\ﬂ\-’/\ \
% Welch PSD becslés ot ' .
figure(3); |
pwelch(xsi,250,[]1,[]1,ss); |

xlabel('frekvencia (Hz)'); A 0 || .
ylabel('PSD dE/Hz'); )
title('801 szinusz Welch PSD'); = \
()
q 20 | .
% |
|
30 - |
40 - — _
50 ' '
0 50 100 150

frekvencia (Hz)



I Simito fuggveny alkalmazasa

* spektralis szivargas hatasat lehet csokkenteni ugy, hogy az
adatokat egy w(n) sulyfuggvennyel (simito faggvény, taper)

beszorozzuk: N |
= |2 wln) x, &2 [
N n=0

* a PSD becslés varhato értéeke

E

“1/2

Sx<f>j=_lf/2 S(fI)W(f =rf)df

W (f )= F ()|

ahol



Bartlett (haromszog) simito fuggveny
PSD becsles

601 szinusz Bartlett simitas PSD

20
) \ il A |

o A
% Periodogram PSD, Bartlett simit 1 ‘ ‘
figure(1]; 20 ‘
periodogram(xsi,bartlett(length(xsi)),[],ss) i )
xlabel (' frek (Hz)'); r
ylabel('PSD de/Hz'); %
title(' 501 Bartlett tas PSD') AR |l

60 F

PSD dB/Hz

M _
] ™ Ui

frekvencia (Hz)



I Ortogonalis simitas (multitapering)

* A simito fuggvények tul kis sulyt adnak az idosor kezdetén es
végen levo adatoknak
megoldas: ortogonalis simito fuggveny rendszer
* az egyes simito fuggvenyekkel sulyozott spektrumokat
atlagoljuk
* A gyakorlatban alkalmazott ortogonalis fUggvenycsaladok:
Slepian-fele, nyujtott szferoidikus fuggvenyek (DPSS, Discrete
Prolate Spheroidal Sequence)
minimalis torzitasu szinuszos simito fuggvények (Riedel és
Sidorenko, 1995) 55 /60



. Slepian-féle simito fuggvéenyek

Slepian-féle figgvényekMw=4 + A djszkrét DPSS fuggvények az
: alabbi szimmetrikus Toeplitz
4] matrix sajatvektorai

/ I , m(k—1)
/ \ k,l:O,1,2,...,M—1

/ * ahol M az elemek szama, W a
' / - levagasi frekvencia (Hz) és T'a
S mintavételi iddkoz (s)

'0.1_ LI A Y 4

0.1

0.05

-0.05

e _ (sorozat) egy megadott [, W] frekvencia
0 50 100 150 200 250 300 350 400 ,
savban

-0.15




Octave (Matlab) program

Slepian-féle fliggvenyek MW=4
% Slepian-féle fliggvények szamitasa T . '
M =512;
NW = 4;
W = NW/M;
w = dpssw(M,W); o1l
plot(-w)
axis([0 512 -0.10 0.10])
title('Slepian-féle fliggvények MwW=4"')
axis([0 512 -0.15 0.15]) 0.05
legend('1.',"'2.",'3.","'4.")

function w = dpssw(M,W)

% DPSSW - M hosszlsagu DPSS sorozat szamitasa

% W levagasi frekvenciahoz

k = (1:M-1); 005

s = sin(2*pi*W*k)./(pi* k);

cld = [W,s];

A = toeplitz(co),;

[V,D] = eigs(A,4); % a 4 legnagyobb sajatérték o1k i
w=V;

sin[2x W T (k—1)]
m(k—1) : ' - - -

[&] 100 200 200 400 500

Slk,1]=




Szinuszos simito fuggvények

* ortogonalis szinuszos fuggvénycsalad:
Cw(k+1)(n+1)

kkn=0,1,..., N—1

55/60




I PSD becsléese

* multitaper PSD becsleés:

K-1  N-1 o
ahol Z uklZ v N n)x, e 27|
k=0 =0

w=1-kk>  S)= =
kZO /uk 56 / 60




DPSS multitaper PSD becsles

601 szinusz DPSS mddszer, NW=2.5

20

M\

0
% Thomson multitaper médszer PSD becslés
figure(3)
pmtm(xs1,2.5,[],ss); )
xlabel('frekvencia (Hz)');
ylabel('PSD dB/Hz'); r
title('E01 szinusz DPSS midszer, MW=2.5'); =
T -40 |
a
A |
W"ﬂqh |
60| il
[l

.vIVI"'“V'fVWﬁWﬂ)Iﬂ{L

| "ﬂnﬂn'ﬁiwW[vwJWWWWWW‘PV“]IWWW
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I DPSS multitaper PSD becslés

601 szinusz DPSS moddszer, NW=2.5

20
% Thomson multitaper médszer PSD becslés
figure(3)
pmtm(xsi,2.5,[],ss); 0
xlabel (' frekvencia (Hz)');
ylabel('PSD dB/Hz');
title('501 szinusz DPSS midszer, NW=2.5'); 55
N
=
m
V4 4 4 T 40+
most mar lathaté a 62 Hz- 2
0
. . (a8
es gyenge szinuszos jel a |
PSD-ben!
_80_
-100

M\

|
I% ”W”'V'U"'m,ﬂ‘f

‘ 'Wﬁw Iﬁl't

m =
My iWMWWW“H“Wwﬁm"ﬂ”“WW‘W“‘W“i’wm

0 50

frekvencia (Hz)

100

150



DPSS multitaper PSD becsles

601 szinusz DPSS madédszer, NW=4

%% Thomson multitaper mdidszer PSD becslés 20
NW = 4 -
figure(3) AR PAARV N
pmtm(xsi, MW, [1,ss); Cr H I
xlabel('frekvencia (Hz)');
ylabel('PSD dB/Hz'); 20 L i
title('50]1 szinusz DPSS midszer, MW=4');
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