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I Parameterbecslés

e Statisztikai minta eloszlasfuggvénye, ismeretlen
paraméterek, surusegfiggvény

* Likelihood fuggvény
* Torzitatlan, hatékony, konzisztens becslés

* A maximalis valoszinlUség (maximum likelihood)
elve

 M-becslések
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I Statisztikai becslés

* Azt a statisztikai eljarast, mely a minta ismeretében
valamely mintajellemzot allit eld, statisztikai
becsléesnek nevezzik

* Ha ismerjiik az adateloszlast jellemz6 f(x)
surdsegfuggveny tipusat

maximum likelihood (ML) becslés
* Ha nem ismerjiik az f(x) sUrldségfuggvény tipusat
M-becslés
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Statisztikai minta eloszlasfuggvenye

* Statisztikai minta mert értékek (valdészinUségi valtozok)
egyuttese: ¢ ,¢C,, ..., ¢
- Minta eloszlasfuggvényei. F (x), F (x), ..., F (x)

* Minta egyiittes eloszlasfuggvenye n
fliggetlen mintavétel: F (xlsz,... , xn) =1 F, (xl.)
i=1
azonos eloszldst mintaelemek: [ (x1,x2, ox =] Flx)

ismeretlen paraméterek (a,a,, ..., a )

F(X,a):F(xl,xz,---’xn!al,al"”am) 5/ 47



Minta suruségfuggveénye,
likelihood fuggveny

« Statisztikai minta surusegfiiggvenye az X5 Xpp ooes X
valtozok szerinti derivalt
0"F(x,a)
Lix,a)l=L{x, x,...,x a,a,..,a. )=
( ) ( 1,72, n 1,2, m) axlaxz.“@xn

* Ez a likelihood fiiggveny
* logaritmusa a loglikelihood fliggvény
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Parameterbecslés kivanatos
tulajdonsagai

 Statisztikai minta barmely fuggvenye: statisztika

a,=t, (51’ Ey Cfn):zk (5) a, : paraméter becsult értéke
* Torzitatlan a parameter becslése, ha az M varhato érték

M(d,)=a, k=12,...,m

* A becsult parameter szorasa legyen a lehet0 legkisebb

Aszimptotikus szoras nem csokkenthetd minden hataron

tul (Cramér-Rao hatar)

Erje el ezt az als6 hatart, vagyis legyen hatékony (efficiens)
becsles
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Parameterbecslés kivanatos
tulajdonsagai

* A becsléseink javuljanak, ahogy az n mintanagysag novekszik:
a becslés legyen konzisztens
* Egy becslési eljaras konzisztens, ha a mérések n szamanak
novekedésevel a paraméterek becsult értékei a valodi ertékhez
tartanak minden k-ra és tetszdOleges pozitiv ¢-ra
lim P||a,—a,|>¢/=0
n— o0

* Gyakori eset, hogy a parameéterek becsult ertékeinek a szorasa
novekvo n-el 0-hoz tart. Ekkor a becslés konzisztens:

lim D (@,)=0, k=12, ..,m
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I Maximum likelihood modszer

Elv: Keressuk azt az a paramétert, amelyre a minta
p(x, a) valoszintusége maximalis lesz

ismerntnk kell a minta elosz/dsat

R. Fisher vezette be ezen a néven a modszert 1912-ben

* A maximum likelihood elv konzisztens becslésekhez vezet, mely elég
nagy n-re kozelitdleg Gauss eloszlasu (becslés, nem minta eloszlas!)

* Példa
Cauchy eloszlasu mintank van, egysegnyi skala parameterrel (S=1)

T' helyparametert becsuljuk 9747



Maximum likelihood =

modszer 7 Nl —
* fx) tipusat ismerjuk: ) (-

Cauchy eloszlas (f(x)) u

* 10 elemU mintank van
[12.3,16.6, 17.6, 18.1, 18.4,
18.8, 19.1, 19.6, 20.6, 24.9]

* AT helyparaméter maximum
likelihood becslését keressuk

10
H fc(xl-, T )= maximum
i=1

[V ] [



I Cauchy eloszlasu minta

* egysegnyi skala parameéterrel:

1 1
T 1l+(x—T)

fc(x’T):

* 10 elemUd mintank van
[12.3,16.6,17.6, 18.1, 18.4, 18.8, 19.1, 19.6, 20.6, 24.9]

* A helyparameéter ertéke legyen 7= 16. Ekkor a szorzat ertéke

10
[T 7.(x,)=0.022-0.234-0.089-0.059-0.047-0.036-0.030-0.023-0.014-0.004=1.76-10""*
L]
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Szamitas
import numpy as np
# minta

m=[12.3, 16.6, 17.6, 18.1, 18.4, 18.8, 19.1, 19.6, 20.6, 24.9]

# helyparaméterek
T =[16, 18, 20, 22, 18.6]
# 1 skalaparaméterii Cauchy-eloszlas
def fc(x,T):
return 1/np.pi*1/(1+(x-T)**2)
mn = np.array(m)
forTiinT:
pi = np.prod(fc(mn,Ti))
print("T = {:.1f}: MN(fc): {:.2e}".format(Ti,pi))

T = 16.0: N(fc): 1.76e-15
T = 18.0: N(fc): 1.63e-11
T = 20.0: N(fc): 7.29e-13
T = 22.0: N(fc): 4.06e-17
T = 18.6: N(fc): 3.82e-11
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I Rajz (likelihood fv.)

import matplotlib.pyplot as plt

plt.figure(figsize=(5, 7))

x = np.linspace(17, 20, 301)

nx = len(x)

nm = len(m)

px = np.prod(fc(np.tile(m,
(nx,1)),np.tile(x,(nm,1)).T),axis=1)

plt.semilogy(x,px)

plt.xlabel('T")

plt.ylabel('M(fc)")

M(fc)
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I Maximum likelihood modszer

T 1 rex.7)

* szemilogaritmikus skalan

ch(xi’T)

* AT helyparaméter maximum
likelihood becslése: 18.6

i1 v >
17 18 19 20 T 14/47




I ML becsles algoritmusa

* Milyen algoritmus alkalmazasaval szamithatjuk ki a
maximum likelihood (ML) elvnek eleget tevd T’
erteket?

attol fugg, milyen az a priori ismert f(x) eloszlas:

T):lj f(x,, T)(4x)"=maximum

ezzel ekvivalens alakok

H / (x,-, T )= maximum Z In f( X;, T )=maximum

15747



I ML becslés - Cauchy eloszlas

Az ismert eloszlasfuggveny Cauchy -fele (f.(x)) f( ) fc( ) 1 1
T 1l+(x—T)
+ a ML becslés Z ln - =maximum
i=1 X T)
* differencialas utan Z il 2:0
i=1 1+<xi_T>
n xi
2
i—1 1+(x.—
* megoldas T-re: 7= L+{x=T)

i=1 1+(xl-—T)2 16/ 47



I ML becslés - Cauchy eloszlas

* Az egységnyi helyett ¢ szélesség paraméteri eloszlasra

n n

pIp—" I

T = izl €2+(Xi_ T>2 :Mn: izl €2+(xi_Mn)2
1 |
s P NPTy

A ML becslés algoritmusa azonos a leggyakoribb ertek

meghatarozasanak algoritmusaval A



I ML becslés - f(x) szupermodell

* a:tipusparaméter; a = 2 : Cauchy-eloszlas
* a =N+ 1:N szabadsagfoku Student-eloszlas

 altalanos alak megkaphato x helyére (x — T)/S-et irva és S-el osztva

[,a
£.(x)=n(a)—— n(a)=—2
[V x?+1] T “2

A T helyparaméter ML becslesének algoritmusa ebben az esetben is

azonos a leggyakoribb értek meghatarozasanak algoritmusaval.
18747



I ML becslés - Gauss eloszlas

Az ismert eloszlasfuggvény Gauss-féle (f_(x))

(x=T)

f(x)=f,(x)=const-e

a ML becslés n ,
—Z (x,—T')"=maximum
i=1
differencialas utan Z (x,—T)=0

i=1

n

, 1
megoldas T-re: T:; Z X,
i=1

19747



ML becslés - Gauss eloszlas

* Az egységnyi szélesség paraméterd eloszlasra

IR
T—anl.—En

i=1
A ML becslés algoritmusa azonos a szamtani atlag meghatarozasanak

algoritmusaval
* C. F. Gauss forditott gondolatmenete (nem az adateloszlasbdél indult kit):
- Olyan becslést akart, amihez a szamtani atlagképzés tartozik optimalis
szimmetriapont meghatarozasi algoritmuskent.

- Melyik ez a sUrdségfliggveny?
A valasz: a Gauss eloszlas (,normalis” eloszlas) sGrlségfuggvénye
20/ 47



Gauss eloszlas S skala parameéeterének ML becslése

* likelihood fuggveny

n n 1 2
1 _2—S2'(xi_T) 1
L= LS, T )= =
[Lrtxs. =157
* loglikelihood faggveny

et

L
28°

L'=InL=

— ImMax

—nmS—gm2n—

\S)

%!
\®)

TI.

* S szerinti parcialis derivalt
oL _ n, 1N
+
aS S S i=1
* § skala parameéter ML becslése \/ n
S =

az empirikus szoras

(x,— T) =0

i=1 21/ 47



I ML becsles és M-becslés

* Az ML becslés minimumfeltételként megfogalmazva:
n
—Z In £ (x,, T )=minimum
i=1

A gyakorlatban sokszor nem ismerjiik az anyaeloszlas, f(x) tipusat
* Huber javaslata: helyettesitsuk az ismeretlen negativ logaritmizalt f(x)

eloszlast egy ismert p(x) fuggvénnyel
Z p(x,, T )=minimum
i=1

ekkor is kapunk becslést a T helyparaméterre

ez az M-becslés, p(x, T) a célfluggvény
22147



M-becslés hatasfuggvenye

* A celfuggveny minimalizalasa helyett a differencialassal kaphaté

Z W(xi’ T)=0
i=1

megoldasa célszerlbb

* Az M-becslést a célfliggvény helyett kdzvetlenul a w(x, T) fuggvénnyel, a
hatasfiiggvénnyel is megadhatjuk:

wix,T)=

a T' helyparameéter becslés esetén

Zp(xi—T)zminimum Zw(xi—T)ZO
i=1 i=1

Op(x,T)
0T

23/47



I M-becslés sulyfuggvenye
* a1 helyparameéter becslées esetén, ha bevezetjuk a

l//(xi_T)
x,—T sulyfiggvenyt,
az M-becslest sulyozott atlag kepzésere vezethetjuk vissza:

g¢(xi>.<xi_T>:O

§0<xi):

Z €0(xi)'xi
a megoldasa T="=

Tl

24147



I M-becslés skalaparameéterre

* az § skalaparaméter becslées esetén a y-vel
analég fuggvényt y-vel szokas jeldlni

* az M-becslest az alabbi egyenlet megoldasa adja:

x—T —o
|5

n

2. X
i=1

feltételezve, hogy a T' helyparameéter mar
Ismert

251747



M-becslés az ismertebb
eloszlastipusokra

1. Gauss eloszlas

X
f(x)=e 2 P(X):7 w(x)=x p(x)=1
célfuggvény hatasfuggvény sulyfuggvény

az M-becslés az dtlaggal egyezik meg
a hibak négyzetdsszegét minimalizaljuk (ez a LKN vagy L2 norma
szerinti becslés)
a hatasflggveny linearis, ezért
a megoldando egyenletrendszer is linearis 26 / 47



M-becslés az ismertebb
eloszlastipusokra

2. Laplace eloszlas

_ . 1
flx)=et plx)=lxl wlx)=signx olx)=r5
célfuggvény hatasfuggveny sulyfuggvény
az M-becslés a mediannal egyezik meg
ahhoz, hogy az el6jelek 6sszege zérus legyen, az adatok felének
el6jele pozitiv, a masik feléé negativ kell, hogy legyen - ez a
tapasztalati median (sign y: y el6jele: +1/-1)
a hibak abszolut értekének dsszegét minimalizaljuk (L1 norma szerinti
becsles, Boscovich, 1790, Laplace, 1799) 27/ 47



M-becslés az ismertebb
eloszlastipusokra

3. Cauchy eloszlas

1 B _ 2x 2
fW=—s p)=m(ier) pl=115 eld=1 s
célfGggvény hatasflggvény sulyfuggvény

az M-becslés a leggyakoribb értekkel egyezik meg (Steiner, 1990)

csak iteracioval hatarozhato meg
28 /47



Az M-becslok hatasfuggvényei

L
1.5
1T -—"— 2= f—eT " — - -
g 0.5
&
o o
23 0
[72] ]
S -3 2 1 . 0 1 2 3
g .
.
i 0.5+
....... ‘ S 1
Tte Ll L’ —nomalis
i e m e St ez L 4+ |~ - exponencidlis
- - Cauchy
1.5
n
4

fliggetlen valtozé

* Ha a hatasfuggvény nem korlatos, a becslés nem rezisztens (vagyis erzékeny a
kivago értékekre): A Gauss eloszlason alapulé M-becslés nem rezisztens 29 /47



I Huber hatasfuggvénye

* Atapasztalatok szerint a geodéziai meéresi
eredmenyek hibaeloszlasa kézepen gyakran jo
kozelitessel Gauss eloszlasu, de a széleken
bizonytalan

* Huber az alabbi hatasfuggvényt javasolta (példaul az
a =1.50 paraméterrel)

w(x)=| * ha |x|<a
asignx egyebkent

30747



A Huber hatasfuggveny alakja

Huber hntdsfuggvénye

x=0
31/47



I Hampel hatasfuggvénye

* A durva hibak (kivago ertékek) biztos kizarasa
erdekében Hampel a hatasfiggvényt a széleken

csokkentette

¥ (x)

|

f

X,
asign x
a(csign x—x)

c—b
0

ha |x|<a
ha a<|x|<b

ha b<|x|<c

egyebkent

32/47



I A Hampel hatasfuggveény alakja

Hampel hatdsfldggvenye

x > 0 értékekre 4 részbdl all a
hatasfuggvény

| pl. adan geodéziai alaphalozat

kiegyenlitésekor alkalmaztak

33/47



Rezisztens kiegyenlites
M-becslokkel

* Hampel hatasfuggvényet alkalmazzuk a kozvetett
meéresek rezisztens kiegyenlitésere

Huber hatasfuggvenye Hampel specialis esete,
hab=c=w

* r elemd x paramétervektor

j=1,r

i,j]izrl,n
34/ 47
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I A célfuggvény minimalizalasa

* az x parameétervektor legjobb becslésenek feltéeteli

egyenlete:

* az aktualis
szelsoértek-feladatnal:

ZP(VP
i=1

X )= min

r
v:E a. .x.—1. i=1, ..., n
i i,777 ] i

j=1

ezert
dv.

l — —
_al,k k_l, ...,r

dx,

35747



I A széelsoérték megkereseéese

* az x paramétervektor legjobb becslése a celfuggveny x szerinti
derivalasaval:

43 (v (x)=3 LD S =0 k=1,

dx; iz i=1 dx, =
tOmoritett irasmodban . .
. W(‘ﬁ)
A W(V):O W(V): w(vz)

és y(v) a Hampel-féle hatasfuggvény 36 / 47



A merési javitasok Gauss
eloszlasuak

* y(v) = v (a hatasfiggvény linearis)

* az x parametervektor ,rezisztens” becslése
megegyezik a LKN kiegyenlitessel:

A'v=A4"(Ax—1)=0

ebbél x=(A"A) ' A"T

37147



I A Hampel-moddszer javitasi egyenletei

« az A matrixot a v, hibak nagysaga alapjan
fuggolegesen 4 almatrixra bonthatjuk

A1 (|Vl.| S a)' A2 (Cl < |Vl°| S b)l

A, (b<[v|<c)és A, (c<|v)) .vl 1 A, l,
* particionaljuk ennek v A, l,
megfeleléen a iy X ]
javitasi egyenleteket: 4 A3 13

" u 4 4 38/47




I A Hampel-madszer feltételi egyenletei

* a felteteli egyenleteket is 4 almatrixra bonthatjuk

amelybol

A} A, A7 A

w(v')
w(v®)
w(v’)

(v*)

4

<
<

=0

Ajy (v )+ Ay (v )+ Ay (v )+ A, p (v')=0

39747



I A megoldando egyenletrendszer

* A y(v) a Hampel-féle hatasflggvény
behelyettesitése utan

Tl AT i 2, 4T .33
Ayv +A,asignv + A; (csigny’—v)=0

a javitasokat beirva

AIT(Alx—ll)+A2Tasignv2+A;,[ (csignv’+1,—A,x)=0

40/ 47




I A megoldando egyenletrendszer

* Az el6z06 egyenletet rendezve

AT A~ AT A, —"—|x=AT1 — Al asignv*+ AT =

Sce—b c—b

(csignv3+l3)

* Végeredmeényben egy Bx = d alaku
egyenletrendszerhez jutunk, ahol

B=A4" PA d=ATPl—aATQsignv

41747



I A sulymatrixok

* az el6z0 egyenletekben P és Q atlds sulymatrixok, melyeknek

foatldelemei:
:
| halv|<a 1 haa<|v|<b
_| a _I b
pl"j <b—c ha b<‘Vi‘SC‘ q,-,j | C—b ha b<‘Vl-‘SC
0 egyebkent -0 egyebkent

\
* a megoldas iteracioban tortenik

* avellentmondas-vektor alapjan a kiegyenlitést mindig az
aktualis osztalyba sorolasnak megfelel6en ismeételjuk meg ,,, .,



I A dan moddszer

* durvahibaszurésre kifejlesztett eljaras Krarup (1967)
elgondolasa nyoman

* a merések iterativ ujrasulyozasa a kiegyenlitésbol
kapott merési javitasok fuggvenyeben
(a gyakorlatban a = 3)

1  haly|<ao

Piv1i—) _ |vi|

ao

G egyebkent .




Példa rezisztens M-kiegyenlitésre:
regresszios egyenes szamitasa

* LKN parameter becslés y=ax+b

egyene}s egyenlete: X :[a 5 ]T
parameter vektor:
I 17
X X
alakmatrix: A= 11 1"
T

tisztatag vektor: I=|y, -~ »,

44/ 47



Meérések
(5/20 durva
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I Tananyag, szakirodalom

* Steiner (1990): 5.2
* Vincze (1968): 4.2-4.4, 4.7.1

* Szabo Norbert Péter (2012): Bevezetés a
geostatisztikaba. Jegyzet. Miskolci Egyetem

* Huber PJ. (1981): Robust Statistics. Wiley & Sons 3.2
(M-Estimates)
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