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I Mirol lesz sz0?

* Robusztus és rezisztens meérés feldolgozas

Bevezetés
Robusztus és rezisztens becslések
Nagy szamok torvenyének teljestlése

Korrelacio es regresszio



I Robusztus statisztika

A robusztus statisztika olyan elmeleti keret,
amelyen belul gazdasagosan oldhato meg az a
feladat, hogy egymastol jelentbsen eltero
eloszlastipusok esetén is megbizhato eredmenyt
erjunk el, valamint hogy ne legyunk kitéve a durva
hibaju adatok torzito (esetleg katasztrofalis
mértékben torzitd) hatasanak.” (Steiner, 1990)



Miért fontos a robusztus
meresfeldolgozas?

* Alegtobb felteves csak kozeliti a valosagot, mert
az adatok nem Gauss eloszlasuak
a modellek nem linearisak
a merések nem fluggetlenek

* Durva hibak is jelentkeznek, és
tonkretehetik a feldolgozas eredmenyét
szubjektiv szempontok alapjan torténd elvetesuk
kérdeses




Miért fontos a robusztus
meresfeldolgozas?

* Feltételezzuk a nagy szamok torvényenek teljesuléset, DE

a tapasztalat szerint nem minden esetben igaz

* A klasszikus merés feldolgozasi eljarasok optimalis becslést
adnak jol meghatarozott parameteres modellekre, DE:

nem foglalkoznak azzal, ha a modell csak kozelitoleg igaz

gyakran rosszul teljesitenek, ha akar csak kis eltéres is van
a modellben



Az adatok elemzésének kulonbozo moddszerei

Normal distribution

Using least-squares method
Using rejection of outliers
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A robusztus adatfeldolgozas
célja

* az adatok zomehez legjobban illeszked6
struktura megkeresese

* rendellenes, eltéro pontok (durva hibak) vagy
részstrukturak azonositasa

* azoknak az adatoknak az azonositasa, amelyek
nagymertéekben befolyasoljak az eredmeényt



I Melyik illesztést akarjuk?

Y\ YA
Are these points special? What story do these
points tell?
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{a) Least-squares fit: average opinion of all points (noisy) {b) Highly robust fit: clear opinion of majority of points

Hampel (1986)



I Rezisztencia és robusztussag

* Egy eljaras akkor rezisztens, ha indokolatlanul nem
befolyasolja néhany kivago értek (Wilks, 1995)

* Egy robusztus eljaras nem erzekeny az idealistol kisse elterd
korulmenyekre, amely idealis korulmeényekre az eljaras
optimalis (Hampel, 1986)

,Kissé eltéro™
az 0sszes pontban vannak kis eltérések

keves pontban vannak nagy eltérések



I Kivago értek fogalma

* Adott egy M modell és annak p (,valddi”) parameéterei, amely
(az elkerulhetetlen mérési hibaktdl eltekintve) tokéletesen
képes reprodukalni a d meréseket (d. ,data”)

* Egy d meérés kivago érteknek (durva hibasnak) tekintheto, ha
nem illeszkedik valamely hiba klsz6bon belul M-hez.

Ezt a hiba klsz6bot a véletlen jellegl méreési hibak
hatasanak tulajdonithatdé maximalis elterés definialja

A veletlen jellegl méreési hibak eloszlasa ismert

Kapcsolodik a rezisztencia es a robusztussag fogalmaihoz



Modqll es mereések

N egyenes illesztési
N feladat

M(p) modell:
pXxtp,y+p;=0

d

kivago (durva hibas) mérés: M(p)
modellhez nem illeszkedik



I A becslés torzitasa

D, legyen a nem kivagd d meresek halmaza

D, .(m) legyen olyan d méreések halmaza, amelyben m darab
nem kivagd merést kicsereltiink kivagd (durva hibas)
meresekre

(/: inlier, O: outlier)

Legyen M(p) a paraméteres modell

Az M(p) paraméteres modellen alapulo paraméter becsleés
torzitasa az a maximalis zavaras, amely a paraméter vektor

becsléseben jelentkezik akkor, ha D-t kicsereljuk D, (m) -re



I A becslés osszeomlasi pontja

* A becsles 6sszeomlasi pontja a kivago (durva hibas)
méreseknek az a minimalis aranya (szazaléka),

amelyet elérve a becslés torzitasa akar tetszolegesen
nagy is lehet

* Megmutathatd, hogy a legkisebb néegyzetek szerinti
parameter becslés 6sszeomlasi pontja 0 %

Akar egyetlen kivagd méres is tetszoleges
mertekben képes elrontani a LKN becslést!



Robusztus és rezisztens becslés

* A modelltdl valo eltérések nem hagyhatok figyelmen kivil a
gyakorlatban
P.J. Huber: 5-10%-os kivagd érték (durva hiba) inkabb szabalynak
latszik, nem kivételnek

* Olyan becslést szeretnénk, amely nem érzekeny az M(p)
parameéteres modellt6l vald eltérésekre:

megvaltozik a véletlen mérési hibak eloszlasa, de nem valtozik
lényegesen a becslés és pontossaga: robusztussag

nem illeszkedd, kivagd adatok [épnek fel, de nem valtozik
lényegesen a becslés: rezisztencia

a LKN becslés sem nem robusztus, sem nem rezisztens




I A becslés abszolut hatasfoka

* Az e abszolut hatasfok a Cramér-Rao hatarhoz
viszonyitott aszimptotikus szorasnegyzet az adott
becslési eljarasra (viszonyszamként e < 1 vagy
szazalékban kifejezve e < 100%)
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* Az aktualis f(x) -hez tartozo optimalis eljarassal csak e -
szer annyi adat kell ugyanakkora pontossaghoz



I Robusztussag

* Valamely becslés akkor nevezhet6 robusztusnak, ha
az eloszlastipusok széles tartomanyan a

gazdasagossaga csak jelentéktelen mertékben
csokken

* Egy statisztikai algoritmus akkor robusztus, ha az
anyaeloszlasban bekovetkez0 kicsiny eltérés a
becslések eloszlasaban is csak kis eltéerést eredmenyez



Az f (x) szupermodell

° a :tipusparaméter

°* @ — o0 : Gauss-eloszlas
* a = 2 :Cauchy-eloszlas
ca=N+1;:

N szabadsagfoku
Student-eloszlas

1
a—1

=(0, 1)=(Gauss, Cauchy)




Robusztussag kiilonb6z6 becslésekre az f (x)
szupermodellre

adatszamtobblet (%)

hatasfok (%)

250%1 100 | M e
M (k=2)
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Rezisztencia szamszerusitése -
IC-fuggveny

* Milyen mértekben modositja egyetlen x adat a
helyparaméter becslés T eredményét?
* avalasz flugg:
a becslés algoritmusatol (legyen ez is 1)
az aktualis F eloszlastol
az adat x ertéketol
* IC(x, F, T) hatasgorbe (influence curve, IC-gorbe,
IC-flggveny adja meg a valaszt




I Az IC-fuggveny definici j

t—0
H(x) az egységugras (Heaviside) fliggvény

* Az IC-fuggvény megadja egyetlen, x érték( jarulékos
észlelésnek a T értékvaltozasaban megnyilvanulé hatasat

* T(F) az eredeti F' eloszlas alapjan becsult 7' paraméter
* [(1 —12)-F+tH(x)] a megvaltozott eloszlas

* tajarulékos éeszlelés reszaranya a tobbi adathoz képest



I A becslés ertékének valtozasa

* nagy n esetén kozelitéleg AT értékkel valtozik
meg a 1 becslés értéke, ha az
F-eloszlasflggvényl eloszlasbél szarmazé n
eleml mintankhoz meg egyetlen x ertekd
észlelést is figyelembe veszunk (t = 1/n):

IC(x,F,T)= f’;}; ATzIC(x;qF’T)




I Az IC-gorbe alkalmazasa

* KoOzvetlen szamszeru informaciot ad arrol, hogy a durva
hibaju adatok milyen mértékben torzitjak az adott
algoritmus szerint szamitott hely (vagy skala) parameéter
becslés értekét (rezisztencia)

a szamtani atlag IC-fuggvénye x-szel egyenld
- nem rezisztens

* a minta egy x érték( eleme milyen meértékben vesz részt
a helyparaméter becsles értekének kialakitasaban
(robusztussag)



A becslés pontossaganak novekedeése
az n mintaelemszammal

Az n mintaelemszam novekedésével

pontossagnovekedeést varunk (a bizonytalansag
csOkkenését)

Ha ez valoban teljesul, azt mondjuk, hogy ,teljesul a
nagy szamok torvenye”
Nem robusztus becslési algoritmusoknal el6fordulhat,

hogy a pontossag romlik n novekedésevel (,forditva
teljestl a nagy szamok torvénye”)



I Becslések hatareloszlasai

* Ha a becslések eloszlasa ndévekvO n mintaelemszam esetén egy
eloszlastipust kozelit, ezt hatareloszlasnak hivjuk

* A hatareloszlas kiszamitasahoz mar a legegyszeridbb becslés: a
szamtani atlagképzeés esetén is szukseg van a karakterisztikus
fuggveny fogalmara

* Aszamtani atlagok hatareloszlasa véges o esetén elvezet a
centralis hatareloszlastéetelhez

- Az atlagok elébb-utébb mindig 1/vn szerint valnak
pontosabba? Egyaltalan pontosabba valnak minden esetben?



I Szamtani atlag hatareloszlasa

« Osszeg és atlag striségfluggvénye

* A karakterisztikus fUggvény fogalma

* Szamtani atlagok hatareloszlasa véges o esetén
* A centralis hatareloszlastétel

* A nagy szamok torvenyének teljesulese és nem
teljestlése



I Osszeg s(ir(iségfliggvénye

* Hogyan adodhat egy konkrét értek, pl. 0.45 két
értek osszegekent?

0.45=0.05+0.40
0.45=0.10+0.35
0.45=0.15+0.30
0.45=0.20+0.25



I Osszeg h(x) sirlségfiggvénye

f(x)

p(0.45)= £(0.05)- (0.4

)
+£(0.1)- £{0.35)-
):
)

(4x )
(4x )
(4x )
(4x)

Ax )?

+7(0.15)- £(0.3
+7(0.2)- £(0.25

p(0.45)=>" f(x)- £(0.45—x)-(4x)’

0.45

h(0.45)= ff £(0.45— x)dx

:ff (x): f(z—x)dx

— 00




Osszeg s(ir(iségfliggvénye
* Két kulonbo6z0 valdszinlseg surusegu eloszlasbol az

0sszeg surusegfuggvenye konvolucioval szamithato
ki:

o0

h(z)=[ f(x) g(z—x)de=71 (x)*g (x)

® 7 tagu 0sszegre n tényezds konvolucio:

h(z)=f () f () f () f (x)=[f (x)]"



I Szamtani atlag sUrusegfuggvenye

* n-elval6 osztassal 1/m -szeresére csokken a slrlségfliggvény
szélessége, vagyis a skala paraméter 1/n:

" (x)=n[ f(nx)]"

* |-1, 1] kozbtti egyenletes eloszlasra

e ()= 2 (1]

(n—2k+nx)""




Szamtani atlag suruségfluggvenye
* [—1, 1] kozotti egyenletes eloszlasra (Steiner, 1990)

AP, S ~ 3% g interkvartilis
= 0 - i ' , .
0 q 1 n=8 %/f, = . félterjedelem
q

1

21

1! V4
 r— =10 G%\_%T—__? Gauss-eloszlashoz
= 0 . —_ ‘

1. 3 | kozeledik és ¢
neh 0% ] ;E\\ ' ~ csokken




I Szamtani atlag sUrusegfuggvenye

* Minden esetben tapasztalhato az atlagok \/n-nel
novekvo pontossaga?

* Minden esetben tapasztalhato az atlagok
Gausshoz tartozo eloszlasa?

A valasz mindkét kérdésre: NEM



Tanulsagos példa - Tukey modell
* Akivago ertekek Tukey (1960) altal bevezetett modellje

két Gauss-tipusu sdrusegfuggveny linearis kombinacidja

1

fT(x):\/Z—n' (l_p)e_X/z £ e

+-—-¢
O-C

* n-elemd mintak szamtani atlagainak strdségfuggveénye:
n n—k k

1 _p op .
}(1-p)

1 (nx)2
Vn—k+k 2P |
n— 0.,

W NN
8r (x) \/Tﬁ;




Tukey modell szamtani atlagainak |
stir(iségfiiggvénye (Steiner, 1390)
» A Tukey modell paraméterei: p = 0.25, 0,,= 150
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02 n=25 OD iiiiiiii ;::’ TTTT :;' ,‘ED 15
01 / 0
P RN 44 : nA0 ([ZZ7ZZT7 :
M 5 10 15 % q 10 15
¥ 7
r 211-00 {) - — ¥ ¥
=2 Z, . n
S 3 10 5 ¢ 8 5 10 "
03
qz Q‘ZK
0 0/
n=3 oL o =2000 1; e . :
© ° q 10 " ’ "0 q g 10 3
nzh 06 05
2 5 10 915 2; Végiil Gauss-eloszlashoz
0"1 .o o 7 .o
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I A karakterisztikus fuggvény

* Az f(x) sUrUségflggvénnyel jellemzett eloszlas
karakterisztikus fliiggvenye:

olt)=] & f(x)dx=7" 1 (x)
* origbra szimmetrikus f(x)-ek esetén:

go(t):2zcos(xt)f(x)dx



A karakterisztikus fuggvény

* Az f(x) sdrusegfuggveny a karakterisztikus fuggvény Fourier-
transzformaltja:

1 r —ix
f(x):gkﬂ(f)]:z—nfe "p(t)dt
* origora szimmetrikus ¢(7)-k esetén:

1 (x) :%I cos(xt)p(t)dt

* §skala paraméterd slrlségfuggvényre a karakterisztikus

fuggvény © .x
l IS St
S foo e/

o0

dx=f " fu)du=op(St)

—00

X

S




Eloszlastipus vagy A o(1) karakterisztikus fuggveny

 szupermodell (a standard alakhoz)
eloszlasok ;
Sin 7
egyvenletes 1.0 L__r__
A karakterisztikus Gauss fo() SUE
oo r V4 V4 1
Laple (X o
fuggvenyek tablazata aplace Silx) I+ 2
Cauchy Felx) e !
1
exponencialis  f.{(x) l—
— it
szupermodellek :
Jo(%)
specialis esetek:
a=2 esetén [l f(x)] e 1
a=4 esetén (1+t)-e

=0 eseten

(1+, 0 +223)-e ¢

(altaldnos « esetén a karakterisztikus figgvény csak harmadfaju
modositott Bessel-fiiggvényekkel irhato fel)




Szamtani atlagok hatareloszlasa
véges g esetén

* Az f(x) eloszlasbdl szarmazd n elem( minta alapjan

(n)
meghatarozott atlagok /' (x) slrldségfuggvénye

f )= f ()]
* Az n elemu atlagok karakterisztikus faggvénye

17

{

n

0" (1)=|p



Szamtani atlagok hatareloszlasa
véges g esetén

(n)
* Azatlagok /' (x) sUrUségfuggvenye helyett azok

\/n -szeresenek f (x) sdrdseégfuggvenyét vizsgaljuk. Ennek
karakterisztikus flggvénye -

Z- n

Vn
* Az origora szimmetrikus f(x) surlsegfliggveny eseteben
3 gp(t/\/n)Tayloppolinomjéval

2" (1)=|p

7 n

5(t)=|p(0)+9 "(0)5—+0

t2

n




Szamtani atlagok hatareloszlasa
véges g esetén

* A paratlan hatvanyok f(x) szimmetriaja miatt zérusok es
p(0)=1

* A Fourier transzformacio tulajdonsagai miatt

d"o(t)| _ . |
dt" | _, g
tehat (ha a szbras veges)

0 "(O)Z—_f x> f(x)dx=—0o"




Szamtani atlagok hatareloszlasa
véges o esetén

* Az atlagok \/;-sze_resének karakterisztikus fuggvénye

t2

n

2 2
p(1)=|1-2-+0
2n 5 5
o1

. Akévetkezc’ijelélé'st bevezetve:  ¢,=-— 5 +n-0

t2

n

n

c
1+—=
n

lim ¢,

— en—mo

o(t)=1+—=| és lim p(¢)=lim

4/ n— 0 N — o0




Szamtani atlagok hatareloszlasa
véges g esetén

* Az atlagok Vn-szeresének karakterisztikus fuggvénye

n—0o0 esetén: o lim c,
lim p(t)=e" =e

n— 0

amibol viszont X

)

f(x)zg\/127320

» Tehat nagy n-eknél o/ n szorasu Gauss eloszlast

2

kdzelit az atlagok eloszlasa, f (x) definicidja miatt



I Nagy szamok torvénye

* Nagy n-eknél o\ n sz6rast Gauss eloszlast kozelit az
atlagok eloszlasa

* Ez a nagy szamok torvénye, ami egy becslesi mdd, az
atlagképzes Vn-el aré nyos pontossagnovekedesérol
tudodsit nagy n-ek eseten



I Centralis hatareloszlastetel

* Nagy n-eknél o/ n szérasu Gauss eloszlast kozelit az
atlagok eloszlasa

* Ez hatareloszlasteéetel, mert az atlagok (mint becslések)
eloszlasanak a tipusat is szolgaltatja n—o0 eseten

* A centralis jelz6 utal a hagyomanyos (atlag-szoras)
statisztikaban betoltott kozponti szerepere



Atlagok eloszlasa Cauchy-eloszlas esetén

* Nincs véges szorasa a Cauchy-eloszlasnak
a véges szoras feltétele a centralis hatareloszlas tétele érvényességének
* Standard Cauchy-eloszlas esetében az atlagok karakterisztikus fggvénye

0" ()=

P

[

n

1

— [e—|t/n|]n: e—|t|

- Barmilyen n-re az atlagok eloszlasat ugyanaz az f (x) strlségfiggvény irja le

semmilyen formaban nem teljestl az atlagokra a nagy szamok torvénye
sz0 sincs arrol, hogy az atlagok nagy n-ekre Gauss-eloszlast kozelitenek



Aszimptotikus szoras

* Ha valamely becs/éseloszlas Gauss-tipust A/ \/%SZéréssaI, A-t
aszimptotikus szorasnak nevezzuk
- Az atlagképzés A aszimptotikus szorasa azonos az anyaeloszlas

o szorasaval
* A szoras kapcsolata az interkvartilis félterjedelemmel Gauss-
eloszlas eseten g = 0.67450 , tehat az atlagkepzésre a

q,
A,-0.6745

hanyadosokat abrazolo pontok egy llx/n abszcisszaju
koordinata-rendszerben az origdbol induld 45°-0s egyenesen
vannak




Szamtanl atlag strusegfuggvenye
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Tukey modell szamtani atlagainak
sUruségfuggvenye

n=1

n=2

n=3

n=

n=6

n=9

a3 0.1
02 n=25 0 -—rrr LT rrrrr -
01 7 0 0 5 q 10 15
054 ' 00 TTTTTT T
0 5 10 15 n=100 ] -
03 ¢ G{:n q 10 15
a2z
: e
v/ n=L00 o : . .
05 q 3 10 15 0 q 5 10 15
03
02 2
0.1 01
0L — . ' ﬁ
5 10 15 n=2000 T . ,
v, ¢ 0 g g 10 15
0;
04 . - : 05
02'3 5 10 q15 04
0,1% 03
0- = - . 02
mu 5 10 15 g Y
&::‘: ——— = n:‘mﬁm ¥ y r -
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Nagy szamok térvényének teljestulése

gn

b __gn b ASQETES
Ag 06765 egyenletes eloszlasra
1- 14
Tukey - etoszldsra
(p=025, 0 =150)
)
o
0.5 - 05 -
o % o
o
u L -—S"‘—? 0 20 ] T _=
0 as 1 0 05 | 11
amn b4 P L USRI N



Nagy szamok torvényének teljesulése

gn

1 Qn } ACQ6WS
Ag 06745 egyenletes eloszlasra
1- 1-
Tukey - etoszldsra
(p=025; ;=150
o
[«
05 - 05 -
A
v o ° o
L~ ]
T TTer T % sl T &
n=40010025 9 6 & 3 2 71::' he 51508654 3 2 0



Nagy szamok torvényének nem teljesulése
az f(x) szupermodellre

gn/q atlagokra

° Az atlagok\/n el aranyosan egyre
pontatlanabb becslései az eloszlas
szimmetriapontjanak

20 -

* Az atlag mint becslés romlasanak
Uteme az a tipusparaméter-erték
csOkkenésével egyre nagyobb lesz

10+

* Aleggyakoribb értekek ezzel
szemben a becsléesi pontossag
\/n -el aranyos novekedését mutatjak




Leggyakoribb ertekek becslése

Qn’q leggyakoribh értékekre

0.5+

0.4

A leggyakoribb ertékek
szamitasan alapuld becslések
kovetik a vn szerinti
pontossagnovekedest

0,3

0,2-

n=64L49 36 25 16 9



Korrelacios egyutthato
rezisztenciaja

* Hagyomanyosan: atlag, széras




Korrelacios egyutthato
rezisztenciaja

* Rezisztensen: leggyakoribb értek, dihézio

1 1
x,—M —-M
_ ; el +(x —Mx)2< % e+(y—M ) b=M,)
rM_\/ \ 1 ? 2 \/ - 1 ? 2
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Szampeélda (Steiner F.)

* Ket pontot ( (2, 0) és (8, 54) ) kiveve az dsszes pont
egy -1 meredeksegl egyenesre esik:

x O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

I

V. 32 31 0 29 28 27 26 25 54 23 22
l

» Atlag, szdras szamitassal r, = +0.1695

- Leggyakoribb értek, dihezié szamitassal r  =-0.7833



I Adatok

40

30

20

10



I Regresszios egyenesek
* Hagyomanyosan: atlag, szoras
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* Rezisztensen: leggyakoribb értek, dihézio
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I Regresszios egyenesek

atlag-szoéras r+0.1695 @
50 e=—— MFV-dihézié r:-0.7833
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I Osszefoglalas

* Robusztus és rezisztens meérésfeldolgozasi eljarasok
felhasznalasaval érhetjuk csak el, hogy

a merések eloszlasara erzeketlen legyen a szamitas
(becslés) eredménye

a kivago értekek ne befolyasoljak indokolatlan
mertekben az eredmeényeket

megkapjuk az elvart pontossagnovekedest a
merések szamanak novelésével



I Tananyag, szakirodalom

* Steiner (1990): 5.5
* Vincze (1968): 2.5

* Hampel F.R, Ronchetti E.M, Rousseeuw P, Stahel
W.A (1986): Robust Statistics. The Approach
Based on Influence Functions. Wiley & Sons
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