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I Mirdl lesz sz6?

* RANSAC paraméter becslési eljaras

Bevezetés
Az eljaras alapoétlete
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ellipszis illesztése
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tobb modell illesztése 5177
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I A probléma oka

* a kezdeti modell paramétereit az 0sszes adat
alapjan LKN becsléssel hataroztuk meg

* ez a kezdeti becsles annyira rossz, hogy sohasem
talaljuk meg a j6 modellt, hiaba sulyozzuk ujra
rezisztens modon a méreseket

* egyetlen ,kelloen” kivagd adat (14%) jelenléte
ennek az oka
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I A probléma megoldasa

* Forditott megkozelitésre van szukség:

- a kezdeti modell parameétereit csak a minimalisan
szukseges adatmennyiség alapjan hatarozzuk meg

- ezt a kezdeti becslést probaljuk boviteni a modellre
illeszked®, konform adatokkal

- azt a modellt tartjuk meg, amelyre a legtobb
konform adat illeszkedik

Ez a RANSAC (iterativ robusztus becslés)

6/77



Az iterativ robusztus becslési
eljaras (RANSAC)

Fischler és Bolles 1981-ben alkottak meg a modszert
RANSAC = RANdom SAmple Consensus

Rendkivul népszerd, altalanosan alkalmazhaté
robusztus becsleési eljaras

nem determinisztikus algoritmus: csak egy adott
valdszinlséggel ad helyes eredményt - ez a
valdszinlseg az iteraciok szamanak novelesével

novelheto -




Fischler és Bolles cikke (1981)

. L . . . Fig. 2. Geometry of the Location Determination Problem,
Random sample consensus: a paradigm for model fitting with applications to

image analysis and automated cartography z
MA Fischler, RC Bolles X
Communications of the ACM, 1981 - dl.acm.org \\ CP (CENTER OF PERSPECTIVE)

A new paradigm, Random Sample Consensus (RANSAC), for fitting a model to IMAGE PLANE

experimental data is introduced. RANSAC is capable of interpreting/smoothing data
containing a significant percentage of gross errors, and is thus |deally smted for
applications in automated image analysis where i

provided by error-prone feature detectors. A ma|0 I
annlicatinon af BAMNSAT ta the aration DNaterm

PRINCIPAL POINT

ra.phr{;s and J. D. Foley
mage Processing Editor

'Random Sample
Consensus: A |
¥ Mentés 99 Hivatkozas |ldézetek szama: 31934 | Kap« Paradigm f‘or MOdel VEE’)l;IIgAL

Fitting with Pont S
Applications to Image i
Analysis and

OPTICAL AXIS
TOBB MEGJELENITESE v

Automated
Cartography The LDP is formally defined as follows:
Given a set of m control points, whose 3-dimensional coordinates are
known ia some coordinate frame, and given an image in which some
Martin A. Fischler and Robert C. Bolles subset of the m control points is visible, determine the location (relative
SRI International to the coordinate system of the control points) from which the image 77
was obtained.



I RANSAC - miért nepszeru?

* kénnyen erthetd és hatékony (tdbb mint 50% durva hibat is képes

sikeresen kezelni - magas 6sszeomlasi pont)

gyakran ismetlodd problemat old meg (automata meéerdrendszerek

durva hibas méréseinek kiszUrése)

* adurva hibak nagy valdszinUséggel (99,99%) tortend kiszUréséhez
meglepben kevés iteracio kell

* aszamitasi kapacitas ndvekedese lehetbvé tette nagy szamu iteracio
(tobb szaz, ezer) elvegzéset

* azeljaras azonnal megallhat, mihelyt egy j6 egyezést talalunk
(ellentétben mas eljarasokkal, melyek el6sz6r nagy szamu mintat
allitanak elo és csak utana keresik az egyezéseket)
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I A RANSAC eljaras lepesei
» Allitsunk el& egy elére meghatarozott M szamu modellt (hipotézist),

mindegyiket a modell egyértelmd megalkotasahoz szukséges minimalis n
darab adat alapjan

(ez a modell paraméterek meghatarozasat jelenti)
* Ertékeljik ki mindegyik modellt (hipotézist):
szamitsuk ki az 6sszes adat illeszkedési eltéréseit a modellhez képest

egy adott hibakusz6bon beluli adatok alkotjak a konform adathalmazt
(Un. , konszenzus" halmazt)

* Azt a modellt (hipotezist) valasztjuk, amelynek konform (konszenzus)
halmaza a legtébb elembdl all

erre a modellre Ujra meghatarozzuk a modell parameétereit a konform
adatok alapjan (altalaban LKN becsléssel)
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I A RANSAC eljaras parameterei

* A modellek megalkotasahoz szukseges
parameterek minimalis 7 szama

* A maximaélisan megengedhet§ iteraciok k szama

* t kuszobeérték annak eldonteséhez, hogy egy
adat illeszkedik-e a modellhez

* az a d adatszam, amely alapjan eldontjuk, hogy
egy modell jol illeszkedik-e az adatokhoz
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A RANSAC eljaras parameéterei

k k : iteracidok szama

- p=[1—-w" cokszéma ,
n . egy iteracioban kivalasztott adatok szama
p annak a valdszinlsége, hogy a RANSAC egy
In ( 1— p) iteracidoban csakis konform adatokat valaszt ki
k= (egy iteracidban n darabot)
In ( 1 — Wn) w : A konform (nem durva hibas) adat
el6fordulasi valoszinlsége
\/1 " o(k) : k szérasa (kdzel egyezik k-val)

O ( k) = (k értékének helyes megvalasztasahoz
w ke”) 12777



I A RANSAC eljaras parameéterei

Levezetés [épésenkent:
annak valészinUsége, hogy egy durva

w hibas adat sem kerul be a modellbe
1— annak valoszinUsége, hogy legalabb egy
durva hibas adat bekerul a modellbe
( 1 n)k annak valészinUsége, hogy a k£ modell
- W mindegyikébe bekerul durva hibas adat
r annak valoszinlsege, hogy a £ modell nem
p=1 —(1 —W”) mindegyikébe kerul durva hibas adat, vagyis a k

modellbdl lesz legalabb egy durva hiba mentes



I Hany £ iteracio lehet sziikséges?
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I A RANSAC eljaras eredmeényei

* Alegjobb modell. azok a parameterek, amelyek a
legjobban illeszkedd modellhez tartoznak
(vagy semmi, ha nincs jol illeszkedb modell)

* Alegjobb konszenzus halmaz: azok az adatok,
amelyekbdl a legjobb modellt becsultuk

* Alegkedvezobb hiba: a legjobb modell hibai a
legjobb konszenzus halmaz adataihoz képest

15777



A RANSAC folyamatabraja

1. véletlen n adat F

kivalasztasa
Y i
e N
2. modell becslése
az adatok alapjan
A / nem
v | )
, s . Van mar elég 98N 8. eredmény: a
3. az adatok hibainak o iteraci6o? legjobb modell
szamitasa a modelltOl v

T - _ N
4. a konform adatok %’/,/Si’l/déig ez a Iegtﬁbbal[gfﬂ(& ez lesz a legjobb

szama - konform adat? modell
‘\-_ // 7'--"“'-w,.,_\hl--l ) ‘\~ _/'I
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RANSAC algoritmus pszeudokodja

Adott:

adat - a mért adatpontok

model - az adatokra illesztendd modell

n - a modellek megalkotasdhoz szilkkséges paraméterek minimalis szama

k - A maximadlisan megengedhetd iteracidk szama

t - kiiszobérték annak eldontéséhez, hogy egy adat illeszkedik-e a modellhez

d - adatszam, amely alapjan eldontjik, hogy egy modell jél illeszkedik-e az adatokhoz
Eredmény:

legjobb - legjobban illeszkeddé modellhez tartozé paraméterek (semmi, ha nincs jé modell)

iteracidék = 0
legjobb = semmi
legjobb _hiba = valami nagyon nagy érték
amig iteracidk < k {
lehet konform = n véletlenszerlen valasztott adat
lehet_modell = a lehet_konform-hoz illesztett modell paraméterek
= idres halmaz
tedd minden adatpontra amely nincs a lehet konform-ban {
ha a pont illeszkedik a lehet modell-re t-nél kisebb hibaval
add a pontot a -hoz }
ha az elemek széama a -ban > d {
% ez jelzi, hogy egy jé modellt talaltunk
$ most ellendrizziik, hogy mennyire jo
jobb_modell = az Osszes pontra (a lehet konform és pontokra)
végzett illesztés paraméterei
ez_a hiba = annak mértéke, mennyire illeszkedik a modell a pontokra
ha ez_a hiba < legjobb_hiba {
legjobb = jobb modell
legjobb_hiba = ez_a hiba }
}

kovetkezd iteracid

}
eredmény: legjobb
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I Egyenes illesztes

3 . . . ’ R. Raguram
* 18777



I Egyenes illesztes

n = 2 pontot véletlenszeriien
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I Egyenes illesztes

: n = 2 pontot véletlenszerien
. *, kivalasztok

kiszamitom az illeszkedd
modell paramétereit
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n = 2 pontot véletlenszerien
kivalasztok

kiszamitom az illeszked6
modell paramétereit

minden adatpont illeszkedési
eltérését kiszamitom

21177



I Egyenes illesztés

n = 2 pontot véletlenszerien
kivalasztok

kiszamitom az illeszked6
modell paramétereit

minden adatpont illeszkedési
eltérését kiszamitom

megkeresem a konszenzus
halmaz pontjait

22177



I Egyenes illesztes

n = 2 pontot véletlenszerien
kivalasztok

kiszamitom az illeszkedd
modell paramétereit

minden adatpont illeszkedési
eltéréseét kiszamitom

megkeresem a konszenzus
halmaz pontjait

megismétlem az iteraciot
ujabb 2 pont kivalasztasaval
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I Egyenes illesztes

n = 2 pontot véletlenszerien
kivalasztok

kiszamitom az illeszkedd
modell paramétereit

minden adatpont illeszkedési
eltéréseét kiszamitom

megkeresem a konszenzus
halmaz pontjait

megismétlem az iteraciot
ujabb 2 pont kivalasztasaval
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Egyenes illesztes

n = 2 pontot véletlenszerien
kivalasztok

kiszamitom az illeszked6
modell paramétereit

minden adatpont illeszkedési
eltérését kiszamitom

megkeresem a konszenzus
halmaz pontjait

megismeétlem az iteraciot ujabb
2 pont kivalasztasaval

maximalis konszenzus
halmaz

2517177



I A RANSAC valtozatai

* MSAC - M-becsld RANSAC
e MLESAC - Maximum Likelihood RANSAC

* PROSAC - progressziv RANSAC (a lehetseges
modell kivalasztasat el0zetes informacio segiti)

* R-RANSAC - nem a teljes adathalmazra ertékeljuk
Ki a modellt (gyorsabb)

* KALMANSAC - Kalman-szurd es RANSAC

26/77
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I Ellipszis illesztése

* Gyakran eloforduld feladat a fotogrammetriaban
* Hany pont szukseges a feladat megoldasahoz?

* Hogyan lehet meghatarozni az ellipszis helyzetét,
iranyat?

28177



I Az ellipszis kulonbh0z6 egyenletel

* paraméteres: h, k,a, b, T

X
Y

h
k

-+

COST

SINT

—SINT
COST

acost

||bsmnt

* kUipszeletes: B, C, D, E, F
x>+ Bxy+Cy°+Dx+Ey+F =0

- fokusz-har:a, 5, 0, 5., 8

b

0<t<2m

\/(x _0‘1)2"'()’ _:81)2+\/(x_0‘2)2+(y_ 132)2:S

29/77



I Parameéterek meghatarozasa

* kupszeletes egyenlet linearis a B, C, D, E, F paraméterekre
5 pontra 5 egyenlet felirhatd és az 5 ismeretlen kiszamithaté

* Transzformacié paraméteres alakba
| F D/2 E/2]

My=|D/2 A BJ? _lA B/Q}
B/2 C
E/2 B/2 C |
— )/ (det (M)A b = \J—det(Mo)/(det(M)s)
— (BE — QCD) /(4AC — B?) k = (BD — 2AE)/(4AC — B?)

T = arccot((A — C)/B)/2
A, A, az M matrix rendezett sajatértékei: [\ — Al <[M—C 30/77



Ellipszistol meért tavolsagok

* algebrai tavolsag

t,( X, v)=x;+Bx, y+Cy;+Dx,+ Ey + F

* gradienssel sulyozott algebrai tavolsag
ta(xi’yi) _ x;+Bx;y+Cy;+Dx +Ey+F

[ \X,, ). )= —
g( l y) HVta(xi,y,-)H \/(le.+Byl.+D)2+(Bx,.+2Cyi+E)2

* geometriai tavolsag
L (‘xi’ yi):\/(x_xi)z-l-(y_ yi)z

° ahol azx, y az ellipszisen legkozelebb levo pont koordinataj




Ellipszisen legkozelebb levo pont

* az alabbi két ismeretlenes nemlinearis
egyenletrendszer megoldasa adja a legkozelebbi

pont X, y helyzetet

x>+ Bxy+Cy’+Dx+Ey+F =0

Bx*+2(C —1)xy—By*+(2 yl.+E)x+
+<Byi_ D—=2 Cxi)y-l_(Dyi_Exi) =0

* vagy egy negyedfoku algebrai egyenlet gyokei

32/77



Teljes LKN illesztés >5 pontra

* merdleges tavolsagok négyzetosszege minimalis

6
5
4
3
al
1
0
1
2

4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 B 33/77



Példa ellipszis illesztésre

* Afelvett ellipszis parameéterei:
kdzéppont: (3, 2), fel tengelyhosszak (2 5, 1 5)

elfordulas szoge: 30°
| @ ) ncc: “ g
50% a kivago Te oo ® 000 T
adatok aranya ° . o °
i GD% > o GG
GZI:O o 5”000 o 70 °




lllesztés eredményei

* A meghatarozott ellipszis paraméterei (gradiens sulyozas):
kbzéppont: (2.95, 1.97), fel tengelyhosszak: (2.56, 1.50)

elfordulas szoge: 29.7°

hiba kuszob: 0.25

konszenzus halmaz elemszama: 62
E —

O adatok
& keonform
— ellipszis
5L . .
& o LEM illesztes

* 77



lllesztés RANSAC nelkul

* A meghatarozott ellipszis paraméterei (gradiens sulyozas):
kdzéppont: (2.54, 2.37), fél tengelyhosszak: (2.29, 2.01)
elfordulés Szoge: -1 0.40 . LKN illesztés az osszes adatra

O adatok
—— LKHM illesztés

o of %
=3 4@ o © o og o o
[ @ o o o
o o
o o
oo o ° | o
o o o f
2F o o
a o
L) o o
¢ :
o j
o
1r M o o
o - o
DQL‘I /
o e O = o
o L o
96 Fo =
u ﬂG 1 0 1 1
0 1 2 3 4 5




I Gomb illesztése

* Lézerszkenner illesztopontok

* Hany pont szukséges a feladat megoldasahoz?

* Hogyan lehet meghatarozni a gomb helyzetet,
sugarat?

* Proba szamitasok

37177



I A probléma szakirodalma

Kasa (

Pratt (1

976) -
987) -

KOrillesztes, gombre is jO

Pratt modszere

Taubin (1991) - Taubin modszere

Lukacs et al. (1997, 1998)

Palancz, Molnar (2012) - algebrai, geometriai,

RANSAC megoldasok

38777



I Pratt (1987)

* algebrai felluletek (kor, kupszelet, sik, gomb) illesztése
* nem igényel iteraciot

Direct Least-Squares Fitting of Algebraic Surfaces
Vaughan Pratt
Sun Microsystems Inc.
and
Stanford University

April 30, 1987

Abstract In the course of developing a system for fitting smooth curves to camera input we
have developed several direct (i.e. noniterative) methods for fitting a shape (line, circle,
conic, cubic, plane, sphere, quadric, etc.) to a set of points, namely exact fit, simple fit,
spherical fit, and blend fit. These methods are all dimension-independent, being just as
suitable for 3D surfaces as for the 2D curves they were originally developed for. 39777



* Palancz B, Molnar B (2012): Fitting sphere to quantized depth
information, Wolfram Library, 2012-09-20
algebrai, geometriai, iranymenti illesztes
neuralis haldzat, Grobner bazis, RANSAC

Fitting sphere to quantized depth infor-
mation

B. Palincz and B. Molnar

Department of Photogrammetry and Geoinformtics,
Budapest University of Technology and Economy
1521 Budapest, Hungary
ADsTract

This notebook presents different techniques to estimate radius and position of a sphere in case of quantized depth informa-
tion obtamned from low resolution sensors like Microsofl Kinect XBOX, First algebraie, geometric and directional least
squares estimations were applied to the quantized data directly. Then two techniques Self-Organizing Map (SOM) and
RANdom SAmple Consensus {RANSAC) were employed as preprocessing methods to smooth and reduce gquantized data.
To solve the resulted nonlinear algebraic systems Gribner basis with Gauss-Jacobi method as global method as well as
Newton method with pseudoinverse and direct minimization as local methods applying the result of the algebraic method as
initial guess have been vsed, In order o decrease the computation time parallel computation on multi-core maching could be
utilized . According to this case study all of these methods can be accepted from engineering point of view, although the
geometrical approach with initial condition based on the solution of the algebraic method was proved to be the most effective.

40/77



Geometrial €s iranymenti

illesztés
geometriai g o _
illesztés | iranymenti
illesztés
(xil yi’ Zi)
(xi: yi’ Zi)

L



Geometrial illesztées n pontra
hiba i-edik pontban
v =0 = 30)2 + (- $0) 2+ (zm 20) - P =l

ezért a minimalizacios feladat nemlinedris LKN feladatra

vezet:
Zviz :(\/(xi - x0)2 +(y; - )’0)2 +(z; - 20)2 - ’”)Z = min
i
* A meghatarozando paraméterek: Xo» Yo» Zo» I

Linearizalas és iteracio szukséges! /77



Geometriai illesztés Grobner-bazissal
. ,egyszerl” megoldas az a parameterre (x,)

C _Cnafflclant[grba[[l]] , a, 0] //Eimplify {x - ny, y - Ei, Z - x31)

Coefficient([grba[[1]], a, 1]

2 -2 . e 2 -2 . 2 - 2 v
(‘szf;ll—é;ézﬁt’fﬁzég}il+ﬂg§:1,lf1+ri;§r1;{;—§3éf,;{1-é:lfq}:1+fi3§ﬂ,{'_+
ni Eaxa+&T Eaxa - &1 &5
2 2 2
EaXT Xz -E3Xx1 X5+ &aX1X5

NG Eaxs -5 Eqxa+E5Eyxo+E1 &5 o —E3 &S xa+ &3 x% %2 -
i‘?%flk3‘T??Lf::,?f:-.—ffﬂf:}*f]+§1§§X3+W?54X3—’?§§4H3+
E1€ax3-E5&axs-E18ixa+&a&ixa-Caxixa+Eaxixa+&1 x5 x3-EaxaXs+E X1 X5
Eoxixs-E1xexi+Eaxax5+m5 (&5 D -x2) + & (xa-x3) +& (~xa+x3)) -n5 & xa +
N EaXa+ &1 €2 Xa 6183 Xa - M E3Xa+ M3 E3Xa - €1 E3Xa+E3EaXa+E1 85 Xa~ &2 85 Xa
o X Xa-E3Xixa-E1 X xa+E3 X xa+E1 X xu - Eoxixa - S X3+ E3x1 X5+ €L Xz XS -
E3X2Xi-E1 X3 X5+ E2XaXs+n5 (Ea (-X1+X2) + &2 {x;—x4j+£1{—}:z+x4}})f
(2 (-Mz&axi+Me€aXa+MEaXa-MEsXa+N2 €1 Xa-N1 &2 X3+M1E&sXa-Tz2 &g X34
Mg (€3 (x1-Xz) +€1 (Xxz2-X3) +S2(-X1+Xx3)) -nz281 xa+11 &2 x4 -
M EaXa+MNzE€aXxa+Ma (&g (X1 +X2) +&2 (X1 -Xa) +E&1 (=Xz2+Xa))))

Therefore the solution for parameter a is simple 43777
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I Iranymenti illesztes n pontra

- i-edik pont tavolsaga a kameratdl (x, y, z)

r =0 )+ (e v+ (2 2)% i =Len

D; =XoU; T YoV, T ZoW,

di :\/(Vizo - Wiy0)2 + (WX, - “izo)2 +(1; ) - Vz'xo)2 (X, ¥, Z,)

X. V; z.
ahol: u; =—, v, ==, w, =— r
v, v, v q

l l 1
* A nemlinearis egyenletrendszer:

(Pi'\/l’z'qiz"”i)z =0, ha g, <r (pi'ri)z"'(qi"”)z =0, hainV><

44 /77




Algebrai illesztés 4 pontra

* Mindegyik pontra illeszkedik az r sugaru gomb:
VO x) 2 + (- 7))+ (2 2)* - P =0, i=l,...,4
ezért mindegyik pontra
\/(xl- - xo)2 +(y, - y0)2 +(z; - 20)2 +r =2r =c =4ll.
* Akét egyenletet 6sszeszorozva
(x; = X0)* +(¥; = ¥9)” + (2, - 2)* - r* =0
. Uj a ismeretlent bevezetve r helyett linedris =xg +ys+zg- 1’
egyenletrendszert kell megoldani:

2

X+ yr 4zl - 2x,%; - 2yoy; - 224z, v =0, i=l,...,4
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I 4 pont alapjan szingularis eset

* Ha a 4 pont egy sikba esik, nincs megoldas
(r gombsugar végtelen nagy)

* A gyakorlatban a linearis egyenletrendszer
kondicioszamat korlatozzuk, pl. 1000-re
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.69

0.55

®* —-1.12

-1.02

l Adatok

ritkabb

E6.73

66,53
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I RANSAC becslés

-}- 85.75

T 6570

T 65865

T GG.60

T 65.55




I Egyenes korhenger illesztése

* Hany pont szukseges a feladat megoldasahoz?

* Hogyan lehet meghatarozni a henger
parametereit?

° Proba szamitasok
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I A probléma szakirodalma

* Chaperon (2002)

* Devillers et al. (2003)

* Lichtblau (2006)

* Beder, Forstner (2006)

* Zsombor-Murray, El Fashny (2006)

* Normalvektorokkal egyutt:
Rabbani, Heuvel (2005)
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I Chaperon (2002)

* francia nyelven irt PhD értekezes

* algebrai megoldast ad: 1 harmadfoku, 2 masodfoku
nemlinearis egyenlet a henger (X,y,z) normalvektorara

* paros szamu, max. 6 megoldas 5 pontbal

M U ]. M 1-.{} +x°z 3 ; + = : + ) ;
+xp(M2345(0, 1) + Mp345(1,0)) ML) + M0, + ML) | |
+xz(Mh345(0,2) + Ma3a5(2,0)) xz(Myg(1,2) + My (2, 1) + M3 (0,2) + ME34(2,0) + M35 (0, 1) + M34(1,0))
+12(Mass(1,1)) fgi(é@“s?gll §;+M§§4(0,2)+M;;4(2 0))

¥\ Mgy

+yz(Maz45(1,2) + Ma3as(2,1)) +y2z(§§4( 12+ ME(2 1)+ M3 (1)
+212((M2345 322)) i;(g{g.:é :2)))“" 534(1,2) + My3,(2,1))
+1{—C234 +x(—V234.X)
- ] +}’(—Vi4 Y)
o v —{—}:2 +22 — 1= +2(—V234.2)
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Chaperon (2002)

* mukodik, de algebrai rendszer (pl. Maxima) szukseges a
nemlinearis egyenletrendszer megoldasahoz

LIX = L.lU44044329004/3 — U.U4/404 /430014240 1,
y = 0.3995628115347% I + 0.053889193637358,

z = - 0.27164404158493 T - 0.11379996869441],
Chaperon médszere [x = 0.047484743681226 I + 1.104464235956473,
koordinatak sorvektorokban y = 0.053889193637358 - 0.39956281153479% I,
>function k(x,y):=(x+y) . (x-y) " z = 0.2716440415845%3 I - 0.11375996869441],
rLee . [ = - 0.047484743681234 T - 1.104464235556473,

>function K(x,y):=(x+y)". (2-y)

>function d(¥Xi,®j,x%1) =det ((Xi-X1)'"| (XJ-X1)")

>function D(Xi,XJ,Xk,¥1) :=det ( (Xi-X1)'| (X3-X1)'| (Xk-X1)")

>function M(X1,%2,X3,%X4,%5) :=—D(X3,X4,%5,%1) *K (X2, X1) +D (X2, X4, X5, %X1) *K (X3, X1)
>function c(X1,X2,X3,X4,X5) 1=-D(X3,X4,X5,X1) ¥k (X2, X1) +D (X2,X4,X5,X1) *k (X3,X1) } _ 0 577164404158494 1 + 0.11379996369443],

>function mx (X1,X2,X3,X4) :=d(X3[2:3],X4[2:3],X1[2:3]) *K(X2,X1) -d(X2[2:3],X4[2 4 _ (3216473791695, y = 0.015438368408223, z = - 0.946733668341711,
>function my (X1,X2,%3,X4) :=-d (X3[[1,3]],X4[[1,311,X1[[1,3]1])*K(X2,X)+d(X2[[] [y = 0.16785038083414 = 0.28955016160991 I,

>function mz (X1,X2,X3,X4) :=d (X3[1:2],X4[1:2],X1[1:2]) *K(X2,X1) -d(X2[1:2],X4[]

y = 0.39556281153478 I - 0.0538891%536373¢3,

z = 0.11379996869443 - 0.271644041584%4 1],

[ = 0.047484743681234 T - 1.104464235956473,

= - 0.39956281153478 I - 0.0538891936373¢63,
+

— N

, y = 0.02315896492574 I - 0.99252867360514,
>function V(X1,X2,X3,%4) Z = - 0.21066862498015 T - 0.3398087477115],
§ r1=[d(x3[2:3]1,%4[2:3]1,%X1[2:3]),-d(X2[2:3],X4[2:3],%1[2:3]),d(X2[2:3],x3[2z [x = 0.28955016160951 I + 0.16785038083414,
$ r2=[-d(x3[[1,31],X4[[1,31],X1[[1,3]1]),d(X2[[1,3]1],X4[[1,3]1]1,X1[[1,3]]),—c Y = ~ 0.02315856492574 T - 0.99252867360514,
$ r3=[d(x3[1:2],X4[1:2],X1[1:2]),-d(X2[1:2],X4[1:2],X1[1:2]),d(X2[1:2],X3[1 Z = 0.21066862498019 I - 0.33980874771149],
§ return (rl r2 r3).[k(X2,X1):k(X3,%1):k(X4,X1)]: [ = - 0.28555016160951 I - 0.1€785038083414,
Sendfunction y = 0.02315896492574 I + 0.99252867360514,
z = 0.3398087477115 - 0.21066862498019 I],
>¥1=pts[1];X2=pts[2];X3=pts[3];X4=pts[4];X5=pts[5]; [Xx = 0.28955016160991 I - 0.16785038083414,
>M2345=M(X1,%2,%3,X4,X5) y = 0.99252867360514 - 0.02315896492574 I,
z = 0.21066862498019 I + 0.3398087477115],
[x = - 0.3216473791695, vy = - 0.015438368408223,
z = 0.946733668341711, [x = - 0.011383768705944,
y = - 0.36145926589078, z = - 0.93231841526045],

[x = 0.0113837€8705944, vy 0.36145926585078, z = 0.93231841526045]]



Solving simultaneously for all roots of the cylinder parameter equations

[ D eVi | | e rS et a | (2 O 03) An obvious drawback to the methods seen thus far is the need for good initial guesses. We may take advantage of
° the fact that the equations are all polynomial and instead use a global solver suitable for such systems. We demon—

. strate below the utility of this approach. In order to have simpler equations for visual purposes will work with a new

[ LI C ht b I a u (2 O O 6) example comprised of integer coordinates in the range (—10,10). To further simplify matters we will solve for the
square of the radius (this will avoid solutions with negative values for » as well as cut in half the number of complex

valued solutions). An example problem with pseudorandom coordinates in the indicated range gave rise to the

S Z a, m ftégé p e S polynomials shown below. The points we chose to lie on the cylinder(s) are;

(7,9.8),(8,-4,-10),1~4,1,4),i-9,-9,-10),(-7,-10,- 10} (5)

a Ige b ra i m ego I d a’ St The five comresponding polynomials we set to zero are as below.,

(145-126a+113a° - 18b+14ab+b” - 112c- 144ac+ l6abe+ 130c* - 18bc" +
a d na k b¥¢® - 16d-16ad + 1dcd+18acd-2abed +d* +azd1—rsqr—azrsqr—c2rsqr.
116+ 64a+164a° +8b+16ab+b’ +160c-80ac-20abe+80c +8bct + b et +
. 20d+20a°d+16cd-8acd-2abed+d® +a® d® - rsqr — a” rsqr — % rsqr,
(Mathematlca) 17+8a+32a° -2b-Bab+b*+32c—-Bac+Babe+17¢’ - 2bd + b ¢ - -
8d-8a'd-Bcd+2acd-2abed+d? +a® d* - rsqr - a® rsqr - c* rsqr,
181-162a+18la°+ 18b - 18ab +b® - 180c - 180ac-20abc+ 162c® + 18bc” +
B e® +20d +20a°d - 1Bcd - 18acd-2abed +d* +a® d® - rsgr - a® rsqr - & sqr,
200 - 140a+1492a° + 20b - 14ab+ b* - 140c - 200ac-20abe+ 149¢° +20bc* +
b*c? +20d +20a°d - 14cd-20acd-2abed + d* + a® d* - rsqr - a” rsqr - ¢ rsqr)
We mention that this system is not substantially simpler to solve numerically than the preceding one; its main virtue
for our purposes is that it is more concise to print. In contrast to local methods, which, as we saw, may fail to get a
particular solution, it turns out to be computationally straightforward to obtain all selutions to this system. We do
this in Mathemarica with the NSolve function. It uses a hybrid symbolic—numeric technique to efficiently find all
roots. Details of this technology are discussed in [10] [11] [27]. The basic idea is to compute a numeric Gribner
basis and then do an eigendecomposition of a certain matrix formed therefrom. Our solution set is as below,

!:l = =1,03253 4+ 0.760393 {, b - 6.11349 - 3.374194, c - -0.322931 - 1.37768 4,
d — -0.295427 + 6.ET09 £, rsgr —+ 344.25 + 23.8554 4], [a —+—1.03253 - 0.760393 i,
b— 611349 + 3374194, ¢ » —0.322931 + 1.377684, d - —0.295427 - 6.8709, rsqr — 344,25 - 23.8554 ],
gﬂ — 0.151635, b —+ —1.25748, ¢ —+ 1.58897, d + —6.45046, rsqr — B3.0554),
{a - 30.9362, b - 93.172, ¢ - 37.1186, d - 92.7034, rsqr — 198.258},
ﬂa —+0.613253 - 0.359335¢, b - —4.49777 - 3.77132 4, ¢ - 0.102934 + 0.159852 ¢,
d - —1.56979 + 2.23275 i, rsqr — 57.5606 + 13,7534 i), |a - 0.613253 + 0,359335,
b — —4.49777 + 3.771324, ¢ — 0.102934 — 0.159852 §, d — - 1.56979 - 2.23275 ¢, rsqr — 57.5606 — 13.753415]
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I Beder, Forstner (2006)

* 8,7,6,5 pontos megoldas
* az 5 pontos megoldas ket hatodfoku polinom k6z6s
gyokeinek meghatarozasat kivanja

Direct Solutions for Computing Cylinders from
Minimal Sets of 3D Points

Christian Beder and Wolfgang Forstner

Institute for Photogrammetry
Bonn University, Germany

{ beder,wf } @ipb.uni-bonn.de 54777



Beder, Forstner (2006)

* (a,b)-re ket hatodfoku egyenlet (forgatasi kvaternio)

| X{%(a,b) + Y{%(a,b) —2X{(a,b) —2Y{(a,b) 1] e Ea
X"E[ﬂ b) + Yi%(a,b) —2X4(a,b) —2Y)(a,b) 1 ‘
X2(a,b) + Y2(a,b) —2X,(a,b) —2Y/(a,b) 1 ;’ — H(a,b) ;’ ~0
X2(a,b) + Y%(a,b) —2X,(a,b) ——EY’{H, B L [*
X"E(n, b) + Y2(a,b) —2X}(a,b) —2Y!(a,b) 1] L“ s
(9)

Each of the five 4 x 4-submatrices of H(a,b) must therefore be singular, i.e.
have a zero determinant. The numerators of this five determinants are bivariate
polynomials of 6-th degree in the two variables a and b, hence are expressible as

pi(a,b)=[1laa?a a*a®a® | G [1BB2 B3 b 65 8] =0, 1=1,..,5 (10)

Their common roots need to be calculated in order to obtain the cylinder axis
direction. 5/77



Beder, Forstner (2006)

* gyokmeghatarozas Bernstein-polinomokkal)

The efficiency of the root-finder: The performance of the five-point-method
mainly depends on the efficiency for finding the common roots of the five poly-
nomial equations yielding the axis direction of the cylinder. In figure 1, left, the
logarithm of the sum of the five squared polynomials is shown for a typical point
configuration. The standard Gauss-Newton-Method for finding the four roots
would search this cost function.

= g g oa
G e @ o -

e
ol

W oe TF B4 a7 17 04 0k ad

Fig. 1. Left: Logarithm of the sum of the five squared polynomials for a typical point
configuration. The minima of this function would be searched with the standard Gauss-
Newton-Method. Right: The bisections required with the Bernstein-Method for track-
ing down the roots of the same five polynomials as depicted in the figure left. 56/77



Zsombor-Murray, El Fashny (2006)

* ez a megoldas a legmegfelelobb szamunkra

* adott koordinata-rendszerbe transzformalja az 5 pontot

* alapegyenletbdl kiindulva levezet végul egy hatodfoku
polinomot a henger iranyvektoranak egyik komponensére

* a masik komponens linearis egyenletbdl kiszamithato

MECH 576
Geometry in Mechanics
November 18, 2009

A Cylinder of Revolution on Five Points
57177



Cylinder

I Alapegyenlet <

lxxal/ lal

(x x a)* —2a’(x-f) =0

x*a / lal

et 58 /77



* tovabbi egyenletek: a.-f=0, a’=1

* 5 pont koordinatai:

0 P1 q 1 81
o= (10}, p=10 b, d=fgzq, =1 |, 8= 183
0 0 0 T3 53
* ismeretlenek:
(1 ] fl

a=|a |, f=1| fo
(3 _fs

a1 fr +asfo+azfs =0

2 9, 9 2, 2 2\ p
piasz + pra; — Zle(ﬂ'l + a3 + ﬂs)fl =0
Ga; + qia; + (qas — gar)® — 2(at + a3 + a3) (g fr + @2 f2) = 0
(reas — r3a2)? + (raa; — ra3)® + (riag — reay)? — 2(a3 + a2 + a2)(rify +rafo +r3fs) =0

(Siﬂra = Saﬂz)z o (53'11-1 — Slﬂ-3)2 53 (51@2 x 52*3?-1)2 s 2(‘3‘-% 25 ﬂg 5 &'g)(Slfl +8afo+ Safa) = 07

* egyenletrendszer:



* hatodfoku polinom:

lelg e Dg{‘lg + Dgﬂé “+ D,iﬂf% i DE,EIE “ Dﬁﬂ.g -+ DT =)

* egyutthatok:

Dy = dydy — di, Dy = dydy + dids — 2dsds, Dy = dydy + duds + dydg — 2drds — d3
D4 — [1’-.{][1,5 - = [llqdﬁ = dldl[] - Zdlldﬂ — ngd{%g Dﬁ o dﬂd[i " dddl[] + dldll’ o 2dlld!f"l —5 d‘]!'
Dﬁ = dﬁ%dl[] + dzldlﬂ G gdlld'ﬁ DT = d‘ﬁidli o d%l

dy = c1by — bgcs, da = cgby — baca, d3 = c1by — bgea, dy = c1by — bgeg — bges
ds = c5by + cgbg — bycy — bzﬂdg dg = Cabs& 4 Cﬁbﬁ — bgcy — bycy — bocs, d7 = "3155 = ‘53-‘34 = bﬁﬂ:i
dz-; — Clbg T baﬂz = bﬁﬂd; d?& — Clb:i = bﬁﬂﬁz dm — Cﬁbﬁ T fﬁbd = ‘53*’34 — blﬂ:a

d1 = c1by — bges, dia = 504 — b:af?:ﬁ

~~



* tovabbi egyutthatok:

by = 2qar2(q1 — ?”1);. by = fi"z’i":a('}i]l - 2@"1)} by = q:a‘f‘:i('pl — 2r1)

by = qa[r1(r1 — p1) + 72(r2 — @) + qur2(p1 — @1)

bs = r3lq2(qz — 2r2) + ai(¢r — p1)], bs = @7

by = qirs(qu — p1), bs = qa[ra(rs — q2) + ?‘5]; bo = q2[r1(r —p1) + rfi] +qira(pr — @

c1 = qa[r283(r2 — q2) + r382(qa — s2) + r383(r3 — 53)

Cy = qar3s3(rs — s3) + i (r3sy — 1283) + Pr[qe(rasy — r1s3) + qu(rass — ras2)] + qa(riss — ras
3 = @o[p1(s1rs — sar1) — 3(s] + 53) + s3(ri +13)] + (r2s3 — r3s2) [ (pr — 1) —

cy = 2qor353(82 — T2), €5 = 2qor3s3(s1 —11), €6 = 2qa|r3sa(si — q1) +rasa(q — 1)

2
1
2
2

)
]
)
]
]

« linearis egyenlet g -re:

[Cl(bgﬂ.g—Fb] E12—|-bg)—(baﬂrz—i—bg)(Cﬁﬂg—|—{?5)]ﬂ-1—|—[ﬂl(b?ﬂg+bg{1§+b5{1—2+hj)—(f}ﬁﬂ-g—f—bg)(Cgﬂ-g—i—{liﬂrg—l-(?g)] ==1)
(12) -

v/



* szampélda:

The five given points

0(0,0,0), P(3,0,0), Q(2,2,0), R(0,2,4), S(2,0,3)

were coded into Eqs. 11, 10 and 9, in that order, and solved for a; with Eq. 8. The two real roots
were used in Eq. 12 to get the corresponding values of a;. Of course az = 1 in all cases.

a3 g 5]

1 0.3876994216 0.01221017201
1 2.079377226 + 1.357288502:

1 —1.32199443 + 0.3554442093:

1 —0.01630698077 —0.3397443430
1 —1.32199443 — 0.3554442093:

1 2.079377226 — 1.3572885021

* Hibasak a képletek! A példa a kozdolt képletekkel nem jon ki!
* Hol lehet a hiba?
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* A b és c egyutthatok numerikus ellendrzése, hogy
kielegitik-e a példa pontjaival a (7) egyenleteket:

(beas + bg)al + (baa3 + byas + bs)a;, + (bras + beas + bsag + by) = 0
c1a3 + (ceas + cs)ay + (caas + csas + c3) =0 (7)

ez rendben van
* A hiba a d/D egyutthatékban van
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* a D egyutthatokat algebrailag levezetve kiderult,
hogy a hiba a d. egyltthatoban volt:

ez helyesen c2

where

f-!l| | Ir.l-‘; — El(jl."ﬁ. t;g e"[-rtle.r — IFJ'QI“;.;. ur_-; 1 E.i',- — h[-,:'-;, ﬂ.r.] t.’llr}'l F I!-"H{'{j — ll.l[;,{'_',,
iy = e5by + b — ey — baey, g = e5bg + b — bes — byey — baeg, dy = 105 — bgey — by
dg = cibg — bgop — bgey. do = c1bs — bees, dyp = c5by + cghy — bacy — by

I".Ir“ — I'""|_Ir.|'_.l —_ lhh:l!".'::;_- FJEJE = 'r':':uh-L — lr.];i-l"':-t [1[,}}

* A polinom gyokei most mar kijottek, de az f
vektor meg mindig nem volt jO!
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* Ujabb levezetés, most az (5)-6s egyenletekre

* A hiba a masodik egyenletben volt:

ez helyesen p1
négyzet aifi +asfo+azfs =10
pfn;‘i_'—l_—'}"’i}l ay — 2py(a) +a; +az)fy =0

G035 + qray + (qaz — qan)* — 2(af + a3 + a3) (@ fi + g2 fa) = 0
(rofig — r3a3)® + (raay — raz)® + (ryag — raay)* — 2(a? + aj + a2)(rifi + rofa +rafs) =0

(soa3 — s3a2)° + (5307 — s1a3)% + (5103 — 5901 )° — 2(a® + a3 + ad)(s1fi + safo +53f5) =0 (5)
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Eredeti és konszenzus adatok:

-103
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I Tobb modell RANSAC becslése

* Az adatok nem csak egy modellt tartalmaznak:
tobb egyenes, ellipszis, kor, gomb, henger, stb.
talalhatd benne

* Hagyomanyos megkozelites nem mukodik:

LKN becslés

teljes LKN becslés

néegyzetek legkisebb medianja
RANSAC
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I Tobb modell esete

LKN becslés
teljes LKN becsles

RANSAC
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Tobb modell esete

LKN egyenes egyenlete: v = 1.438*x +0.520

* 70777



Tobb modell esete

LKN egyenes egyenlete: v = 8.937*x -2.938

" 71177



Tobb modell esete

0.5
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LKMN egvenes egyenlete: v = -0.327%x +0.326
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Tobb modell esete

LKN egyenes egyenlete: vy = -1.311*x -0.488
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Tobb modell esete

LKN egyenes egyenlete: v = 0.331*x -0.321

* 74177



orozatos RANSAC

Sorozatos RANSAC egyenes illesztés

)

o oo® el
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I Tobb modell becslése

Sorozatos RANSAC (Sequential RANSAC)
parhuzamos RANSAC (MultiRANSAC, 2005)

hisztogram elemzeés (Residual Histogram Analysis,
RHA, 2006)

adatpontok masfajta leirasa minimalis minta
elemszamu modellekkel (J-linkage, 2008, Merging J-
Linkage, 2010, Kernel Fitting, 2009)

energia minimalizacié (PEARL, 2010)
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