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Miről lesz szó?
● RANSAC paraméter becslési eljárás

– Bevezetés
– Az eljárás alapötlete
– Paraméterek és algoritmus
– RANSAC változatok
– Példák

● egyenes illesztése
● ellipszis illesztése
● gömb illesztése
● egyenes körhenger illesztése
● több modell illesztése
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Regressziós egyenes

Fishler és Bolles 
(1981) példája:

5 pont már egy 
egyenesen van

a konform adatok 
hibahatára: 0.8



4 / 77

„Rezisztens” M-becslések
a durva hibás 7. 
pontot mindegyik 
megtartotta!
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A probléma oka
● a kezdeti modell paramétereit az összes adat 

alapján LKN becsléssel határoztuk meg
● ez a kezdeti becslés annyira rossz, hogy sohasem 

találjuk meg a jó modellt, hiába súlyozzuk újra 
rezisztens módon a méréseket

● egyetlen „kellően” kivágó adat (14%) jelenléte 
ennek az oka
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A probléma megoldása
● Fordított megközelítésre van szükség:

– a kezdeti modell paramétereit csak a minimálisan 
szükséges adatmennyiség alapján határozzuk meg

– ezt a kezdeti becslést próbáljuk bővíteni a modellre 
illeszkedő, konform adatokkal

– azt a modellt tartjuk meg, amelyre a legtöbb 
konform adat illeszkedik

Ez a RANSAC (iteratív robusztus becslés)
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Az iteratív robusztus becslési 
eljárás (RANSAC)
● Fischler és Bolles 1981-ben alkották meg a módszert
● RANSAC = RANdom SAmple Consensus
● Rendkívül népszerű, általánosan alkalmazható 

robusztus becslési eljárás
● nem determinisztikus algoritmus: csak egy adott 

valószínűséggel ad helyes eredményt – ez a 
valószínűség az iterációk számának növelésével 
növelhető
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Fischler és Bolles cikke (1981)



9 / 77

RANSAC – miért népszerű?
● könnyen érthető és hatékony (több mint 50% durva hibát is képes 

sikeresen kezelni – magas összeomlási pont)
● gyakran ismétlődő problémát old meg (automata mérőrendszerek 

durva hibás méréseinek kiszűrése)
● a durva hibák nagy valószínűséggel (99,99%) történő kiszűréséhez 

meglepően kevés iteráció kell
● a számítási kapacitás növekedése lehetővé tette nagy számú iteráció 

(több száz, ezer) elvégzését
● az eljárás azonnal megállhat, mihelyt egy jó egyezést találunk 

(ellentétben más eljárásokkal, melyek először nagy számú mintát 
állítanak elő és csak utána keresik az egyezéseket)
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A RANSAC eljárás lépései
● Állítsunk elő egy előre meghatározott M számú modellt (hipotézist), 

mindegyiket a modell egyértelmű megalkotásához szükséges minimális n 
darab adat alapján 
(ez a modell paraméterek meghatározását jelenti)

● Értékeljük ki mindegyik modellt (hipotézist):
– számítsuk ki az összes adat illeszkedési eltéréseit a modellhez képest
– egy adott hibaküszöbön belüli adatok alkotják a konform adathalmazt 

(ún. „konszenzus” halmazt)
● Azt a modellt (hipotézist) választjuk, amelynek konform (konszenzus) 

halmaza a legtöbb elemből áll
– erre a modellre újra meghatározzuk a modell paramétereit a konform 

adatok alapján (általában LKN becsléssel)
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A RANSAC eljárás paraméterei
● A modellek megalkotásához szükséges 

paraméterek minimális n száma
● A maximálisan megengedhető iterációk k száma
● t  küszöbérték annak eldöntéséhez, hogy egy 

adat illeszkedik-e a modellhez
● az a d adatszám, amely alapján eldöntjük, hogy 

egy modell jól illeszkedik-e az adatokhoz
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A RANSAC eljárás paraméterei
k : iterációk száma
n : egy iterációban kiválasztott adatok száma
p : annak a valószínűsége, hogy a RANSAC egy 
iterációban csakis konform adatokat választ ki  
(egy iterációban n darabot) 
w : A konform (nem durva hibás) adat 
előfordulási valószínűsége

1− p=(1−wn)k

k=
ln (1− p)
ln (1−wn)

σ (k )=√1−wn

wn

σ(k) : k szórása (közel egyezik k-val)
        (k értékének helyes megválasztásához
            kell)
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A RANSAC eljárás paraméterei

annak valószínűsége, hogy egy durva 
hibás adat sem kerül be a modellbe wn

p=1−(1−wn)k

annak valószínűsége, hogy a k modell 
mindegyikébe bekerül durva hibás adat (1−wn)k

annak valószínűsége, hogy a k modell nem 
mindegyikébe kerül durva hibás adat, vagyis a k 
modellből lesz legalább egy durva hiba mentes 

annak valószínűsége, hogy legalább egy 
durva hibás adat bekerül a modellbe1−wn

Levezetés lépésenként:
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Hány k iteráció lehet szükséges?

p = 0.99  
(szokásos 

érték)

k=
ln (1− p)
ln (1−wn)

adatok
száma durva hibás adatok aránya (1 - w)

n 5% 10% 15% 20% 25% 30% 35% 40% 45% 50%

2 2 3 4 5 6 7 8 10 13 16

3 2 4 5 6 8 11 14 19 25 34

4 3 4 6 9 12 17 23 33 48 71

5 3 5 8 12 17 25 37 57 89 145

6 3 6 10 15 23 37 59 96 164 292

7 4 7 12 20 32 54 92 162 300 587

8 4 8 14 25 44 78 142 272 548 1177
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A RANSAC eljárás eredményei
● A legjobb modell: azok a paraméterek, amelyek a 

legjobban illeszkedő modellhez tartoznak 
(vagy semmi, ha nincs jól illeszkedő modell)

● A legjobb konszenzus halmaz: azok az adatok, 
amelyekből a legjobb modellt becsültük

● A legkedvezőbb hiba: a legjobb modell hibái a 
legjobb konszenzus halmaz adataihoz képest



16 / 77

A RANSAC folyamatábrája
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RANSAC algoritmus pszeudokódja
Adott:

    adat - a mért adatpontok
    model – az adatokra illesztendő modell
    n - a modellek megalkotásához szükséges paraméterek minimális száma
    k - A maximálisan megengedhető iterációk száma
    t - küszöbérték annak eldöntéséhez, hogy egy adat illeszkedik-e a modellhez
    d - adatszám, amely alapján eldöntjük, hogy egy modell jól illeszkedik-e az adatokhoz

Eredmény:
    legjobb - legjobban illeszkedő modellhez tartozó paraméterek (semmi, ha nincs jó modell)

iterációk = 0
legjobb = semmi
legjobb_hiba = valami nagyon nagy érték
amíg iterációk < k {
    lehet_konform = n véletlenszerűen választott adat
    lehet_modell = a lehet_konform-hoz illesztett modell paraméterek
    szintén_konform = üres halmaz
    tedd minden adatpontra amely nincs a lehet_konform-ban {
        ha a pont illeszkedik a lehet_modell-re t-nél kisebb hibával
             add a pontot a szintén_konform-hoz }
    ha az elemek száma a szintén_konform-ban > d {
        % ez jelzi, hogy egy jó modellt találtunk
        % most ellenőrizzük, hogy mennyire jó
        jobb_modell = az összes pontra (a lehet_konform és szintén_konform pontokra) 
                      végzett illesztés paraméterei
        ez_a_hiba = annak mértéke, mennyire illeszkedik a modell a pontokra
        ha ez_a_hiba < legjobb_hiba {
            legjobb = jobb_modell
            legjobb_hiba = ez_a_hiba }
    }
    következő iteráció
}
eredmény: legjobb
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Egyenes illesztés

R. Raguram
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n = 2 pontot véletlenszerűen 
kiválasztok

Egyenes illesztés
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n = 2 pontot véletlenszerűen 
kiválasztok

kiszámítom az illeszkedő 
modell paramétereit

Egyenes illesztés
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n = 2 pontot véletlenszerűen 
kiválasztok

kiszámítom az illeszkedő 
modell paramétereit

minden adatpont illeszkedési 
eltérését kiszámítom

Egyenes illesztés
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n = 2 pontot véletlenszerűen 
kiválasztok

kiszámítom az illeszkedő 
modell paramétereit

minden adatpont illeszkedési 
eltérését kiszámítom

megkeresem a konszenzus 
halmaz pontjait

Egyenes illesztés
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n = 2 pontot véletlenszerűen 
kiválasztok

kiszámítom az illeszkedő 
modell paramétereit

minden adatpont illeszkedési 
eltérését kiszámítom

megkeresem a konszenzus 
halmaz pontjait

megismétlem az iterációt 
újabb 2 pont kiválasztásával

Egyenes illesztés
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n = 2 pontot véletlenszerűen 
kiválasztok

kiszámítom az illeszkedő 
modell paramétereit

minden adatpont illeszkedési 
eltérését kiszámítom

megkeresem a konszenzus 
halmaz pontjait

megismétlem az iterációt 
újabb 2 pont kiválasztásával

Egyenes illesztés
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n = 2 pontot véletlenszerűen 
kiválasztok

kiszámítom az illeszkedő 
modell paramétereit

minden adatpont illeszkedési 
eltérését kiszámítom

megkeresem a konszenzus 
halmaz pontjait

megismétlem az iterációt újabb 
2 pont kiválasztásával

maximális konszenzus 
halmaz

Egyenes illesztés
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A RANSAC változatai
● MSAC – M-becslő RANSAC
● MLESAC – Maximum Likelihood RANSAC
● PROSAC – progresszív RANSAC (a lehetséges 

modell kiválasztását előzetes információ segíti)
● R-RANSAC – nem a teljes adathalmazra értékeljük 

ki a modellt (gyorsabb)
● KALMANSAC – Kálmán-szűrő és RANSAC



27 / 77

Célfüggvények
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Ellipszis illesztése

● Gyakran előforduló feladat a fotogrammetriában
● Hány pont szükséges a feladat megoldásához?
● Hogyan lehet meghatározni az ellipszis helyzetét, 

irányát? 
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Az ellipszis különböző egyenletei
● paraméteres: h, k, a, b, τ 

[ x
y ]=[hk ]+[cos τ −sin τ

sin τ cos τ ][a cos t
b sin t ] , 0 ≤ t ≤ 2 π

● kúpszeletes: B, C, D, E, F 
x2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F=0

● fókusz-húr: α
1
, β

1
, α

2
, β

2
, s 

√(x−α1)
2+( y−β1)

2+√(x−α2)
2+( y− β2)

2=s
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Paraméterek meghatározása
● kúpszeletes egyenlet lineáris a B, C, D, E, F paraméterekre

– 5 pontra 5 egyenlet felírható és az 5 ismeretlen kiszámítható
● Transzformáció paraméteres alakba 

λ
1
, λ

2
  az M mátrix rendezett sajátértékei: 
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Ellipszistől mért távolságok
● algebrai távolság

● gradienssel súlyozott algebrai távolság

● geometriai távolság

● ahol az x, y az ellipszisen legközelebb levő pont koordinátái

t a( xi , y i)=x i
2+Bxi y i+Cy i

2+Dxi+Ey i+F

t g (x i , y i)=
t a (x i , y i)

‖∇ t a (x i , y i)‖
=

xi
2+Bx i y i+Cy i

2+Dx i+Eyi+F

√(2 xi+By i+D)2+(Bxi+2 Cy i+E)2

t g (x i , y i)=√(x−x i)
2+( y− yi)

2
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Ellipszisen legközelebb levő pont
● az alábbi két ismeretlenes nemlineáris 

egyenletrendszer megoldása adja a legközelebbi 
pont  x, y helyzetét

● vagy egy negyedfokú algebrai egyenlet gyökei

Bx2+2(C−1)xy−By2+(2 y i+E) x+
+(By i−D−2 Cxi) y+(Dy i−Ex i)=0

x2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F=0
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Teljes LKN illesztés >5 pontra
● merőleges távolságok négyzetösszege minimális
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Példa ellipszis illesztésre
● A felvett ellipszis paraméterei:

– középpont: (3, 2), fél tengelyhosszak: (2.5, 1.5)
– elfordulás szöge: 30°

50% a kivágó 
adatok aránya
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Illesztés eredményei
● A meghatározott ellipszis paraméterei (gradiens súlyozás):

– középpont: (2.95, 1.97), fél tengelyhosszak: (2.56, 1.50)
– elfordulás szöge: 29.7°

hiba küszöb: 0.25
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Illesztés RANSAC nélkül
● A meghatározott ellipszis paraméterei (gradiens súlyozás):

– középpont: (2.54, 2.37), fél tengelyhosszak: (2.29, 2.01)
– elfordulás szöge: -10.4°
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Gömb illesztése

● Lézerszkenner illesztőpontok
● Hány pont szükséges a feladat megoldásához?
● Hogyan lehet meghatározni a gömb helyzetét, 

sugarát?
● Próba számítások
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A probléma szakirodalma
● Kåsa (1976) – körillesztés, gömbre is jó
● Pratt (1987) – Pratt módszere
● Taubin (1991) – Taubin módszere
● Lukács et al. (1997, 1998)
● Paláncz, Molnár (2012) – algebrai, geometriai, 

RANSAC megoldások
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Pratt (1987)
● algebrai felületek (kör, kúpszelet, sík, gömb) illesztése
● nem igényel iterációt
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● Paláncz B, Molnár B (2012): Fitting sphere to quantized depth 
information, Wolfram Library, 2012-09-20
–  algebrai, geometriai, iránymenti illesztés
–  neurális hálózat, Gröbner bázis, RANSAC
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Geometriai és iránymenti 
illesztés

geometriai

illesztés
iránymenti

illesztés

r
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Geometriai illesztés n pontra
● hiba i-edik pontban

● ezért a minimalizációs feladat nemlineáris LKN feladatra 
vezet:

● A meghatározandó paraméterek:

● Linearizálás és iteráció szükséges!

nirzzyyxxv iiii ,...,1,)()()( 2
0

2
0

2
0 

  min)()()(
2

2
0

2
0

2
0

1

2 


rzzyyxxv iii
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i
i

2
000 ,,, rzyx
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Geometriai illesztés Gröbner-bázissal
● „egyszerű” megoldás az a paraméterre (x0)
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Iránymenti illesztés n pontra
● i-edik pont távolsága a kamerától (xc, yc, zc)

ahol:
● A nemlineáris egyenletrendszer:

nizzyyxxr icicici ,...,1,)()()( 222 

iiii wzvyuxp 000 

2
00

2
00

2
00 )()()( xvyuzuxwywzvq iiiiiii 

i

i
i

i

i
i

i

i
i r

z
w

r

y
v

r

x
u  ,,

  rqrqrp iiii  ha,0
2

22 rqrqrp iiii  ha,0)()( 22
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Algebrai illesztés 4 pontra
● Mindegyik pontra illeszkedik az r sugarú gömb:

ezért mindegyik pontra

● A két egyenletet összeszorozva

● Új α ismeretlent bevezetve r helyett lineáris 
egyenletrendszert kell megoldani:

4,...,1,0)()()( 2
0

2
0

2
0  irzzyyxx iii

áll.2)()()( 2
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2
0
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0  crrzzyyxx iii

0)()()( 22
0

2
0

2
0  rzzyyxx iii

4,...,1,0222 000
222  izzyyxxzyx iiiiii 

22
0
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0

2
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4 pont alapján szinguláris eset

● Ha a 4 pont egy síkba esik, nincs megoldás 
(r gömbsugár végtelen nagy)

● A gyakorlatban a lineáris egyenletrendszer 
kondíciószámát korlátozzuk, pl. 1000-re
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Adatok sűrűbb

a „nyél” miatt eleve ki kell szűrni sok pontot: RANSAC

ritkább
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RANSAC becslés
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Egyenes körhenger illesztése

● Hány pont szükséges a feladat megoldásához?
● Hogyan lehet meghatározni a henger 

paramétereit?
● Próba számítások
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A probléma szakirodalma
● Chaperon (2002)
● Devillers et al. (2003)
● Lichtblau (2006)
● Beder, Förstner (2006)
● Zsombor-Murray, El Fashny (2006)
● Normálvektorokkal együtt:

– Rabbani, Heuvel (2005)
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Chaperon (2002)
●  francia nyelven írt PhD értekezés
●  algebrai megoldást ad: 1 harmadfokú, 2 másodfokú 

nemlineáris egyenlet a henger (x,y,z) normálvektorára
●  páros számú, max. 6 megoldás 5 pontból



52 / 77

Chaperon (2002)
● működik, de algebrai rendszer (pl. Maxima) szükséges a 

nemlineáris egyenletrendszer megoldásához
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● Devillers et al. (2003)
● Lichtblau (2006)

– számítógépes 
algebrai megoldást 
adnak 
(Mathematica)
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Beder, Förstner (2006)
● 8,7,6,5 pontos megoldás
● az 5 pontos megoldás két hatodfokú polinom közös 

gyökeinek meghatározását kívánja 
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Beder, Förstner (2006)
● (a,b)-re két hatodfokú egyenlet (forgatási kvaternió)
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Beder, Förstner (2006)
● gyökmeghatározás Bernstein-polinomokkal)
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Zsombor-Murray, El Fashny (2006)
● ez a megoldás a legmegfelelőbb számunkra
● adott koordináta-rendszerbe transzformálja az 5 pontot
● alapegyenletből kiindulva levezet végül egy hatodfokú 

polinomot a henger irányvektorának egyik komponensére
● a másik komponens lineáris egyenletből kiszámítható
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Alapegyenlet
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● további egyenletek:
● 5 pont koordinátái:

● ismeretlenek:

● egyenletrendszer:
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● hatodfokú polinom:

● együtthatók:
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● további együtthatók:

● lineáris egyenlet a1-re:
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● számpélda:

● Hibásak a képletek! A példa a közölt képletekkel nem jön ki!
● Hol lehet a hiba?
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● A b és c együtthatók numerikus ellenőrzése, hogy 
kielégítik-e a példa pontjaival a (7) egyenleteket: 

– ez rendben van
● A hiba a d/D együtthatókban van
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● a D együtthatókat algebrailag levezetve kiderült, 
hogy a hiba a d5 együtthatóban volt:

● A polinom gyökei most már kijöttek, de az f 
vektor még mindig nem volt jó!
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● Újabb levezetés, most az (5)-ös egyenletekre 

● A hiba a második egyenletben volt:
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Teszt adatok Paraview-ben:
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Eredeti és konszenzus adatok:
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Több modell RANSAC becslése
● Az adatok nem csak egy modellt tartalmaznak:

– több egyenes, ellipszis, kör, gömb, henger, stb. 
található benne

● Hagyományos megközelítés nem működik:
– LKN becslés
– teljes LKN becslés
– négyzetek legkisebb mediánja
– RANSAC
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Több modell esete

LKN becslés

teljes LKN becslés

négyzetek 
legkisebb mediánja

RANSAC
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Több modell esete
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Több modell esete
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Több modell esete
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Több modell esete
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Több modell esete
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Sorozatos RANSAC
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Több modell becslése
● Sorozatos RANSAC (Sequential RANSAC)
● párhuzamos RANSAC (MultiRANSAC, 2005)
● hisztogram elemzés (Residual Histogram Analysis, 

RHA, 2006)
● adatpontok másfajta leírása minimális minta 

elemszámú modellekkel ( J-linkage, 2008, Merging J-
Linkage, 2010, Kernel Fitting, 2009)

● energia minimalizáció (PEARL, 2010)
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Szakirodalom
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