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I Mirol lesz sz0?

* Fuggvenyek meghatarozasa
regresszio

példak a mérnoki gyakorlatbol

szimbolikus regresszio

2/47



I Fuggvények meghatarozasa

 alkalmazasi peldak
mert alakzatok geometriai jellemzoinek kiszamitasa
kiegyenlitd felUletek (mérndkgeodézia)
digitalis feluletmodellek felallitasa

* rendelkezunk-e informacioval a fuggveny jellegerdl?
igen: regresszio
nem: szimbolikus regresszi6

* mely mennyisegeket tekintjuk hibatlannak? .



I Regresszio
* afeladatismert jellegl fuggvény ismeretlen

parametereinek a meghatarozasa

* linearis-e a fuggveny a meghatarozandd
parameéterekre nézve?

igen (tulhatarozott lin. egyenletrendszer)
részben (variable projection)

nem (Levenberg-Marquardt)
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I Regresszio

* egyenes illesztés

* egyenes sereg illesztes

* fuggveny meghatarozas (lancgorbe illesztes)
* kiegyenlito sik meghatarozasa

* kor, henger, gomb illesztés

* fuggvenysorba fejtés
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I Egyenes illesztes .

* egyszerd illesztés:

az X ertékek
hibatlanok

4




I Egyenes illesztes

* teljes illesztes:

az x ertékek sem
hibatlanok

4k




I Egyenes illesztés

* Detreksi 11.3.3: kiegyenlito egyenes

* mindkét koordinata hibaval terhelt
y=mx+b

Lyi +Vyi:m (in+vxi)+b

Vi:(vyzci-l_vii)l/z
@




I Egyenes illesztés

* Detreksi 11.3.3: kiegyenlitd egyenes

* mindkét koordinata hibaval terhelt
y=mx+b v_=—v.sing

vV, =V;C08 ¢

v;=bcosp+L sinp—L cose

Z Vl.2: min ﬂ(




I Egyenes sereg illesztés

P 1
* meroOleges egyenes : P,

seregek egymastol
p, S tavolsagban

y=mx+b

* mindkét koordinata
hibaval terhelt




Egyenes sereg illesztes

* javitasi egyenletek
v,;=bcosp+L sing—L cosp+s
v,;=csing—L cosp—L sing+p

* alakmatrix, tisztatag vektor

—bg rsingy + Lx; - cospy + Ly; - singy  cos@g 0
—bg - singy + Lx; - cos@qy + Ly; - singp, COS@y 0

1‘1 = : H :
—Cp " CcoS@g + Lx;-singg — Ly; - cos@y 0 singg,
|—Cy " cos@y + Lx;-singy — Ly, - cosg, 0 singg.
- —bgrcos@y— Lx;-singy + Ly; - cos@y Ag
—bg - cospy — Lx; - singg + Ly; - cospg — s x=(A"-A)71-A"- 1= |4b
l= : Ac

—Cy " Sin@y — Lx; - cos@py — Ly; - singy

| —Cy " singy — Lx; - cosgy — Ly; - singy — p v=A-x—1 11747




Egyenes sereg illesztes

* Kossuth téri
atogatokozpont
Kazettas
mennyezete
(Vitanyi A. TDK
dolgozat, 2014)




I Egyenes sereg illesztes

* Tervezett
geometria
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Egyenes sereg illesztes

* Méro6allomassal mért pontok
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Egyenes sereg illesztes

- L, L, L_norma szerinti megoldasok
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Egyenes sereg illesztes

« L, norma szerinti megoldas linearis trendjei
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I Egyenes sereg illesztes

'}r ~1'-_|‘
* Kiegyenlités két w
iranyban eltero 0
méretarany ' 4
tényezovel
c
w; |
oS
e i .
X 17747




 Kiegyenlites két iranyban eltérd meretarany tényezovel L,

norma szerint
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Fuggveny meghatarozas

 Onsulyukkal terhelt kotél jellegl befliggesztett
szerkezetek alakja lancgorbe: R

H
zo(x)Zﬁ-cosh(Hi()Hcl) +c,
0

aholO=u-g

w:avezetek onsulya

H ,: vizszintes feszitOerd

meghatarozando :

+ Ax
H,0,c c, :



Nagyfeszultséglu tavvezetek alakjanak
meghatarozasa

* Balogh Balint (BSc diplomamunka, 2015)

* Leica TS15i robot mérdallomas
 GOd és Budafok

20747



Nem linearis regresszio szamitasi
eljarasa

* Matlab Curve Fitting Toolbox
a fit fuggveny a Levenberg-Marquardt eljarast alkalmazza a
regresszidohoz
* Levenberg-Marquardt eljaras
nem linearis LKN problemak megoldasara
lokalis minimum meghatarozasara alkalmas
Gauss-Newton es a legmeredekebb lejto algoritmusok
csillapitasi tényez6tol figgd kombinacioja
csillapitasi téenyezo kezdetben nagy, azutan csokken
211747



I Legmeredekebb lejto algoritmusa

xn+1 :xn_yn . vf (xn)
geometriai értelmezés:

minden iteraciéban az f felllet x pontban

vett negativ gradiense (-Vf) iranyaban
haladunk a minimum felé

Hatrany: a modszer cikcakkban haladva
lassan konvergal hosszu keskeny
,volgyekben”

22147



I Gauss-Newton modszer
xn+1:xn_yn.[Hf(xn)]_lvf(xn)

Hf(x): a Hesse — matrix
geometriai értelmezés:

minden iteracidban paraboloidot illesztink az f
fellletre az x pontban

a paraboloid gradiense és gorbilete azonos az f
gradiensével és gorbuletével

haladunk a paraboloid minimuma felé

ha az f paraboloid, egy |épésben megkapjuk a
minimumot

Hatrany: lassan vagy egyaltalan nem konvergal
rossz kezdoerték vagy rosszul kondicionalt matrix
eseteben 23/ 47




Levenberg modszer
xn+1=xn—[Hf(x,,,)+/1n- I1'V£(x,)

geometriai értelmezés:

legmeredekebb lejtd és gradiens modszer
kombinéacioja
A hatarozza meg, hogy milyen mértékben

tekintjik a fuggvenyt kvadratikushoz
hasonlonak
(ha /4 zérus, teljesen kvadratikusnak

vesszilk és csak a Newton modszert
alkalmazzuk; értéke az iteracid soran
valtozhat)

A _-tnoveljuk, ha felfelé Iéptlnk, forditott
esetben csokkentjuk

24147



Levenberg-Marquardt modszer
%=X, ~[H (x,) 41, diag (H [(x,)] 'V f(x,)

geometriai értelmezés:

legmeredekebb lejtd és gradiens modszer
kombinacidja
a gradiens vektor dsszetevoéit a gorbulet
értéke szerint modositjuk:
nagyobb lépés a kisebb gorbulet
iranyaban
kisebb lépés a nagyobb gorbulet
iranyaban

Heurisztikus, de a gyakorlatban j6l bevalt
maodszer 25 /47




Levenberg-Marquardt eljaras

gorbeillesztéshez
- adott m adatpont (x, y) esetén hatarozzuk meg az

f(x, p) gorbe B paramétereit (n db) a legkisebb négyzetes
elterések alapjan:

A

ﬂ=arg£nin; [vi—f(x, B)

* iteracio, |épésenként valtozik a f vektor o-val
(J a parcialis derivaltak mxn-es Jacobi matrixa)

f(x,ﬁ+§)zf(X,ﬁ>+J§ 26/ 47



Levenberg-Marquardt eljaras
* megoldas a o-ra:
(J'T)o=T"[y—f(P)]

* A csillapitési tényezével:

(S T+21)o=J"[y—f(B)]
* Marquardt javitasaval:

[J' J+idiag(J T )] o=T"[y—f(B)]

* (hasonlé a Tyihonov regularizaciohoz)

* ha4 =0, Gauss-Newton iteracio, ha 4 nagy,
legmeredekebb lejtd modszere lesz

27147



Tyihonov regularizacio
* LKN megoldast keressuk x-re:
Ax~b x=(A4"4)"'A" b

* Ha A simitdo mavelet, vagyis b simabb x-nél, akkor az
inverz feladat noveli a zajt

* Megoldas: regularizacio a I' Tyihonov matrixszal

x=(A"A+r'r)"' A" b

 AI' Tyihonov matrix gyakran skalazott
egysegmatrix, I'= a-I, ahol a pozitiv regularizacios
(simit0) parameter 28147




Budafoki tavvezeték

40

35

Z[m]

30

25

0.2

0.1

Z [m]

0.1

Regresszia

«  MErt pontok
—— Hfimu=g}*coshi{mu=gl/H={x+c1}}+c2

kelet [m]

I"‘-\"""--..
L \mmm -
] ] ] | -_T-H_*_-_*_‘-I__"HH‘I'"_'_'_'
20 40 60 820 100 120 140 160
kelet [m]
Rezidumok
- | ---------- Rezidumok |
1 1 1 | | | |
20 40 60 820 100 120 140 160

BUDAFOK_tavvezeték.xlsx

Filiggveny
Hilmu*gi*cosh((mu*g)/H*{x+cl))+c2
---------------- lllesztés tipusa—--—-—-—-—-—-—-—
customnonlinear

---------------- |llesztési algoritmus-——--—-—-—-—-—
trust-region-reflective

---------------- |llesztési eljards—--—-—-—-—-—--—
NonlinearLeastSquares

---------------- Iteraciok szama--—--—---—-—-—-—---

---------------- lllesztés mindsitésg—-—-—-—--—-—-—-
SSE= 0.063891

R™2= 0.99983

adjR~2= 0.99982

RMSE= 0.039476

H= 17.126_[kN]

c1=-141.729_[m]

c2=-876.69_[m]

g= 9.81 [kg*m/s"~2]

mu=1.935_[kg/m]

---------------- Egyéb adatok, jellemzdk—-—-—-—--—-——-
dfl = 11.1552_[m]

df2 =0.0847697_[m]

xmin= 141.729 _[m]

fmin= 25.5176_[m]

I = 155.391_[m]

154.807_[m]

1.00377_[-]

---------------- FeszitGerfk—--—--—-—-—--—--—
S_max = 17.34_[kN]

Sz_max=0.2482_[kN]

Si =-2.701_[kN]

Sj =0.2482_[kN]

---------------- Huzofesziiltségek—--—--—--—-—-—-—-
SzigmaS_max= 30.42_ [N/mm~2]

SzigmaH

= 30.05__[N/mm~2]

SzigmaZ_max=0.4355_ [N/mm~2]

SzigmaSi = 30.42_[N/mm~2]

Szigmasj = 30.05_[N/mm~2]
---------------- Végponti érintdk--—--—-—-—-—--—-
tan_i=-9 2 16_[DMS]

tan_j=0 49 50_ [DMS]

maxEltérés = +15.4 cm
atlaEltérés = -0.0 cm
minEltérés = -6.5 cm

QK
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% Eredmények
Mérési fajl név
GOD_dunadtfeszitd_2oszlopkoz.xlsx

---------------- Fiiggvény-—-—--—--—-—-—-—--

[ X ] o y 4 y H/{mu*g)*cosh({{mu*g)/H*{x+c1))+c2
---------------- lllesztés tipusa—--—-—-—-—--—-—
customnonlinear
---------------- Illesztési kategoria--—-—-—-—--—--—--

---------------- Illesztési algoritmus-—-—--—-—-—-—-—
trust-region-reflective

Reg re Eszié ---------------- Illesztési eljaras—--—-—-—-—-—-- =

NonlinearLeastSquares

30 .

] ] L e ] Iterdciok szama-—--—--—------—----

»  MErt pontok 18 db

---------------- lllesztés mindsitésge—-—-—-—--—-——-—-
—— H/{mu=g}*coshi{mu=g}/H={x+c1)}}4+c2 _ SSE= 0.026742

R™2= 0.99997

adjR"~2= 0.99996

RMSE= 0.028045

25

20

H = 12.2551 [kN]
f// cl=136.623 [m]
. €2=-1192.33 [m]
- = g= 9.81 [kg*m/s~2]
mu= 1.039 [kag/m]
| | | — N _-—~""Fr’-| -—------—---:---gEgyéb adatok, jellemzdk—
10 dfl = 18.9171 [m]

350 -300 -250  -200  -150  -100 50 0 d2 = 7.77049 [

xmin=-136.623_[m]

fmin= 10.0298 [m]
kelet [m] | =362.698_[m]

Rezidumok L =349.629 [m]
0.1 : : : : . . I L=1.03738 [-]
- 1 | e Feszitdertk-—---—--—-—-—--—- -
| """"" Rezidumok S_max = 12.45_[kN]
Sz_max= 1.396_[kN]
Si = 1.396_[kN]
. Sj =-2.182_[kN]
---------------- Huzofesziiltségek—--—--—--—-—-—-—-
SzigmaS_max=42.45_ [N/mm~™2]
. K - SzigmaH =41.79_ [N/mm~2]
: . L e r, SzigmaZ_max=4.759_ [N/mm~2]
0 - . . e K SzigmaSi =42.06_ [N/mm~2]
i ; E o ) ., SzigmaSj =42.45_[N/mm~2]
Tt ttaiiaa, Lo L I Veégponti erintdk--—--—-—-mmme s
- tani= 6 31 28 [DMS]
0.05 A | | | | | tanj=-10 12  13_[DMS]
e R lllesztési hibdk-—--—-—-—-—-—--

-350 -300 -250 -200 -150 -100 -50 a maxEltérés = +6.8 cm

atlaEltérés = -0.0 cm

kelet [m] minEltérés = 3.9 cm N 30/ 47

Z[m]

15

0.05

Z[m]




I Kiegyenlito sik illesztése

* Linearis LKN probléma

legjobban illeszkeds sik:

f(y’ Z):poo"']?lo)""l?(nz

fuggoleges sik illesztése esetén valdjaban csak
egyenes illesztésre van szukség:

f(y)=p,y+p,

31747



---------------- Mérési fajl nev-—--—-—-—mmmm-
MUPA _révidoldal_gyors_scann.xlsx

I Fuggoleges sik illesztése
* MUPA szkennelése robot mérdallo- o

7 polyl
m a S S a | R e e lllesztési kategoria--------------—----
U 01 T T T EgrE| SSZID - = I Iibrary
’ . +  MErt pontok aé_f“:;__'___;m”les;té?i algoritmus-—-—--—-—-—-—- -
g . actorization and solve
0.005r | L T _fw} =PV R, q Illesztési eljards—————— -
E‘ R T E i i ' I - LinearLeastSquares
—_ ot ! i v b : I i % | : L T lterdciék szama-—-—-———-—--
x e B B B e 1db -
0,005 s : i . . H . L lllesztés mindsitése—-—-—-—--—-—-—-
i AR SSE = 0.0063853
0.01 T . M S S B R*2 = 0.027173
0 2 4 6 8 10 12 14 16 adjR"2 = 0.025098
RMSE = 0.0036898
}’f (mrpd Parameéter értékek--—--—--—-—--mmo-
0.01 Rezidumok pl=-0.000132256 [-]
’ | T Rezidun:mk: | ; .I ' ' ' : p2=-0. Gﬂﬂﬂﬂglﬁz'jr:n] '
LI . B -—-—-s—=s=s=ooss Szarado pontok-—-—-—--—--—-—- -
0.005¢ . | I E ! - v DT Osszes mért pont = 527 db
— T T A B B T T * ol J6 pontok = 471 db
E 0t ’ [ T I R R : ! I Pos ot Kivdgd pontok = 56 db
% (O - CR P .o, Felsé hatdr = 0.01 m
woosy 3o, o S ! [ Y Alsé hatdr = -0.01m
. . . . ' . 1 BT e Sik lllesztési hibak-—--—--—-—--—-—-—-
.01 | | | | | | | maxEltérées = +9.8 mm
o 7 a4 6 g 10 12 14 16 atlaEltérés = -0.0 mm
y [m] minEltéres = -9.0 mm

Ok



I Gomb illesztése m pontra

. I\/Ilndegylk pontra illeszkedik az r sugaru gomb:

X_XO> (Yi_YO) ( i_ZO)_r_Oa =1,...,m
ezért mindegyik pontra

JGi - x)2 (- 9o) +(z; - 29)* +r =2r =c =4l
* A két egyenletet 0sszeszorozva
(x; - x0)2 +(y; - J’o)2 +(z; - 20)2 - ¥ =0
* Uj o ismeretlent bevezetve r helyett tulhatdrozott linedris

egyenletrendszert kell megoldani: a=x2+y2+z2- 1

2 2 2 _ .



Budafoki viztorony

* Robot meroallomassal szkennelt pontfelho

AT =4
v o O STl Sremers vy
vt Y ,‘:‘J;‘f 1;:1‘4::-.‘,""-%*—5‘%..
s 5 sty o
rx Py g e e T
A bl "“H-...,__H_m ......
R PRGSO
el
.
o
L
=
.
.
o
sl
i
v B
4 !
et
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60

ALy < y [m]

Budafoki viztorony

* gomb illesztese a tartalyra

Gomb illesztes

«  Mért pontok
A Kivdgd pontok
e datal

Mérési fajl név
BUDAF QK _viztorony.xlsx
Fliggvény

(xi-xc)™2 + (yi-yc)™2 (zi-zc)™2 = R™2
lllesztés tipusa

MonLinearLeastSquares

Mért pontok szama
Pi= 6283 [db]

P j6o = 4507 [db]

P kivdgd = 1 [db]

lllesztett gomb
Kozéppont ¥ = 39.018 [m]
Kozéppont X = 35.352 [m]
Kdzéppont_ Z = 49.502 [m]
Sugar= 21.042 [m]
Maradék illesztési hibak

Reziudal max = 20.8 [cm]
Reziudal_mean = 0.0554 [cm]
Reziudal min = -84.3 [cm]

Ok



Henger tengelyének
meghatarozasa

T T OPRa T LB

f LIS

* Obudai gyarkémény
palastjanak
szkennelése

y .._1 ‘

36 /47



Henger tengelyének
meghatarozasa

Mért pontok

* korok illesztése a tengely meghatarozasahoz | =

515 A regresszios korok kozéppontjanak elmozdulasa

2.2

sl H/

23 /
-2.35 )

\w
| s}
[a i

[m]

/

A

% [m]
Y

x[m]
0.45 0.5
y [m]

£
-2 . 6 .2
2.4 1 1 |
0.3 0.35 0.4



Henger palast meghatarozasa
* Csepeliviztarozo szkennelese ,

,r

a parame reket ket részre




Szimbolikus regresszio

* A szimbolikus regresszié olyan eljaras, amelynek soran az
adatokhoz legjobban illeszked6 modellt keresunk, amelynek
a matematikai alakja nem ismert

matematikai kifejezéseket épitunk fel
véletlenszerlen (genetikus algoritmus)
determinisztikusan (PGE)

meghatarozzuk a kifejezés parameétereit, hogy a legjobban
illeszkedjen az adatokra

megtartjuk a legjobb modellt és paramétereit 39/ 47



Matematikai kifejezések fai

(a) (h} (c} m)
A %
0 (2
x+1 X+
@ @ o9

22 (11) (Y)




Genetikus algoritmus

AR

mutacio keresztezés
ONEOIOE T IO



I Hierarchikus genetikus algoritmus

* mindegyik kifejezés fa egy ,, kromoszéma”
(egyed, amelyik ,mutalédhat” és ,keresztezodhet”
egy masik ,kromoszomaval”)

* kell egy ,ratermettseg” fuggvény: ez megmondja,
hogy egy kifejezés mennyire jOl adja vissza az
adatokat (pl. atlag négyzetes hiba)

egy masodik genetikus algoritmus hatarozza
meg egy kifejezés fa optimalis egyutthatoit
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Hierarchikus GA
(Gulsen and Smith, 1998))

Function and
Upper Variable Selection
Module
y=Gx, + Ceos (G + Gx} )
) optimized
u:and:::late coefficients
functions for
functions
Lower Coefficient Estimation
Module 2
v =9.234x, —2.123cos (0.093 + 4.823x;)
SSE =0.34627
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Példa

* Hatarozzuk meg szimbolikus regresszidval azt az
fix, y, z) fUggvényt mely az alabbi értekeket adja:

X y z f(x.y.z)
26 35 1 830
8 24 -11 130
20 1 10 477
33 11 2 1217
37 16 7 1524

* megengedett mUveletek: ADD MUL SUB
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Atlagos négyzetes hiba

su m{ﬂl )

fix, y, 2) = (x * (4,454298469272653 + x)) Target is:
4 f(x,y,2) =x"2+3"X+2°y +2 +5

woo — b flx, v, 2) = (((x * (3,5125714437530116 + X)) + y) - (-11,692166173605955))

e I
fix, y, 2) = (({((x * (3,464357566836493 + x)) + y) - 4,761715096087028) + y)
1800 +
el fix, y, 2) = ((((x * (3,0172293562767245 + x)) + y) -
((y * (-0,9842629202499209)) - 4,912061414835644)) + z)
—




using Pkg

Pkg.add( "SymbolicRegression")

using SymbolicRegression

X=[26.0 8 20 33 37;35 24 1 11 1631 -11 18 2 7];

y=[830.0,130,477,1217,1524];

options=SymbolicRegression.Options(
binary_operators=(+,*,-),

8 npopulations=10

SymbolicRegression 9 )3

0 hall_of_fame = EquationSearch(

1 X, ¥y, niterations=20, options=options,

2 parallelism=:multithreading

3 )i

dominating = calculate_pareto_frontier(X, y, hall_of_fame,

options);

trees = [member.tree for

[ T S Y R N Qs

Julia megoldas

[=3]

SymbolicRegression.jl

member in dominating]

8-element Vector{Node{Float64}}:
835.6000000003572

(x1 * x1)

(x1 * (x1 + 4.455530850480829))

(((x1 + 3.878265703156426) * x1) + x2)

(((x1 + 3.458684008703402) * x1) + (x2 * 1.483593597989665))

((((x1 + 3.463089810228236) * x1) + x2) + (x2 * ©.7192117779508957))

(((x1 * (x1 - -2.999999999999992)) + (x3 + (x2 - -5.000000000000219))) + x2)

(((((x2 - (x1 * -1.2697725658796626)) + (x1 * (x1 - -8.7302274341203455))) + (x3 + 4.9999999999998685)) + x1) + x2)

y+1.26977 x+x°+0.73023 x+z+5+x+ y=x"+3x+2 y+z+5


https://github.com/MilesCranmer/SymbolicRegression.jl
https://github.com/MilesCranmer/SymbolicRegression.jl

Szakirodalom

* Detrekdi (1991) Kiegyenlitd szamitasok, 11. fejezet

* Madsen K, Nielsen H B, Tingleff O (2004): Methods for Non-
linear Least Squares Problems, Infomatics and Mathematical

Modelling, TU Denmark

* Gulsen M, Smith A E, Tate D M (1995): A genetic algorithm
approach to curve fitting, Int. J. Prod. Res. 33(7), 1911-1923

* Worm T, Chiu K (2013): Prioritized Grammar Enumeration:
Symbolic Regression by Dynamic Programming, Proc. GECCO
13, 1021-1028, ACM

47147



	Dia 1
	Dia 2
	Dia 3
	Dia 4
	Dia 5
	Dia 6
	Dia 7
	Dia 8
	Dia 9
	Dia 10
	Dia 11
	Dia 12
	Dia 13
	Dia 14
	Dia 15
	Dia 16
	Dia 17
	Dia 18
	Dia 19
	Dia 20
	Dia 21
	Dia 22
	Dia 23
	Dia 24
	Dia 25
	Dia 26
	Dia 27
	Dia 28
	Dia 29
	Dia 30
	Dia 31
	Dia 32
	Dia 33
	Dia 34
	Dia 35
	Dia 36
	Dia 37
	Dia 38
	Dia 39
	Dia 40
	Dia 41
	Dia 42
	Dia 43
	Dia 44
	Dia 45
	Dia 46
	Dia 47

