Numerikus modszerek épitémérnokdknek Matlab-bal 8. Regresszié

8. REGRESSZIO

A mérnoki gyakorlatban sokféle fizikai mennyiséget mérnek miiszerekkel, amiket
manapsag tobbnyire digitalizalnak és a mérési eredményeket diszkrét pontokban
taroljak. llyen példaul szilardsagtanbdl a szakitovizsgalat, ahol az anyagok huzé
igénybevétellel szembeni ellenallasat meérik vagy geodéziabdl a teljes hullamalakos
lézerszkennerek mérései.

A méréseket kildonb6z6 modokon hasznaljak fel. Van amikor tudjuk, hogy az adott
fizikai mennyiség milyen alaku osszeflggeéssel irhaté le és fluggvényillesztéssel,
regresszioval keressik ennek a fliggvénynek a paramétereit. Példaul ha a jelenség
masodfoku fliggvénnyel modellezheté az a x? + b x + ¢, formaban, akkor a mért
értékeket felhasznalhatjuk az a, b és c paraméterek meghatarozasara.

Altalaban tébb mérésiink van, mint paraméteriink, igy ezek a feladatok tulhatarozott
egyenletrendszerekhez vezetnek, amelyek sokszor linearisak. A tulhatarozottsag azt
is jelenti, hogy a regresszié eredményéul kapott figgvényunk altalaban nem megy at
egyik meéreési ponton sem, csak kozel halad hozzajuk.

Ami az interpolaciot illeti, ebben az esetben olyan értékeket szeretnénk megkapni, ahol
nincs mérésunk. Ez jelenthet mért pontok kozotti értékeket (interpolacio), vagy a
mérési tartomanyon tuli értékeket (extrapolacié). Ezekben az esetekben olyan
fuggvényt prébalunk talalni, amelynek a mért pontokban visszaadja a mért értékeket,
és megfelelben leirja a pontok kozotti viselkedést is. Interpolacio esetén az illesztett
gorbe athalad a mért pontokon.

Regresszid Interpolacid

REGRESSZIO MINOSITESE

Regresszio esetében a 'legjobban' illeszkedd fuggvényt keressuk. Hogyan tudjuk
mérni, mi a legjobban illeszked6? Ehhez meg kell hatarozzuk az eltéréseket a mért
pontok y; koordinatai és az illesztett figgvény adott pontbeli f(x;) fUuggvényértéke kdzott.
Ezeket maradék eltéréseknek is szoktak nevezni (r;):

=y — f(x)
A maradék eltéréseket kellene valamilyen médon minimalizalni, egyetlen mérészamot
alkalmazva az 0sszes pontra. Lehetne egyszerien 6sszeadni a hibakat, de ebben az
esetben el6fordulhatna, hogy nagyon nagy pozitiv és nagyon nagy negativ hibak
vannak, amelyek kiejtik egymast és hidba lesz nulla az 6sszes eltérés, az illeszkedés
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rossz lesz. Tobbféle megoldas lehetne erre, pl. minimalizalhatnank a hibak abszolut
értékeinek az Osszegét, akkor nem ejtenék ki egymast a hibak, vagy lehetne az
abszolut értekben maximalis eltérést minimalizalni, ezeket azonban nem olyan konny
megvaldsitani. A legaltalanosabban  alkalmazott megoldas a  hibak
négyzetdsszegének minimalizalasa, a legkisebb négyzetek modszere, ami Gauss
nevéhez kothetd. Ezzel jol lehet mérni az illeszkedés minfségét és egyértelmi
megoldast ad a flggvény paramétereire. Minimalizalandé az 0Osszes hiba

négyzetdsszege (S):
s= ) =Z<yl fe)?

i=1

A regresszi6 lokalis mindsitése a maradék eltérések (ri - rezidiumok) alapjan torténhet,
a globalis mindsités pedig ezeknek a korrigalt tapasztalati szorasaval:

Z i = fGa))? _
n—np

ahol n a rendelkezésre all6 mérések, np a becsult paraméterek, f pedig a folos
mérések szama (f=n-np), vagy a mérések szabadsagfoka.

EGYENES ILLESZTES

Nézzunk egy konkrét példat szilardsagtanbdl! Egy jol
megmunkalhaté, otvozott acél szakitdvizsgalatabdl
szarmazo meéréseket kell feldolgozni. A teszt soran a
terhelés folyamatosan novekszik egy maximum értékig,
utana csokken, majd tonkremegy (eltdrik) az anyag. A
vizsgalatbol hatarozzuk meg

1) ténkremenetelt, a szakadas helyét (abran: 4)
2) a szakitoszilardsagot (abran: 1)
3) az aranyossagi hatart (abran: 3)

4) a rugalmassagi modulust (Young-modulus) (E)
5) 0.2% maradé alakvaltozashoz (abran: 5) tartozé
egyezményes folyashatart (abran: 2)

Ehhez el6szor toltsik be a mérési adatainkat a szakitovizsgalat.txt fajlbol! Ebben a
mért fajlagos alakvaltozasokhoz (€ - %) tartozé feszultség (o - Mpa) értékek talalhatdak
meg.

700
> % Szakitdvizsgalat
> clc; clear all; close all;
> data = 500
Toad('szakitovizsgalat.txt'); s
> x = data(:,1); % fajlagos
alakvaltozas, epszilon
> y = data(:,2); % feszlltség, szigma 200
> figure(l) 100
> plot(x,y,"'.")

600

300
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Azt, hogy hol megy tonkre az anyag, kdonnyl meghatarozni, az utolsd6 mérési
eredményt kell venni, ez a maximalis € érték is egyben. A szakitészilardsag

meghatarozasahoz a maximalis feszlltség (o) értéket kell megkeresnink:

> disp('Tonkremenetelhez tartozo fajlagos alakvaltozas:')
> x(end) % ugyanaz, mint a max(x) => 0.2644 %
> disp('szakitészilardsag: ")
> max(y) % 668.3606 Mpa
Tehat 26.4 % fajlagos alakvaltozasnal szakadt

400

el az anyag, és 668 MPa volt a maximalis

fesziiltség, a szakitoszilardsag. A =
rugalmassagi modulus meghatarozasahoz 2ot
meg kell keresni az aranyossagi hatart, azt a 250}

szakaszt, ahol linearis az 0sszefliggés a
fajlagos alakvaltozas és a feszlltség kozott

200

. , 150+ i
(Hook-torvény), és erre kell egy egyenest 2
illesztenlink. Az egyenes meredeksége lesz a o 3
rugalmassagi modulus  értéke. Ehhez saf

]
nagyitsunk bele egy kicsit az abraba, 0.6 % De£

alakvaltozasig és 400 MPa feszultségig!
> axis([0 0.006 0 400])

A fenti abran latszik, hogy a mérés elején, az origd kdzelében nem tekinthetd
linearisnak a mérés a miszer bizonytalansaga miatt, igy az egyenes illesztéshez le
kell vagni az adatok elejét. Most vagjuk le, ami kisebb, mint 0.02 %. Meg kell keresni
a rugalmassagi hatar (aranyossagi hatar) felsé végét is, az abra alapjan legyen ez

most 0.15 %.

400

Megjegyzés: a linearis szakasz végét az abra
alapjan allapitottuk meg. Segitségul a 'data

cursor' gombra kattintva lekérdezhetjuk az 20 g
egyes pontok adatait. Valogassuk le logikai sl 5
indexelést hasznalva a linearis szakasz
pontjait, ahol az x koordinata nagyobb, mint

150 |

0.0002 és kisebb, mint 0.0015!

V V. V V V

100

S0+

feltetel=and(x>0.0002,x<0.0015);

x1 = x(feltetel);
yl = y(feltetel); x10
hold on;

plot(x1,yl, 'r*");

Vizsgaljuk meg, hogy a levalogatott pontok kozott tényleg linearis kapcsolat all-e fent.
Ehhez szamoljuk ki a linearis korrelacios egyutthatot:

. 2ie1( — 0@ —Y)
VI (e — 02X (v — )2

x1-mean(x1)
yT-mean(yT1)
r = sum(xs.*ys)/sqrt(sum(xs.A2)*sum(ys.A2)) % 0.9805
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Vagy ugyanez egyszeriibben a Matlab beépitett corr2 parancsaval, az Image
Processing Toolbox-badl:

> r = corr2(x1l,yl) % 0.9805

Minél jobban kozelit a korrelaciés tényezé abszolut értéke az 1-hez, annal inkabb
linearis a kapcsolat a két valtozé kozott. Mivel most 0.98 lett ez az érték, a kapcsolatot
linearisnak tekinthetjuk és illeszthetink ra egy egyenest. Ehhez nézzik meg az
egyenes egyenletét: y =m-x + b. Ebben két ismeretlen talalhato m, az egyenes
meredeksége és b eltolas paraméter, ahol az egyenes metszi az y tengelyt. A
levalogatott mérések alapjan 75 Osszetartozo x,y ertékunk van, ezek alapjan 75
egyenletet tudunk felirni, amelyek linearisak az ismeretleneket tekintve (m,b):

m-x;+b=1y, Matrixos alakban x 1 Y1
Tn-x2+b=y2 (A-x =B): A= x:z 1 ‘B = }’:2
m.x75+b= y75 x75 1 Y75

A fenti egyenletrendszerben két ismeretlen van (m,b) és 75 egyenlet, vagyis van 73
folos mérésunk. Ez egy tulhatarozott egyenletrendszer, ahol a maradék eltérések
négyzetosszegének minimalizasaval szeretnénk megkapni a legkisebb hibaju
megoldast. A korabbi 6rak alapjan ehhez hasznalhatjuk példaul a tulhatarozott esetben
QR felbontast alkalmazé x=A\B alaku parancsot, vagy az SVD felbontast hasznalo
x=pinv(A)*B-t is.

El6szor el6 kell allitanunk az A alakmatrixot az ismeretlenek egyutthatéival. Az elsé
oszlopban m egyutthatéi lesznek, vagyis xi értékei (xi'), a masodikban pedig b
egyutthatdja, ami mindig 1, ezt irhatjuk az egyszerlség kedvéért x? alakba is.

> A = [x1.A1 x1.A0]

> B =yl;

> mb = A\B

> % egyenes egyenlete

> m = mb(1)

> b = mb(2)

> F = @a(x) m*x+b

> hold on;

> fplot(f,[0 0.0015],'g", 'Linewidth',3);
> axis([0 0.006 0 400])

m x+b
400

Az illesztett egyenes meredeksége
lesz a rugalmassagi modulus értéke: 30}
> format Tong 300}
> E=m%E =
1.656261744954783e+05 s0f
Vagyis a mérés alapjan meghatarozott 200 s;
E rugalmassagi modulus értéke: ol of
165 626 N/mm? (MPa). 4
100+ 4
Hatarozzuk meg az illesztés &
pontossagat, a korrigalt tapasztalati T !}{é
szorast is! Ehhez el6szor a maradék s : L : % - ¢
eltéréseket kell kiszamolni, majd az . x 10°
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eltérések négyzetosszegeét. Utana meg kell hatarozni a folos mérések szamat is,
vagyis a kilénbséget a felhasznalt mérések és a meghatarozandé paraméterek szama
(ami most 2: m,b) k6z6tt. A maradék eltéréseket rajzoljuk fel egy oszlopdiagramra is!

% maradék eltérések

r=yl - f(x1);

figure(2); bar(r)

% eltérések négyzetdsszege

format shortG;

S = sum(r.A2) % 8935.9

% folos mérések szama: f = n-np

n = length(x1) % 75 - mérések szama
np = length(mb) % 2 - paraméterek
szama

f = n-np % fo616s mérések

% korrigalt tapasztalati szoéras
estd = sqrt(s/f) % 11.064 mMPa

vV V V VYV VVYVYV

vV V V

30

-40

PARABOLA ILLESZTES

30 40 50 60 70

A folyashatar megallapitasa ebben az esetben nem egyértelm( az abrabdl, ennek az
anyagnak nincs jol lathato folyashatara. llyenkor az egyezményes folyashatart szokas
hasznalni, ami a 0.2% marad6 alakvaltozashoz tartozé fesziltség érték. Ezt a
szakitédiagrambol ugy lehet meghatarozni, hogy 0.2% fajlagos nyulas értékétél
parhuzamos egyenest huznak a linearis szakasszal, vagyis E meredekséggel kell
berajzolni egy egyenest ebbdl a pontbdl, és ahol ez metszi a szakitdgorbét, ott kell
leolvasni a feszultséget. Definialjuk ezt az egyenest és rajzoljuk be az abrabal

% 0.2%-os folyashatar

fhatar = @(x) E*(x-0.002)
figure(1l); fplot(fhatar,[0 0.006])
axis([0 0.006 0 400])

Hogyan hatarozzuk meg ennek az egyenesnek
és a szakitégorbének a metszéspontjat? Jo
megoldas lehet illeszteni egy fuggvényt a
nemlinearis szakaszra is, ahol a metszéspont is
talalhatd, és a két fuggvény metszéspontjat
megkeresni! Ehhez valogassuk le az
el6z6ekhez hasonléan az abran lathaté nem
linearis szakasz pontjait is, vagyis x>0.0015 és
x<0.006 kodzotti pontokat!

% 0.0015 és 0.006 kozotti szakasz
feltetel2=and(x>0.0015,x<0.006);
xp = x(feltetel2);

yp = y(feltetel2);

plot(xp,yp, 'm*")

vV V. V V

vV V. V V V

400

350

300+

250+

200+

150

100+

80+

x10*

A fenti feltételnek 6sszesen 23 pont felel meg. Erre most illessziink egy masodfoku
polinomot, egy parabolat y = ¢, + ¢; - x + ¢, - x? alakban!
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yl = CO + C1x1 + szf MétrIXOS alakban 1 x1 x12 yl
_ 2

?12 = Cg + 1 Xy + Cpx5 4= 1 x, xzz )= y_z

Yn = Co + C1Xy + CoX7; 1 x, x,° Yn

A parabola (masodfoku polinom) illesztéséhez el kell allitanunk ismét a megfeleld
alakmatrixot (az ismeretlen co, c1 és c2 egyutthatéit), és megoldanunk egy tulhatarozott
linearis egyenlet rendszert! 3 ismeretlentink van és 23 egyenletet tudunk felirni, tehat
van 0sszesen 20 fOlos mérésunk.

A = [xp.A0 xp.Al xp.A2]

b = yp;

% tuThatarozott 1in. egy. rsz. megoldasa
c = A\b

% parabola egyenlete

f2 = @(x) c(l) + c(2).*x + c(3)*x.A2
fplot(f2,[0.0015 0.006],'g", 'Linewidth',3)
axis([0 0.006 0 400])

Most mar csak a metszéspontot kell
megkeressuk. Ezt a korabbi tanulmanyaink
alapjan szintén konnyen megtehetjuk. Egy
f(x) és egy g(x) fuggvény metszéspontjaban
f(x)=g(x). Ezt nullara rendezve a h(x) = f(x)- 2o}
g(x) = 0 nemlinearis egyenlet gyokeit kell ;|
megkeresni, amit megtehetink példaul a
beépitett fzero fliggvényt alkalmazva!

VV V VVYVVYV

380+

300

180

100+
%% 0.2 %-hoz tartozé folyashatar 5
% fhatar(x) = f2(x), vagyis Smgég
h(x) = fhatar(x) - f2(2)=0 b ,
h = @(x) fhatar(x) - f2(x) .
metszes = fzero(h,0.004)

folyashatar = f2(metszes) % 345.818 MPa
plot(metszes, folyashatar,'ro")

vV Vv

vV V. V V

Az egyezményes, 0.2% maradék alakvaltozashoz tartozo6 folyashatar a mérésunknél
346 MPa-ra adddott.

Hasonldéan az eddigiekhez harmad, negyed stb. foku polinomokat is illeszthetiink az
adatainkra. A magasabb foku polinomoknal azonban vigyaznunk kell, mert az
alakmatrixunk rosszul kondicionalt lesz és bizonytalan lesz a megoldasunk, a mérési
pontjainkra lehet, hogy tokéletesen fog illeszkedni a polinom, de k&zo6ttik oszcillacié
Iéphet fel. Erre fogunk majd példat latni az interpolaciénal.

Hatarozzuk meg az illesztés mindségét ebben az esetben is, a korrigalt tapasztalati
szoras kiszamitasaval!

> rp = yp-f2(xp);

> Sp = sum(rp.A2);

> n = length(xp) % 23
> np = length(c) % 3;
> fp = n-np % 20

>

szorasp = sqrt(sp/fp) % 6.519 MPa
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POLINOM ILLESZTES MATLAB BEEPITETT FUGGVENYEIVEL
(POLYFIT, POLYVAL)

A rugalmassagi modulus meghatarozasahoz a feladat elsé részében egy egyenes
illesztésre volt szikség, ami megfelel egy elsé6foku polinomnak, a feladat masodik
részében pedig masodfoku polinomot illesztettink. Matlab-ban van egy parancs
(polyfit), amivel 6sszetartozé pontparokhoz hatarozhatjuk meg tetszéleges fokszamu
polinom egyutthatoit. Az eredménye ennek egy vektor lesz, ami a legkisebb négyzetek
modszerével illesztett polinom egyutthatoit tartalmazza, a legnagyobb foku tagtol
kezdve visszafelé a konstans tagig. Ennek a parancsnak van egy parja is, a polyval
parancs, ami kiszamolja egy tetsz6leges pontban a polinom értékét, ha megadtuk azt
a vektort, ami az egyutthatdkat tartalmazza. Ez utobbit meghivhatjuk egy konkrét x
értékre, vagy definialhatjuk fliggvényként x fliggetlen valtozéval. Nézzik meg, hogyan
oldhattuk volna meg az el6z6 feladat flUggvény illesztéseit ezekkel a parancsokkal!

> % egyenes illesztése (els6foku polinom) polyal(a; )

> al = polyfit(x1,yl,1) “

> pl = @(x) polyval(al,x) = ¥ -

> % parabola illesztése (masodfoku L 1
polinom) 0

> a2 = polyfit(xp,yp,2) 5 %

> p2 = @(x) polyval(a2,x) - 3

> f

> figure(3); plot(x,y,'r*'); hold on; "

> fplot(pl,[0 0.0015]); o & 1

> fplot(p2,[0.0015 0.006]) of . L L s - :

> axis([0 0.006 0 400]) * x10°

ISMERT ALAKU FUGGVENYEK LINEARIS PARAMETEREINEK
MEGHATAROZASA

Természetesen nem csak polinomillesztések oldhatéak meg linearis regresszidval,
sok mas probléma is erre az esetre vezet vissza. llyen példaul, ha szinusz-koszinusz
fuggvénnyel leirhaté kapcsolat amplitudéjat keressuk (pl. harmonikus rezgémozgas),
vagy barmilyen mas fuggvény linearis paramétereit kell meghataroznunk. Nézzink
erre két példat, ahol a meghatarozandé ismeretlen paraméterek: a, b, c.

y=a-sin(m-x)+b
3
y=a'|x—0.5|2+b-cos(x)+c-e*

Természetesen ezek is linearis regressziéval megoldhatdk, hiszen az ismeretlenek
(a,b,c) linearisak. Az x,y koordinatak ismertek, igy ezeknek barmilyen fuggvénye
meghatarozhatd, az egyutthatdék kiszamolhatdék. Nézzik meg a fenti két esetben az
ismeretlenek egyutthatét!
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Ismeretlen paraméterek: a b c
Egyenletek: Paraméterek egyitthatoi
y=a-sin(m-x)+b sin(rm - x) 1 -
y=a- |x—0.5|%+b-cos(x) +c-e* [x — 0.5|% cos(x) e*

Nézzik meg a gyakorlatban az elsé példat, néhany megadott pont esetében! Adott 7
pont x,y koordinatakkal, ezekre a pontokra illesztunk egy fuggveényt.

X0

0.25] 0.5

0.75

1

1.25

15

y|0

0.5

1

0.5

0

-0.5

-1

A hipotézisfuggvényunk alakja a kovetkez6:

y=a-sin(r-x)+b

Hatarozzuk meg az a,b paramétert linearis regressziéval!
paraméterekre nézve) linearis egyenletet tudunk felirni.

V1=
Y2
V3
Va =
Vs
Vo =
Y7 =

- sin(m
- sin(m
- sin(m
- sin(m
- sin(m
- sin(m
- sin(m

[
Q2 aQQaaa

“x1)+b
X))+ b
“x3)+b
"x4)+ b
'XS)+b
“Xg) + b
“x7;)+b

Megoldas Matlab-ban:

\

X
y

X
%
A
%

%
f

VVVVVVVVVYVVYVYVYV

=x'5y=y";
Egyltthatdo matrix - A

= [sin(pi*x), ones(size(x))]
paraméterek 1lin.egy.rsz.-rel

A\Yy

c(2) %
plottolas

c(l) % 0.8780

-0.0173

= @(x) a*sin(pi*x)+b

Matrixos
alakban:

hold on; fplot(f,[0,3],'r")

[0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5]
[0 0.510.50 -0.5-1]
figure(1l); plot(x,y, 'bo")
grid on; title('Regression")
% x,y oszlopvektor legyen!

A=

|

sin(m
sin(m

sin(r -

sin(r -

sin(r -

x1) 1 Yy
’ xZ) 1\ yz
sin(r -

sin(m -

7 pont alapjan 7 (a

x3) 1 Y3
x,) 1 I;b =1y,
xs) 1 Vs
xg) 1 Ve
x7;) 1 Y7

Regresszio
T

0.5
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NEMLINEARIS REGRESSZIO LINEARIS ALAKBA IRASSAL

A valésagban nagyon sok olyan fizikai jelenség van, ahol a mennyiségek kozotti
kapcsolat nem linearis. Példaul a légslriiséget (p) a magassag (h) fuggvényében
exponencidlis fliggvénnyel lehet modellezni: p =k-e™" | egy elejtett targy v
sebessége a megtett x Ut fliggvényében az alabbi fliggvénnyel irhato le: v = 2 g x.

Nagyon sok nemlinearis fuggvény van, de most csak azokkal fogunk foglalkozni,
amelyeket at lehet ugy alakitani, hogy egy linearis egyenletrendszer megoldasaval
megtalaljuk a paramétereket legkisebb négyzetek modszerét alkalmazva. llyen tobbek
kozott a

e hatvanyfuggvény: y = k x™
e exponencialis figgvény: y = ke™* vagy y = k 10™*
e reciprok figgvény: y =

mx+c

Az algebrai polinomok is ilyenek, ezeknek az illesztését mar lattuk az el6z6 példaban.
A fent emlitett harom példaban két-két ismeretlen van, k és m, ezek azonban
tobbnyire nem linearis alakban szerepelnek. Az a kérdés, hogyan tudjuk a fenti
fliggvényeket linearis alakba atirni a keresett paraméterek tekintetében?

Altalaban Uj valtozok bevezetésével tudjuk atalakitani a kétvaltozés nemlinearis
egyenletet, hogy az Uj valtozok (amelyek az eredeti valtozokbdl levezethetéek) mar
linearis alakban szerepelnek az egyenletekben. Nézzink erre egy példat, hozzuk
linearis alakra a hatvanyfuggvényt, el6szor vegyuk mindkét oldal természetes alapu
logaritmusat!

In(y) = In(k x™) = mIn(x) + In(k)
Vezessunk be uj valtozékat, hogy Y = ¢; X + ¢, linearis alakra hozzuk az egyenletet.
Most legyen Y = In(y), X = In(x), ¢; = m, ¢, = In(k):

In(y) = miIn(x) + In(k)
Y = C1X + CZ

A fenti formaban mar alkalmazhatjuk a linearis regressziot, és amint megkaptuk ¢4, c,

értékét az eredeti 6sszefuggés keresett paraméterei kdnnyen meghatarozhatoak:
m=c, k =e“

Sok mas nemlinearis egyenlet is linearis alakba hozhaté hasonléan. Nézzuk meg erre

a bevezetében emlitett egyik példat!

A légsUlriséget (p) a magassag (h) fUggvényében exponencialis fliiggvénnyel lehet

modellezni: p = k-e™". A kdvetkezd tablazatban kildnbdzd magassagokban mért

légslriség ertékek talalhatdak:

h [m] 1 4000 | 8000 | 12000 | 16000 | 20000

p[kg/m?] | 1.225 | 0.820 | 0.525 | 0.309 | 0.168 | 0.092

Két kérdésre szeretnénk valaszt kapni:

1) Mekkora lesz a 8850 m magas Csomolungman a légslriség?
2) Milyen magasan lesz 1 kg/m? a légs(riiség?
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Numerikus modszerek épitémérnokdknek Matlab-bal 8. Regresszié

Linearis regressziot hasznalva hatarozzuk meg a legjobban illeszked6 fuggvényhez a
k és m egyutthatdkat! Vizsgaljuk meg lokalisan és globalisan a gorbeillesztés hibait is!

A megoldashoz tdltsuk be a legsuruseg.txt allomanyt, amiben a fenti adatok vannak.

% 1égslrlség a magassag fliggvényében
clear all; close all; clc;

data = lToad('Tegsuruseg.txt") 12F
% sz*sA(m*h) - exponential function,

m,k = 7

h = data(:,1) % magassag 08 *
p = data(:,2) % legslriliség
figure(l) fR "
plotCh,p,'r*") 0.4

1.4

vV V. V V

1

vV V. V V

Hozzuk linearis alakra az exponencialis 02 *
figgvényt! p = k-e™" . . . .
i} 05 1 1.5 2

In(p) = mh + In(k) x10*
Y = C1 X + CZ

log(p)
h

*x=b alakban felirva
[X.Al X./\O] k exp(m h)
Y 14F ' I ' I ' I

% megoldas:

c=A\b % cl =m, c2 = Tn(k) 1.2F

A keresett paraméterek: m = ¢;, k = e“ 1t

V V VYV V\VYV
> R
I n x> nn

keresett paraméterek osl
c(D
exp(c(2)) 08
% illesztett flggvény
= @(h) k*exp(m*h) B
% felrajzolva
hold on;

fplot(f,[0 20000]) 0

xR
nmn w©

02r

VVVVVVVY
-h

1] IJI2 D.Id U.IB D.IB r:l 1 .I2 1 .ld 1 .IB 1 .‘8 42
Valaszoljunk a kérdésekre. Az egyenletet hasznalva mekkora lesz a 8850 m magas
Csomolungman a légs(iriség? Milyen magasan lesz 1 kg/m? a légs(r(iség? Az elsé
kérdést egy egyszerl behelyettesitéssel megvalaszolhatjuk, a masodikhoz az f(x) =

1 egyenletet at kell alakitani g(x) = f(x) —1 =0 alakra és megkeresni ennek a
nemlinearis egyenletnek a gyokeit. Ehhez szikséges egy kezddbeértéket is megadni,
amit vehetlink az abrabdl korilbelll 2000-nek (0.2x10%).

% 1égslrlség 8850 m magasban
p8850 = f(8850) % 0.4285

% Milyen magasan lesz 1 kg/mA3 a Tégslrliség?

g = @cth) f(h)-1

h06 = fzero(g,2000) % 2.3415e+03

Tehat a Csomolungman 0.4285 kg/m? a levegd slrlisége, és 2342 m-en lesz pont 1
kg/m? a sirlség.

vV V.V V V V
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Numerikus modszerek épitémérndkoknek Matlab-bal

8. Regresszié

Nézzik meg a maradék eltérések alakulasat! Rajzoljuk fel 6ket egy oszlopdiagramra,
és szamitsuk ki az eltérések négyzetdosszegét és a maradék eltérések korrigalt
tapasztalati szérasat!

S=

VVVVVVYVVYVYV

\%

% hibak négyzetdsszege
sum(r.A2) %
% korrigalt tapasztalati szoéras

n = length(h) % mérések szama

np = 2 % becsult paraméterek szama: k, m
szoras

0.0203

% regresszid maradék hibai 0.05
r=p - fcth)

% maradék eltérések felrajzolasa .
figure(2) 005
barch,r)

0.1

-0.15

= sqrt(s/(n-np)) % 0.0712

Foglaljunk 6ssze egy tablazatban néhany nemlinearis egyenletet, amit hasonloképpen
megoldhatnank linearis regresszioval!

00001 0.4 08

12 186 2
)(1[]4

Ertékek a
Nemlinearis Linearis alak Y=cX+c Keresett linearis
egyenlet alakban paraméterek | regressziohoz
(képe egyenes)
Y =In(y), X
In(y) m= ¢
y=kx™ _ =In(x), G In(x), In(y)
= mlIn(x) + In(k) ¢ =m, ¢, = In(l) k=e
— mx — Y=ln(y),X=x, m= G
y=ke In(y) = mx + In(k) L =m. ¢ = In(k) k= % X, In(y)
_ mx _ Y=1g(y),X =x m= G
y= k 10 18(}’) =mx + lg(k) cp=m, c, = lg(k) k = 10C2 X, 13(3’)
1 1 =1 = - 1
y = —=mx+k v="lyX=x m=a X, —
mx+k y cg=m,c; =Kk k = c; y
-1 -1
mx 1 k1 1 V="/y.X= [x: m=1/, 11
y=x+k _=__+_ Clzk/m’CZ 2 -, —
y mx m _1/ k=c/c, xy
- m
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Numerikus modszerek épitémérnokdknek Matlab-bal 8. Regresszié

ISMERTELEN TiPUSU NEMLINEARIS EGYENLET!

Az el6z6 feladatban rendelkezéslinkre allt egy modell, hogy milyen alaku 6sszefiiggés
all fent a mennyiségek kozott. El6fordulhat azonban olyan eset is, amikor nem ismerjuk
a kapcsolatot leiro fuggveny tipusat. Hogyan valaszthatjuk ki a megfeleld illesztend6
nemlinearis egyenletet ilyen esetben? El&8szor célszerl felrajzolni a pontokat. Ezutan
szamoljuk ki az el6z6ekben ismertetett linearizalasi moédszerekhez alkalmazhatd Uj
valtozok értékeit is (X,Y az el6z6 tablazatban). Utana ezeket is rajzoljuk fel kalon
abrakba. Ha van olyan, amelyik esetében a pontok nagyjabodl egy egyenes mentén
helyezkednek el, akkor azt a fuggvény tipust valasszuk a regresszidohoz!

Nézzuk meg az el6z6 példat, ugy mintha nem ismernénk az illeszteni kivant fuggvény
tipusat! Matlab-ban a természetes alapu logaritmus a log, 10-es alapu logaritmus a
log10, exponencialis fuggveény pedig az exp fuggvény. Az abrazolashoz hasznaljuk a
subplot parancsot, amivel egy abrara tobb dolgot is fel tudunk rajzolni. A parancsot a
subplot(n,m,i) formaban hivhatjuk meg, ahol n a sorok, m az oszlopok szama, i pedig
az adott rajz sorszama balrdl jobbra és fentrél le szamolva.

x=h; y = p;

figure(3); subplot(2,2,1)
plot(log(x), Tog(y), 'r*") .
subplot(2,2,2) * ]
plot(x,Tog(y), 'r*") % ; P P
% kb. egyenes "
subplot(2,2,3) o N
plot(x,Togl0(y), 'r*") ’
% kb. egyenes \
subplot(2,2,4) e . 0 .
plot(x,1l./y,'r*") 1o’ xo*

VVVYVVVVVYVYVYV

A fenti rajzon a masodik és a harmadik képen lett a pontok képe kozelitéleg egyenes,
amikor x és In(y) illetve log(y) lett dbrazolva. A tablazatra ranézve latszodik, hogy
abban az esetben, ha nem ismernénk a fluggvénykapcsolatot, akkor is exponencialis
fuggvény illesztésével lenne érdemes probalkozni.

A FEJEZETBEN HASZNALT U] FUGGVENYEK

axis - Tengelyek minimalis, maximalis értékeinek megadasa

mean - Vektor elemeinek szamtani kdzepe, atlaga

sum - Vektor elemeinek 0sszege

corr2 - Linearis korrelacios egyutthato

polyfit - Megadott fokszamu polinom illesztése az adatokra

polyval - Egyutthatd vektorral megadott polinom értékének kiszamitasa
bar - Abrazolas oszlopdiagrammon

subplot - Egy grafikus ablakon belll tobb abra

1 Kiegészité anyag
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