Numerikus modszerek épitémérnokoknek Matlab-bal 15. Optimalizacio

15. FELTETEL NELKULI OPTIMALIZACIO

Az optimalizacio, egy fuggvény szélséeérték helyének a meghatarozasa. Ez a feladat a
mérnoki gyakorlatban is sokszor el6fordul, meg kell hatarozni példaul egy
tartoszerkezet maximalis elmozdulasanak a helyét, geodéziai mérések
kiegyenlitésekor egy pont legkisebb hibaval rendelkezé helyzetét, vizmin6ség
vizsgalatnal a maximalis szennyez6dés meértékét.

Optimalizacié soran van egy ceélfuggvény f(x), ahol x a bemend, fuggetlen valtozok
vektora: x = [x1,x,, - x,]. Az optimalizalas soran azt a helyet keressik, ahol a
célfliggvénynek minimuma vagy maximuma van. Sokféle mddszer létezik a feladat
megoldasara, a legtobb mddszert a fuggvény minimalizalasara dolgoztak ki.

f(x) » min.

Amennyiben a meghatarozandé szélséérték nem minimum hanem maximum, akkor
azt a flggvény (-1)-szeresének minimumaval lehet megtalalni, max(f(x)) =

min(—f(x)).

A széls6értéket mindig egy adott intervallumban, tartomanyban vizsgaljuk. Az adott
tartomanyon belll lehetnek

e lokalis minimumok/maximumok vagy
e egy globalis minimum/maximum.

Lokalis minimumok azok a helyek, ahol a pont akarmilyen kicsiny kérnyezetében a
fluggvényérték nagyobb, mint ebben a pontban (P; pontok az abran). Amennyiben egy
tartomanyban tobb lokalis minimum is van, eltéré fuggvényértékekkel, akkor a
legkisebb flggvényértékhez tartozé pont a globalis minimum (az abran P,).

A

P>

>

Beszélhetlink feltétel nélkili és feltételes szélséértékrél is (vagy megkotés nélkdli és
megkotéses optimalizaciordl). A feltételes széls6érték feladatok esetében ugy
keressik a fliggvény minimumat, hogy kézben a pontoknak ki kell elégitenilk
valamilyen megkotést, feltételt is. Itt lehet egy vagy tobb feltétel, ezek lehetnek
egyenletekkel vagy egyenl6tlenségekkel megadva, Ilehetnek linearisak vagy
nemlinedrisak is. A kulénbdz6 esetekben mas-mas moddszert lehet alkalmazni (pl.
Lagrange-modszer, buntetésfuggvény moddszer, Karush-Kuhn-Tucker-feltételek,
linearis programozas). El6szor a feltétel nélklli szélséérték feladatokkal fogunk
foglalkozni. Ezeknek a megoldasara is szamos modszer létezik.
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EGYVALTOZOS FUGGVENY SZELSOERTEK KERESESE

EPITOMERNOKI PELDA SZELSOERTEK KERESESRE

Nézzink meg most rugalmassagtanbdl egy példat, ahol a maximalis lehajlas helyét és
ertékét keressuk! Egy két végén befogott I keresztmetszetl gerendara linearisan
megoszlé terhelés jut az abra szerint.

A gerenda méretei és terhei a kdvetkezok:

Gerenda hossza: L = 3000 mm

Tehetetlenségi nyomaték: I = 5.29 - 107 mm*

e Rugalmassagi modulus: E = 70 000 N/mm?

e Megoszl6 terhelés maximalis értéke: g, = 15 kN/m = 15 N/mm

Az y tengely iranyu lehajlas a kovetkezé dsszefliggéssel szamithato:

__ 4o
Y = 120LEI

1) Mekkora lesz a lehajlas 1 és 2 m-nél?

(x> — 5Lx* + 7L%x3 — 3L3x?)

2) Hol lesz a lehajlas pont 0.3 mm?
3) Keressik meg azt a helyet, ahol legnagyobb a lehajlas és hatarozzuk meg a
lehajlas értékeét!
El6szor abrazoljuk a lehajlasokat!
> %% Lehajlas szamitas
> format TlongG
> E = 70000; I = 5.29e7; q0 = 15; L = 3000; EI = E*I;

Célszerli 6sszevonni az E és | valtozokat egybe a hajlitdmerevségbe (El), hogy ne
keveredjenek az 'e' Euler-féle szammal (2.71...) és az 'i' képzetes egységgel (v—1).
Ez a szimbolikus szamitasoknal problémat okozhatna.

> y = @(x) g0/(120*L*ET) * (XA5-5*L*XA4+7*LA2%XA3-3*LA3*XA2)
> % lehajlasok abrazoléasa
> figure(l); fplot(y,[0 3000])

2 Laky Piroska, 2023. februar



Numerikus modszerek épitémérnokoknek Matlab-bal 15. Optimalizacio

0 T

0.1

0.2

0.3

0.4 | A

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

1) Mekkora lesz a lehajlas 1 és 2 m-nél?

Az els6 kérdésre a valasz egy egyszerl behelyettesitéssel megadhatd. Figyeljunk
arra, hogy korabban mindent miliméterben definidltunk, akkor itt is mm-ben kell
behelyettesiteni a szamokat!

> y(1000), y(2000) % lehajlas 1 il1l. 2 m-nél: -0.3601 és -0.3151 mm

2) Hol lesz a lehajlas pont 0.3 mm?
Ezt a kérdést mar nem tudjuk egyszeri behelyettesitéssel megoldani, a kdvetkezé
nemlinearis egyenletet kell hozza megoldanunk:

qo
120LEI

A lehajlas értékek negitiv koordinatakat takarnak! Rendezzik nullara az egyenletet és
nevezzuk el a kapott egyenletet mas néven:

4o
120LEI

Ezt mar gyokkereséssel meg tudjuk oldani! Két hely is lesz, ahol az y koordinata -0.3
mm, ezekhez kezdb6értéket az abrabdl tudunk venni.

(x5 — 5Lx* 4+ 71%x3 — 3L3x?%) = —0.3

h(x) = (x5 —5Lx* 4+ 7L%x%® —3L3x?) 4+ 03 =0

% hol Tesz a lehajlas pont 0.3 mm?

h =a(x) y(x)+0.3

hl = fzero(h,1000) % 834.388

h2 = fzero(h,2000) % 2040.970

% ellenbrzés

y(hl) % -0.3

y(h2) % -0.3

hold on; plot(Chl,y(hl), 'md',h2,y(h2),'rd")
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Miel6tt a harmadik kérdésre valaszolnank, nézzink meg két modszert, amivel meg
lehet keresni egy egyvaltozés figgvény minimumat!

INTERVALLUM MODSZER (TERNARY SEARCH)

Az intervallum mddszer hasonlit a nemlinearis egyenleteknél tanult zart intervallum
modszerekhez. Kezd6értéknek itt is egy intervallumot kell felvenni [a,b], ahol most nem
egy zérushelye, hanem egy minimuma lesz a fliggvénynek, vagyis unimodalis lesz
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fuggveény (a minimumhelyig a fuggvény monoton csokken, utdna monoton né). A zart
intervallum médszerekhez hasonldan itt is valamilyen médon szikiteni kell ezutan az
intervallumot, amig megtalaljuk a megoldast. Ehhez most két belsé pontot vegylnk fel
(x1, X2) és vizsgaljuk meg a fuggveényértékeket ezekben a pontokban!

Mivel a fuggvény a minimumhelyig monoton csokken, utana pedig monoton né, a
minimumhely csak a legkisebb fliggvényértéket add pont és a két szomszédja kozaotti
intervallumban lehet. Tehat, ha f(x;) < f(x;) akkor a minimumhely biztosan az [a, x,]
intervallumban lesz, ha f(x;) > f(x,), akkor pedig biztosan az [x;, b] intervallumban.
Lasd az abrat! Ezutan az uj intervallumban ujra felveszink két belsé pontot és addig
ismételjuk az eljarast, mig az intervallum egy megadott kiiszobérték ala nem csdkken.

A ——

>

a Xy X5 b

A mddszer mindig konvergalni fog (amennyiben az intervallumon belll a figgvény
unimodalis). A kérdés az, hogyan érdemes felvenni x1, x> helyét, hogy minél kevesebb
iteracidval, szamitassal eljussunk a végeredményhez. Az egyik megkozelités, hogy
egyenletesen vesszuk fel a pontokat az intervallum 1/3-aban és 2/3-aban (‘ternary
search algorithm'). Nézzik meg hogyan oldhatjuk meg ezt Matlab-ban. Lasd az
intervallum.m f4jlt!

function [x, 1] = intervallum(f, a, b, tol)

i 1;

a + 1/3*%(b-a);

x1
x2 b - 1/3*(b-a);

while abs(x2-x1) > tol
if f(x1) < f(x2)
b = x2;
else
a = x1;
end
i = +1;
x1 a + 1/3*%(b-a);
X2 b - 1/3*(b-a);
end
x = (x14x2)/2;
end

VVVVVVVVVVVYVVYVYVYVYV
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3) Keressuk meg azt a helyet, ahol legnagyobb a lehajlas és hatarozzuk meg a
lehajlas értéket!

Keressuk meg az intervallum médszerrel a maximalis lehajlas helyét! Hiaba beszélink
maximalis lehajlasrdl, itt is egy minimum hely meghatarozasarol van szo, ha
megfigyeljuk az elsd abran a koordinata rendszert, akkor latni fogjuk, hogy a lehajlasok
negativ elmozdulas értékeket jelentenek, tehat a maximalis lehajlas a legkisebb y
koordinatat jelenti. A kezd6é unimodalis intervallum legyen a [1000, 2000] az abra
alapjan!

> % intervallum médszer - egyenld felosztas
[x1 i1] = intervallum(y,1000,2000,1e-6)
% x1 = 1.4259e+03; il = 50
yl = y(x1) % -0.4293
hold on; plot(xl,yl,'rp")

vV V. V V

Tehat dsszesen 50 iteracié alatt talaltuk meg a minimumhelyet (a maximalis lehajlas
helyét) 1425.9 mm-nél van, értéke pedig -0.4293 mm lett.
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ARANYMETSZES MODSZERE (GOLDEN-SECTION SEARCH)!

Van azonban hatékonyabb felvétele is a pontoknak, mint az egyenletes felvétel.
Hasznaljuk az aranymetszési aranyt! Ez az arany a természetben is gyakran el&fordul
és a mivészetekben is gyakran hasznaljak. Az aranymetszési arannyal ugy
oszthatunk fel egy L szakaszt két részre (L = L1+ L2), hogy a nagyobbik szakasz
aranya a teljes hosszhoz ugyanakkora legyen, mint a kisebbik szakasz aranya a
nagyobbikhoz.

L2 11

L L2
Fejezzlk ki ebbdl L1-et és L2-t R és L fliggvényében: L2 =R-L; L1 =L2-R =L - R?.
Ezt helyettesitsik be az L = L1 + L2 egyenletbe:

L=L-R°+ R-L
Ezt elosztva L-lel és 0-ra rendezve kapjuk, hogy:
R+ R—-1=0

A masodfoku egyenlet egyetlen pozitiv gydke lesz az a keresett aranyszam, ahogy a
nagyobbik szakasz aranylik az egészhez, vagy a kisebbik szakasz a nagyobbikhoz, ez
lesz az aranymetszési arany:

V5 -1
R =

= 0.618
2

! Kiegészité anyag otthoni atnézésre.
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Nézzik meg, hogyan hasznalhatjuk ezt a hatékonyabb széls6érték meghatarozashoz,
moddositva az intervallum modszernél a belsé pontok felvételét!

A  R=L2/L=L1/L2=0.618 ——

7

Y

Vegyuk fel ugy a belsé pontokat szimmetrikusan, hogy 0.618 - L tavolsagra legyen a
két pont a szakasz egyik és masik végétél. Ebben az esetben is sziikitsuk az
intervallumot a belsé pontok flUggvényértékei alapjan, tehat a minimumhely a legkisebb
fuggvényértéket add pont és a két szomszédja kdzotti intervallumban lehet most is. A
kuldnbség az el6z6ekhez képest az, hogy az aranymetszés tulajdonsagai miatt most
az uj intervallum egyik belsé pontja meg fog egyezni az el6z6 intervallum egyik korabbi
belsé pontjavall Az abran az Uj intervallum x> pontja meg fog egyezni az el6z6
intervallum x1 pontjaval! Ez azt jelenti, hogy ebben a pontban nem kell Gjra kiszamolni
a fuggvényértéket, elég csak a masik belsé pont ezt megtenni. Ez kildnésen bonyolult
fuggvények esetében lehet jelentds idényereség. Nézzik meg Matlabban hogyan
tudnank ezt megvaldsitani (aranymetszes.m)!

function [x, i] = aranymetszes(f, a, b, tol)

end
x = (x14x2)/2;

Az elsé iteracioban még ki kell szamitani x1, x> pontban is a fliggvény értékeket, de
utana mar elég csak az egyiket szamitani, a masikat atvehetjik a korabbi iteraciébol!

>

> 1 =1;

> R = (sqrt(5)-1)/2;

> x1 =b - R*(b-3a);

> X2 = a + R*(b-3a);

> f1l = f(x1); f2 = f(x2);

>

> while abs(x2-x1)>tol

> if f1 < f2

> b = x2;

> x2 = x1; f2 = f1; % ezt atvesszik az el6z6 iteraciobol!
> x1 = b - R¥(b-a);

> fl = f(x1); % ezt szamoljuk
> else

> a = x1;

> X1 = x2; f1l = f2; % ezt atvesszik az el16z6 iteradciodbol!
> X2 = a + R*(b-a);

> f2 = f(x2); % ezt szamoljuk
> end

> i = i+1;

>

>
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(Meg;j. : Az intervallum/aranymetszés médszere megoldhato rekurziv algoritmussal is,
lasd a golden.m fajit.)

Keressiik meg ezzel is maximalis lehajlas helyét! Abrazoljuk is az eredményt!

% aranymetszes modszere

[x2 i2] = aranymetszes(y,1000,2000,1e-6)
% x2 = 1.4259e+03; i2 = 42

y2 = y(x2) % -0.4293

plot(x2, y2, 'mo")

0 — ——
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Most egyrészt a korabbi 50 iteracio helyett 42 iteracidés Iépés is elég volt a
megoldashoz, viszont, ha a fluggvény kiértékelések szamat nézzuk, akkor még
nagyobb a kilonbség. Az egyenl6 felosztds esetén minden iteracioban 2
fuggvényértéket kellett kiszamolni, vagyis 50*2=100 fuggvénykiértékelés tortént, az
aranymetszeés esetében csak az elsé iteracioban kellett 2 kiértékelést végezni, utana
mar csak iteracidnként egyet, vagyis 6sszesen 43-szor kellett kiszamolni a fuggvény
értékét! Ez bonyolult fliggvények esetében nagy elényt jelent az egyenletesen felvett
pontokkal szemben.

NEWTON-MODSZER

Ha a fuggvény derivaltjanak szamitdsa nem okoz gondot akkor megoldhatjuk a
széls6érték keresést ugy is, hogy az elsé derivalt gyokhelyeit megkeressuk.
Alkalmazzuk most a Newton mddszert szélséérték keresésre! A gyokhelykereséssel
szemben nem az f(x) = 0 egyenletet, hanem az f'(x) = 0 egyenletet oldjuk meg, de
ugyanaz az algoritmus hasznalhaté most is (Iasd a korabbi newton.m fajlt).

> function [x2, i] = newton(f, df, x0, delta, N)
> x1 = x0;

> x2 = x1 - f(x1)/df(x1);

> i=1;

> while abs(f(x2))>delta &% i<=N

> x1l = x2;

> x2 = x1 - f(x1)/df(x1);

> i=1 + 1;

> end

> end

A Newton modszer iteraciés képlete zérushely kereséshez, az f(x) = 0 egyenlet
megoldasakor:

@)
f1(x)
Ugyanez széls6érték kereséséhez, az f'(x) = 0 egyenlet megoldasakor f(x) -et
f'(x)-re cserélve és f'(x)-et f''(x)-re cserélve:
_ e
£ (xi)

Xiv1 = Xj

Xi+1 = Xj
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A Newton moddszer el6nye, hogy mind minimum, mind maximum szamitasra
hasznalhat6é. Hatranya, hogy szikség van mind az els6, mind a masodik derivalt
szamitasara! Oldjuk meg az el6z6 feladatot Newton mddszerrel is! Kezd6értéknek
valasszuk most az el6z6 intervallum egyik végpontjat, az dsszehasonlithatosag végett,
mondjuk az 2000-et! (Természetesen az abra alapjan pontosabb kezdéeérték is
valaszthat6 lenne.).

Az eredeti egyenlet a kdvetkezo:

_ qo
120LEI

Ennek az els6 (vagy masodik) derivaltjat nem tul nehéz szamitogép nélkul sem
meghatarozni, mivel egy polinomrél van sz6. Az elsé derivalt:
do

f) =" =700

Természetesen Matlab-bal is meghatarozhatjuk az x szerinti derivaltat, szimbolikusan.
Ahhoz, hogy 0Ossze tudjuk hasonlitani a szamitogép nélkul végzett derivalassal,
el6szor alakitsuk szimbolikussa az El, L, qo és x valtozokat, ezekkel definialjuk a
szimbolikus ys fuggvényt, majd szamitsuk ki a derivaltakat szimbolikusan:

y (x5 — 5Lx* 4+ 71%x3 — 313x?),

(5x* — 20Lx3 + 21L%x?% — 6L3x),

%% Newton modszer

% Derivaltak meghatdrozasa

syms EI L g0 x

ys = 0/ (120*L*EI) * (X.AS5-5%L*X . A4+7*LA2%*X . A3-3*LA3%*X.A2)
dx=diff(ys,x)

% -(q0* (6*LA3*Xx - 21*LA2*%XA2 + 20*L*XA3 - 5*xA4))/(120*EI*L)
ddx = diff(ys,x,2)

> % -(gq0*(6*LA3 - 42*LA2*x + 60*L*XA2 - 20%xA3))/(120*EI*L)

A késébbi hasznalathoz szimbolikus kifejezések helyett fliggvényekre lesz
szlUkségunk! Hasznaljuk a matlabFunction parancsot ehhez!

vV V.V V V VYV

> % Alakitsuk flggvénnyé a dx szimbolikus kifejezést!

> dxf = matlabFunction(dx)

> % @(EI,L,q0,x)(q0.*(L.*x.A3.%2.0e+1+L.A3.%X.%6.0-X.A4.%5.0-

L.A2.%x.A2.%2.1e+1).%(-1.0./1.2e+2))./(EI.*L)

Az eredményben azt latjuk, hogy egy négyvaltozés (EI,L,qo,x) figgvény jott Iétre! Ez
annak koszonhet6, hogy EI.L,qo valtozdkat felllirtuk, amikor szimbolikusként
definialtuk 6ket. Neklink azonban egy egyvaltozos fliggvényre van szikségunk. Ehhez
meg kell adnunk ujra az EIl, L és qo valtozok értékeit, majd a kapott szimbolikus
eredményeket egyszerllen bemasolhatjuk a fliggvény definicio eleje utan
CTRL+C/CTRL+V hasznalataval.

% Alakitsuk at fliggvénnyé a szimbolikus kifejezéseket!

E = 70000; I = 5.29e7; q0 = 15; L = 3000; EI = E*I;

dxf = @(X) -(q0*(6*LA3*X - 21*¥LA2*xA2 + 20*L*XA3 - 5%xA4))/(120%EI*L)
ddxf = @(x) -(qO0*(6*LA3 - 42*LA2*X + 60*L*XA2 - 20%xA3))/(120%EI*L)
llletve kis valtoztatassal itt is hasznalhatjuk a matlabFunction parancsot. Ehhez el6tte
Ujra definialni kell El,L,qo valtozékat, majd ezek értékeit behelyettesiteni a szimbolikus
kifejezésekbe a subs paranccsal. A subs parancs segitségével be lehet helyettesiteni
egyszerre az 0sszes korabban szamként megadott valtozét, vagy meg lehet adni
tetszbleges valtozo értékét is.

vV V. V V
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% matlabFunction hasznalata behelyettesitéssel

E = 70000; I = 5.29e7; q0 = 15; L = 3000; EI = E*I;
dx = subs(dx),ddx = subs(ddx)

dxf = matlabFunction(dx)

ddxf = matTabFunction(ddx)

V V. V V V

Végul a megoldas Newton médszerrel:

> % megoldas Newton médszerrel

> [xn in] = newton(dxf, ddxf, 2000, le-6, 100)

> % xn = 1.4257e+03; in = 3
Most minddssze 3 iteracidbdl eljutottunk a megoldashoz, latszik, hogy ez a médszer
sokkal gyorsabban konvergal, amennyiben konvergal.

MATLAB BEEPITETT FUGGVENY ALKALMAZASA (FMINSEARCH,FMINBND)

Természetesen a Matlab-nak van sajat beépitett flUggvénye is, amivel minimumot lehet
keresni, pl. az fminsearch parancs. Ez Nelder-Mead szimplex médszert hasznal.

% Matlab beépitett fliggvény - fminsearch

E = 70000; I = 5.29e7; q0 = 15; L = 3000; EI = E*I;

y = @(x) q0/(120*L*EI)* (X.A5-5%L*X . A4+7*LA2%X.A3-3*LA3%*X . A2)
xmin = fminsearch(y,2000) % 1.4259e+0

Meghivhatjuk olyan mdédon is az fminsearch fuggvényt, hogy ne csak a minimum
helyét adja vissza, hanem az értékét is és egyéb részleteket is.

vV V.V V

> [x,fval,exitflag,output] = fminsearch(y,2000)

> % x = 1425.9; fval = -0.42935

> i output.iterations % i = 25 - iteraciok szama

> n = output.funcCount % n = 50 - flggvény kiértékelések szama

A Matlabnak van zart intervallum megadasat igénylé egyvaltozés optimalizacios
parancsa is, az fminbnd. A megadasa egy [a,b] intervallummal:
fminbnd(figgvény,a,b).

KETVALTOZOS FUGGVENY SZELSOERTEK KERESESE

Nem csak egy, hanem tobbvaltozds feladatok esetében is gyakran van szikség
szélsb6érték meghatarozasra, lehet ez egy fellilet legkisebb, legnagyobb értéki
helyének meghatarozasa, egy térbeli tarté bizonyos pontjainak x,y iranyd maximalis
elmozdulasa, uthalézat csomopontjainak idealis megvalasztasa a tavolsagok
minimalizalasaval stb. A megkdétés nélkili tdbbvaltozés esetben is tdbbféle megoldasi
modszer kozul valaszthatunk. Hasznalhatunk példaul tobbvaltozés Newton-mddszert,
gradiens modszert, Nelder-Mead szimplex mddszert is.

Nézzik el6szor egy fiuggvénnyel megadott felllet szélséértékeinek a meghatarozasat!
A felliletet a kdvetkez6 fliggvénnyel definialhatjuk:

sin(2-m-x)-cos(5-y)
24+x3)-(1+2-y°)

A tartomany, ahol a széls6értékeket keressuk: —0.5 < x <0.5; -05<y < 1.

fo,y) =

Definialjuk a fellletet és abrazoljuk térbeli abran és szintvonalakkal is, a szintvonalakat
feliratozva!
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%% Kétvaltozds fliggvény lokdlis szélsbértékeinek meghatdrozasa
clc; clear all; close all; format shortG;

= @(x,y) sin(R*pi*x).*cos(5%y)./((2+x.A3).*(1+2*y.A5))
figure(l); fsurf(f,[-0.5 0.5 -0.5 1)
figure(2); hl = ezcontour(f,[-0.5 0.5 -0.5 1])
set(hl, 'ShowText','on")

V V.V YV VYV

sin(2 7 x) cos(5 y)/((2+x°%) (1+2 y%))
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Latjuk, hogy a megadott tartomanyon tobb lokalis minimum és maximum is talalhato.
Hogyan tudjuk ezeket megtalalni? Tdbbféle mddszert is hasznalhatunk példaul a
Matlab egyik beépitett flggvénye (fminsearch) altal alkalmazott Nelder-Mead
moddszert, vagy a tobbvaltozos Newton-moddszert, ami az egyvaltozés esetben
alkalmazott mdédszer altalanositasa.

NELDER-MEAD SZIMPLEX MODSZER

A Nelder-Mead szimplex médszert eredetileg 1965-ben publikaltak (Nelder and Mead,
19652). Ez az egyik legismertebb modszer a tobbvaltozds optimalizaciora derivalt
hasznalata nélkil, egy un. direkt keres6 eljaras (‘'direct search method’). Ez egy
heurisztikus algoritmus, ami egyszerl és konnyen alkalmazhato.

Az algoritmus egy szimplexen alapul, ami egy n dimenzids térben egy n+1 csucsbdl
allé geometriai alakzat, 2D-ben egy haromszog, 3D-ben egy tetraéder. Az eljarasban
nincs szukség gradiensek szamitasara, csak a csucsok értékének meghatarozasara.
Maga az eljaras kilénb6zé geometriai transzformaciokat hajt végre a szimplexen, pl.
tUkrozés, nyujtas, zsugoritas, tagitas, 6sszehuzas, annak érdekében, hogy csdkkentse
a fluggvényértékeket a csucsokban.

A moddszer soran felvesziink egy kezdd poliédert (szimplexet), 2 dimenziés esetben
egy haromszodget, majd az eljaras soran kuloénb6zé miveleteket alkalmazva (nyuijtas,
zsugoritas, tukrozés) ugy valtoztatjuk a 3 pont helyzetét, hogy mindig igazodjon a
figgveényfelllet alakjahoz, amig a minimumhely kérnyezetére zsugorodik. Az eljaras
megertéseéhez  érdemes megnézni  mintanak a  kovetkez6  animaciot:
https://en.wikipedia.org/wiki/File:Nelder-Mead _Himmelblau.qif.

2J. A. Nelder, R. Mead, A Simplex Method for Function Minimization, The Computer Journal, Volume
7, Issue 4, January 1965, Pages 308—-313, https://doi.org/10.1093/comjnl/7.4.308
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MEGOLDAS NELDER-MEAD SZMPLEX MODSZERREL MATLAB-BAN

Hatarozzuk meg a megadott felllet lokalis széls6érték helyeit a Nelder-Mead szimplex
moddszerrel! A Matlab beépitett fminsearch eljarasa az optimalizacibhoz ezt az
algoritmust hasznalja. Figyeljunk arra, hogy ez a fuggvény csak minimumkeresésre
hasznalhato, maximumkeresésre nem (mint az a neve alapjan is varhato).

Nagyon fontos, hogy a tobbi Matlab beépitett fliggvényhez hasonldéan az fminsearch
is vektorvaltozés fuggvenyekkel tud csak dolgozni, ezért elsé [épésben vektorizalni kell
a fuggvényt. A szintvonalas abran latszddik, hogy 2 minimum és két maximum
talalhaté a vizsgalt tartomanyon. Az abrabdl kdnnyen tudunk kezddértéket valasztani
hozzajuk. A kezd6értékeket oszlopvektorban adjuk meg!

> F = @(v) f(v(),v(2)); % vektorvaltozossa alakitas
> % kezd6értékek a minimumhelyekhez:

> x01 = [-0.2;0]; x02 = [0.2;0.6];

> % kezd6értékek a maximum helyekhez

> x03 = [0.2;0]; x04 = [-0.2;0.6];

El6szor hatarozzuk meg a 2 minimum helyét és értékét és abrazoljuk Oket a
szintvonalas abran is!

> % Minimumhelyek meghatarozasa
> [soll fl1] = fminsearch(F,x01) % -0.25241 8.9111e-06; -0.504
> [sol2 f2] = fminsearch(F,x02) % 0.24767 0.58715; -0.42622

> hold on; plot(sol11(1),so011(2),'ro'); plot(sol2(1),s012(2),'rd")

Majd keressik meg a maximum pontok helyét és értékét is! El6szor nézzik meg, mi
torténik, ha a maximum pont kdzelében adunk egy kezddértéket az optimalizacios
algoritmusunknak!

> % Maximumhelyek meghatrozasa
> [sol13 f3] = fminsearch(F,x03) % -0.25241 1.7236e-05; -0.504
> plot(so13(1),s013(2), "k+");

A kapott érték megegyezik az elsé megoldasunkkal, ami egy minimumhely volt. Az
fminsearch csak minimumhely megkeresésére hasznalhat6, amennyiben maximumot
szeretnénk vele megkapni, akkor a fliggvény definiciét kell moédositanunk, és a
fuggvény -1 szeresét kell definialnunk. Itt a maximumkeresés problémaja
minimumkereséssé alakul at. Természetesen, ha a flggvény értékét szeretnénk
visszakapni, akkor az megtalalt maximum helyet az eredeti flggvénybe kell
visszahelyettesiteni.

Fmax = @Q(v) -1*F(v) % Flggvény -1 szeresének definialasa

[so13 f3] = fminsearch(Fmax,x03) % 0.24765 -2.3376e-05; -0.49618
plot(so13(1),s013(2), "k*"');

[so14 f4] = fminsearch(Fmax,x04) % 0.24765 -2.3376e-05; -0.49618
plot(so14(1),s014(2), "'ks');

% Maximum értékek az eredeti fliggvénybe visszahelyettesitve

f3 = F(sol13) % 0.49618
f4 = F(sol4) % 0.43293

VV VYV VYVVYV
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sin(2 7 x) cos(5 y)/((2+x3) (1+2 y®))
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TOBBVALTOZOS NEWTON-MODSZER3

Természetesen sok mas mddszer is alkalmazhatoé optimalizaciéra. EQy masik moédszer
lehet a tobbvaltozés Newton-mddszer, amit az egyvaltozés esetbél kdnnyen lehet
altalanositani. A Newton moédszer elénye, hogy a szélséérték keresés soran minimum
és maximum hely is meghatarozhato vele, hiszen azokat a helyeket keresi meg, ahol
a derivalt értéke nulla, vagyis vizszintes lesz az érint6. Hatranya is pont ebben van,
hogy meg kell hatarozni hozza az els6 és a masodik derivaltakat is, ami
szamitasigényes.

Egyvaltozos esetben a Newton-mddszer széls6érték keresésre alkalmazott iteracios
képlete a kovetkezd volt:

fl@)

£ )
Ezt a képletet lehet altalanositani tobbvaltozos esetre is, csak az els6 derivalt helyett
a tdbbvaltozés fuggvény gradiens vektorat kell hasznaljuk (Vf), a masodik derivalt

helyett pedig a Hesse matrixot (H). A tébb valtozot itt is egy vektorban kel megadni (x).
Itt az

Xiv1 = X

Xip1 =% — H7'(x) - V(%)
ahol a Hesse-matrix, az f(x) fUggvény masodik parcialis derivaltjainak a matrixa, a
gradiens vektor pedig az elsé parcialis derivaltak vektora. Kétvaltozos f(x,y) esetben a
gradiens vektor és a Hesse-matrix a kovetkez6 lesz:

3 Otthoni atnézésre.
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Korabban, a nemlinearis egyenletrendszerek megoldasakor, mar hasznaltuk a Jacobi
matrixot, amiben a vektorban tarolt egyenleteknek/fuggvényeknek az elsé parcialis
derivaltjai voltak benne. A Hesse matrix elballithaté egy fuggveny gradiens vektorara
kiszamolt Jacobi matrixszal is.

A lenti fuggvény (gradmulti.m) a tobbvaltozés Newton-modszer megoldasa Matlab-
ban, ahol a bemenet a gradiens vektor - grad, a Hesse matrix - hesse, egy x0 kezdeti
pozicio, eps tolerancia érték a leallasi feltételhez és egy nmax maximalis iteracié szam.
Vegyuk észre, hogy az eredeti F figgvény nem kell a megoldashoz, csak a Hesse
matrix és a gradiens vektor.

A kimenetben x1 a megoldas, i az iteraci6 szam, X pedig az egymast kovetd
megoldasok |épéseit tartalmazza.

\

function [x i X] = gradmulti(grad, hesse, x0, eps, nmax)

>

> x1 = x0 - pinv(hesse(x0))*grad(x0);

> i=1;

> X=[x0 x1];

>

> while and(norm(x1l - x0) > eps, i < nmax)
> x0 = x1;

> x1 = x0 - pinv(hesse(x0))*grad(x0);
> i=1+ 1;

> X = [X x1];

> end

> X = x1;

A Matlab beépitett flggvényei kozoétt is talalunk olyat, ami gradiens alapu
optimalizalast végez, ilyen az fminunc fliggvény, ami kvazi-Newton minimalizalast
alkalmaz. Az fminunc flggvény esetében a Newton moddszer hasznalatara is
lehetéség van, amennyiben megadjuk opcionalis bemenetként a gradiens vektort és a
Hesse matrixot. Ennek a pontos megadasi modjat a Matlab dokumentacidban
eérdemes megnézni.

MEGOLDAS TOBBVALTOZOS NEWTON-MODSZERREL*

Lattuk, hogy tobbvaltozos esetben szukség lesz a gradiens vektorra és a Hesse
matrixra, az egyvaltozos esetben alkalmazott elsé és masodik derivalt helyett. Allitsuk
elé ezeket Matlab-ban. A gradiens vektor el6allitasara hasznalhatjuk a gradient
parancsot a Matlab-ban, mind numerikusan, mind szimbolikusan. Hogy jobban el
tudjuk képzelni abrazoljuk el6szor a numerikusan eléallitott gradiens vektorokat!
Ehhez hozzunk Iétre egy racsot meshgrid paranccsal és ebben a racsban szamoljuk
ki a gradiens értékeket, amiket a quiver paranccsal abrazolhatunk! (Iasd részletesen

4 Kiegészit6 anyag otthoni atnézésre.
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a numerikus derivalas gyakorlat anyagat!) Ezt csak szemléltetés kedveert mutatjuk be,
a megoldashoz nincs szukség a numerikus gradiensekre.

vV V. V V V

% Gradiens vektor abrazolasa numerikusan

[X,Y] = meshgrid(-0.5:0.1:0.5, -0.5:0.1:1);

z = f(X,Y); % flggvény értékek a racspontokban

[px,py] = gradient(z); % gradiensek szamitasa numerikusan
quiver(X,Y,px,py)

sin(2 « x) cos(5 y)/((2+x%) (1+2 y®))
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A tébbvaltozés Newton-modszer alkalmazasahoz nem numerikus matrix formaban van
szlkséglnk a gradiens vektorra és Hesse matrixra, hanem vektorvaltozds fuggvény
formajaban. Ezt meghatarozhatjuk szimbolikus szamitasokkal a gradient és a
hessian parancsok alkalmazasaval a szimbolikus f fliggvényre!

\% vV V.V V V

V V VYV VYV

% Flggvények szimbolikusan

syms X Yy;

fs = f(x,y) % (cos(5*y)*sin(2*pi*x))/((XA3 + 2)*(2*yA5 + 1))
G = gradient(fs) % Gradiens vektor szimbolikusan

% (2*pi*cos(5*y)*cos(2*pi*x))/((XA3 + 2)*(2*yA5 + 1)) -
(3*xA2*%cos(5*%y) *sin(2*pi*x)) /((XA3 + 2)A2%(2*yA5 + 1))

% - (5*sin(5*y)*sin(2*pi*x))/((XA3 + 2)*(2*yA5 + 1)) -
(10*yAd*cos(5%y)*sin(2*pi*x))/((XA3 + 2)*(2*yA5 + 1)A2)

H = hessian(fs) % Hesse matrix szimbolikusan

% Alakitsuk H-t és G-t vektorvaltozés fliggvénnyé

G = matlabFunction(G) % G szimbolikus kifejezés fliggvénnyé alakitasa
H = matlabFunction(H) % H szimbolikus kifejezés fliggvénnyé alakitasa
G = @(x) G(x(D),x(2)) % vektorvaltozossa alakitas
H=@x) Hx(1),x(2)) % vektorvaltozéssa alakitas

A mddszerrel, akar minimum, akar maximum helyet meg tudunk hatarozni. Hasznaljuk
a korabban megadott kezddeéertekeket egy minimu és egy maximum hely
megtalalasahoz!

>

vV V. V V

% Minimum és maximum hely keresése

[minl i M1] = gradmulti(G,H,x01,1e-6,100) % az egyik minimumhely
[maxl i M2] = gradmulti(G,H,x03,1e-6,100) % az egyik maximumhely
plot([minl(1);max1(1)], [min1(2);max1(2)], 'mo', 'MarkerFaceColor','m")
F(minl) % -0.504
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> F(max1l) % 0.49618

Nagyon gyorsan konvergalt a mddszer, 4 iteraciobdl eljutottunk a minimumhelyre a
kivant pontossagon belul.

sin(2 7 x) cos(5 y)/((2+x>) (1+2 y?))
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GLOBALIS OPTIMALIZACIO

Mint lattuk, egy adott tartomanyban tobb lokalis minimum is létezhet. Ezek kozul a
legkisebb lesz a globalis minimum (az abran P,). Az eddig ismertetett médszerek, mint
az intervallum modszer, Newton mddszer, vagy a Matlab altal alkalmazott Nelder-
Mead szimplex modszer egy kezdeti érték megadasat igénylik és altalaban
.elakadnak” a legkdzelebbi lokalis minimumnal. Tébb minimum esetén tébb
kezd6értékkel kell meghivni Oket, és utana ezeket 0sszehasonlitva tudjuk eldonteni,
hogy melyik a globalis minimum. Hasznalhatunk azonba olyan heurisztikus
megkozelitést amelyekkel a globalis minimumot tudjuk megkozeliteni, kezddeérték
megadasa nélkul, ilyen példaul a genetikus algoritmus, amellyel a kovetkez6kben
fogunk foglalkozni.

A
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GLOBALIS OPTIMALIZACIO GENETIKUS ALGORITMUSSALS

Legyen a feladat egy f(x) egyvaltozés fuggvény globalis minumanak meghatarozasa
egy adott x € [a, b] intervallumban, azaz

min £ ()
A genetikus algoritmusok populacié alapu specidlis evoluciés algoritmusok, olyan
heurisztikus keresési technikak, melyekkel optimumot lehet keresni. Technikaikat,
szakkifejezéseiket az evolucidbiologiabdl kdlcsondzték.

A genetikus algoritmusokra altalaban jellemz6, hogy az optimalizadlandé
célfliggvénynek viszonylag kevés megkotésnek kell megfelelnie. Példaul a
hagyomanyos eljarasokkal ellentétben nem kell zart formaban megfogalmazhaténak,
linearisnak, vagy derivalhaténak lennie. Az egyetlen feltételezés, amivel ezek az
eljarasok élnek, az, hogy kis valtoztatas a fuggvény paramétereinek értékében kis
valtozast kell hogy eredményezzen a fuggvény értékében (tehat a figgveny ,felllete”
ne legyen teljesen véletlenszeri).

A célfuggvényt, amelynek a minimumhelyét keressuk, hivhatjuk koéltségfuggvénynek
vagy energiafuggvénynek is. Egy masik lehetséges elnevezés a ratermettségi, fitnesz
(angolul ,fitness”) fuggvény.

A genetikus algoritmusokat szamitogépes szimulacidkkal implementaljak. A keresési
tér elemei alkotjak a populacié egyedeit, melyeket keresztezni és mutalni lehet, igy Uj
egyedek hozhatok létre. A genetikus algoritmus mikodése soran egyrészt Uj
egyedeket hoz létre a keresztezés és a mutacié operatorokkal, masrészt kisz(ri a
rosszabb fitnesz fuggvény értékkel rendelkezé egyedeket és eltavolitja a populaciébdl.

Lépései:
¢ Inicializacio
A kezdeti populaciot legegyszeribb véletlenszerlien generalni. A populacio mérete a

probléma természetétdl flgg, de leggyakrabban néhany szaz vagy néhany ezer
egyedbdl all. Hagyomanyosan az egyedek a kereseési téren egyenletesen oszlanak el.

e Kivalasztas

Minden sikeres generacioban a jelenlegi populacidé egy része kivalasztasra kerul
szaporodasra. Altalaban fitnesz alapjan térténik, ahol a fittebb egyedek (a fitnesz
flggvény szerint) valészinlibben kerillnek kivalasztasra. A fitness fliggvény a példany
min&ségét meéri.

e Szaporitas

Egyedekbdl ujabb egyedeket a keresztezés (vagy rekombinacid) és a mutacid
mivelettel lehet |étrehozni, ez a szaporitas. Ezeket az operatorokat altalaban
véletlenszerien alkalmazzak.

o Leallas

5 A genetikus algoritmusok elméleti 6sszefoglaldja Laky Sandor 2012-es Metaheurisztikus optimalizacié
a geodéziaban cim{ PhD dolgozata alapjan készilt.
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A genetikus algoritmusok rendszerint addig futnak, amig egy leallasi feltétel nem
teljesul. Lehet ez egy adott generacioszam elérése, vagy ha a legjobb egyed fitnesz
ertéke mar nem javul jelentés mértékben egy-egy iteracidval.

A genetikus algoritmusok részleteibe itt most nem megylnk bele, sok nehéz
programozasi feladat megoldasat segitik, de nem garantaljak, hogy megtalaljak az
optimumot. Mivel a globalis minimalizalas relative lassu és sok miveletet igényel, ezért
a kovetkez6 stratégia célszeri:

- aranylag kis populaciéval és kevés generacio engedélyezésével a globalis minimum
kozelébe jutunk,

- majd onnan inditva valamilyen lokalis modszerrel pontositjuk azt

A MATLAB YouTube csatorndjan is talalhaté egy szemléletes példa a genetikus
algoritmusok mikodésérdl: https://www.youtube.com/watch?v=1i8muvzZkPw

GENETIKUS ALGORITMUS HASZNALATA MATLAB-BAN

Hatarozzuk meg a globalis minimumat az el6z6 fellletnek a megadott tartomanyon
genetikus algoritmust hasznalva! Ehhez a ga (genetic algorithm) fuggvényre lesz
szukségunk, illetve a megfelel6 beallitasokhoz a gaoptimset fliggveényre.

A gaoptimset segitségével allithatjuk be a kezdeti populacié darabszamat és a
hasznalni kivant generaciok szamat is. hasznaljunk most egy 200 elembél alld
populaciét és 20 generacidt, illetve allitsuk be, hogy az iteracios Iépéseket is jelezze
ki' A szadm megjelenitési formatumat is allitsuk nagyobbra, hogy latszédjon a
kuldnbség tobb futtatas kozott!

> % inicializalas

> format TongG;

> options =

gaoptimset('Generations',20, 'Populationsize',200, 'Display', "iter');

A ga algoritmust tobbféle paraméter megadasaval lehet meghivni, altalanos esetben
igy néz ki a parancs:

[x,fval] = ga(fitnessfcn,nvars,A,b,Aeq,beq,LB,UB,nonTcon,options)

A bemenetek kdzo6tt az optimalizalandé célfliggvény a fitnessfcn, a valtozok szama az
nvars (jelen esetben 2, mivel kétvaltozés optimalizalas a feladat). A,b,Aeq,beq linearis
megkotések paraméterei (egyenlétlenség, egyenlet), amik ebben az esetben
nincsenek, ha szukséges hasznalni 6ket, akkor ezek jelentésen le tudjak lassitani a
futasidét. LB (lower boundary), UB (upper boundary) a vizsgalt tartomany alsé és felsé
hatarait tartalmazzak egy-egy vektorban. A nonlcon paraméterben nemlinearis
feltételeket lehetne megadni. Az utols6 paraméter pedig az opciok, ahol a gaoptimset-
ben megadott értékeket vehetjik figyelembe. Azon paraméterek helyett, amiket nem
kivanunk hasznalni egy-egy ures matrixot kell megadnunk, mivel a Matlab a megadott
sorrendben varja az adatokat. Fontos, hogy a Matlab a tobbi beépitett parancshoz
hasonldéan vektorvaltozos flggvényt var ell Amennyiben kétvaltozos flggvény
optimalizalasa a feladat, akkor el6szor azt vektorvaltozéssa kell alakitani. Itt ezt mar
megcsinaltuk korabban, amikor az f fliggvénybdél az F fiUggvényt eldallitottuk.

> %% Megoldas genetikus algoritmussal
> % [x,fval] = ga(fitnessfcn,nvars,A,b,Aeq,beq,LB,UB,nonlcon,options)
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> = [1; b=1[1; Aeq = [1; beq = [1; % linearis megkotés
> c = [1; / nemlineadris megkotés

> = [-0.5,-0.5]; % Tower boundary - alsoé hatar

> = [0.5, 1], % upper boundary - felsé hatar

> V koze11to minmumhely genetikus algoritmussal

> xga = ga(F,2,A,b,Aeq,beq,LB,UB,nlc,options)

> % xga = -0.252456968480699 -0.000708545893755685

> % fga = -0.503991955761332

Futtassuk le tobbszor az algoritmust! Latni fogjuk, hogy a megoldas minden
alkalommal kicsit mas lesz, de nagysagrendileg nem valtozik.

Pontositsuk az eredmeényt lokalis minimumkeresé algoritmus hasznalataval,
kezddértéknek hasznaljuk a genetikus algoritmussal meghatarozott minimumot!

% minmumhely pontositasa lokalis optimalizacidés algoritmussal

[xy_min zmin]=fminsearch(F,xga)

% xy_min = -0.252380312148973 -7.22400617317352e-06

% zmin = -0.503995085159198

plot(xy_min(1),xy_min(2),'kd", '"Markersize',10, 'MarkerFacecColor','g')

vV V. V V V
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Hasonlitsuk O0ssze a genetikus algoritmussal kapott minimum értékét a lokalis
algoritmussal pontositott értékkel!

> F(xy_min)<F(xga) % logical 1 -> 1igaz

GYAKORLO FELADATOK OPTIMALIZACIOHOZS®

Tobbféle feladatot atnéztink az el6zéekben lokalis és globalis optimalizaciéra, akar
minimum, akar maximum keresés kapcsan. Az optimalizacié egy nagyon gyakori
feladat, sokféle kulonbdz6 épitdipari tertleten lehet ra szikség. Nézziink meg néhany
optimalizaciora vezetd feladatot gyakorlasképp. Az els esetében vizsgaljuk meg egy
folyéba torkolld tisztitott szennyvizbevezetés esetében a folyd vizben oldott oxigén

6 Otthoni gyakorlashoz
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koncentraciéjanak minimalis értékét, amihez egy egyvaltozos optimalizaciot fogunk
hasznalni. A masodik esetben egy nemlinearis legkisebb négyzetes feladatot fogunk
megoldani, a harmadik esetben pedig egy racshaldéban mért domborzat legmagasabb
és legalacsonyabb pontjat keresstuk meg globalis optimalizacidval.

SZENNYEZO ANYAG TERJEDESENEK, KONCENTRACIO ELOSZLASANAK
MEGHATAROZASA (EGYVALTOZO0S OPTIMALIZACIO)

Szennyvizbevezetések altal terhelt élévizek esetében, a kornyezeti hatasok
megismerése és egyuttal lehetséges minimalizalasa érdekében fontos a szennyezé
anyag terjedésének, koncentracid eloszlasanak meghatarozasa. Folydkba torkolo
tisztitott szennyvizbevezetés esetében vizsgaljuk meg a folyd vizben oldott oxigén
koncentraciéjanak minimalis értékét! Ennek értéke a viz élévilaganak védelme
érdekében nem lehet kisebb egy kritikus minimum szintnél!

Szennyviz
bevezetés helye

AV

-
Folyasirany
~

—

Y
Vizben oldott oxigén koncentracidja

Az abra a koncentracio valtozasat mutatja a szennyez6 anyag tartézkodasi idejének
fuggvényében. Az oldott oxigén koncentracio (c) valtozasat az id6 figgvényében a
kovetkezd fliggvénnyel lehet leirni [mg/L]:

kaLo
kg + ks —k,
ahol t a tartozkodasi id6 [nap], cs a telitési koncentracié (most az értéke: 10 mg/L), Lo
a biokémiai oxigénigény (BOD) a betaplalasnal (50 mg/L), ka a lebomlasi sebesség
[0.1 1/nap], ks a killepedési sebesség [0.05 1/nap], ka az atlevegbzési sebesség [0.6
1/nap], Sv pedig a kitlepedési oxigénigény [1 mg/L/nap].

Ty

S
C(t) = Cg (e_kat — e_(kd“'ks)t) _ k_b(]- _ e_kat)
a

kozelében! El6szor abrazoljuk a fuggvényt!

> % szennyviz bevezetés

> clear all; clc; close all;

> ¢s = 10; LO = 50; kd = 0.1; ks = 0.05; ka = 0.6; Sb = 1;
>

>

c = @(t) cs - kd*L0/(kd+ks-ka)*(exp(-ka*t)-exp(-(kd+ks)*t)) -
Sb/ka* (1-exp(-ka*t))
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A koncentracio fuggvénye el lett mentve a koncentracio.mat fajlba, igy a begépelések
elkerulése miatt betdlthetjuk a fuggvényt abbdl is:

> Tload koncentracio; _ csaantion

> C

> % c = @(t)cs-kd*L0/ (kd+ks-ka)*(exp(-
Eai%%;exp(—(kd+ks)*t))—Sb/ka*(l—exp(—
a%

Abrazoljuk 0-25 nap kozoétt a koncentracid
valtozasat!

> figure(l)

> fplot(c,[0 25])
Keressuk meg az intervallum moddszerrel a folyo

minimalis oxigén koncentracidjat! A kezd6 unimodalis intervallum legyen a [0, 5] az
abra alapjan!

% intervallum modszer - egyenlé felosztas
[x1 i1] = intervallum(c,0,5,1le-6)

% x1 = 3.3912; i1 = 37

cl = c(x1) % 3.3226

Tehat dsszesen 37 iteracio alatt taldltuk meg a minimumhelyet, a minimalis oxigén
koncentracio pedig 3.32 mg/L lett. co...-Stika (-expéka )

vV V.V V

Keressuk meg az aranymetszes modszerével is
a minimalis oxigén koncentraciot! abrazoljuk is
az eredményt!

% aranymetszés modszere

[x2 i2] = aranymetszes(c,0,5,1le-6)
% x2 = 3.3912; 1i2 = 31

c2 = c(x2) % 3.3226

hold on;

plot(x2, c(x2), 'r*")
Most egyrészt a korabbi 37 iteracio helyett 31 iteracios lépés is elég volt a
megoldashoz, viszont, ha a fuggvény kiértékelések szamat nézzik, akkor még
nagyobb a kilénbség. Az egyenl6 felosztas esetén minden iteraciéban 2
fluggvényértéket kellett kiszamolni, vagyis 37*2=74 flggvénykiértékelés tortént, az
aranymetszés esetében csak az elsd iteracioban kellett 2 kiértékelést végezni, utana
mar csak iteracionként egyet, vagyis 6sszesen 32-szer kellett kiszamolni a figgvény
értékét! Ez bonyolult fliggvények esetében nagy elényt jelent az egyenletesen felvett
pontokkal szemben.

V V VYV V VYV

Alkalmazzuk most a Newton mddszert széls6érték keresésre! A Newton modszerrel
torténd szélséérték kereséshez szukseég van mind az els6, mind a masodik derivalt
szamitasara! Kezdéeértéknek valasszuk most az el6z6 intervallum egyik végpontjat, az
O0sszehasonlithatésag végett, mondjuk az 5-6t! (Természetesen az abra alapjan
pontosabb kezd&érték is valaszthatd lenne, példaul a 4). A szimbolikus derivaltak
flggvénnyé alakitasahoz hasznaljuk a matlabFunction fliggvényt!

> %% Newton modszer
> syms t
> df = diff(c(t),t) % df = (5*exp(-(3*t)/20))/3 - (23*exp(-(3*t)/5))/3
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ddf = diff(c(t),t,2) % ddf = (23*exp(-(3*t)/5))/5 - exp(-(3*t)/20)/4

>
>

> % Alakitsuk 4t a szimbolikus kifejezéseket fliggvényekké!
> df = matlabFunction(df)

> ddf = matlabFunction(ddf)

>
>
>

% megoldas Newton médszerrel

[cn in] = newton(df, ddf, 5, le-6, 100) % cn = 3.3912; in = 6
Most minddssze 6 iteracidébdl eljutottunk a megoldashoz, latszik, hogy ez a médszer
sokkal gyorsabban konvergal, amennyiben konvergal. Prébaljuk meg valtoztatni a
kezdbértéket, adjuk meg az intervallum masik végpontjat a 0-t is, majd egy jobb
kozelitésként a 4-et, és probaljunk ki egy tavolabbi értéket is, mondjuk a 10-et! Mit
kapunk eredményul?

NEMLINEARIS LEGKISEBB NEGYZETES PROBLEMA (TOBBVALTOZOS NEWTON
MODSZER, NELDER-MEAD MODSZER, GENETIKUS ALGORITMUS)

Nem csak egy fuggvénnyel megadott vagy mért fellulet szélsGértékeinek
meghatarozasat oldhatjuk meg kétvaltozés optimalizacioval. A korabban mar
megismert mobiltelefonos pozicié meghatarozasra vonatkozé ivmetszést hasznald
példat folytassuk. A nemlinearis egyenletrendszereknél két mérési eredményunk volt
két valtozora, a gyakorlatban azonban folés méréseink is szoktak lenni. 3 vagy tdébb
mérés esetén, ha nem teljesen hibatlanok a mérések, akkor maradék ellentmondasok
adoédnak a pozici6 meghatarozasakor, kiegyenlitésre van szikség. Akarcsak a
tulhatarozott linearis egyenletrendszereknél, itt is a legkisebb négyzetek modszerét
hasznalva minimalizalhatjuk a hibat, a maradék eltérések négyzetdsszegét. A feladat
megoldhaté linearizalassal is, de hasznalhatunk tobbvaltozdés szélsdértek keresd
algoritmusokat is. Az ismeretlen pozici6 (x,y) koordinatajanak meghatarozasara most
4 mobiltoronyra végeztink tavolsag méréseket, ebbdl kellene meghatarozni a
legvaloszinlbb poziciot!

Mobil X koordinata | Y koordinata | Mért bazis-

torony terminal
sorszama (x;) [m] () [m] tavolsag
(r;) [m]

1 561 487 2130

2 5203 4625 5620

3 5067 -5728 6040

4 1012 5451 5820

A mért tavolsagok egy-egy kort hataroznak meg, aminek az egyenlete implicit alakban
a kovetkezo:

(x —x)*+(y—y)? =17
A megoldashoz el6szor rendezzuk 0-ra az egyenletet!

(x—x)*+ @ —y)*—r?=0,
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ahol x;, yi a mobiltornyok koordinatai, x,y pedig a keresett allaspont.

Elsd Iépésként abrazoljuk a koroket és nézzik meg a metszéspont kornyékét Matlab-
ban! El6szor adjuk meg vektorokban a mérések eredményeit és abrazoljuk a
mobiltornyok helyzetét! A mobiltornyok koordinatai és a mért tavosagok
megtalalhatéak a tornyok.txt fajlban is, innen is beolvashatjuk az adatok, vagy
begépelhetjik 6ket.

clear all; clc; close all;

xt = [561; 5203; 5067; 1012]
vyt [487; 4625; -5728; 5451]
rt = [2130; 5620; 6040; 5820]
% Korok kozéppontjai
figure(1l); hold on;

> plot(xt, yt, 'r*')

V V.V V VYV

Ezutan definialjuk a kor egyenletét altalanosan, és szimbolikus x,y valtozét hasznalva
abrazoljuk az egyes kordket!

> % Kor altalanos egyenlete

> kor = @(x,y,x0,y0,r) (x-x0).A2 + (y-y0).A2 - r.A2
> % korok abrazolasa

> syms X y

> E = kor(x,y,xt,yt,rt)

> for i = 1:4

> fimplicit(eECi),[-5000 12000])

> end

> axis equal

>

title('Pozicié meghatarozas kiegyenlitéssel')
Nagyitsunk ra a metszéspont koruli tertletre!

> % A metszéspont korili terilet

> figure(2); hold on;

> for i = 1:4

> fimplicit(E(i),[2000 3000 -500 100])

> end

> axis equal

> title('Pozicié meghatarozas kiegyenlitéssel')

Pozicio meghatarozas kiegyenlitessel
12000

10000 _- Pozicio meghatarozas kiegyenlitessel

8000
6000

4000
>
> 200
2000

* - -300
0 i

-2000 A0

-4000 -500
2000 2100 2200 2300 2400 2500 2600 2700 2800 2900 3000

X

%
-5000 0 5000 10000
X

Latjuk, hogy a négy kor nem egy pontban metszi egymast, hanem kozrezarnak egy
terlletet, ahol a feltételezett pozicionk van. Ezt a legvalészinibb helyzetet
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hatarozhatjuk meg a maradék eltérések négyzetdsszegének minimalizalasaval. irjuk
fel a minimalizalandé fuggvényt (f), ami a maradék eltérések négyzetosszege lesz

Fry) = ) (= x)? + (v =y = 1)

Definialjuk a célfuggveényt és abrazoljuk is Matlab-ban szintvonalakkal és 3D felllettel

is!

V V.V YV VYV

-100 |
> 200
-300 [

400 PN\

-50 5 2
2000 2100 2200 2300 2400 2500 2600 2700 2800 2900 3000

% minimalizalando fliggvény

f = sum(kor(x,y,xt,yt,rt).A2) % szimbolikus kifejezés

F = matlabFunction(f) % f szimbolikus kifejezés filiggvénnyé alakitasa
fcontour(f,[2000 3000 -500 100]);

figure(3)

fsurf(f, [2000 3000 -500 100])

2,
sylioabeydistomift sumi(eq(x,y,xt,yt,rm))?)

ot essmmnseoe o - =

X

Megoldas tobbvaltozos Newton-moédszerrel

A fenti fliggvény minimum helye lesz a keresett pozicié legvaldszin(ibb értéke. Hogyan
tudjuk ezt megtalalni? Hasznalhatjuk példaul a tdbbvaltozés Newton-mddszert!

vV V.V V V V

% Gradiens vektor abrdzolasa numerikusan

[X,Y] = meshgrid(2000:100:3000, -500:50:100);

Z = F(X,Y); % fluggvény értékek a racspontokban

[px,py] = gradient(z); % gradiensek szamitasa numerikusan
figure(2)

quiver(X,Y,px,py)
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((x - 561 )2 + (y - 487)% - 4536900)° +...+ ((x - 5067) + (y + 5728)” - 36481600)"
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X

% Gradiens vektor szimbolikusan

G = gradient(f)

% Hesse matrix szimbolikusan

H = hessian(f)

Alakitsuk H-t és G-t vektorvaltozés fliggvénnyé

= matlabFunction(G) % G szimbolikus kifejezés fliggvénnyé alakitasa
= matlabFunction(H) % H szimbolikus kifejezés fliggvénnyé alakitasa
= @(x) Gx(1),x(2)) % vektorvaltozossa alakitas

H=0X) HX(),x(2)) % vektorvaltozossa alakitas

o
1

VVVVVYVVYVYV
o R
|

A megoldashoz valasszunk kezdGértéket az — (xfy"«(y-4n’ 4530007 s (x-5067)" u (y « 5726) - esstco0y

SX
abrabdl és hivjuk meg a gradmulti.m fliggvényt! e S
R \,
> x0 = [2400, —300] -100 :X\:’\\
> [p i pp] = gradmulti(G,H,x0,1le-6,100) >mo‘;i,<
> % Abrazoljuk a megoldast! ﬂf;;i =
> plot(p(L),p(2),"'r*") ol
Nagyon gyorsan konvergalt a modszer, 4 iteraciobdl ™ / " / /
eljutottunk a mlnlmumhelyre a kl’va’nt pontOSSégon .503000 2100 2200 23-00 2400‘2500 2600 2700 ZBDD‘ 2900 3000
beldl. ’

Megoldas szimplex mddszerrel, beépitett Matlab fliggvénnyel

Oldjuk meg a feladatot szimplex médszerrel, beépitett Matlab fliggvény hasznalataval!
Ehhez az F fiUggvényt vektor valtozéssa kell alakitanunk!

x0 = [2400; -300]
F=0a(Xx) Fx(1),x(2)) % vektorvaltozéssa alakitas
sol = fminsearch(F,x0)
> plot(so1(1),so01(2), 'ks")
Ellenbrzés

vV V V

Ellenérzésként nézzik meg az eltérést a mért tavolsagok és kiegyenlitett allaspont-
mobiltornyok tavolsagai kozaott!

> % az allaspont és a mobiltornyok tavolsagai
> ex = xt - sol(1); ey = yt - sol(2);

> % eltérések a mért értékekhez képet

> er = rt - sqrt(ex.A2+ey.A2)

> % 99.0847

> % 26.3188
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> % -31.7595
> % -57.7440

Abrazoljuk a megoldast a 3D abran is!

> figure(3); hold on;
> plot3(so1(1),so1(2),F(so1), 'r*")

((x - 561) + (y - 487)? - 4536900)° +...+ ((x - 5067)2 + (y + 5728)° - 36481600)°

-200 300
y

400 g 2000

Megoldas globalis optimalizacioval, genetikus algoritmus hasznalataval

Oldjuk meg Matlab-ban genetikus algoritmusok hasznalataval is a mobiltornyokra
végzett tdvolsagméréssel torténd pozicid meghatarozas példajat.

> %% Megoldas genetikus algoritmussal
> % x = ga(fitnessfcn,nvars,A,b,Aeq,beq,LB,UB,nonlcon,options)
> format TongG;
> options =
gaoptimset('Generations',20, 'Populationsize',200, 'Display', "iter');
> A=1[]; b=1[]; Aeq = []; beq = []; % linearis megkotés
> nlc = []; % nemlinearis megkotés
> LB = [2000,-500]; % Tower boundary - alsé hatar
> UB = [3000,100]; % upper boundary - felsé hatar
> % kozelitdé minmumhely genetikus algoritmussal
> xga = ga(F,2,A,b,Aeq,beq,LB,UB,nlc,options) % 2435.515 -246.959

Futtassuk le tobbszdr az algoritmust! Latni fogjuk, hogy a megoldas minden
alkalommal kicsit mas lesz, de nagysagrendileg nem valtozik.

Pontositsuk az eredményt lokalis minimumkeresé algoritmus hasznalataval,
kezd6értéknek hasznaljuk a genetikus algoritmussal meghatarozott minimumot!

% minmumhely pontositasa lokalis optimalizacids algoritmussal
[xy_min zmin]=fminsearch(F,xga) % 2454.657 -246.948 861310686413.212
hold on; plot3(xy_min(l),xy_min(2),F(xy_min), 'r*")

F(xy_min)<F(xga) % logical 1 -> 1igaz

vV V. V V
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GENETIKUS ALGORITMUS HASZNALATARA EGYVALTOZOS ESETBEN

Keressuk meg az alabbi fuggvény globalis minimumat genetikus algoritmus
hasznalataval az x € [—10,10] intervallumon:

fG) = x- cos(x) an

%% f(x)=x*cos(x) flggvény globalis
minimuma x in [-10,10

\Y%

o & A N o N B o
d
S/

> clear all; clc; close all; /A
> format longG; | \ |
> f=@(x) x.*cos(x) \ o/ - |
> % a fliggvény abrazolasa - \
> figure(1); fplot(f,[-10,10]) I |
>
> options =
gaoptimset('Generations',20, 'Populationsize',200, 'Display', "iter');
> A=1[]; b=1[]; Aeq = []; beq = []; % linear contraints
> nlc = []; % nonlinear constraint
> LB = -10; % Tlower boundary
> UB = 10; % upper boundary
> tic
> xga = ga(f,1,A,b,Aeq,beq,LB,UB,nlc,options)
> toc
>
> % Best Mean Stall
> % Generation Func-count O f(x)
Generations
> % 1 400 -9.476 -2.38 0
> % 2 590 -9.476 -4.872 1
> % ...
> % 56 10850 -9.477 -9.477 31
> % 57 11040 -9.477 -9.477 32
> % Optimization terminated: average change in the fitness value Tess
than options.FunctionTolerance.
> % xga = 9.52929196398106
>
> Elapsed time is 0.957920 seconds.

> f(xga) % -9.47729425945419

Futtassuk le tobbszor az algoritmust, ugy, hogy ne csak 4 jegyre irassuk ki az
eredményt. Latni fogjuk, hogy a megoldas minden alkalommal kicsit mas lesz, de
nagysagrendileg nem valtozik. Megprobalhatjuk valtoztatni a populacié szamot, vagy
az egymast kdveté generaciok szamat. Allitsuk pl. 10-re a generacié szamot az
inicializalaskor, nézzuk meg mit ir a megoldashoz ebben az esetben!

Optimization terminated: maximum number of generations exceeded.
Xga = 9.53699499687649

Elapsed time is 0.420323 seconds.

f(xga) % -9.47700990127281

vV V V V

Gyorsabban megkaptuk az eredményt, de a pontossag még nem érte el az
alapértelmezett értéket, elébb befejez6dott a 10 generacid. Pontositsuk az eredményt
lokalis minimumkeres6 algoritmus hasznalataval, kezdéérteknek hasznaljuk a
genetikus algoritmussal meghatarozott minimumot!
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% Eredmény pontositdsa lokdalis algoritmussal
xga2= fminsearch(f,xga) % 9.52930965704313
fmin2 = f(xga2) % -9.47729425651355

hold on; plot(xga2,fmin2,'ro")

% ell.

fmin2<fmin % 1

df = fmin-fmin2 % 0.000111857050457687

Természetesen, hogy mekkora a javulas, az a futtatasonként eltéré lehet, illetve attdl
is fugg, hogy csak 10 vagy 100 generaciot hasznaltunk végul, mennyire volt pontos
eredetileg a genetikus algoritmussal kapott érték.

vV V V V VYV YV

A FEJEZETBEN HASZNALT U] FUGGVENYEK

subs - szimbolikus valtozdba konkrét értékek behelyettesitése
. Egy/tobbvaltozos fuggvény minimanak megkeresése Nelder-
fminsearch - . .
Mead szimplex mddszert alkalmazva
. Feltétel nélkali széls6érték  kereseés kvazi-Newton
fminunc - ik
minimalizalast alkalmazva.
fminbnd - Minimum hely megkeresése intervallum megadasaval
ga - Optimalizacié genetikus algoritmus hasznalataval
gaoptimset - genetikus algoritmus inicializalasa, paraméterek megadasa
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