Numerikus modszerek épitémérnokdknek Matlab-bal  17. Differencialegyenletek 1.

17. DIFFERENCIALEGYENLETEK - KEZDETI ERTEK PROBLEMA

A differencialegyenlet egy olyan egyenlet, amely az ismeretlen fliggvény derivaltjait is
tartalmazza. A megoldas itt nem egy konkrét érték lesz, hanem egy olyan fuggvény,
amely kielégiti a differencialegyenlet rendszert. Kézdnséges differencialegyenlet
esetén ez egy egyvaltozos fuggveny.

Az egyértelmi megoldas érdekében meg kell adni egy (vagy tobb) pontot, amelyen a

megoldasfiggvény athalad. Nézzink egy egyszerl példat, adott a kovetkezd

differencialegyenlet: %: y + x, keressik azt a fuggvényt, amelyik kielégiti ezt a

feltételt. A lenti abra bal oldalan abrazolt 6sszes fliggvény kielégiti ezt a feltételt. Ez a
differencialegyenlet trajektoria vagy iranymezdéje (phase portrait). Ha azonban azt a
megoldast keressuk, ami athalad az x = —0.8,y = 0.2 ponton, akkor mar egyetlen
flggvény lesz a megoldasunk (jobb oldali abran pirossal jeldlve).
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Kezdeti érték probléma esetén ismerjuk a fuggvény és derivaltja(i) értékét a
kezdbpontban, ezek alapjan probaljuk meghatarozni a fuggvényt. Peremérték
feladatok esetében legalabb az egyik érték (a fliggvény és derivaltjainak értékei kdzul)
nem a kezdépontban, hanem a végpontban adott. Ez azzal bonyolitja a feladatot, hogy
meg kell hatédroznunk azt a kezdeti értéket is, ahonnan elindulva a végpontban
megadott értéket kapjuk.

Linearis differencialegyenletben a keresett fliggvénynek vagy derivaltjanak csak a
linearis kifejezése szerepel. Példaul:

d

Y

- ta x% + x* -y = 0 — linearis differencidlegyenlet

e

Z—z +a-x-y+b-y?=0— nemlineéris differencialegyenlet

Az egyenlet n-ed rendi, ha abban az ismeretlen fuggvény legmagasabb derivaltja az
n-edik derivalt. A megoldasfiggvény meghatarozasa sokszor - kildnésen nemlinearis
esetben - csak numerikusan lehetséges. Ebben az esetben a fuggvényt nem
analitikusan kapjuk meg, hanem diszkrét pontokban a fuggvény értékeket, numerikus
integralassal. A cél olyan numerikus eljarasok alkalmazasa, amelyek el6irt lokalis hiba
mellett minél kevesebb I[épéssel, pontosabb fuggvénykiértékeléssel képesek
meghatarozni a megoldasfiggveény pontjait.

1 Laky Piroska, 2025



Numerikus modszerek épitémérnokdknek Matlab-bal  17. Differencialegyenletek 1.

ELSORENDU KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLET-
KEZDETIERTEK PROBLEMA

Elsérend differencialegyenlet altalanos alakja (legyen t a fliggetlen valtozo):

d .
y' = d—jt} =f(t,y) es y(to) = ¥o

ahol y', az elsd derivalt, a fliggvény érintéjének a meredeksége egy adott pontban.

Egyvaltozos esetben egy fuggetlen valtozénk van, ez most t, és egy fliggé valtozo, ezt
most y -nal jeldltik. f(t,y) fuggvény irja le az elsé derivaltat. Amennyiben a
differencialegyenlet bal oldalan nem csak az elsé derivalt szerepel, akkor a megoldas
el6tt at kell rendezni az egyenletet a fenti alakra, itt nem a nullara rendezett alak kell,
mint pl. a nemlinearis egyenletrendszerek megoldasanal. Pl. a korabbi példa
atrendezve a kivant alakra:

dy dy
x 2 a2 4, ., — L. ) 4,
e dx+ax +x*y=0 — P pr (a-x*+x*-y)
Magasabb rend( differencidlegyenlet esetén a legmagasabb rendi derivaltat kell
kiemelni a bal oldalra. Elsérendl kezdeti érték probléma esetén kezdeti feltételként

ismert, hogy a megoldas athalad a (t,, y,) ponton.

EULER-MODSZER

Szeretnénk meghatarozni egy megadott intervallumban, az altalunk felvett
lépéskdzonként (h) az eredeti flUggvény értékeit. Az elsd derivalt értéke, vagyis az
érintd egyenes meredeksége, a kezddpontban szamithatd az f(t,y) képlettel az
ismert t,,y, koordinatakbol. Ha ismerjuk a fluggvény értékét a szakasz
kezddpontjaban és az érinté meredekségét, akkor a szakasz végén a fuggvény értekét
kozelithetjuk az ismert kezd6ponton athalado érinté (m meredekségl) egyenessel. Az
adott h szakaszon a fliggvény meredekségét (m) allandénak tekintjuk.

Az Euler-modszer esetén feltételezzik, hogy m = f(t,y) értéke allando az integralasi
részintervallumokban (h =t;.; —t;) €s értéke az intervallum elején kiszamolhat6
ertékkel egyezik meg.

tit1
Y1 =Y+ | fOy)-dt=y +f(t,y) h=y,+m;-h
ti
ti+1 = ti +h
ahol m a szakasz kezd6pontjaban kiszamolt, az adott szakaszon allandonak tekintett
meredekség. A modszer lokdlis hibaja O(h?), globalis hibaja pedig O(h), azaz a
modszer elsérendd.
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Nézzik meg, hogyan oldhatjuk meg az Euler-mdodszert Matlab-ban (euler.m)!

> function [t,y] = euler (f, y0, a, b, h)
> n = round((b - a)/h);

> t(l) = a;

> y(1) = y0;

> fori=11:n

> yG + 1) = y@) + h*=f(x), y@G));
> t(i + 1) = t(i) + h;

> end

A fenti figgvény bemend paraméterei:

e f— azelsérendl differencial egyenlet

e y0 — a megoldas fuggvény értéke a kezdépontban
e a-—azintervallum eleje

e b —azintervallum vége

e h—Ilépéskdz nagysaga a szamitashoz

ELSORENDU DIFFERENCIALEGYENLET MEGOLDASA EULER-MODSZERREL

Nézzunk egy példat ra! Egy viztorony R=10 m sugaru gomb alaku tartalyan alul, h=0
magassagban elhelyezked6 r=5 cm sugaru nyilason keresztul elkezdik leengedni a
benne tarolt (kb. 4000 m3) vizet. A leengedés kezdetekor (¢t = 0) a vizszint magassaga
a tartalyban 17.44 m. A nyilas kifolyasi tényez6je u = 0.85.

1) Mekkora lesz a vizszint a tartalyban 12 6ra mualva?
2) Mennyi id6 alatt arul ki a tartaly?

A viztorony pillanatnyi vizszintjét (a tartaly aljatol mérve) a kovetkez6 elsérendi
kézbnséges differencialegyenlettel irhatjuk le:

(th)—dh— ur?\J2gh
T ==~ Thr=r
ahol R = 10 m,r = 0.05m,g = 9.81 5,1 = 0.85.

1) Mekkora lesz a vizszint a tartalyban 12 6ra mulva?

Egy els6rendl differencialegyenletnél a megoldas els6é Iépése mindig az, hogy
kifejezzlk az elsé derivaltat a tobbi valtozé flUggvényében, ha eredetileg nem igy volt
megadva. Ez lesz az f fuggvényunk.

ijuk be a feladatot Matlab-ba és oldjuk meg Euler médszert hasznalva, 60
masodperces lépéskozzel!l El6fordulhat, hogy az elsé derivalt f fUiggvényében nem
szerepel a fuggetlen valtozé (ami most t), de a megoldashoz a Matlab-ban a
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differencialegyenlet fuggvényének megadasakor az ismeretlenek kozott mindig meg
kell adni a fuggetlen valtozot is. Ez a helyzet most is, t csak a valtozok felsorolasanal
szerepel, a fuggvényben nem.

> R =10; r =0.05; g = 9.81; mu = 0.85;

> % Derivalt filiggvény megaddsa

> f = @(t,h) -mu*rA2*sqrt(2*%g*h)./(2*h*R-h.A2)

> % Kezdeti feltétel, tartomany

> h0 = 17.44; t0 = 0; tv = 12*3600 % 12 6ra = 43200 s

> % 1épéskoz 60 s

> d = 60;

>

> % megoldas Euler-médszerrel

> [T, H] = euler(f, hO, t0, tv, d);

> 1:1 gure (1) Vizmagassag valtozasa a viztoronyban
> % Megjelenités, iddpontok oOraban 18 ' ' ' '
> plot(T/3600,H); 6l

> xlabel('id6 [h]")

> ylabel('vizmagassag [m]"') 14r

>

title('vizmagassag valtozasa a
viztoronyban')

A H vektor utolsé eleme megadja, hogy
mennyi volt a vizszint 12 éra elteltével:

> HCend) % 2.7712 m 65

vizmagassag [m]
=

(o]
T

N
T

Az Euler modszer elsérendll, azaz O(h)
hibaju modszer. Nézzuk meg, tudunk-e )
ennél pontosabb mddszert hasznaini!

EULER MODSZER JAVITASAI
(HEUN-, KOZEPPONTI-, RUNGE-KUTTA-MODSZER)

Hasonldképp becsuli a fuiggvény értékeket az Euler, a Heun, a K6zépponti és a Runge-
Kutta modszer is, a kulonbség csupan a meredekség kiszamitasanak mddjaban van.
Euler modszernél a 1épéskoz elején szamoljuk ki a derivalt értékét és ezt hasznaljuk
meredekségnek (lasd a korabbi abrakat).

A Heun médszernél a meredekség az intervallum elején (m;) és végén (m;,) szamolt
meredekségek atlaga. Ahhoz azonban, hogy a meredekséget az intervallum végén ki
tudjuk szamolni, ismerni kell az ottani fliggvény értéket is, mivel m;,; = f(tis1, Viz1)-
Ezért el6szor egy un. prediktor |épésként Euler mddszerrel szamitjak a végpontbeli
kozelité figgvény értéket és ezt hasznaljak a meredekség meghatarozasahoz. A két
meredekség atlagat hasznalva szamithato a tényleges fuggvényérték a végpontban.

1) Prediktor Iépés (Euler modszer): y O = y; +m; - h = y; + f(t, y;) - h,

2) Korrektor lépés: t; 1 =t;+h, mj, = f(tHl,yi(fD

0
(m.+ml-+1) f(tifyi)+f(ti+1ryi+1)
Y1 =Vt 12 "h=y, + ) "h

A modszer lokalis hibaja O(h?) és globalis hibdja O(h?) azaz a médszer masodrendii
hibaju, egy nagysagrenddel pontosabb, mint az Euler-modszer.
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A kozépponti médszer esetén a felez6pontban szamoljuk ki a derivaltat, és ez lesz
az allandonak tekintett meredekség az egész intervallumra. Ehhez el6szor ki kell
szamolni az el6zetes fuggvényértéket a felez6pontban Euler modszerrel és utana
tudjuk szamolni ebben a pontban a meredekséget, amivel a végpontbeli
fluggvényértéket kapjuk.

h

1) Felezbépont fliggvényértéke (Euler modszer): yi% =y tmi;=y+ f(ty,) g

2
3) Fuggvenyérték a vegpontban: y;,q1 =y; +m _1-h
2

2) Meredekség a felez6pontban: ti% =t; + 3 mi% =f (ti%, yi%)

A modszer lokdlis hibaja O(h®) és globalis hibaja O(h?), azaz hasonldéan a Heun
modszerhez, ez is egy nagysagrenddel pontosabb, mint az Euler-mddszer.

YA
Egzakt megoldas
Numerikus
/megoldas
______ s EMeredekség:
Yi 77 - f(E+h/2,Yi0)

U2 2 b

Tovabb lehet pontositani az Euler-médszert, ha tobb pontban szamoljuk ki a derivaltat,
és ezek sulyozott atlaga lesz az allandonak tekintett meredekség. Ez a legelterjedtebb,
negyedrendi hibaju Runge-Kutta médszer, amelynek globalis csonkitasi hibaja:
O(h%). Matlab-ban ezt valésitja meg a beépitett ode45 fliggvény.

Vis1 =yl.+%-(m1 +2my+2mz+my)-h
my = f(t;,y;) - meredekség a kezdépontban — A pont szamitasa ezzel
my, =f (ti + g,yi +my g) - meredekség az A pontban — B pont szamitasa ezzel
ms;=f (tl- + %,yi +m, %) - meredekség a B pontban — C pont szamitasa ezzel
my = f(t; + h,y; + ms - h) - meredekség a C pontban

YA Runge-Kutta médszer
my = (&, y:)

Meredekségek: h h
m; m; mag my Cf yA:yi-I—ml.E - mZ:f(ti-}_E'YA)
L7,
// h h
Yp=Yitmys o my=f(ti+5,5p)
yczyi+m3'h _>m4=f(ti+h,yc)

y‘ ...... ../...

G Rz e
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ELSORENDU DIFFERENCIALEGYENLET MEGOLDASA RUNGE-KUTTA-MODSZERREL

Oldjuk meg az el6bbi viztornyos feladatot Runge-Kutta modszerrel is! Ehhez
hasznaljuk a Matlab beépitett ode45 parancsat!

Ennek legegyszeribb hivasa a kovetkezé:
> [TOUT,YOUT] = ode45(ODEFUN, TSPAN,Y0)

ahol ODEFUN egy fuggvényhivatkozas y' = f(t,y) fuggvényre. TSPAN lehet a [To Tv]
intervallum megadasa a végpontokkal, vektor megadott |épéskdzokkel, illetve
tetsz6leges pontok egy vektorban. Yo az y fuggvény kezdeti értéke.

Vizmagassag valtozasa a viztoronyban

18

> % Megoldas Runge-Kutta-mddszerrel RN

> [T1, H1] = ode45(f, [0,43200], h0); B \

> Hl(end) % 2.7779 m " g

> % vagy 1épéskdéz megadasaval g" M

> [T2, H2] = ode45(f, 0:60:43200, h0); g N

> H2(end) % 2.7713 m 5 e ™

> hold on; " \\\\

> plot(T1l,H1,'r") ™

> plot(T2,H2,'m") " R

2
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45

ido [s] «10%

Ebben az esetben nincs lathato kilonbség a moédszerek kozott, a vegeredmeényben is
csak par mm az eltérés a vizszintben. Erdekes megnézni, hogyan vette fel az
algoritmus a Iépéskozdket, abban az esetben, amikor csak kezdd és vegsé idépontot
adtunk meg:

> diff(Tl)

> min(diff(T1)) % 995.1333
> max(diff(Tl)) % 1.1649e+03

Tehat a lépéskdz 995 és 1165 masodperc kozott valtozott. Sirlibb 1épéskdz
valasztasa Aaltaldban pontositia az eredményt, viszont megndveli a szamitas
id6szukseégletét.

Amennyiben tetszéleges idépontban szeretnénk megadni a viztartalyban lévd aktualis
vizszintet, akkor ezt megtehetjuk a egyrészt ugy, hogy egy spline gorbét illesztink a
pontokra, masrészt ugy is, hogy egy kimenettel hivjuk meg a figgvényt, ami egy
struktira tipus lesz. Es ezzel a struktura tipusi megoldassal hasznalhaté a deval
parancs, ami képes visszaadni a keresett fuggveény (és szikség esetén a derivaltjai)
ertékét a megadott pontban. PI., ha arra vagyunk kivancsiak, hogy 3 6ra, vagyis
3*3600 masodperc mulva mekkora lesz a vizszint, azt a kdvetkezOképpen is
megtehetjuk:

> % vizszint 3 6ra (3*3600 masodperc) milva

> sol = oded45(f,[t0,tv],h0)

> % struct with fields:

> % solver: 'ode45'

> % extdata: [1x1 struct]

> % x: [0 3980.5 8300.5 12621 16941 21261 25581 29901 34221
38541 43200]

> % y: [17.44 14.985 13.154 11.634 10.274 9.009 7.7984 6.6133

5.4265 4.2044 2.7779]
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> % stats: [1x1 struct]
> % idata: [1x1 struct]
> deval(sol1,3%3600) % 12.249 m

2) Szamitsuk ki, hogy a tartaly teljes kiuruléséhez hany érara van szukség!

Azt lattuk, hogy 12 6ra utan még kb. 2.8 m volt a vizszint, tehat ennyi id6 kevés volt a
teljes kiuruléshez. Ezért el6szor szamitsuk ki hosszabb id6re a lefolyas alakulasat,
mondjuk az el6bbi 43200 masodperc helyett 50000 masodpercre. Vigyazzunk, mivel
negativ h esetén komplex szamokat kapunk megoldasként! A megoldashoz illessziink
spline gorbét a pontjainkra és zérushely .

kereséssel hatarozzuk meg a kiurulés idépontjat!

% Lépéskdz megadasaval 1
[T3, H3] = ode45(f, 0:60:50000, hO) 12
plot(T3,H3, k")

plot([0,50000],[0,0]) 8
% képzetes rész elhagydsa 6
H3 = real(H3); a
% spline illesztés 2

vizmagassag [m]

sp =@(t) spline(T3,H3,t)
fplot(sp,[0,50000])

% Hany 6ra mdlva lesz 0 a x 10*
vizmagassag?

x0 fzero(sp,49000) % 4.9192e+04 s

x0 = x0/3600 % 13.6644 h

Hogyan alakul a kitrllés kilonb6z6 kezdeti magassagok esetén? Rajzoljuk fel a
trajektoria vagy iranymez6t, a maximalis 20 méteres kiinduld vizszinttél egészen 1
meéteres vizszintig. Az x tengelyt éraban abrazoljuk!

VV V VVVYVYVYVYV

VvV Vv

> % Trajektéria vagy iranymezé

> figure(2); hold on;

> for i=20:-1:1

> [T, H] = ode45(f, [0,50000], 1i);
> plot(T/3600,H,'b")

> end

> axis([0 50000/3600 0 201)

20
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ELSORENDU DIFFERENCIALEGYENLET RENDSZER MEGOLDASA

Sok esetben egy adott folyamat tébb valtozéval irhatdé le, amelyek egymast is
befolyasolhatjak. llyen esetekben nem egy differencidlegyenletet, hanem egy
differencialegyenlet rendszert kell megoldanunk. Legyenek a flggé valtozéink
V1, V2, -, Yo, @ fluggetlen valtozénk pedig t. Altalanos esetben egy elsérendi
differencialegyenlet rendszer felirasa:

D1 e )
dt 10 Y1L,Y2,Y3 0 Yn
dy
d_tz = fZ(tiyliyZ!yS ""yn)
dy,
d—t" = fu(t, 1, Y2, V3 ) V)

A kezdeti értékek pedig az [a,b] tartomanyon:

yl(a) = Y1; yZ(a) = YZ""'yn(a) = Yn'

Ezen egyenletrendszerek egy része megoldhatd a korabban ismertetett explicit
modszerek altalanositasaval: t;., = t; + h, Euler modszer esetében példaul:

Yiiv1 = Vi + (VLYY eny,)h

Yni+1 =yi+fn(t’y1’y2’y3 ""yn)'h

Hasonlokeépp altalanosithatéak az Euler médszer javitasai és a Runge-Kutta médszer
is. Nézzunk egy egyszerl kétvaltozos példat erre.

A megoldast a [0, 1.2] tartomanyon keresstik, h=0.4 |épéskdzdnként.

W tty=o0; ©0) =1
dt X y =V X =
dy

E—yt—x—o, y(0) = 0.5

El6szor rendezzuk at az egyenleteket, hogy a baloldalon csak az elsé derivaltak
szerepeljenek:

dx
Xty = f1(t,x,y)

dy
qeoyttx= f2(tx,y)

Itt két egyenletink van, f1 az egyik valtozo t szerinti elsé derivaltja, f2 pedig a masik
valtozé elsé derivaltja. Oldjuk meg a feladatot a Matlab beépitett Runge-Kutta
modszerével!l A megadott x,y valtozok helyett vektorvaltozét szikséges hasznalni a
Matlab beépitett figgvényeinek a hivasakor, legyen pl.

v=|[x;y],tehdatv; = x,v, =y
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Amennyiben nem tul bonyolult az egyenletrendszeriunk, akkor megadhatjuk az
egyenletrendszert egysoros fliggvényként a kdvetkezdképp:
> f1 = @(t,v) v *t-v(2) v
> f2 = @(t,v) v(2)*t+v(D) —
> F = @(t,v) [fl(t,v); f2(t,v)] 2
A megoldashoz meg kell adni még a kezd6értékeket, 15
ertelmezési tartomanyt, |épéskozt is.

11—

> t =0:0.4:1.2 s

> x0 =1; yO = 0.5; % kezdeti értékek

> [T,v] = ode45(F,t,[x0;y0]) 0

> X =V(Q,D); Y =V(,2D;

> figure(1); hold on; plot(T,X,T,Y) % 02 o4 o5 o 1
>

Tegend('x(t)','y(t)', 'Location', 'best")

Tobb valtoz6 vagy bonyolultabb 0sszefliggések esetében mar célszerl lehet kilon
fajlban megirni a differencialegyenlet rendszert. Nézzik meg igy is a megoldast. Irjuk
meg egy kulén diffrsz.m fajlba az elsérendi differencialegyenlet rendszert!

function F = diffrsz(t,v)

\%

> fl =v(D*t - v(2);
> f2 = v(2)*t + v(1);
> F = [fl; f2];

> end

Figyeljink oda, ha kilén *.m fajlban adtuk meg a differencialegyenlet rendszert, akkor
a meghivasakor a fuggvény neve elé kell irni egy @ jelet!

> [T, v] = oded45(@diffrsz, t, [x0; y0])

MASODRENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK

Egy masodrend( k6zdnséges differencialegyenlet t fuggetlen és y fuggé valtozéval a
kovetkezd alakba irhato:
d’y dy
= tl I_
dt? f ( Y dt)

Az egyenlet megoldhato [a,b] intervallumon, ha van két ismert feltételink. Amennyiben
a két megadott érték a tartomany elején van, akkor kezdeti érték feladatrél beszéllnk.
A két kezdeti feltétel az y és % értéke a kezd6épontban. Jeldlje ezeket az értékeket A
és B.
dy
y(a) atl._.

Magasabb rendl differencialegyenlet megoldasa egy egyszeri transzformaciéval
visszavezethetd elsérendl differenciadlegyenlet rendszer megoldasara, ezt hivjuk
atviteli elvnek. Masodrendl differencialegyenlet atalakithaté két elsérendi
differencialegyenletbdl allé egyenletrendszerré. Ez az elsérendl egyenletrendszer
utana az el6zéekhez hasonléan megoldhato.

A feladat megoldasahoz az els6 Iépés, hogy kifejezzik a masodik derivaltat,
amennyiben nem ilyen formaban van megadva az egyenlet. A masodik derivaltat
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f (t, y, %) fuggvényeként irjuk fel, ahol t a fliggetlen valtozd, y a keresett fliggvény,

d—i pedig az elsd derivalt (masodrendl esetben csak az els6 derivalt kell, magasabb

rend( esetben az dsszes alacsonyabb rendl derivalt). Természetesen nem biztos,
hogy ezek mindegyikétél fugg a masodik derivalt, de mindig ilyen alakban irjuk fel a
Matlab-ban. A figg6 valtozé és derivaltja helyett vezessink be egy uj vektorvaltozét

(w)!
e
dy

Hasznaljuk y és Z—Jt’ helyett w elemeit Uj valtozokként: w;, =y és w, = — Ekkor két

egyenletet kell felirnunk a két uj valtozé elsé derivaltjaira, és ezekhez kell megadni a
kezdbértékeket:

dw, dy
1=d_t1=E=W2; wi(a) = A4

dw, d%y
f2=d_t2=F=f(t,W1:W2)i wy(a) =B

Ezekkel a definiciokkal a masodrendl differencialegyenlet felirhatd két elsérendi
differencialegyenletbdl allé egyenletrendszerként! Oldjunk meg egy ilyen masodrend
differencialegyenletet!

MASODRENDU DIFFERENCIALEGYENLET MEGOLDASA MATLAB-BAN

s

egyszerl modell alapjan, ahol az auté éppen athalad egy A m
magassagu akadalyon. A modellben m az aut6é tdémege, k a
rugdmerevseg (a rugéban fellepd er6 aranyos az t
elmozdulassal), ¢ a csillapitasi tényez6 (a csillapitd erd
aranyos a tdomeg sebességével). Az adatok: m = 1000 kg; k =

1000%; ¢ = 5002; A = 0.1m. A kiindul6 idpontban mind az

auto fuggdleges helyzete, mind a fuggblege sebessége 0. A
vizsgélt idgintervallum 15 masodperc. ~ ——<—l... A

1x

Csillapitott szabad rezgésnél a tomegre hato eréket 6sszegezve az alabbi kozdonséges
differencialegyenletet kapjuk az auté fliggdleges mozgasara:

mi+cx+kx=0

Ahol x az autdé magassagi helyzete, x az id6 szerinti elsé derivalt, tehat az auto
flgglbleges sebessége, ¥ pedig az idd szerinti masodik derivalt, vagyis az autd
fliiggéleges gyorsulasa. Attérve az auté koordinata rendszerére a fiiggéleges iranyu
mozgas mozgasegyenlete (figyelembe véve az abra alapjan, hogy az x tengely lefelé
pozitiv):

ek —m=0
M T ar o B
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A kezdeti feltételek, hogy a kezdeti fuggbleges helyzet és a kezdeti figgbleges
sebesség is nulla, mielbtt az akadalyhoz érne az auto:
dx

x(0) = 0; dt

x=0

2x

Elsé Iépésként fejezzik ki a masodik derivaltat (%)-t az egyenletbdl!
d’x 1 (kA " dx) B (t dx)
dt? m ST =/ T

Alakitsuk at a masodrendl differencialegyenletet elsérendl differencialegyenlet
rendszerré! Vezesslnk be egy uj vektor valtozot a fuggé valtozé és derivaltjai helyett:

mr—-< dx)
X dt

Hasznaljuk aw; = x ésw, = % Uj valtozékat az egyenletinkben! Két egyenletet kell
felirnunk, a két uj valtozo elsé derivaltjaira, és ezekhez kell megadni a kezd6értékeket:

dwy dx

YSar @M wi(0) =10
dw, d*x 1

2= =gz = kA—kwi —cwy); wy(0)=0

irjuk meg a differencialegyenlet rendszert egy kiilén autodiff.m fajlban Matlab-ban!
Legyen w egy vektorvaltozé: w = [wy, w,], tehat w(1) = x a fliggbleges pozicié és
w(2) = % pedig a fuggbleges sebesség.

> function f = autodiff(t,w)

> % A mozgasegyenlet konstansai

> m=1000; k=1000; A=0.1; c=500;

> fl =w(2);

> 2 = 1/m*(k*A - k*w(1l) - c*w(2));
> f = [f1; f2];

> end

Figyeljuk meg, hogy a bemend valtozok kozott szerepel a t valtozo is, még akkor is,
ha fi,f> kifejezésben kozvetlendl nem! Oldjuk meg a feladatot a Matlab beépitett,
Runge-Kutta modszert hasznald, ode45 parancsaval, 10* abszolut és relativ
pontossaggal, 0-15 masodpercre!

Az ode45 opcionalis paramétereit eddig még nem alkalmaztuk, de lehet6ségunk van
tobb érték beallitasara az odeset() figgvényt hasznalva. A fontosabbak:

— RelTol = skalar relativ hibakorlat, amelyik az y minden komponensére eérvényes

— AbsTol= skalar vagy vektor abszolut hibakorlat, amelyik a
megoldasfliggvényekre egységesen vagy kulén-kilén érvényes

— MaxStep = maximalis megengedett [épéskdz

— InitialStep = javasolt kezdd t Iépéskdz

A megoldast készitsiuk el a rezgomozgas.m fajlba (fontos, hogy a megoldast
tartalmazo6 fajl és a differencialegyenlet rendszert tartalmazé fajl ugyanabban a
konyvtarban legyen!):
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> % Csillapitott rezgés

> clc; clear all; close all;

> % Megoldas Runge-Kutta modszerrel (ode45, odeset)

> options = odeset('RelTol"', le-4, 'AbsTol',[le-4 le-4]);
> % legyen az idéintervallum [0, 15] masodperc

> x0=0; % kezdeti poziciod

> v0=0; % kezdeti fligg6leges sebesség

> [T,wW]=ode45(@autodiff,[0,15],[x0; vO],options);

A megoldasként kapott W matrix elsé oszlopaban vannak az elmozdulas értékek
(w(1) = x) és a masodik oszlopaban az elsé derivaltak (w(2) = %), vagyis a sebesség
ertékek.

Mivel nem tul bonyolult egyenletrendszerrél van sz6 a feladat megoldhato lett volna
egysoros flggvény hasznalataval is a kdvetkez6képp:

% Mas megoldas egysoros fliggvény hasznalataval

m=1000; k=1000; A=0.1; c=500;

dwdt = @(t,w) [w(2); 1/m*(k*A - k*w(1) - c*w(2))]

options = odeset('RelTol"', le-4, 'AbsTol',[le-4 le-4]);

x0=0; v0=0;

[T1,wl]=o0de45(dwdt,[0,15],[x0; vO],options);

Megjegyzesek: Mindkét megoldas egyenértékl, kulon fajlban megirva a
differencialegyenlet rendszert szemléletesebb. Figyeljink arra, hogy a
differencialegyenlet rendszerben nem szerepel kulon a t paraméter, mégis meg kell
adni a bemend valtozoknal a differencialegyenlet megoldasahoz! Ugyancsak fontos,
ha a differencialegyenlet rendszert kiilén fajlban adtuk meg, kell a neve elé irnunk egy
@ jelet, ha egysoros fliggvényként, akkor nem.

V V V V VYV

Az elmozdulas, sebesség, gyorsulas értékek id6 fuggvényében torténd abrazolasat
forondmiai gorbéknek nevezik, a sebességek abrazolasat az elmozdulas
fuggvényében (ahol az id6 a gorbe paramétere lesz) pedig fazis sikon torténé
abrazolasnak. Rajzoljuk fel két egymas melletti abraba a forondmiai gorbéket és a
fazissikon a sebességeket az elmozdulas fliggvényében!

% A kocsiszekrény elmozdulasa és sebessége az idé fliggvényében
subplot(1,2,1)

x = W(:,1); % fuggdéleges elmozdulas

v = W(:,2); % flggbéleges sebesség

plot(T,x,T,Vv)

Tegend('elmozdulds [m]', 'sebesség [m/s]','Location', 'Best')
xTabeTl('id6 [s]'); title('Forondmiai gorbék")

% Abrazolas a fazissikon - sebesség az elmozdulas fliggvényében
subplot(1,2,2); plot(x,v)

xTabel('eTmozdulas [m]'); ylabel('sebesség [m/s]')
title('Abrazolas a fazissikon')

VVVVVYVVYVYVYVYV
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Abrazolas a fazissikon
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MASODRENDU DIFFERENCIALEGYENLET SZIMBOLIKUS MEGOLDASA MATLAB-BAN!

Bizonyos egyszeriibb differencialegyenlet esetében lehetéség van szimbolikus
megoldasra is a Matlab-ban, a’Symbolic toolbox’ dsolve parancsat hasznalva. Sajnos
azonban ez gyakran nem vezet eredményre, ilyenkor csak a numerikus megoldas
johet széba (pl. a korabban ismertetett viztartaly differencial egyenlete esetében is).

Ebben az utoljara ismertetett masdofoku differencialegyenlet esetében (

d%x dx
—4+c—+
dt? dt

k (x — A) = 0) azonban m{ikédik a szimbolikus megoldas is. Az altalanos megoldast

lasd a kovetkez6kben!

% szimbolikus megoldas altalanosan

m = 1000; k = 1000; A = 0.1; c = 500;
syms x(t)

% Definialjuk az egyenlet rendszert!
% m*x"+ c*x' + k*(x-A) =0

xSol(t) = dsolve(ode)

V V.V V V V VYV

+ 1/10

ode = m*diff(x,t,2) + c*diff(x,t) + k*(x-A) == 0

% Cl*exp(-t/4)*cos((15A(1/2)*t)/4) - C2*exp(-t/4)*sin((15A(1/2)*t)/4)

Kezdeti feltételek megadasaval a konkrét megoldas pedig igy kaphaté meg:

condl = x(0) == 0;

Dx = diff(x)

cond2 = Dx(0) == 0;

conds = [condl cond2];
xSol(t) = dsolve(ode,conds)

vV V.V V V V

t/4)*cos((15A(1/2)*t)/4)) /10
xf = matTlabFunction(xsol(t))

vV Vv

> Tlegend('fligg. pozicio', 'flgg. sebesség',
'Location', 'best')

1 Otthoni atnézésre

13

% 1/10 - (15A(1/2)*exp(-t/4)*sin((15A(1/2)*t)/4))/150 - (exp(-

figure(1l); hold on; fplot(xf,[0,15], 'k--", 'Linewidth',2)

'szimbolikus megoldas',
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foronémiai gorbék

0.16
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fligg. sebesség

0.14
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01
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MAGASABB RENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK

Harmad-, negyed- vagy magasabb rend differencialegyenleteket szintén vissza lehet
vezetni els6rendi differencialegyenlet rendszerre, hasonléan a masodrendl esethez,
Uj valtozok bevezetésével. Természetesen annyi kezdbéértékre lesz szukseégunk,
ahany egyenletet felirunk, harmadrendi esetben 3, negyedrendi esetben 4 stb.

Egy n-ed rend( differencialegyenlet altalanosan:

d"y . dy d?’y d®Vy
den A dt’dt?2’ " dt(-D

>, ast<b

Kezdeti feltételek:

. .d(n—l)y
3y —dt(n_l)

d?y
=4 g

dy

- =A4,;
dt n

y(a) = Ay;

t=a

t=a t=a

Vezessunk be egy n elemU uj vektorvaltozot:
2 n-1
W= ( dy d% d y)

dt dtz 7 dn1
irjuk fel a kdvetkez6 elsérendi differencialegyenlet rendszert w elemeire a hozzajuk

tartozo kezdeti feltételekkel egyutt (y = wy):
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dw d
1=d—t1=d—3t/=wz; wi(a) = Ay
dWZ dZy
fz:d_tzﬁzv%; wy(a) = A,
dw,,_ dn1
fa-1 = dT; - dtn—}ll = Wn; wp_1(a) = Ap4

dw, _d"y dy d*y  d®D

fn dt _ det L Ydt dez’ " demD

Példaként oldjuk meg a kovetkezé harmadrend( differencidlegyenletet a [0,1]
intervallumon!

3
2x -3y +4 Z—Z+ %—%
Ahol a kovetkez6 kezdeti feltételek adottak:
_,. 4y
x=0 " dx?

dy

y(0) =3; P ;

x=0

Elsé Iépés, hogy fejezzlk ki a legmagasabb derivaltat!

d3y dy d?y
o3 —2x—3y+4d—+x 12
Alakitsuk at a harmadrendi differencialegyenletet egy elsérendi differencialegyenlet
rendszerré, ami 3 egyenletet tartalmaz! A harmadik derivaltat felirhatjuk f (x Yies i ijz’)

fuggvényeként. A fuggbé valtozdo és derivaltjai helyett vezessunk be egy Uj
vektorvaltozot!
v=( ¥ )
Y dr ae
dy d?y

Tehat: w; =y, w, = W3 =——=. Az els6rendl differencialegyenlet rendszerben az

ujonnan bevezetett valtozok elsd derivaltjait kell megadjuk! 3 valtozénk van, tehat 3
egyenletet kell felirnunk.

dw; dy
fl = —dxl = _dx = WZ; WI(O) = 3
dw, d?y
f2 dx _dxz ¥ (0
dw; d?
3=_y=2x_3W1+4‘W2+XW3; w3(0) =7

37 dx dx?

Matlab-ban ennek a felirasa a diff3.m fajlban, w=[wz1,w2,w3]:
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> function dwdx = diff3(x,w) *

> 1 = w(2); %

> 2 = w(3);

> f3 = 2*x - 3*w(1l) +4*w(2) + x*w(3); 2

> dwdx = [fl; f2; f3];

> end 15
Megoldasa a [0,1] intervallumon: 10

> wl0=3; w20=2; w30=7; 5

> [X,w]=ode45(@diff3,[0,1],[wl0; w20; w30]) [ —

> -F-i gur‘e (1) ; 00 0‘1 02 DIB 04 05 0‘6 07 0‘8 09 1

> p]Ot(X,W(:,1),X,W(:,2),X,W(:,3))

MAGASABB RENDU DIFFERENCIALEGYENLET RENDSZEREK

Egy magasabb rend( differencialegyenlet rendszer hasonldképp felirhatd uj valtozok
bevezetésével elsérendl differencialegyenlet rendszerré. Nézzink példaul egy
masodrend( differencialegyenlet rendszert!

d’x v (t dx dy)

acz P\ Y e a

d?y dx dy

=Rty g )

Definialjunk egy Uj vektorvaltozét a fliggd valtozok és derivaltjaik helyett!
dx dy)
w = _ =
(x Y oar dt

. d d , - , , 1
Tehat: w, =x; wy, =y; ws =d—’tc; w4=d—3t’; A négy Uj valtozénak megfelels 4

egyenletbdl allo linearis egyenletrendszer a kovetkezd lesz:

dw; dx
1=W=E=W3

dw, dy
2= T

dw; d*x dx dy
pegr =g =R w)

By ()

*Todt oAt T 2(’x'y’dt’dt

A megoldasa az el6zbek szerint torténhet!
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GYAKORLO FELADAT

Egy ejtbéernyds kiugrik egy egyenesen, vizszintesen halado repulébdl. Az ejtbernyds
mozgasa kozelitdleg az alabbi egyenletrendszerrel irhatd le:

)
2 2
1) ) (@) o, e

d?y Y rdy\ [rdx\:  rdyy?

2 - o5 |6+

dt? m\dt dt dt

ahol x és y az ejtbéernyds poziciodja, az abran lathatdé koordinata rendszernek
megfeleléen.

m = 80kg;g = 9.81m/s?, y =5.38 Ns?/m?

A kezdeti feltételek:

=

%

dx =134 L = 0;
dtle—g m/s; dtlig
Hatarozza meg az ejtéerny6s mozgasanak palyajat az els6 5 masodpercben. A két
masodfoku kdzonséges differencial egyenletet vezesse vissza 4 elséfoku kozonseges

differencial egyenletre és oldja meg a feladatot tetszéleges modszerrel.

x(0) = 0;¥(0) = 0;

a) Vezesse vissza a feladatot U valtozdk bevezetésével 4 elsérendl differencial
egyenletre, és irja meg a rendszert reprezentalé Matlab figgvényt! (Ez lehet
egysoros fliggvény is, vagy kuldn fuggvényben is megadva)

b) Oldja meg az egyenletrendszert tetszéleges modszerrel az elsé 5 masodpercre,
felhasznalva a 4 kezdeti értéket!

c) Rajzolja fel az ejtéerny6s palyajat az xy koordinata rendszerben! Két masik
abraba rajzolja fel a kovetkezd forondmiai gorbéket: x,y elmozdulas és vx, vy
sebességek az id6 fliggvényében!

d) Mennyi 5 masodperc utan az elmozdulas és a sebesség a két koordinata
tengely iranyaban?

e) Mennyi a fuggdleges elmozdulas 2.25 masodperc utan?

f) Az ejtéernyds 1500 m-es magassagban nyitja ki az ejtéernyéjét. Mikor éri el ezt
a magassagot, ha a repulégép az ugraskor 2000 m-en haladt? (Ehhez
modellezze hosszabb intervallumra, pl. egy percre az ejtéerny6s palyajat!)

Megoldas

a) irjuk fel az elsérendii differencialegyenlet rendszert. Enhez vezessiink be egy
vektorvaltozoét (w) az ismeretlen x,y pozicidkra és az els6 derivaltjaikra. Ezek
elsd derivaltjai adjak az elsérendi differencialegyenlet rendszert.

dx dy
w= (00 ar)
dw; dx
TR T
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__dMQ __dy__
25 Tar ™
dw; d?x y rdxy [/dxe\®  sdyy? 14 > >
=g ~ae ™ ‘a(a) (a) +(a) = T WaVWaT W,

dw, d?%y Y rdy\ |rdx\:  rdyn? % - -
fi= = = 9 wla) (@) + (@) =9l

m

irjuk fel Matlab-ban az egyenletrendszert, most egysoros fiiggvényként:

> %% diffl - ejtbéernyés mozgasa

> clc; clear all; close all;

> % elsérendl diff. egyenlet rendszer anonymous filiggvényként
> g = 9.81; gamma = 5.38; m = 80;

> ernyodiff = @(t,w) [w(3);

> w(4);

> -(gamma/m)*w(3) *sqrt(w(3)A2+w(4)A2);

> -g-(gamma/m)*w(4) *sqrt(w(3)A2+w(4)A2)

b) Oldjuk meg a feladatot!

% kezdeti értékek
x0 = 0; yO = 0; % kezdeti x,y poziciodk
vx0 = 134; vy0 = 0; % kezdeti x,y sebességek

vV V. V V V

% Egyenletrendszer megoldasa beépitett filiggvénnyel az elsé 5
masodpercben

[T,w]=0de45(ernyodiff,[0,5],[x0; y0; vx0; vy0])
X =Ww(,D; Y =w(:,2); % poziciok
VX = W(:,3); VY = W(:,4); % sebességek

VvV V V

(2]
~

Rajzoljuk fel a megoldasokat!

% Az ejtéernyds palyaja xy koordinata rendszerben

figure(1l); plot(X,Y)

title('Az ejtbernyds pdlyaja az els6é 5 masodperchen')

% x,y koordinata az els6é 5 masodpercben

figure(2); plot(T,X,T,Y);

legend('x koordinata','y koordinata', 'Location', 'best')
title('Az x,y irdnyd elmozdulds az id6é fliggvényében')

% x,y iranyu sebesség az els6é 5 masodperchben (forondémiai gorbék)
figure(3); plot(T,VvX,T,VY);

legend('x iranyl sebesség','y iranyl sebesség', 'Location', 'best')
title('Az x,y irdnyl sebesség az idé fiiggvényében')

VVVVVVVYVVYVYV

o

) Elmozdulas és sebesség 5 masodperc utan

% Elmozdulds és sebsesség 5 masodperc utan a koordindta tengelyek
iranyaban

disp('vizszintes elmozdulas 5s utan: '); disp(X(end)) % 50.1310
disp('flgg6leges elmozdulas 5s utan: '); disp(vy(end)) % -44.2489
disp('vizszintes sebesség 5s utan: "); disp(vX(end)) % 0.5648
disp('flggdleges sebesség 5s utan: '); disp(vy(end)) % -12.0214

\%

vV V V V

e) Mennyi a fliggéleges elmozdulas 2.25 masodperc utan?

> % Mennyi filiggéleges elmozdulds 2.25 masodperc utan?
> ysp = @(x) spline(T,Y,x);
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VVVVVYVVYVVYVYV
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17. Differencialegyenletek 1.

ysp(2.25) % -12.7098 y iranyu elmozdulas 2.25 masodperc utan

A fuggbleges elmozdulas: (2000 m-rél 1500 m-re): y=-500 m. Ehhez szamoljuk
ki hosszabb intervallumon, mondjuk 1 perc esetén, az elmozdulas értékeket!

% A fluggéleges elmozdulds mikor lesz -500 m?
[T,w]=0de45(ernyodiff,[0,60],[x0; y0; vx0; vy0l)
X wC,D; Y w(:,2); % poziciok

VX = W(:,3); VY = W(:,4); % sebességek

Y(end) % -708.4927 m, y pozicid 1 perc utan
figure(4); plot(T,Y);

ysp = @(t) spline(T,Y,t);

hold on; plot(xT1im,[-500 -500])

% ysp(t) = -500 megoldasa

h = @(t) ysp(t) + 500;
nyitas fzero(h,40) %

42.7377 s
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ode45

odeset

deval

dsolve

Kbzonséges differencialegyenlet rendszer kezdeti érték

problémajanak megoldasa Runge-Kutta médszerrel
Kbzonséges differencialegyenlet kezdeti érték feladatat
megoldo figgvények opcionalis paramétereinek megadasa (pl.
RelTol, AbsTol, MaxStep, InitialStep)

Struktura tipusként megadott differencialegyenlet megoldas
értékének kiszamitasa tetszéleges helyen

Differencialegyenlet szimbolikus megoldasa
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