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Áttekintés

● Mérési bizonytalanság számítására szolgáló 
programok

– NIST Uncertainty Machine
– számpéldák

● Rendellenes hibaterjedés

– számpélda



Mérési bizonytalanság 
számítására szolgáló programok

● GUM Workbench (Metrodata GmbH)
● GUM_MC (Jean-Marie Biansan, GPL)
● Uncertainty Machine (NIST, public domain)
● GUMsim (QuoData GmbH)
● DataMelt (http://jwork.org/dmelt)
● Uncertainty Calculator (John Denker)
● OpenTurns (LGPL, http://www.openturns.org/) 

http://www.metrodata.de/ver24_en.html
http://jeanmarie.biansan.free.fr/gum_mc.html
https://uncertainty.nist.gov/
https://quodata.de/gumsim#0
http://jwork.org/dmelt
https://www.av8n.com/physics/uncertainty-calculator.html
http://www.openturns.org/


NIST Uncertainty Machine
● Web-es felület, R nyelvű programok, offline 

telepítés lehetséges (https://uncertainty.nist.gov/)
– bemeneti mennyiségek megadása

● szám, elnevezés, eloszlás (, korreláció)
– Monte Carlo minták száma
– Kimeneti mennyiség(ek) képletének megadása 

(R programnyelven)
– számítás végrehajtása

https://uncertainty.nist.gov/




1. példa

● Detrekői 4.8 példa:

Határozzuk meg a kör kerületének és területének 
a középhibáját, feltételezve, hogy a sugárra 
végzett mérés L = 10,000 m eredménye és a 
mérés μ = 0,03 m középhibája ismert





Detrekői 4.8 példa eredmények

kerület középhibája: 0.188 m 



Detrekői 4.8 példa eredmények

terület középhibája: 1.885 m 



További lehetőségek

● Eredmények letölthetők kép formájában és 
szöveges fájlként (results.txt)

● Beállítás fájl letölthető és a példa újra futtatható: 
(config.um)



2. példa
● Detrekői 4.9 példa:

Határozzuk meg valamely egyenesen egy A pontból 
kiindulva acélszalaggal folyamatosan mért B és C pontok 
távolságának a középhibáját. A mérési eredmények:  
L
AB
 = 20,047 m , L

AC
 = 40,020 m . A mérési eredményeket a  

μ
AB

 = 6 mm és a μ
AC

 = 8 mm középhibák jellemzik. A két 
mérés kapcsolatát az r

BC
 = 0,4  korrelációs együtthatóval 

adjuk meg.





Detrekői 4.9 példa eredmények

BC távolság középhibája: 7.8 mm 



2. példa, korreláció nélkül
● Detrekői 4.9 példa:

Határozzuk meg valamely egyenesen egy A pontból 
kiindulva acélszalaggal folyamatosan mért B és C pontok 
távolságának a középhibáját. A mérési eredmények:  
L
AB
 = 20,047 m , L

AC
 = 40,020 m . A mérési eredményeket 

a  μ
AB

 = 6 mm és a μ
AC

 = 8 mm középhibák jellemzik. A két 
mérés kapcsolatát ne vegyük figyelembe.





Detrekői 4.9 példa eredmények

BC távolság középhibája: 10.0 mm 



3. példa
● Detrekői 4.13 példa:

Ismert koordinátájú A pontból giroteodolittal és távmérővel 
mérést végeznek az ismeretlen koordinátájú P pont 
meghatározására. A giroteodolittal  mért azimut értéke:  
L
α
 = 30°42′06″, a távmérővel mért távolságé pedig L

t
 = 310,410 m . 

Az azimutot a  μ
α
 = 12″ , a távolságmérést a μ

t
 = 0.01 m középhiba 

jellemzi. A két mérés függetlennek tekinthető. Határozzuk meg a P 
pont A ponthoz viszonyított koordinátáit és azok 
kovarianciamátrixát





Detrekői 4.13 példa eredmények

X koordináta középhibája: 0.013 m 



Detrekői 4.13 példa eredmények

Y koordináta középhibája: 0.016 m 



3. példa – kovariancia mátrix
● A NIST Uncertainty Machine nem számítja ki a kovariancia 

mátrixot
● A Monte Carlo számítás eredményei viszont letölthetők 

(values.txt) és ezekből a számítás elvégezhető

"y1" "y2"
266.896465773678 158.510627930491
266.901775051475 158.49156616866
266.90907895783 158.444060010151
266.883259174918 158.518634359747
266.928823328455 158.484721799438
266.88425496917 158.516710228299
266.929457687034 158.457267899579
266.877322252119 158.503631394655
266.904873642514 158.482674759476
...



Kovariancia mátrix számítása
● Python program



Kovariancia mátrix számítása
● számítási eredmények

Detrekői eredmények

python corr.py 
Kovariancia mátrix Monte Carlo szimulációval
 adatok száma: 500000
kovariancia mátrix
x x : 1.5909e-04
x y : -9.9308e-05
y x : -9.9308e-05
y y : 2.6703e-04



Rendellenes hibaterjedés

● Pontatlanabb mérések adhatnak-e pontosabb 
eredményeket?



Rendellenes hibaterjedés
● Pontatlanabb mérések adhatnak-e pontosabb 

eredményeket?
● Igen!

A bemeneti mennyiség bizonytalansága nő, 
mégis a számított mennyiség bizonytalansága 
csökken!

● számpélda P. Pernot et al. (2015) cikke alapján



Hibaterjedés: eredő bizonytalanság meghatározása
● A mérendő mennyiséget az egyes összetevők alapján számítással határozzuk meg. Az összetevők bizonytalanságai alapján a 

mérendő mennyiség eredő bizonytalanságát a standard bizonytalanságok terjedési törvényének segítségével határozzuk meg 
(hibaterjedés)

● Az X
i
 bemeneti mennyiségek (összetevők) és az Y mérendő, vagy kimeneti mennyiség kapcsolatát megadó függvény a fizikai 

törvényszerűségek alapján ismert:

● A mérési folyamat során az X
i
 bemeneti mennyiségek x

i
 becslőit határozzuk meg. A becslők értékét a függvénybe helyettesítve 

megkapjuk a kimeneti mennyiség y becslőjét:

● A becsült kimeneti mennyiség standard bizonytalansága (négyzete): 

● A kifejezés a standard bizonytalanságok terjedési törvénye, amelyben az  u(x
i
, x

j
) a  becslők becsült kovarianciája, a 

∂f/∂x
i
 számok az érzékenységi együtthatók 

Ez a törvény azonos a geodéziában jól ismert hibaterjedés törvényével

Y= f (X 1,X 2, ... , X N)

y= f ( x1, x2, ... , xN )

ue
2( y)=∑

i=1

N

(∂ f∂ xi )
2

u2( xi)+2 ∑
i=1

N−1

∑
j=i+1

N
∂ f
∂ xi

∂ f
∂ x j

u (x i , x j)



Nem lineáris függvény 
hibaterjedése

● n független valószínűségi változó függvénye

● variancia összetevők lineáris esetben (összegük 1)

● variancia összetevők (variancia gradiensek) nem lineáris 
esetben (összegük nem 1 és negatívak is lehetnek!)

Y= f (X 1,X 2, ... , X n)

G X i
= 1
uY

2 ( ∂Y∂ X i )
2

u X i

2

GX i
=
E [(Y−uY )

∂Y
∂ X i

(X i−u X i)]

uY
2



Számpélda
● Bemeneti X mennyiség egyenletes 

eloszlású az 
[-a, a] intervallumban 
(pl. a kvantálási zaj ilyen)

● A mérési függvény  Y = exp(–|X|)

● Monte Carlo szimuláció 



Analitikus variancia gradiensek
● Pernot et al. cikkében analitikus képletek 

találhatók:



Kimeneti érték bizonytalansága



Kimeneti érték bizonytalansága



NIST Uncertainty Machine
● Az a fél szélességű 

egyenletes eloszláshoz 
tartozó mérési 
bizonytalanság: 

u X=
a

√3



Eredmények



Eredmények (2ux)



Eredmények (3ux)



Eredmények (6ux)



Más mérési függvény, más 
eloszlással

● A mérési függvény  Y = exp(–X 
2
)

– Hasonló paradox eredményeket 
kapunk

● Más az  X  eloszlás függvénye, pl. 
Gauss

– Hasonló paradox eredményeket 
kapunk



Tanulságok
● Negatív variancia gradiensek (csökkenő kimeneti variancia növekvő 

bemeneti varianciára) sokféle modellben jelentkeznek

● Óvatosan kell bánni a szórással (középhiba) illetve a megbízhatósági 
intervallumokkal mint a mérési bizonytalanság jellemzőivel

● Fontos megvizsgálni a számított mennyiségek valódi eloszlását is, pl. Monte 
Carlo eljárással

– Erre a célra már jó eszközökkel rendelkezünk 
(pl. NIST Uncertainty Machine)



Hivatkozás
● Pernot P, Désenfant M, Hennebelle F (2015): Model's output variance 

can increase when input variance decreases: a sensitivity analysis 
paradox? 17th Int. Congr. of Metrology
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