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1D Fourier-sor

B f(f)-nek trigonometrikus alaprendszer
szerinti felbontasa (t id0 vagy tavolsag)

(® 0]
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()= 5 a, + Z(an cosn@,t+b sinnwt)
n=I

® alap korfrekvencia (rad/s, rad/km)
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Fourier-sor komplex alakban

B Euler 6sszefliggés: "™ = cosn,t +isin na,t
B komplex alak:

0= e

B komplex egyutthatok:
1

Cin — E(an 1lbn)
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Peridodusos fuggveny lekepezese
diAszkrét egyutthatokra
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® az egyutthatok kiszamitasa (7T periodus):

d+T

1 —iny!
¢, == !f(t)e dt



1D Fourier-sor (Jupyter munkafuzet)

https://nbviewer.jupyter.org/github/gyulat/Fourier/blob/master/1DFourier.ipynb
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A szimbolikus megoldas helyett a numerikusan egyenértékil kdzelitd megoldast is elGallithatjuk a SymPy mpmath moduljaval.

In [5]: dimport mpmath

cs = sympy.mpmath. fourier(f, [t©, t@+T], N)

def numeric_approx(t}):
return mpmath. fourierval(cs, [te@, te+T], t)

mpmath.plot([f, numeric approx], [te@, te+T])



https://nbviewer.jupyter.org/github/gyulat/Fourier/blob/master/1DFourier.ipynb
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Folytonos
Fourier-transzformacio (CFT)

B egy g(f) periodusos fuggveny (T — «)
hataratmenetre nemperiodusossa valik:

A £(1) A g(t)
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S periodusos fiiggveny
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Fourier-transzformacio (CFT)

B direkt és inverz transzformalt par:

F(w)= | f() e ™dt=F{f(0)]
f=—- j F(@) e do=F"{F (o)

104

e” =cosaxt+ismat periodusos fliggvény!



A CFT tulajdonsagai
B paros f(t) fuggvény F(w) transzformaltja
valos
Af(t) A
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® linearitas

Flof (1) + Bg (1)} = oF | f (1)} + BFi (1)} = aF (0) + BG(w)
® eltolas (fazis valtozas)

R/ —1,) = FLA0)e ™ = F(@) e ™™

® konvoluciotétel

FLf ()% h(t)} = F(0) H()

A konvolucio Fourier-transzformaltja
a tényezd fuggvenyek Fourier-transzformaltjainak
szorzata.
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Dirac-féle egységimpulzus

B Dirac-féle egysegimpulzus ,fuggveny” o(f):
mindenhol zérus, kiveve a t helyet, ahol
veégtelen nagy, de integralja veges

B Hasznos absztrakcio mint pl. a tomegpont
® |[mpulzus sorozat:

s A A A A A A A A

0 T 2T 3T 4T ST t
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Impulzus sorozat
Fourier-transzformaltja

® |mpulzus sorozat CFT-je egy masik impulzus sorozat:
A
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Mintavetelezes

B a mintavetelezes 1(f) impulzussorozattal
valo szorzasat jelenti:

-T O T 2T 3T = Wmax 0 max
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Mintavetelezett jel Fourier-
transzformaltja (CFT-je)

® a mintavételezett fuggveny CFT-je
(az ‘inverz’ konvolucio tetel szerint) f(t)-nek az
impulzussorozat Fourier-transzformaltjaval vett
konvolucidja lesz

B f(t) fuggvény F(w) transzformaltjainak (1/T-vel
atskalazott) masolatait a mintavételezési 211/ T

(kor)frekvencianak megfeleld0 kozonként egymas
mellé helyezzuk és osszeadjuk

B ez a diszkret Fourier-transzformacio (DFT)



" SEEN———
Diszkret

Fourier-transzformacio (DFT)

B3 DFT 2m/T korfrekvenciaval periddusos
B az egymas mellé tett masolatok atlapolddhatnak:

\ |I—A(a))|

spektrumismétlésbdl adodo torzitas 1/T skalatényezs

/AN

27/T -xm/T 0 n/T 21T



" S
Diszkrét <— periddusos

B Flv: ami az egyik tartomanyban diszkreét,
az a masikban periodusos (t < w)

A kic,|
f(t)

>

t || Ilal
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0
komplex amplitudé spektrum

® Példa: a gomb ket iranyban is periodusos, ezert a
gombfuggvenysor ketszeresen diszkret: > >




Mintavételezesi tétel

B Akkor nincsen spektrumismetlesbdl adodo
torzitas (atlapolddas, aliasing), ha

T
@, S pe
, [F@)]

spektrumismétlésbdl adodo torzitas 1/T skalatényezs

2r/T -n/T 0 7n/T 21T
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Atlapolddas

B Az atlapolodott magas frekvenciaju osszetevok
alacsony frekvenciaju torzitasként jelennek meg.

\ [F©)

0 / eredeti kép hullam (Moiré) mintazat




Nyquist-Shannon tétel

B szukseéges minimalis mintavetelezesi (Nyquist)

periodus: -
Tmin -
a)max
® szukséges minimalis mintavetelezesi (Nyquist)
korfrekvencia:
2T
a)Nyquist — T — 2 a)max

min

a jelben el6forduld legmagasabb frekvencia
legalabb kétszeresével kell a jelet mintavételezni
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Kovetkezmeny (DFT)

® Ha a Nyquist-Shannon feltéetel teljesul,
vagyis a mintavetelezesi frekvencia
legalabb ketszerese a jelben eloforduld
legnagyobb frekvencianak, akkor F(w)
masolatai elkulonulnek, nincs
spektrumismetlésbdl adodo torzitas
(aliasing), és elég a masolatokbol csak
eggyel foglalkozni, ha azt T-vel
atskalazzuk (megszorozzuk).
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Mintapelda (Jupyter munkafuzet)

https://nbviewer.jupyter.org/github/gyulat/Fourier/blob/master/FFT.ipynb

In [27]:

out[27]:

Bazisfuggvények frekvenciaja

Mivel a felbontandd jel frekvenciaja (1Hz) nem felel meg egyetlen bazisfliggvény (szinusz, koszinusz) frekvencidjanak sem (ezek 0.32222222 Hz értékkozzel
novekszenek), ezért a jel amplituddja az 1 Hz-hez kozeli bazisflggvények amplituddiban jelenik meg.

MNézziik mi torténik, ha a jel frekvencidja a mintavételezési frekvencianak pontos tobbszorése:
num_s = 31 # mintak szama

mps = (num_s-1)/tmax # minta/masodperc
print "%.5f minta/masodperc (Hz)" % mps

t = np.linspace(®, tmax, num s)
t = lambda x: ampl * np.sin(f_hz * 2*np.pi*x)
s T =[f(i) for 1 in t] # dj mintavételezett T

setup graph(title='idé tartomany', x label='idé (sec)', y label='amplitidé', fig size=(12,6))
plt.stem(t, s f)

# valds FFT szamitasa

rfft_f = np.fft.rfft(s_f)

rf = [(i*1.8/(num_s-1))*mps for i in range(num s5/2+1)]
rfft_mag = np.abs(rfft_f)/len(rfft_f)

setup_graph(title='FFT eredmeny', x label='frekvencia (Hz)', y label="magnitidd', fig size=(12,6))
plt.stem(rf, rfft_mag)

10.00000 minta/masodperc (Hz)
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https://nbviewer.jupyter.org/github/gyulat/Fourier/blob/master/FFT.ipynb
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Csak véges sok minta van

B a mintavetelezeés eredmeényekent elvileg
vegtelen sok mintaval kellene
rendelkeznunk

B 3 gyakorlatban csak egy korlatozott
te (t.,t  )tartomanybdl vannak

adataink

® mi lesz ennek a hatasa egy folytonos 1({)
jel esetében?
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Spektralis szivargas

(leakage)

B |evago ablakkal valo szorzas (—konvolucid!)

A1 R A/:(00)|
spektralis ,szivargas
levago ablak —— :> !
a)>
0 T4 0 1/1,

® ajel energiaja ‘atszivarog' a kornyez6 frekvenciakra
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DFT transzformalt par

N-1
—inkA@T

Fk: fne ’ k=0...,N—1

n=0

I N\ - inkdar

inkAw _
fn:ﬁ Fk —O...,N—1
k=0

® a DFT muveletigenye N? db komplex szorzas
és N(N —1) db. komplex osszeadas
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A gyors
Fourier-transzformacio (FFT)

B a DFT muaveletigenyéet csokkenteni lehet
binaris (N=2F) szamu adatra a muveletigeny
N2-rol N log,N-re csokkentheto

B Cooley és Tukey (1965)
szeizmikus adatok idGsoranalizise

B Danielson és Lanczos (1942)

® Gauss (1805)

aszteroida palyak interpolacioja



" JE—
Az FFT hatekonysaga

® nem csak binaris szamu (2%) adatra mikodik
(ez a tobb torzstenyez6s FFT, es akkor
hatekony, ha az adatok szama kis torzsszamok,
pl. 2, 3, 5 szorzatara bonthato)

B A kulonbseg a DFT és az FFT muveletigenye
kozott oriasi lehet!

N=10° adat, 1 GFLOPS processzor (1 ns)

" FFT-vel 45 masodperc
" DFT-vel 63 ev
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Gyorsulasmero adatok FFT
spektruma (Jupyter munkafuzet)

https://nbviewer.jupyter.org/github/gyulat/Fourier/blob/master/FFT_demo.ipynb

Nézzik meg a Blackman-féle ablakolds hatdsat:

In [5]: from scipy.signal import blackman
N = len(t)
w = blackman(N)
Ax = np.fft.rfft(ax*w)
Ay = np.fft.rfft(ay*w)

Axm
Aym

= np.abs(Ax)/len(Ax)

= np.abs(Ay)/len(Ay)

plt.figure()

setup graph(title='Blackman ablakkal', x label='frekvencia (Hz)', y label='magnitudd', fig size=(12,6))
plt.semilogy(frg,Axm, 'b-")

plt.semilogy(frqg,Aym,'r-")

plt.xlim(@,10)

plt.grid()

<matplotlib.figure.Figure at @x7fc501la%bedo=>
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https://nbviewer.jupyter.org/github/gyulat/Fourier/blob/master/FFT_demo.ipynb
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Alkalmazasok

A Fourier transzformaciot igen sok teruleten

alkalmazzak, a teljesseg igenye nélkul:

* digitalis jelfeldolgozas, képfeldolgozas, szlrés, optikai
rendszerek, telekommunikacio

* linearis rendszerek analizise

* diszkrét konvolucidé, dekonvolucié

* differencialegyenletek

* antennak tervezése (interferometria, SAR, INSAR), képillesztés

* DNS szekvenciak illesztése (MAFFT)

* zart gorbek, feluletek elemzése (orvosi kepanalizis, karakter
felismereés)
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Tovabbi interaktiv Jupyter munkafuzetek

Digitalis jelfeldolgozas:

http://nbviewer.jupyter.org/github/spatialaudio/digital-signal-processing-lecture/blob/master/index.ipynb

Jelfeldolgozas Pythonnal:

https://github.com/unpingco/Python-for-Signal-Processing/blob/master/README.md


http://nbviewer.jupyter.org/github/spatialaudio/digital-signal-processing-lecture/blob/master/index.ipynb
https://github.com/unpingco/Python-for-Signal-Processing/blob/master/README.md
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