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Sztochasztikus folyamat
frekvencia osszetevoi

® folytonos jel Fourier transzformaltja: frekvencia
osszetevOkre bontas

X(f)= Tx(t) e 2 gy

— 00

B idGsor esetében (diszkrét id6pontok) a spektrum periodikus

X(f)= ane_sz” Y <f<Vh

1 =—0o0
1/2 |
m idésor rekonstrukcioja: X, = j X(f) 27 df
-1/2
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Példa: Magsat muhold adatai

" Magsat (Magnetic Field Satellite, 1979-80) magneses
térer6sség mérései

x 10 magneses terensseg

% MagSat adatok betoltése

mag = load('magsat.dat’); or
t = mag(:,1);

d = mag(:,2); -
plOt(t,d); 4
xlabel('km’); =
ylabel('nT'); 351

title('magneses térerdésség');

km x 10
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Sztochasztikus folyamat
frekvencia osszetevoi

B sztochasztikus folyamatra egyik sincs ertelmezve (x(t) nem

korlatos):
_ —27
X(f)= [xye ™ di X()= Y x,e ™
oo J1=—00
m helyes logika: (f,— 2df, f, + 2df) frekvenciasavhoz tartozo
jel energia

m . kordli (6)) 7o savatereszto sz(rd

az atengedett jel varianciaja (energiaja) aranyos lesz a
savatereszt0 szird df savszélességével:

Sy (fo)df = Var(CIDfO *Xx)
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Teljesitménysluruseg spektrum
(PSD)

Sy (fo)df =var(® 5, *x)

m S x(t)-nek az energiaspektruma, masneven

teljesitmenysdriiseqg spektruma (Power Spectral Density,
PSD)

B PSD meértékegyseége: sztochasztikus folyamat (,jel”)
variancia osztva frekvenciaval

" vagy negyzetgyok PSD: sztochasztikus folyamatot jellemz6
mennyiseg mertékegysege / (negyzetgyok frekvencia)

B pl. ha gyorsulasrol beszelunk, PSD: m/s?/Hz'?
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Stacionarius folyamat PSD

B 3 (kétoldali) PSD az alabbi hatarértekkent irhato
fel (mivel f-et —<-t6l +-ig valtoztathatjuk )
.

T
S, (/)= Jim B4 [xp (0 e i ¢
-T

x(¢) —-T<t<T

X7 (l)=
r(t {o egyébként

®m Ha x valos, akkor S (f) az f-nek paros fuggvenye,
ezert csak az f > 0-ra kell megadnunk az ertékeit
(egyoldali PSD, azaz 2S (f) az f> 0-ra )
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Autokovariancia és PSD

B az autokovariancia fuggveny (ACF) és a PSD
pontosan ugyanazt az informaciot tartalmazza:

S (f)=F{R, (0} = R, (t)e > d
a PSD az ACF Fouri_er transzformaltja

B inverz transzformalt:

R, (1) = ]OSX (f) ™ df



"
Magsat autokovariancia

% egyenkozu interpolacio 1 Magsat autokovariangia

n = size(mag,1) —
% n = 4096 .
dt = (t(end)-t(1))/(n-1) ' n
% dt = 38 ol
ti = t(1):dt:t(end); ﬂ [\
di = interpl(t,d,ti); 1L
% ACF szamitasa
[c,lags] = xcov(di); or
% acf = xcov(di);
figure(2);

plot(dt*lags,c); U U
xlabel('eltolas, km');

nT2

ylabel('nT"2');
title('Magsat
autokovariancia');

eltolas, km
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PSD tulajdonsagai

B 3 sztochasztikus folyamat variancia az ACF-bdl
szamithato:
R_(0) = E{x(¢) x(¢)} = var(x) = o2

X

B { = 0-t behelyettesitve
R.(0)= [S.(f)e'df = [S.(f)df

a PSD alatti terulet a sztochasztikus folyamat
varianciaja
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Fehérzaj PSD

B Folytonos jel esetén a fehérzaj autokovariancia
fuggvenye a Dirac-féle delta fuggveny
(disztribucid) szamszorosa, s2o(t).

a feherzaj PSD-je:

Sy ()= | Ry (tye ™ dt= |s*5(t)e > dt =5

— 00

a PSD alatti terulet vegtelen!
a folytonos fehérzaj fizikai ertelemben fikcio
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Szurt jel PSD
® konvolucios szlrés egyenlete:
y() = g (1) *x(¢)

g(t) a szlrd impulzus atviteli fuggvénye (magfuggvenye)

B ha ismert a bemend jel PSD-je, akkor a szlrt jel
PSD-je:

S,(N)=|GNI Sc(f)

a szuro frekvencia atviteli fuggvénye abszolut
ertekenek a negyzetevel kell szorozni
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ldosor PSD

B diszkrét idosor PSD-je DFT-k hatarértéke:
- 2\

1 N
S = lim — E- x, e 2m |\
()= lim —— ZN

J

realizaciokra vett E{ - } atlagolas szukseges

B Alternativ definicio az autokovariancia fuggveny
segitségevel:

N .
S ()= Y R (n)e ™" h<f<Y
n=—N



"
ldosor ACF, szures

B diszkret idésor ACF-je megkaphato a PSD-bdl:
1/2

Rem= | S.(f)e™df
—1/2
1/2

ebbdl o j S (f)df
-1/2

® sz(rt idésor PSD:

S, (N=[GNI 8.0/ G(f)= Y g, e 2™

J1=—00
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PSD becslése

B veges szamu ismert adatunk van

B olyan fuggvenyt akarunk meghatarozni, amely tobb
iIsmeretlentdl fugg: tobb ismeretlen mint ahany
egyenlet — rosszul kondicionalt inverz feladat

—a j0 PSD becslés hozzaértést kivano ,mesterseg’
B N db. mintank van a sztochasztikus folyamatbol
B valodi PSD helyett a valodi PSD és sinc? fuggveny
konvoluciogjat kapjuk
B a3 PSD pontos kijavitasa (dekonvolucio) lehetetlen
B helyette kozelitd, ,regularizalt” megoldast adunk
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PSD becslése

B realizaciokra vett atlag kellene:

2\
T
: 1 —27ift
S = lim E<—| | x+(t) e dtl *
x(f) T oo 2T—LT()

B helyette (ha ergodikus a folyamat) id6beli atlag es

nincs limesz:
r 2\

1
S =M< —
() T

Y

T .
[ x7(2) e 2™ dt
T

o0 1/2

ergodicitas feltétele: ZRX (n)2 = J S, (f)zdf < oo
n=—co ~1/2
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PSD becslési modszerei

® periodogram (periodogram(x))
B parameteres modszerek

Burg (pburg(x,n))

MESE (Maximum Entropy Spectral Estimation)

(pyulear(x,n))
elofeherités (prewhitening)

® nem parameteres modszerek
Welch (szekcio atlagolas)
multitaper (DPSS, szinuszos)
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PSD periodogram becslese

® atlagolast elhagyjuk:
1|

Sx(f):_ an e_szn
N n=0

B az adatsort atszamoztuk zerus kezdo indexszel
B Fourier transzformalt magnitudo (negyzet)
® ACF becslés Fourier transzformaltja

R.(n)=— ) X X34, n=0,1,2,..,N—1.
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Magsat periodogram becsles

% mintavételi frekvencia

fs = 1/dt;

% periodogram becslés
figure(3);

periodogram(di,[ 1,[ 1,fs); e
% az érdekes rész 0-1 milil/km “;
xlim([0,1]); 8
xlabel(‘hullamszam mkm~™ {-
1}');

ylabel('dBnT”"2 km');

title('Magsat periodogram
PSD');

150

140

130

120

110

100

90

B0

0

60

Magsat periodogram P3D

0.4 0.5 0.6

hullamszam mkm ™



"
Magsat periodogram becsles

Magsat pericdogram PSD

L0 e . ..................... . ..................... . .....................

% mintavételi frekvencia
fs = 1/dt;

% periodogram becslés a0
figure(3);

periodogram(di,[ 1,[ 1,fs); E
% az erdekes rész 0-1 milil/kn :g 100}
xlim([0,0.0011]);
xlabel('hullamszam km”~ {-1}')
ylabel('dBnT"2 km'); sor

title('Magsat periodogram
PSD');

EFU 1 1 1
0] 0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.001

-1
hullamszam km
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Periodogram jellemzoi

B torzitatlan becslés a PSD-re
® nkonzisztens becslés:

var[S, (f)]= S, ()’

B 3 becsles szorasa megegyezik a becsult
értekkel és nem csokken N novelesével, mert
a becslésenkenti szabadsagi fok: 2

—rendkivul zajos
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Periodogram jellemzoi

B gpektralis szivargas torzitja,

B 3 valodi spektrum és egy haromszog (Bartlett) ablak
spektrumanak (ami egy sinc? fuggveny) a
konvolucioja miatt

Haromszég ablak
Fourier spekirum

a

- '
o H’” MANAAANAANAN o ,
! V 1( w 1 1( 1! I nagy dinamikaju jelek esetén

teljesen hamis lesz a PSD
becslése

dB normalizalt
=]
(==

a 0.1 0.2 0.3 04 05
frekvencia (normalizalt)



Welch ablakfuggveny

B 3 kozéps6 maximum kiszélesedik (frekvencia felbontas

csokken) de nd az oldalfrekvenciak elnyomasa (kisebb
spektralis szivargas)

3 .II.ZIII'ZIi'III.Z.III . IIII'IIII.ZII.IIZIIIII.IIIIIIIIZIIIIIIZIIIIIIIéﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁIIIIZIIIIIIZI.IIIIIZIIIIIZIIIII.III B o iII'III.III IIII
0.4 0.2 ! 1 i
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PSD parameteres becslese
B alapotlet: szurt feherzaj PSD = jel PSD

x)=gO)xyt)  —  S(N=|G S, ()

B 3 g(t) szUrb pont olyan, ha y(t) fehérzaj, akkor a
kivant x(t) PSD-jét kapjuk meg, vagyis

2
S (f)=c|G(f)
B 3 gyakorlatban a g(t) szlr0 rekurziv (AR) szurd

Xp =Y taiX,_1 tapX, >+ +apx,
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Yule-Walker egyenletek

m y feherzaj, cel az a,szlro egyutthatok
meghatarozasa

B 3 szUrO egyenleteket:

Xp =Vn TA Xy TAQXy_p T T Ap Xy g

vegigszorozzuk x; —vel es vesszuk a varhato erteket
— Yule-Walker egyenleteket kapjuk

a kapott egyenletrendszerbol az a;szuro
egyutthatok meghatarozhatok
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Problémak

B nehéz meghatarozasi hibat rendelni a spektrum
becsléesehez

B 3 szUr6 fokszamanak (k) meghatarozasa kéerdeses
B kiegeszitdo modszerek:

Burg
MESE (Maximum Entropy Spectral Estimation)



Magsat Burg PSD becslés

% Burg modszere

figure(4);

pburg(di, 24,[ ],fs);

hold on

periodogram(di,[ 1,[ 1,fs);
xlim([0,1]);
)](-I}allioel('hullémszém mkm~ {-
ylabel('dBnT”"2 km');

title('Magsat periodogram és
Burg PSD');

160

140}

Magsat periodogram es Burg PSD

120 k-

G0

40

20

0.4 0.5 0.6

hullamszam mkm !



Magsat MESE PSD becsleés

Magsat periodogram és MESE P3D

150 I T T I T I T T T
% Yule-Walker maximalis 140
entrdépia mddszere
figure(5); 120
pyulear(di,24,[],fs); 420
hold on
periodogram(di,[1,[1,fs); 1o
xlim([0,1]); % 100
xlabel('hullamszam mkm~* {-
1}'); 90

ylabel('dBnT”2 km');

title('Magsat periodogram és
MESE PSD'); 70

0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

hullamszam mkm™
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Elofehérités (prewhitening)

® AR szUr0 hasznos alkalmazasa a jel dinamikajanak
csokkentesere

B viszonylag rovid AR (lIR) szlrovel (pl. k < 5)
Xy =Vp T Xy | TAxXy o T T A Xy
B az el6feheritett jel PSD becslése konnyebb (kisebb

dinamika)
B vegen a szurd hatasa eltavolithato
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PSD nem parameteres becslési
modszerel

® periodogram becslés varianciajat idobell
atlagolassal lehet csokkenteni

2
var($, (/) 1= =2

® Welch (szekcio atlagolas)
® {obb levago ablakkal végzett atlagolas
(multitapering)
ortogonalis ablakrendszerek: DPSS, szinuszos



Atlagolas (simitas) hatasa

B a simitassal (atlagolassal) csokken a
variancia (zaj), de csokken a felbontas is

B helyes egyensuly: felbontas < zaj



"
Welch szekcio atlagolas

B az eredeti idosort K db. egyenlo hosszusagu,
egymast (altalaban 50%-ban) atfed6 szekciora
bontjuk €s mindegyikbdl egy-egy spektrumot
szamitunk Ki

B ezek az adatsorok egymastol kozel
fuggetlenek, es igy a PSD egy-egy fuggetlen
becsléset adjak, melyeket atlagolunk

B 3 spektralis szivargas csokkentese erdekeben
mindegyik szekcidét megfelelo fuggvennyel
ablakoljuk (tapering)
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Magsat Welch atlagolas

Magsat periodogram es Welch PSD

40 oo m e d e oo S BRRREE EEEEREE oo il SRREEES

% Welch szekcid atlagolas T
pwelch(di,512,[ 1,[ 1,fs); .

hold on 120 -

periodogram(di,[ 1,[ 1,fs); <.,

xlim([O0,1]); =

xlabel('hulldmszam g 1

mkm~ {-1}'); o0

ylabel('dBnT”~2 km');

title('Magsat periodogram
és Welch PSD'); 70

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

hullamszam mkm ™!
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Multitaper modszer

® tobb levago ablakkal vegzett atlagolas

DPSS (Thomson) — optimalis jel energia koncentracio
adott 2NW tartomanyban

szinusz (Riedel és Sidorenko)

02

0.15

0.1

0.05

0.05

0.1

0.15

0.2
0

DPSS ablakok, NW = 4 DPSS ablakok DFT amplitudé, NW = 4



601 véletlen szinuszhullam

601 véletlen szinusz

% 601 véletlen szinusz dsSsSzege

g5 = 300; % mintavételi frekvencia (H=z)
Ts = 2.5; % 2.5 sec jel

nsa = Ts*ss; % mintak szama

nsi = 600 % véletlen szinuszok

ti = [D:{n=sa-1)]f=ss: % idiegyenes

frg = 50%*rand{l,600); % frekvencia

phs = 2#%pi*rand{l,600); % fazis
¥s1 = zeros(l,n=a):
for i=l:nsi
21l = Hsitsin{2%pi*fryg{i)*ti+ph={i)}):
end
% veletlen sginusz -25 dB-en, 62 Hz-en
a60l1 = 10*{-25F10) ;
2l = Hsitab0l*zin{2%pi*6e2*ti)
figure{l} ;
plot{ti ,xsi):
¥lahel{'idd {sec)'):
vlabel{' amplitadd') ;
title{'601 veletlen szinusz'});

600 db, 0 < f < 50 Hz véletlen frekvenc

60

40

20

amplitidd
=

-20

-40

-60

0.5

egységnyi amplitudoju szinusz

f = 62 Hz-es, -25 dB szinusz

a

j

idd (sec)

u

é

1.5
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periodogram PSD

601 szinusz periodogram P3D

20 | ,

10} A . .
% periodogram PSD hecsles o I | I ______________________ _
figure{2): i :
periodogrami{xx=si,[].,[].55): ﬁ I :
¥lahel{ ' frekvencia (kHz) '} : B ol | . |
vlahel{ ' 'P5D dBEfHz'): %
title{'601 =zinusz periodogram P5D') ; o E E

S P - b oo meee S -

e | :r _______________________ vl R ll ! llll]l J

40 i i

] 0.05 0.1 0.15

frekvencia (kHz)



Welch PSD

% Welch PSD bhecsleées

figure{3):

pwelchi{x=1i  250,[]1,[]1.5=):
¥label{ ' 'frekrencia (kHz)}'});
vlabel{'PS5D dB/Hz'}) ;

title{'601 szinusz Welch P5D');

20

PED dBHz

-40

G601 szinusz Welch P3D

L R ——

T-—~"~-~—-—-°a-------17

e e e, e, m, e — = - - —]

e Uy
1
1
]
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

'G I,

frekvencia (kHz)

=
s

0.15
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Ablakfuggveény alkalmazasa

B gpektralis szivargas hatasat lehet csokkenteni ugy,
hogy az adatokat egy w(n) sulyfuggvennyel
(‘ablakfuggveny’, taper) beszorozzuk

S (f)=— |Zw<n> x, e 2"

® becslés varhato éertéke:
1/2

ES.(nf= [ scommwir=par

—1/2
ahol a konvolvalo fuggvény

W(f)= %\F{ w(n)
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Bartlett (haromszog) ablak PSD

% Periodogram P5D, Bartlett ablakkal
figure{l}:

periodogrami{x=i hartlett{length{x=si)) . []1.,55) .
¥label{ ' 'frekvencia {(KH=z) '} :;

vlahel{'P5D dABfHz'} ;

title{'601l szimusz Bartlett abhlak P5D'):

601 szinusz Bartlett ablak PSD

il Aty e 7
] A -
N 1 T S |
= : :
e ! :
a2 | :
R L e ,
B0 - R R RRREEEEE iR |'|'|"|-|~1|”| Hl]
T3’ | R e ro e R B - 1
120 j i
0 0.05 0.1 015

frekvencia (kHz)
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Welch atlagolas, Barlett ablak

% Welch PED beczléz Eartlett aklakkal
figure (1) ;
pwelch{x=si’, bartlett {lengthixsi)), [1,[].ss,
#lim ([0, 113
xlakel |

v1label( 1
title( ]

1

F5SD dBfHz

20

-20

-40

-&0

=1

-100

.r 1
601 szinusz Welch PSD Bartlett ablak
T T T | T T T
P it N ! | I
|| ‘ |H
i i i i i i i
u] 20 40 &0 80 100 120 140

frekvencia (Hz)
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Ortogonalis ablakrendszer
(multitapering)

B az ablakok tul kis sulyt adnak az idosor kezdetéen és
vegen levo adatoknak

megoldas: ortogonalis ablakfluggvény rendszer

B az egyes ablakfuggvenyekkel sulyozott
spektrumokat atlagoljuk

B alkalmazott ortogonalis fuggvenycsaladok:
Slepian-féle, nyujtott szferoidikus fuggvenyek (DPSS,
Discrete Prolate Spheroidal Sequence)

minimalis torzitasu szinuszos ablakkfluggvények (Riedel és
Sidorenko, 1995)



szinuszos ablakfuggvenyek

® ortogonalis szinuszos fuggvénycsalad:

Vk(N;”)ZN/Nz_l_lSinﬂ(k-lj_vli(r-l_l) kkn=0,1,..., N-—1

B multitaper spektrumbecslés:

K-1
Z.Uk
S:(f)="=

N-1 Rk
ka (N;n) x, e~ 2T

n=0
K-1
Zﬂk
k=0

ahol i =1-k"/K*
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szinusz multitaper PSD becsleés

. . . szinuszos adaptiv multitaper PSD
% szinuszos adaptliv multitaper (Parker) P P

[psd f] = pspectrumixsi, ss); 10 ; ; ; ; ; ;
figure (4); w
plot{f,10*1ogl0 (psd), b
x1im([0,1501); I S VOO T O SO S S S
¥label | Vi
title )i
v1label( Vi
I S SSSSSSRE S B SRS S S S .
I
P E 5 5 5 : : :
- _Eﬂ - SRR [EEEEEEEE EEEEE EEEREEEEEEEEE [ R R EEEEEEREC TR
[ . . . . . . .
wn
o
_30_
_4ﬂ_
-50

i} 20 40 &0 20 100 120 140
frekvencia (Hz)
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DPSS adaptiv PSD becslés

% Thomson multitaper modszer PSD hecslés

figure(3) 601 szinusz DPSS modszer, NW=2.5
pmtm{x=i , 2.5,[].58):

T
¥label{'frekvencia {(kHz}'} ; :
¥label{ 'PSD dB/Hz'}): o |
title{'601 szinusz DPSS modszer, HW=2.5'): !
AD |- e T ELEErrEEE -
y 20 roemn s reeneeeene e -
= : :
= ) SR ] e .
O ; :
(1 ' :
1 S CECEEEEEPEPEPEPE R R T EE PP PP R ELEE TR R —
13 ] A e
1 | r ] - F e
FO Lo
-80 i i
0 0.05 0.1 015

frekvencia (kHz)



DPSS adaptiv PSD becsles, NW=4

601 szinusz DP33 modszer, NW=4

% Thomson multitaper modszer PSD hecsleés
HF = 4

figure{3)

pmtm{x=si HW ,[] ,=5) :

¥lahel{ ' 'frekvrencia {(kHz)'}):

y¥label{ 'PSD dB/Hz'}):

title('601 szinusz DPSS modszer, HH=4'});

PS50 ctBMHz

!
-40 -
P
P
P
1207 D_iDE D_i1

frekvencia (kHz)

0.15
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Magsat multitaper PSD becsles

Magsat szinuszos adaptiv multitaper PSD

120

100

PSD dB nT*/Hz

20

80

o] 0.0002 0.0004 0.00086 0.0008 0.001
frekvencia (1/km)
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Magsat Welch PSD becslés

J Spectrum Viewer

File Options Markers Window  Help
SR(LXI e =B 10 Ay |8
_ Signal: magsat
A096-by-1 real PSD
Fsor 120 T T T T T T T T T
_ Parameters
Method SEERTS H 100 -1
s
wotzn ||
e
. -
S —
anbk _
a]_ —
Inherit fram j
u_ —
20 -
40 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o 2 4 G 8 10 12 14 16 18
Frequency

Matlab SPTool
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DPSS ablakok

B idO-frekvenciaszelesseg szorzata: NW

nagyobb NW, szelesebb csucsok, nagyobb
spektralis szivargas (nem adaptiv modszer)

DPSS ablakok, NW = 4 DPSS ablakok DFT amplitudé, NW = 4
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Magsat DPSS adaptiv PSD becsles

J Spectrum Viewer

File Options Markers window Help
GRITIXI $wme |81 0 &y |8
_ Sighal: magsat
A096-by-1 real PSD
Fa o 120 T T T T T T T
_ Parameters
Method [T 100 - —
B0 -
Gl -
idé-frekvencia- 0
szélesség
szorzata
o0 - _
|Inheritfru:|m j
o0k
-40 —
&0 | | | | | | | | |
n} 2 4 G 8 10 12 14 16 18
Frequency

Matlab SPTool
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Magsat DPSS adaptiv PSD becsles

J | Spectrum Viewer
File Options  Markers  Window Help

B X I $wme = Bt Ay K
_ Signal: magsat

A096-bry-1 real PSD
S 120 T T T T T T T

_ Farameters

M 1024
T

ido-frekvencia-
szélesség
szorzata

|Inherit from j

Matlab SPTool
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SPTool — kerék gyorsulas PSD

J Spectrum Viewer
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