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A modell

e A geodéziai mérések célja: a Fold alakjanak, nehézségi erbterének, a
felszini alakzatok helyzetének, méretének meghatarozasa és abrazolasa

e Bonyolult folyamatok és rendszerek (a méréseknél is) kezelése —
modell

e Definicio: ,fizikai rendszerek, folyamatok egyszer(sitett, matematikailag
szabatosan leirhato idealizalt masa, amely annak geometriai, fizikai stb.
tulajdonsagait szemlélteti”

e Fajtai:
= Funkcionalis: determinisztikus 6sszefliggések
o Sztochasztikus: véletlenre vonatkozo 6sszefiiggések



Egy kis torténelem...

e Gerolamo Cardano (1501 — 1576)
= csillagjos, orvos, 131 konyv + 170 elégetett kézirat + 111 hagyaték
=, A szerencsejatékrol” és , A kockajatékrol” — bizonytalansag,
esemeénytér
e Galileo Galilei (1564 — 1642)
=, Gondolatok a kockajatékrol”
e Blaise Pascal (1623 — 1662)

= QOrvosi tanacs, , 0sztozkodas problémaja”, levelezés Pierre de
Fermat-val

o Varhato érték, rulettkerék




Meég egy kis torténelem

e Jakob Bernoulli (1654 — 1705)
= Valdszinliség meghatarozasa, a priori valoszinliség, ,, nagy
szamok torvénye”
e Thomas Bayes (1702 —1761)
= Feltételes valoszinlség (,,Tanulmany a valdszin(iség tana egyik
problémajanak megoldasarol”)
e Pierre-Simon de Laplace (1749 — 1827)

= Mérések elemzése, majd cikk; 1812 és 1814 , A valdszin(iség
analitikus elmélete”

e Antoine Lavoisier (1743 — 1794)
= meéréstechnika




S végul ne maradjon ki

 Jules Henri Poincaré (1854 — 1912)

e Francis Galton (1822 —1911)

e John Graunt (1620 — 1674) és William Petty (1623 — 1687)
=, A statisztikai atyjai” =

e Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855)




Alapfogalmak

« \Véletlen (random):

= a kdznyelvben a meghatarozhatatlan, megjosolhatatlan vagy szabalytalan
dolgok

o a filozofiaban a nem-determinisztikus, vagyis nem-elrendelt esemény

o 3 tudomanyban ha az esemény kimenete nem josolhatdo meg vagy az
nagyon bonyolult

e Véletlen tomegjelenség: adott korilmények kdzott vegbemend
folyamat, ami sokszor megismételhet6

e Valdszinliségszamitas (valoszinliségelmélet) targya — (Probability theory)




Alapfogalmak

e Elemi esemény (w): egy jelenség kimenetele
e Esemeény: egy konkrét elemi esemeény, jeldlésuk: A, B, ...
e Esemeénytér (£2): elemi események 0sszessége

» Osszetett esemény: elemi események bizonyos 8sszessége, az
esemenytér részhalmaza



Miveletek az eseményekkel

e Események, mint halmazok
e Esemény ellentéte: A

e Események 6sszege: A+B
e Események szorzata: A-B

e Kizdr6o események: A-B=0

« Események kiildnbsége: A-B=A-B
 Események 6sszessége: M A =1

* Eseményalgebra !




Relativ gyakorisag

* Az 6sszes esemeéeny bekovetkezésének szama: n
A esemeény bekovetkezésének szama: k, oo

o Relativ gyakorisag: Ka o

n |

. . k 0.3

 Erreigaz: 0<2A <1 el
- |

0.2

015

017

e A valdszinlség (probability): 005
O S P(A)S 1 O0 1(1)0 2(1)0 3(I)0 4(1)0 5(I)O 6(I)O 7(I)0 8(;0 9(l)0 1000




A valodszinlség néhany tulajdonsaga

kA+B kA T kB kA kB
n N N n

P(A+B)=P(A)+P(B)

P(A+A +..+A )=P(A)+P(A)+...+ P(An)zgp(a)
P(@)=1 0<P(A)<1  P(Q)=P(A)+P(A)  P(A)=1-P(A)

e Kolmogorov axiomai, valamint néhany tétel



Feltételes valoszinlség
K

NaB
o Definicio: P(A\B): P(AB)_ n

P(B) ks
. Tovabba igaz "

0<P(AB)<1
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e Bayes-tétel

P(B, given A)- P(A) = P(BIA) - P(A)
3 34 _ 3
P(B A) P(A‘Bk)' P(Bk) 3T Beie2e 3+142:8
A)=3 P(AIB) - P(B) = P(BIA) - P(A)
3 P(aB,) P(e.) CRE
i=1

Gyakorlati példa kovetkezik!



Bayes-tétel és gyakorlati példa (thx ChatGPT)

,A Bayes-tétel lényege, hogy ha mar van egy elképzelésiink (vagy
elGitéletiink) valamir6l, és aztan uUj informaciot kapunk, akkor ezt az 4j
adatot beépitve frissithetjuk a véleménytnket. Példaul, képzeld el, hogy
azt gondolod, hogy ma esni fog az esé, de el6tte még nem tudod
pontosan. Majd meglatod, hogy az ég s6tét, és ez megerdsiti a
gyanudat. A Bayes-tétel segit abban, hogy ezt a valtoztatast pontosan,
matematikailag is meg tudjuk hatarozni: a korabbi véleményedet (a
priori esélyt) ugy modositod, hogy figyelembe veszed, mennyire
valoszinl, hogy a megfigyelt jelenség (a sotét ég) akkor is el6jonne, ha
az eredeti elképzelésed igaz.”



Egy példa konkrét szamokkal

Tegylk fel, hogy van egy ritka betegség, amely az altalanos lakossag 1%-at érinti, és létezik egy

szlréteszt, amely a betegség kimutatasara szolgal. A teszt jellemzdi a kdvetkezdk:

* Ha valaki beteg (A), a teszt 90%-o0s eséllyel pozitiv eredményt ad:

P(Pozitiv | Beteg) = 0,9.

e Ha valaki nem beteg (—.A), a teszt 5%-0s eséllyel tévesen pozitiv (hamis pozitiv):
P(Pozitiv | Nem beteg) = 0,05.
A betegség eléfordulasi valdszindsége:
P(Beteg) = 0,01 és P(Nem beteg) = 0,99.
Lépés 1: Teljes pozitiv valdszinliség kiszamitasa

A teljes pozitiv eredmény valdszintisége (B esemény) az aladbbi képlettel szamolhaté:

P(Pozitiv) = P(Pozitiv | Beteg) - P(Beteg) + P(Pozitiv | Nem beteg) - P(Nem beteg).

Behelyettesitve:

P(Pozitiv) = 0,9 x 0,01 + 0,05 x 0,99 = 0,009 4 0,0495 = 0,0585.

_ P(A‘Bk ) P(Bk)

Z P(A‘Bi ) P(Bi)

i=1

P(B,/A)

Lépés 2: Bayes-tétel alkalmazasa

A Bayes-tétel segitségével kiszamolhatjuk, hogy ha valaki pozitiv tesztet kap, mekkora az esélye annak,

hogy tényleg beteg:

P(Pozitiv | Beteg) - P(Beteg)

P(Beteg | Pozitiv) = P(Pozitiv)

Behelyettesitve:

0,9 x0,01 0,009

P(Beteg | Pozitiv) — O.0ERE 00585
7 k]

~ 0,1538 vagyis 15,38%.

Osszefoglalva:

Még ha a teszt igen érzekeny is (90% esellyel észleli a betegeket), a betegség ritkasaga (1%) miatt egy
pozitiv teszt esetén minddssze kérdlbelll 15%-0s az esélye annak, hogy az illetd tényleg beteg. Ez a
példan keresztlil szemlélteti, hogyan segit a Bayes-tétel az el6zetes valoszinlségek (a betegség

ritkasaga) és az Uj informacio (a pozitiv teszt eredménye) alapjan frissiteni a végsé valoszintiséget.



Egy sheffieldi lelkész

« Thomas Bayes (1702-1761)

= Két mdvet publikalt életében

* Teoldgiai (1731)

* Matematikai (1736, névtelendl
— Newton védelme és Royal
Society tagja 1742)

= Tételét és igazi munkassagat a
jegyzeteibdl Richard Price adja
ki halala utan 1763-ban




Bayes-tétel alkalmazasa

e (reasoning)

e Egy faluban 100 emberbdl 10 hazudik (H). A 10 hazuddsbadl 8-nak
piros az orra (D). A 90 nemhazuddsbdl is 9-nek piros az orra. Ha

meglatogatjuk a falut és piros orruval talalkozunk, mennyi az esélye,

hogy hazudik?

1 8
H)-p(D|H "10
p(HID)=p( )-p(DIH) _ 100 10
p(D) A7
100
(H|D) = | = 47%
P 9™ "7

Emberek

100

Hazudik

10

N

/\

Nem hazudik

90

Piros az orra

8

Nem piros az
orra

Piros az orra

N

9

Nem piros az
orra

81



Meég egyszer a Bayes-téetel alkalmazasa

e Bayes-halod (valdszinliségi hald)

P(C=T) P(C=F)
0,5 0,5

Cc |P(R=T) P(R=F)
T| o8 0,2
/ F| 02 0,8

c |P(s=T) P(s=F) \
T s 0,9
F

0,1

% % S R |P(W=T) P(W=F)
T T | o099 0,01
T F 0,9 01
F T 0,9 0,1
F F 0,0 1,0

e Alkalmazasok: robotika, (mUszaki, orvosi...) diagnosztika, kockazatelemzés...



Utolso példa

e Robot lokalizacio

(d)

P p(zix)

 bel(x)

I bel(x)




Valoszinliségi valtozo

 Random variable
e Definicio: az elemi események kimeneteléhez rendelt valés szameérték
o Jelblése: ¢
e Fajtai:
= Folytonos
o Diszkrét
e Valoszinlseégi vektorvaltozo: valdszinlségi valtozok vektora

* Jelolese: ¢ _ 6,800 & ]



Valoszinlségi valtozok eloszlasa

 Eloszlasfliggvény — cumulative distribution function (CDF)

F(x)=P(£ <x)

e Jellemzai:
0<F(x)<1 B A |
F(a)<F(b) haa<b
lim F(x)=0 lim F(x)=1
Pla<&<b)=F(b)-F(a)

11111111111



Valoszinlseégi surlisegfuggvény
e probability density function (PDF)

[ f(t)dt = F(x)

e Jellemzbi:
f(x)= F'(x) LA
f(x)>0 M Joo T =
[ f(t)dt=1
b
Pla<&<b)=F(b)-F(a)=| f(t)t

11111111111



A valdszinlisegi valtozo jellemzoi

e VVarhato erték: a lehetséges értékek valoszinlséggel sulyozott kozepe
M(&)=D %P

|
e Szérasnégyzet: a varhato értéktdl valo négyzetes eltérés varhato értéke

D*(¢)=M(g-M(&))

e JellemzoOik:

M(c)=c  M(c&)=cM(E) ML +&)=M(5)+M(E)  M(ESE)=M(&) M(S,)

D2(£)=M(£?)-M2(¢)
D(C):O D(Cf):‘c"D(g) D2(§1+§2): D2(§1)+ Dz(é:z)



A valdszinlisegi valtozo jellemzoi

e Median
1
F(m,)==
(m.)=7

e Moddusz

f(m,)=max(f(x))

N\
R




A normalis eloszlas

e Valoszin(lseégi slrlsegfuggvény

1 3
f(x)= e 2
( ) OA\2TT

e ,haranggorbe”
° EIoszIéstggvény

y
je 20 dt

Fx

af

N(m,O')

M=

zzzz
- O O O
mo N

25953
aonN =

MoTT




Standardizalt normalis eloszlas N(0,1)

e Valdszinlségi valtozo standardizalasa




Tovabbi eloszlasok
e Matlab disttool eszkoze

Distribution: |Noncentral Chi-square Function type:
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Tobb valoszinlségi valtozd

o Valdszin(iségi vektorvaltozd e=[4.4,....&,]
e Varhato érték-vektor

mi:M(gi) m=|\/|(§)

e Szorasnégyzet-vektor
Giz:Dz(fi):M([gi_M(gi)]Z) _C11 C, - cln_

o Altalanositas: kovariancia C =

(nn)

Cij =M ([5. -M (5. )]I.fj -M (51 )J) C;n CI’.IZ Cr.m




A kovarianciardol még

e Jellemzok: C, C, - Cp |
Cij = M ([él - M (gl )]|§j -M (51 )D C — Coi Cp 0 Gy, Variancia?
2 _ (n.n) : ST
Ci =0 Cij o CJ'
_Cnl Cn2 Cnn_
e Korrelacio: ] _
C; TR I,
ri- = —1< rij <1
j I I I
0,0, R | 2 'z 2n
(n,n) :
r.=1 =T
J JI
! _rnl r.n2 r.nn_




A normalis eloszlas altalanositasa

wwwwwwwww

e Valoszin(lseégi slrlsegfuggvény

f(x)= e 2

e Kétdimenzids esetben

N ;2 e e 2

f(Xl,Xz): 1 exps — 1 : {(Xl_';nl) _9r (Xl_ml)(XZ_mZ) (Xz_mz) }
276,0,\1—-r? 2(1—[‘ ) O, 0,0, F:

e N-dimenzids esetben

() expl -3 -y Cix-m) | [l

27)" |



K6szonom a figyelmet!




