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A modell

e A geodéziai mérések célja: a Fold alakjanak, nehézségi er6terének, a
felszini alakzatok helyzetének, méretének meghatarozasa és abrazolasa

e Bonyolult folyamatok és rendszerek (a méréseknél is) kezelése —
modell

* Definicio: ,fizikai rendszerek, folyamatok egyszer(sitett, matematikailag
szabatosan leirhato idealizalt masa, amely annak geometriai, fizikai stb.
tulajdonsagait szemlélteti”

e Fajtai:
= Funkcionalis: determinisztikus 6sszefliggések
= Sztochasztikus: véletlenre vonatkozo 6sszefliggések



Egy kis torténelem...

e Gerolamo Cardano (1501 — 1576)
= csillagjos, orvos, 131 konyv + 170 elégetett kézirat + 111 hagyaték
=, A szerencsejatekrol” és ,, A kockajatékrol” — bizonytalansag,
esemeénytér
e Galileo Galilei (1564 — 1642)

|II

= ,Gondolatok a kockajatékro
e Blaise Pascal (1623 — 1662)

= Qrvosi tanacs, , 0sztozkodas problémaja”, levelezés Pierre de
Fermat-val

= Varhato érték, rulettkerék




Meg egy kis torténelem

e Jakob Bernoulli (1654 — 1705)
o Valoszinliség meghatarozasa, a priori valdszin(iség, ,, nagy
szamok torvénye”
e Thomas Bayes (1702 —1761)
o Feltételes valoszinlseég (,Tanulmany a valoszinlség tana egyik
problémajanak megoldasardl”)
e Pierre-Simon de Laplace (1749 — 1827)

= Mérések elemzése, majd cikk; 1812 és 1814 , A valdszin(seg
analitikus elmélete”

e Antoine Lavoisier (1743 — 1794)
= meéréstechnika




S végll ne maradjon ki

e Jules Henri Poincaré (1854 —1912)

e Francis Galton (1822 —1911)

 John Graunt (1620 — 1674) és William Petty (1623 — 1.687)
= A statisztikai atyjai” SR

e Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855)




Alapfogalmak

e Véletlen (random):

= a kdznyelvben a meghatarozhatatlan, megjosolhatatlan vagy szabalytalan
dolgok

o 3 filozofiaban a nem-determinisztikus, vagyis nem-elrendelt esemény

° a3 tudomanyban ha az esemény kimenete nem josolhato meg vagy az
nagyon bonyolult

e Véletlen tomegjelenség: adott kérilmények kdzott vegbemend
folyamat, ami sokszor megismételhet6

e Valoszinliségszamitas (valoszinlségelmélet) targya — (Probability theory)




Alapfogalmak

e Elemi esemény (w): egy jelenség kimenetele
e Esemény: egy konkrét elemi esemény, jeloléstik: A, B, ...
e Eseménytér ((2): elemi események dsszessége

« Osszetett esemény: elemi események bizonyos dsszessége, az
esemeénytér részhalmaza



Miveletek az eseményekkel

Események, mint halmazok
Esemény ellentéte: A

Események 0sszege: A+B
Események szorzata: A-B

o Kizdré események: A-B=0

« Események kiildnbsége: A-B=A-B
 Események Osszesséege: Z A =1

e Eseményalgebra !




Relativ gyakorisag

e Az 6sszes esemeény bekovetkezésének szama: n
A esemény bekovetkezésének szama: k, s

+ Relativ gyakorisag: Ka N
n
. . k 03
e Erre igaz: 0<_-A<1 o
- |
e A valdszinliség (probability): oo

0<P(A)<1 " w0 0 a0 40 0 e0 70 e00 900 1o00



A valoszinlség néhany tulajdonsaga

kA+B _ kA +kB kA kB
N N N N

P(A+B)=P(A)+P(B)
P(A+A +..+A )=P(A)+P(A)+...+ P(An):gP(Ai)

P(@)=1 0<P(A)<1  P(Q)=P(A)+P(A)  P(A)=1-P(A)

e Kolmogorov axiomai, valamint néhany tétel



Feltételes valoszinliség
K

NAB
 Definicio: P(A\B)z P(AB): N
PB) ks

N

e Tovabba igaz

0<P(AB)<1
P(B/B)=1

P(AB P(BA) P(AB
)= gy P - i = )



I Bei Not bei
ValoszinUsegi tetelek oocmances ““Fehe ek

Anassassin A|3 DRD)|1 O
. e Notan 712 @@ |6 D92 &
e Teljes valoszinliség tétele

sum 5

e
7

P(AB) - P(B)
_ 3
3+1+2+6

P()= ) P(4E)-P(B)

e Bayes-tétel

P(B, given A)- P(A) = P(BJA) - P(A)
3 3+1 _ 3
P(B A) P(A‘Bk ) P(Bk) B Bele2ed 3114216
k‘ L P(A|B) - P(B) = P(BJA) - P(A)
Z P(A‘Bi ) P(Bi) * P(B) - PEIALPA

Gyakorlati példa kovetkezik!



Bayes-tétel és gyakorlati példa (thx ChatGPT)

* A Bayes-tétel egy matematikai képlet, amely segit megérteni, hogyan valtozik
valaminek a valészinlsége, ha Uj informacio all rendelkezésre. Képzeld el,
hogy detektivként dolgozol, és megprobalod kideriteni, ki kovette el a
blincselekményt. Kezdetben minden gyanusitottrol van egy el6zetes
véleményed vagy "el6zetes valoszinliseg" arrol, hogy 6 lehet-e a tettes.
Amikor uUj bizonyitékot talalsz, a Bayes-tétel segitségevel frissitheted a

gyanusitottakkal kapcsolatos véleményedet, hogy jobban megértsd, ki lehet a
valodi b(inos.

e Tehat, nagyon egyszerlien szolva, a Bayes-tétel segit nekliink "frissiteni" a
valoszinliségeket azaltal, hogy figyelembe veszi az uj informacidkat. Ez olyan,

mint amikor tobb nyomot talalsz, és ezek alapjan finomitod a gyanusitottaid
listajat.



A példa konkrét szamokkal

Tegylk fel, hogy van egy varos, ahol harom személy gyandsithato egy blncselekmény Ezutan kiszamoljuk az 0j valoszinlsegeket, hogy ki lehetett a tettes, figyelembe véve, hogy
elkoveteésevel: Anna, Béla, és Csaba. Kezdetben egyenlden valdszinlnek tartjuk, hogy keszty(it viseltek:

barmelyikiik lehet a tettes, tehat mindenki esélye 1/3, vagyis korilbelll 33.3%.

) pory _ PlResgtyli| Anna) = P{Anna)
P(Anna Kesztyi) P Kesatyd)

Most kiderul egy Uj informacio: a blincselekmeny elkovetdje viselt keszty(it. A rendelkezesre allé

1. ) woy P{Kesstyi|Bela) = P(Béla)
adatok alapjan tudjuk, hogy: P(Bela|Keaztyu} PKesztyii)
o P Kesztyii|Csaba) = P Csabs
* Anna 80%-ban hord keszty(t hideg idében. P(Csaba|Kesztyii) — 20 };[Kiﬂﬁa (Cuabe)

* Béla csak 30%-ban hord keszty(it, mert nem szereti, ha korlatozzak a kezet.

* Csaba 50%-ban hord keszty(t, mert néha elfelejti otthon. Vegyuk a szamitasokat, hogy lassuk, hogyan valtoznak a valdszindsegek.

A biincselekmény napjan hideg volt, tehat a keszty(i viselése relevans informacio. Az Uj informacio fényeben a gyanusitottakkal kapcsolatos valoszinlisegek a kivetkezdkeppen

frissiltek:
A Bayes-tétel segitseégével frissithetjuk a gyanusitottak esélyeit. Ehhez eldszor kiszamoljuk az
tgynevezett "teljes valészinlisénét” annak, hogy a blncselekmény elkdvetdje keszty(it viselt, * Adteljes valoszinlsege annak, hogy a blncselekmeny elkovetdje kesztylit viselt, 53.33%.
minden gyanusitott esetében figyelembe véve az elézetes valdszinliségeket és az (j informaciot: * Annavaloszinlsege, mint a blncselekmeny elkovetdje, figyelembe véve, hogy keszty(t viselt,
50% lett.
P(Kesztyii) = P(Anna) x P(Kesztyli/Anna) + P(Béla) x P(Kesztyii|Béla) + * Béla valésziniisége, mint a blincselekmény elkdvetdie, 18.75% lett.
P(Csaba) x P(Kesztyil|Csaba) * Csaba valészintisége, mint a blincselekmény elkovetdje, 31.25% lett.

. 1 1 . 1
P(Kesztyi) = 3 %08+ 3x03+3x05 Ez azt jelenti, hogy az Uj bizonyiték (keszty( viselése) alapjan Anna valdszin(isége, hogy 6 a tettes,

a legmagasabb, mig Béla esélye a legalacsonyabb lett. -]



Egy sheffieldi lelkész

« Thomas Bayes (1702-1761)

o Két mdvet publikalt életében

* Teoldgiai (1731)

* Matematikai (1736, névtelentl
— Newton védelme és Royal
Society tagja 1742)

o Tételét és igazi munkassagat a
jegyzeteibdl Richard Price adja
ki halala utan 1763-ban




Bayes-tétel alkalmazasa

 (reasoning)

e Egy faluban 100 emberbdl 10 hazudik (H). A 10 hazuddsbodl 8-nak
piros az orra (D). A 90 nemhazudosbdl is 9-nek piros az orra. Ha
meglatogatjuk a falut és piros orruval talalkozunk, mennyi az esélye,

hogy hazudik? 00
Emberek
() -pDIH) 196" 10
p(D) 10N 10 90
100 H Hazudik Nem hazudik
(H|D) = 5 _ 47% /\ /\
P “9+g 7
8 Nem piros az | 2 9 Nem piros az |81

Piros az orra

D Piros az orra
orra orra




Meég egyszer a Bayes-tétel alkalmazasa

e Bayes-halo (valoszinliségi halo)

P(C=T) P(C=F)

0,5 0,5
¢ |P(R=T) P(R=F)
T| o8 0,2
/ F 0,2 0,8

R | (W=T) P(W=F)
T | 099 0,01
F 0,9 0,1
T 0,9 0,1
F 0,0 1,0

e Alkalmazasok: robotika, (mdszaki, orvosi...) diagnosztika, kockazatelemzés...

c |P(s=T) P(S=F)
T| o1 0,9
F| o5 0,5

mm- -~ ®




Utolso példa

e Robot lokalizacio

' pzix)

bel(x)

bel(x)

' p(zix)

bel(x)

P bel(x)




Valoszinlségi valtozo

 Random variable
e Definicio: az elemi események kimeneteléhez rendelt valds szameérték
o Jelolése: ¢
 Fajtai:
= Folytonos
o Diszkret
e Valészinlségi vektorvaltozé: valoszinlségi valtozok vektora

e JelOlése: g: [51’§2""’§”]



Valoszinlségi valtozék eloszlasa

e Eloszlasfliggvény — cumulative distribution function (CDF)

F(x)=P(¢ <x)

o Jellemzbi:
0<F(x)<1 B
F(a)<F(b) haa<b
lim F(x)=0 lim F(x)=1
Pla<é&<b)=F(b)-F(a)

11111111111



Valoszinlségi slriségfluggveny N =
e probability density function (PDF) o

| f(t)dt = F(x)

oJE]emZC,SiZ o5} | : //
f(x)=F'(x) LAl s

f(x)=0 VR N T e
[ f(t)dt=1

b
Pla<&<b)=F(b)-F(a)=| f(t)t

11111111111



A valdszinlsegi valtozo jellemzai

e VVarhato erték: a lehetséges értekek valoszinlséggel sulyozott kozepe
M(&)=2%p

[
e Szorasnégyzet: a varhato éertéktdl vald négyzetes eltérés varhato ertéke

D*(g)=M(e-M(&))

e Jellemzoik:

M(c)=c  M(c&)=cM(E) ML +&E)=M(5)+M(E)  M(ESE)=M(&) M(S,)

D2(£)=M(£?)-M2(¢)
D(C):O D(Cé):‘c"D(é) D2(§1+§2)= D2(§1)+ Dz(é:z)



A valdszinlsegi valtozo jellemzai

e Median
1
F(m,)==
(m.)=7

e Mddusz

f (m, )= max(f(x))

N\
R
@%{I////llllll’.k




A normalis eloszlas N(m, o) N R ==-7]

e Valdszinlségi slrlségfliggvény

(=L LemP o M(E)=m
Y o2 D(¢)=c o0

e ,haranggorbe”
° EIoszIéstggvény

ie 20) dt

© © o o o o o
w A 0 O N o ©Oo =
Z2zzz|
~ee e
Loz
2o
| I N I I E—

Fx

af




Standardizalt normalis eloszlas N(0,1)

e Valdszinlségi valtozo standardizalasa

M(g)=m o M)
D(¢)=0 D(¢)
()= %e_é B(x) = %ie_tzdt



Tovabbi eloszlasok

e Matlab disttool eszkoze

04

Density 0.3+
0.0040039

0.2

0.1

Upper bound |;|

Lower bound -

Upper bound ;I Upper bound
|
Lower bound |I| - Lower bound

J Distribution: Function type:
I S

0.8
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df
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Tobb valoszinlségi valtozd

o Valdszin(iségi vektorvaltozd e=16.60...8,]
e Varhato értek-vektor

mi:M(gi) m=|\/|(§)

e Szorasnégyzet-vektor
O'iz = Dz(éi): M ([5. - M (é )]2) _Cll C12 Cln—

 Altaldnositas: kovariancia C =

(nn)

Cij =M ([5. -M (é:. ):"_5] -M (51 )D C;ll Cr.12 C;m




A kovarianciarol még

e Jellemzok: _Cll C, - Cln—
Cij =M ([95| - M (51 )]|§J -M (51 )J) C = C21 C22 CZn Variancia?
) . (n,n) .
Ci = 0; Cij = Cji
_Cnl Cn2 Cnn_
e Korrelacio: 3 _
CIJ O<r <1 h, Ny I,
.. = ST S
' o0, ! R | Tz o
(n,n)
r-|| :1 r-IJ = r-J'
_rnl rn2 rnn_




A normalis eloszlas altalanositasa

vvvvvvvvv

e Valdszinlseégi slrlsegfluggveny
_(x—m)2

1 5
f(x)= e 20
()0'27z

e Kétdimenzios esetben

I 52 e e 2

f(X1’X2): 1 exps — 1 . {(Xl_znl) _9r (Xl_ml)(XZ_mZ) (Xz_mz) }
276,0,N1—1° 2(1—r ) o 0,0, o,

e N-dimenzios esetben

f(x) ep| -3 (-mf Cix-m)| ol

(27Z_)n/2 . ‘C‘



K6szonom a figyelmet!




