Kiegyenlitd szamitasok:

Legkisebb négyzetek modszere |.
Barsi Arpad




Torténeti hattér

e 1806: Legendre — kisbolygdk palyameghatarozasa
e 1809: Gauss — valoszinliségelméleti megalapozas
1812: Laplace — valdszin(iségelméleti alapozas
1898: Markov — modszertani fejlesztés

Emlitheté még: Csebisev, Bessel

Angolul: least squares method (LSM) / least squares adjustment



Adrien-Marie Legendre

e (1752 — 1833)

e Geometria

e Integralszamitas: elliptikus figgveény, béta- és
gamma fuggveény

e ~-polinomok, asszocialt ~-polinomok

e Szamelmélet: kvadratikus reciprocitas tétele

e ~-transzformacio: mechanika, termodinamika

* Nouvelles Méthodes pour la Détermination des
Orbites des Cometes, 1805 — fliggelékben a
legkisebb négyzetek modszere

R0




A folosmereés

Szabadsagfokok szama
Mérések szama

Meghatarozas: /\ o c D
e Alak

* Alak és méret

* Alak, méret és elhelyezés

* Alak, méret, elhelyezés és s=5 s=6
tajolas

f=n-s>0




A hasznalat elofeltételei

Legyenek folos mérések

e Legyen ismert a sulyozas (sulymatrix, sulykoefficiens matrix...)

Ne legyen durva hibaval terhelt mérés

A funkcionalis modell figgvénye legyen linearis (vagy linearizalhato)



Az alapelvek

e M(£)=M(L) becslésére vezessiikbe: U, kiegyenlitett érték
* Ennek felhasznalasaval a javitas: v, =U; - L,

e Acél: > pvi=min vagy > v;=min

* Gauss jeldlésevel:  [pwv]=min

- Altalanos megfogalmazasban: |v'P_ v =min
« Ehhez még a sulyegység kozéphibaja

Q:Cizc P=Q! m==) C'=my=f"VP,v



Elnevezések

e Paraméterek: nem mért mennyiségek (sokszor a cél azok
meghatarozasa)
o ElGzetes éertékeik és valtozasaik
 Feltételi egyenletek: a funkcionalis modell (fizikai) torvényszerlségei
 Fajtai:
= Kozvetitd egyenletek: mért mennyiségek és paraméterek
= Tiszta feltételi egyenletek: csak mért mennyiségek
= Kényszerfeltételi egyenletek: csak paraméterek



Alkalmazasi esetek

e |I. kiegyenlitési csoport: kiegyenlités kozvetité egyenletekkel

e |Il. kiegyenlitési csoport: kiegyenlités csak mért mennyiségeket
tartalmazo feltételi egyenletekkel

e |V. kiegyenlitési csoport: kiegyenlités kozvetit6é egyenletekkel és
kényszerfeltételekkel

V. kiegyenlitési csoport: kiegyenlités mért mennyiségeket és
paramétereket tartalmazo feltételi egyenletekkel

e VI. kiegyenlitési csoport: kiegyenlités mért mennyiségeket és
paramétereket tartalmazo feltételi egyenletekkel és kényszerfeltételi
egyenletekkel



Kiegyenlités kozvetitd egyenletekkel

e Adottak a &:S,:---,¢, valdszinlségi valtozd L, L,,-.-, L, megfigyelései

e Ezeknek a megfigyeléseknek a kiegyenlitett értékei U,,U,,...,U,

* A hozzajuk tartozo javitasok v, v,,...,v. U, =L +V,

* An,n,,...,n, parameéterek elGzetes ertekei es valtozasaik X; = X, +x;

» Ugyanezek vektorosan 3 U=L+vV
1y (D (D) (D

X =X + X
(rn,l) (D g



Kiegyenlités kozvetitd egyenletekkel

* Alinearis fliggvénykapcsolat M (&)= f (.70, )

M(§1): M(Li):a11'771+a12‘772+'--+a1r 17,
M(‘fz): M(Lz)=321'771+azz My ..ty 07,

M(Cfn): M(Ln):anl'nl-i_anz°772+“'+anr 17,
¢ dZd’Z — _

&y dp Gy
_ _ a a oo a
M (&)— M (L)_ A-m A = ,21 ,22 , '2r A — alakmatrix
(n,1) (n,1) (n.r) (r) (n.r) : : . :
_anl A, anr_




Kiegyenlités kozvetitd egyenletekkel

e A kiegyenlitett mennyiségekre ugyanaz a linearis fliggvénykapcsolat
U =a, X, +a, X,+...+&, X,
U,=a, X, +a,, - X,+...+a, - X,
U =a, X, +a, - X, +...+a, X,
* azaz

U=A-X
(n,1) (n,r) (r)1)



Kiegyenlités kozvetitd egyenletekkel

e Rakjuk 6ssze az eddigieket!

U=L+Vv=A-X=A1X,+X[=A-X,+A-X=a,+A-X
(nl) (1) (1) (nr) (r,1) (n,r) (r.1) (r,1) (n,r) (r.1) (n,r) (r,1) (n.1) (n,r) (r)1)

e Tovabba

U, = f(X,X,,....X,)

= £ (Xy0 Xpgreens X o)+ Rais X, + i Xy ..t o X, +R
X, ). *\ax, ). X, )

f(Xyg+ X0 Xog + Xpyeony X g + X, )=

r



Kiegyenlités kozvetitd egyenletekkel

e Akkor rendezzik a sorainkat!
L +Vv, =a,+a,X +a,X, +...+a X
e Ugyanez vektorosan

L+ v =a,+ A-X
(n1) (n2) (n.1) (n,r) (rd)

e EbbéI pedig a javitas-vektor

V=a+A-Xx-L=A-Xx+a,-L=A-x-1 A — alakmatrix
(n,l) (n’l) (n,r) (r,l) (n,l) (nvr) (r,l) (n’l) (n,l) (n,r) (r,l) (n’l) |—tISZtatag-Vekt0r
° 7. 7 e V — A. X _ I
e Ez a javitasi egyenlet T, L




A javitasok meghatarozasa

e Azt definialtuk, hogy

v' P, Vv =min
(1,n) (n’n) (n,l)

* A kvadratikus kifejezés széls6értéke az elsé differencial zérushelyén van:

d v P, v |=0
((LH) iy (n,l)j
e A bal oldal ekkor

T T
(L.0) (y (0.1) @©0) (o (D) @N) oy (D) (FD) (L) (n,ny (W1) (@) = o) (1D (1Y)



A valtozasok meghatarozasa

7 7 V - A' X - I
e Ha tehat felhasznalva «wy o0 ¢y o)

APV =0 ATPLL(A x—I) 0

(rn) (nmy (0D (r1) (rn) (om0 (nD (r.)
* Rendezve pedig
AP, A x=A"P, | N X = n ,
(rn) (n, n) (nr)(rd)  (rn) n) (n,1) rr) D) (r) Normalegyenlet

* EbbdIl kovetkezik

-1
-1
X =|A"P, A AP, | (rxl):N (rnl)
(r,1) (rn)(nn)(nr) (rn)(nn)(nl) , (r,r) (r,



A paraméterek meghatarozasa

e igy mar felirhatjuk

1
Tt = x =|ATP A | |ATP, |
! (r.1) ! (r.1) (r.n) (n.p) (n.F) (r.n) (p.ny (ND)

e tovabba

U=L+ vV = Vv = A X — |
(n1) (1) (1 (n) (nr) (r1) (nd)

2 -1,,T
mi=f"v P, v



Ha a kozvetitd egyenletek nem linearisak...

o A kozvetitbegyenleteket sorba kell fejteni

* A parameéterek meghatarozasa utan, iteracio
= El§zetes érték lesz a kiszamitott paraméter
= A megallasi kritérium:
* Lépésszamtol fliggben
» Valtozasok nagysagatol fliggben

e Kezdbértékek!



Kiegyenlités kozvetitd egyenletekkel — ,,Recept”

El6zetes parameéterértékek

Linearis vagy linearizalt kdzvetitd egyenletek felirasa

Javitasi egyenletek felirasa

Sulymatrix felvétele

Normalegyenlet felirasa

A normalegyenlet megoldasa

Paraméterek, javitasok, kiegyenlitett mérési eredmények szamitasa
Iteracio?

Pontossagi mérdszamok levezetése

Lo Nk WDNRE



K6szonom a figyelmet!




