Kiegyenlitd szamitasok:

Legkisebb négyzetek modszere lll.
Barsi Arpad




Mai témaink

* Kiegyenlités csak mért mennyiségeket tartalmazo feltételi egyenletekkel
(roviden: Kiegyenlités feltételi egyenletekkel)
(11l. kiegyenlitési csoport)

e Kiegyenlités kozvetitd egyenletekkel és kényszerfeltételekkel
(IV. kiegyenlitési csoport)



Kiegyenlités feltételi egyenletekkel

(csak mért mennyiségeket tartalmazo v. tiszta felt. egy.)

e Adottak a ¢:62r---1 Sy valdszin(iségi valtozd L, L,,...,L, megfigyelései
e Ezeknek a megfigyeléseknek a kiegyenlitett értékei U,,U,,...,U,

* A hozzajuk tartozo javitasok v,v,,...,v, U, =L +V,

e Paraméterek?

« Ugyanez tehat vektorosan §& U=L+vV
) (D (D (Y



Kiegyenlités feltételi egyenletekkel

e Alinearis fuggvéenykapcsolat
b, -M(&)+b, -M(&)+...+b, -M(&)-d, =0 f=n-s>0
by, -M(&)+b,, -M(&)+...+b, -M(& )—d, =0

bfl'M(§1)+bf2°M(§2)+“'+bfn°M(§n)_df =0

® dzZadZz - .
b11 b12 bln

b b .- b
B -M d =0 | P2 22 2n
(f.n) (n,(§)—(f,1) (1.1) (fB,n)_ : . :




Kiegyenlités feltételi egyenletekkel

e Alinearis fuggvéenykapcsolat

B-Md=20
(f,n) (n’(l})é) (f.1)  (f.0)

e felirhatd masképp is

B-U-d =20
(f.0) (0D (f.0)  (f.0)

e Ez behelyettesitéssel

B-U-d=B-(L+v)-d=B-L+B-v-d=B-v—(d-B-L)=B-v-I



Kiegyenlités feltételi egyenletekkel

e A feltételi egyenlet tehat

B-v— 1 =20
(f,n) (n1) (f)1) (f,1)

e A fluggvénykapcsolat felirhato igy is

e Ez sorbafejtve

AT IRV T IRV BT I +g,-d =0
1 2 T e n jo b
o, ) au, ) o, )




Kiegyenlités feltételi egyenletekkel

og . 0g . 0g .
) -V + D Wy o+t ) -V, +g;,—d; =0
ou, ). oy, J, aJ, ),

e Ez pedig nem mas, mint
by -V, +bj, -V, +...+b, v, +g,,—d; =0

Lagrange-féle multiplikatorok

e A szokasos cél -

T korrelatak
v P, Vv =min - -
(1.n) (n,LnL) (n.1) k,

T T : k,
o lttezleszz: v P v-2k [ B-v—-1 |=min 3ahol k =| .
(n) (n,n) (M) @O\ (n1) (F.1) (1) :




A megoldas (részletezés nélkul)
A normalegyenlet

B-PL_E-BT k-1 =20
(F.0) (my (D)) (£ (R (1))

A megoldasa pedig

-1
k =| B PL_E B' -
(F.) L (F.n) (qpy () (1)

 Majd ebbdl a korrelata-egyenlet

v =P -B'- Kk
(MD) (g (L) (T




A kiegyenlitett mennyiségek

e Ahogy felirtuk
U=L+vV

(n,1) (n1) (n2)

 Ebbe mar behelyettesitve a javitasokkal kész!
e Egy gyors ellenbrzés

viP, v=I k
W) (g (0D @) (F.D)

e Tényleg készen vagyunk?



A pontossagi mérdszamok

e Ismét részletezés nélkul

-1
QLL — PLL
(n,n) (n,n)

-1

-1 T 1 pT -1
Quu — PLL_ PLL B B PLL B B PLL
(n,n) (n,n) (n,n)(n’f) (f'n)(n,n)(n’f) (f’n)(n,n)
Qw — QLL_QUU

(n,n) (n,n) (n,n)

¢ O~xx?



Nézzink egy peldat!

e Mért:
o a, b, c oldalhossz
o, B, y szogek

f=n-s=6-3=3>0




A felirhato feltételi egyenletek

e S70g0sszeg
u,+U;+U =180° 9,:U,+U,+U -180°=0

e Szinusz-tételek

U, _sinY, ‘U.-sinU,.-U, -sinU_ =0
Ub SinUlB gZ' a Joj b a
U, sinU,

g;:U,-sinU_—-U_-sinU_ =0

C

U sinUy




A felirhato matrixok

f =3
n=6
891 091 ag1 agl 591 591
oU 5Uﬂ (3U7 o, ouU, U, _dl_glo_
5 _|%9, 09, 09, 09, 09, 04, | =|d,—g
@& | oU_, oU F, ouU ) o, ouU, U, (3,1) d2 20
8g3 agg 593 893 693 ag3 | 03— 03
_GU(Z 8Uﬂ @Uy ou, oU, aUC_



B matrix elemei

agl _ agl _ agl —

ou, aU, ou,

agl _ agl _ 8g1 =O

ouU, ouU, ou

a C




| vektor elemei

1180°—g,, Oo=L,+L,+L,
=] -0, Uy =L,-sinL,—L,-sinL,
—0O3 Uy =L,-sinL —L; -sinL,

Példal



A mai torténelmi portreé

e Giuseppe Luigi Lagrangia (1736-1813)
e [smertebb nevén Joseph Louis Lagrange

e Szamelmélet, valoszinlségelmélet
e Klasszikus és egi mechanika, csillagaszat

e Analizis, diff. egyenletek megoldasa

o Optimum-szamitas, feltételes széls6értékek
(— multiplikatorok — korrelatak)

,€ mliben senki nem fog lelni egyetlen szamot sem”
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1813,




Kiegyenlités kozvetitd és kényszerfeltételi egyenletekkel

» Adottak a S1:52:--:6n valdszin(iségi valtozé L, L,.-... L, megfigyelései

e Ezeknek a megfigyeléseknek a kiegyenlitett értékei U,,U,,...,U,

e A hozzajuk tartozé javitasok wv,v,,...,v, U, =L +v

* An.1n,...,n, parameéterek elGzetes értékei és valtozasaik X, = Xg; +X;

» Ugyanezek vektorosan g U=L+ vV
G I GE I CE VR Gy

X =X, + X
(rn,l) () (g (D



A kényszerfeltételi egyenletek

e Linearis fuggvénykapcsolatot feltételezve

e, =C, - X1 +Cyp - X2 +...+C, - X A kényszerfeltételi egyenletek szama p

r

r

€, =Cy - X +Cp - X, +...+C, - X

€, =Cp X +Cpp Xy +...+Cp - X
e altalanosan

e =h (X, Xy, X, )= (X + X, Xpg+ Xyyevy X g + X, )=

:hi(Xlo,Xzo,...,Xro)+(ah‘] -x1+(8hi) -x2+...+(a—hij -X, +R
0 0 0

r

oX, X, oX.,



A kényszerfeltételi egyenletek

o felirhatjuk

—W; = hi(XlorXZOr ---:Xro) — €

—W, =C;; - Xy +Cr - Xpg+...+C - X, —€

Cyp X +Cyh X, +...4C. X —W. =0 C.-x—-w=20

(p,r) (r1) (p1) (pd)
. _|oh
bl )




A megoldashoz

o Kétféleképp
= A valtozasok szamanak csokkentésével
o Feltételes szélsGérték-feladat megoldasaval

e A szokasos cél itt

v' P, v—2kT((C- X — wj:min

@) oy (VD) @R () (R (pD)



A megoldas

o Részletes levezetés nélkil ©
e A normalegyenlet (hipermatrixos jelolés!)

ATP,A -C"|[x] [ATP,]
(r.r) Cp) D)
- C 0 K — W

(p.r) (p.p) | L(PDL | (py _

A megoldas
-1

. _ - - e o1 — _ 2 g-1,T

x ] |ATPLA —CT| |[ATP,I N —C N my =1 v P,V
(rh) | — (r,r) te)| | wy |=| (0 (rp) | .| (nD)
K - C 0 — W -C 0 - W f=n+p-r>0

(kD] | () ep | L oy | L ken e L (P




A pontossagi mérdszamok
e Szintén levezetés nélkul ©

-1
QLL — PLL
(n,n) (n,n)

-1
Qu =N"-N7 CT( C N™ CT) C N
(rry o) (mn) (rp)X(por) (rr) (rop) /) (pr) (ror)

T
Quu — AQxxA
(n.n) (n,r) (r.r) (r,n)

Qw = QLL_QUU

(n,n) (n,n) (n,n)



Nézzlnk egy peéldat erre is!

 Szinteztlnk. ;

e Mért:
° L5, Lys, Ly3 magassagkilonbség

 KOtott: e
° H,

e Keresett magassagok:
(el6zetes magassagok)
= H,, H,

e Kényszer: AH,; = konst. f=n+p-s=3+1-2>0



Az egyenletek felirasa

o Kozvetitd egyenletek felirasa a szokasos modon
e A kényszer kezelése
Hy—H, =AH,
e EbbOI
—W=X; =X, =AH, = X, + X, — X,, — X, —AH,,
e Most mar felirhato

C=[-1 1] W= (Xg = Xp0 —AHy )| Példal



K6szonom a figyelmet!




