A VEGESELEM - MODSZER ES ALKALMAZASAI

1. Koordinata-rendszerek

Az abran lathato haromszogelemhez tartozo kiilonboz6 lokalis koordinata-rendszerek

vizsgalata.

A vizsgalt haromsz6g ugyanaz mindegyik lokalis koordindtarendszernél:
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Az Osszefliggés a lokalis- és a globalis koordinata-rendszerek kozott:
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b./ Paraméteres lokalis-koordinatarendszer
A koordinatarendszerek és a bazisfiiggvények:
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Példaul az R pontnal (&,m),=[0.2,0.3] > (x,y), =[4.1,4.1].

Az inverz kapcsolat alakja:
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c./ Természetes koordinatak alkalmazasa

Csak szimplexek esetében lehetséges. Ez 1D-nél 2 pont altal meghatarozott egyenes.
2D-nél 3 pont altal meghatarozott haromszog, 3D-nél 4pont altal definialt tetraéder.

pl. haromszog esetén
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A kapcsolati egyenlet: | X [=| X} X, X3 L2 3 7
Vi n v, w1205
Ha példaul: (L, L,,L;)=[0.1,03,0.6] > (x,y)=[4.8,5.9].
Az inverz kapcsolat:
L1 1 171 [ -2 3] [oans
Ly|=|3 7 4| |x =17 -13 -1]|5|=/0.4706 |.
Lyl |2 5 7 1 -3 4]/4]| |0.1176
vonalelemnél L; =% térfogat elemnél L; =%
A kapcsolati egyenlet altalaban:
1 1 1 11 L,
x | =1 x, X, X3 Xy, L,
Y Y Y Vi Va L,
z Z z, Z, Z, L,

mindig igaz: ), L; = 1




Végeselem-modszer. Altalanos dsszefiiggések.

2. Altalanos dsszefliiggések

A kontinuumfeladatok matematikai felirasandl a potencialis energia stacionaritasi feltételét
haszndljuk fel. E szerint az elmozdulasok fliggvényében felirt potencidlis energianak
stacionaritdsi pontja van a létrejovo elmozduldsokhoz tartozé pontban.

Eldszor levezetjiik a potencidlis energia fiiggvényét az elsdrendli elmélet haszndlatdval. A
kontinuum feladatban négy fliggvény kapcsolatét - keressiik: az u(x, z, y) elmozdulas-, az & (x,
z, y) alakvaltozés-, a
a(x, z, y) fesziiltség- és a p(x, z, y) teherfiiggvényét. Az elso kettd kozott az

&=Lu
geometriai egyenlet tart kapcsolatot, ahol L egy differenciadloperator. A Hooke-torvényt leird

fizikai egyenlet altalanos alakja
oc=D(e-¢,)

ahol D az anyagallandoktol fliggd kvadratikus matrix, g, pedig a nem a fesziiltségek (pl.

hémérséklet) hatasara 1étrejovo alakvaltozasok vektora. Az egyensulyi egyenlet az L operator
transzponaltjat tartalmazza:

L'c+p=0

A 11 potencialis energia két részbdl all: az alakvaltozasi energiabdl és a teher potencialjanak
valtozasabol. A fajlagos elemi alakvaltozasi energia a 0 és a d< novekményvektor skalaris

szorzata. Ezt integradlva (most egy haromszog teriiletét szamitva) a teljes alakvaltozason
megkapjuk a fajlagos alakvaltozasi energiat. Ezt a teljes kobtartalmon V' szerint integralva
adodik az alakvaltozasi energia. Az elmozdulds és a teher skaldris szorzata adja a teher
potencialvaltozasat. Ha az eltolodds az erd irdnyaban torténik, akkor a teher potencidlja
csokken. Megoszlo teher esetén integralni is kell. Igy
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A zérojeleket felbontva az els6 tag négy tagra esik szét. Ebbdl egy allando, mely a stacionaritast
nem befolyasolja, ezért elhagyhatd; masik kettd 0sszevonhatd, igy
1 T T T
H:EJ.S DedV —[& De,dv —[u” pdv
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Ebbe a geometriai egyenletet behelyettesitve a potencialis energia az elmozdulasfiiggvények
fliggvénye lesz:
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A Ritz-moédszer szerint a végtelen dimenzidju fliggvény tér helyett kozelitésképpen csak egy
véges dimenzioji altérben keressiik a megoldas kozelitését, vagyis ismert fiiggvények
(bazisfiiggvények) ismeretlen egylitthatokkal képzett linearis kombinacidjaként vessziik fel a
megoldas-fliggvényt. A végeselem-modszer a Ritz-modszer egy specidlis esete, melyben a
bazisfliggvények a vizsgalt tartomany nagy részén zérusértékiiek, és az egyiitthatoknak
altalaban jol meghatarozhat¢ fizikai tartalma van:

u(x,y,z) = Zn:viNi (x,y,z)

i=1
A bazisfiggvényeknek folytonosaknak kell lenniiik, st ha az L operatorban mésodik derivalas
is eléfordul, akkor még a bazisfiiggvények elsd derivaltjainak is folytonosnak kell lenniiik.

3. Végeselem-modszer alapjai

A vizsgalt V tartomanyt elemekre osztjuk, és azon kitiintetett pontokat vesziink fel. Egy elem
kitiintetett pontjainak elmozduldsait a v, vektorba gyljtjiikk, és ezekbdl interpolaljuk a
bazisfliggvények felhasznalasaval a kozbensd pontok elmozdulasait:

u(x,y,z)=N(x,y,z)v,
Ezt a geometriai egyenletbe helyettesitve

e=Lu=LNv,=B(x,y,z)v,

Ezt behelyettesitve a potencidlis energia fliggvényébe, az integralast csak egy elemre elvégezve
(erre utal az e index), és az integralbol kihozva a konstans vektorokat:

1
m,(v.) =2 [ B" DBdVv, ] | B' Deydv —v! [ N' pdv

v, v, V.

Bevezetve a
K, = [ B'DBdV
v,
¢s
g, = | B' De,dV + [ N" pdv
v, v,

jeloléseket

M, (v,) =5 v Ky, ~v,



Az Osszes elem potencialis energidjat 6sszeadjuk, kozben az elemekhez tartozé vektorokbol és
matrixokbol 0sszeallitjuk a teljes szerkezet:

v elmozdulasvektorat,

K merevségi matrixat

és

q redukalt tehervektorat,

a teljes szerkezet potencialis energiaja a kdvetkezo lesz:

I(v) zévTKv—qu

Ez ott stacionarius, ahol a :v vektor szerinti derivalt ja zérus, vagyis

I1
a1 =Kv-g=0
dv
Igy egy linearis egyenletrendszer megoldasaval szdmithatjuk a kitiintetett pontok
elmozdulésait, majd azokbdl elemenként tetszéleges pont elmozdulasa, alakvaltozasa vagy

fesziiltsége is meghatarozhato.

4. Alkalmazas: Tarcsak szamitasa

A tarcsafeladatokban a 4 fliggvény vektor értelmezése a kdvetkezo:

Az alapveto valtozok:
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Sikbeli alakvaltozasi allapotban
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Sikbeli fesziiltség allapotban




Eddig a tarcsa alaposszefiiggéseit kozoltlik, most mutatjuk meg a végeselem-mdodszer 1épéseit:

1.) A vizsgalt tartomanyt véges elemekre osztjuk. Az elemek lehetnek haromszoég vagy
négyszog alaktiak. Az elemek sarokpontjait kitiintetetteknek tekintjiik, sot esetleg az oldalakon,
az elem kdzepén is vehetiink fel tovabbi kitlintetett pontokat. (Ha nem csak a sarkokban vannak
kitlintetett pontok - mas néven csomodpontok - , akkor az oldalak esetleg gorbék is lehetnek.)

2.) Felvessziik a koordinatarendszereket. Az egész szerkezetre érvényes egy globalis
koordinatarendszer, és felvesziink minden elemhez egy-egy lokalis rendszert is. A lokalis
rendszernek két tipusat kiilonboztetjilk meg. Az xy rendszert tigy kapjuk, hogy a globalis
rendszert merevtestszeriien elmozditjuk gy, hogy az a lehetd legjobban illeszkedjék az

elemhez, és igy esetleg elérhetd, hogy tobb elem azonos lesz a sajat rendszerében. A &n (4n.
paraméteres) koordindtarendszernél sokkal jobb illeszkedést érhetiink el, mert a
koordinatarendszer lehet ferdeszogi, sot gérbe vonalu is, valamint a 1éptékeket tigy valasztjuk,
hogy a csomopontok koordinatai specialis értékek legyenek (lasd 1. abra).
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3.) Felvessziik a bazis fiiggvényeknek az elemen értelmezett részeit. A tarcsandl csak a
folytonossagot kell biztositanunk, ezért itt a Lagrange-féle alap-polinomokat hasznaljuk.
Ezeknél egy csomoOpontban egységnyi a fliggvény értéke, a tobbi kitiintetett pontban pedig
zérus.
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A 2.a abrdn bemutatott haromszogelemhez derékszogli koordinatarendszert vélasztottunk.
Ezek bazisfiiggvényei:

Nl(x,y)=1—%— Y Nz(x,y)=§—£y: N, (x,y)=

a—c¢
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A 2b. 4dbran bemutatott haromszogelemhez paraméteres koordindtarendszert valasztottunk.
Ennek bazisfliggvényei:

N (Em)=1-E-m; N,(&n)=&; Ny(&n)=n

4.) Jacobi-matrix eldallitasa (ha sziikséges).

(pl. 3csp.-os haromszog elemnél)
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Az inverz:
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5.) Az elmozdulasvektor két eltolodasfiiggvényét a csomdpontok eltolodasaibol a
bazisfiiggvények felhasznalasaval. interpolaljuk:

u(x,y,z)=N(x,y,z)v,

6.) Az alakvaltozasi B matrix eldallitaisa az L operator és az N _interpolaciés matrix
felhasznalasaval:
B =LN

Ha a bazisfiiggvények valdban x és y polinomjai, akkor a derivalas konnyen elvégezhetd, de ha
a paraméteres koordinatak fliggvényei, akkor a lancszabalyt kell alkalmazni.

(aN,. _ON, 6§+8Nl. on 4 ON, _ ON, 6§+8Nl. on )
ox o0&ox onmpox o0y o0& Oy On Oy

7.) A B és a D matrix ismeretében az elem merevségi matrixa a korabbiak szerint a

K, = [B"DBdA
Ae



képlettel szamithatd. (A tarcsa vastagsagat allandonak tételeztiik fel, igy felesleges minden
tagot a vastagsaggal is szorozni.) Ha a bazisfiiggvények a koordinatdk linearis fliggvényei,
akkor az integraland6 matrixok konstansok.

K, =B"DBA

Ha azonban a lokalis koordinatak fiiggvénye, akkor pl. haromszog esetén a

11-n

K, = [[ [ B"DBJ|dedn
4,0 0

képlettel szamitando. Az integralast gyakran numerikusan végzik el. Ha a paraméteres
koordinatarendszert hasznaltuk, akkor az elem merevségi matrixa a globalis rendszerben van
értelmezve, hiszen a derivalasnal és az integralasnal is a két koordinatarendszer pontos
kapcsolatat leird Osszefiiggéseket hasznaltuk. Ha azonban a lokalis rendszert a globalis
merevtestszerli elmozditasaval kaptuk, akkor a merevségi matrix a lokalis rendszerben adodik,
¢s azt (a rudszerkezeteknél tanult modon) blokkonként a globalis rendszerbe kell
transzformalni.

8.) Az elemek merevségi matrixaibol osszeallitjuk a szerkezet merevségi matrixat. A
modszer megegyezik a rudszerkezeteknél tanult modszerrel, csak ott az elem merevségi
matrixat 2x2 blokkra (szabadsdgfok x szabadsagfok) bontottuk, itt csxcs (csomopontszam x
csomopontszam ) blokk van. A megtamasztasokat itt is nagymerevségi rugokkal helyettesitjiik,
a rugoallandok a merevségi mdtrix féatldjanak megfeleld eleméhez adodnak.

9.) Az elemek terhét a csomdépontokra redukaljuk. Ha a merevtestszeriien elmozditott lokalis
koordinatarendszert alkalmaztuk, akkor a redukalt teher vektorat is ebben kaptuk meg, ezért azt
blokkonként a globdlis rendszerbe kell transzformalni.

g, = | B' De,dV + [ N' pav
V. v,

10.) A szerkezet ¢ redukalt tehervektoranak eléallitisa (szamitasi modja megegyezik a
rudszerkezeteknél tanult modszerrel), a csomdpontokon hatd és az oda redukalt terheket a
vektor megfeleld blokkjahoz adjuk.

11.) Az egész szerkezetre vonatkozd Kv=g, linearis egyenletrendszert kell megoldani, mellyel
megkapjuk a csomopontok eltolodasait.

12.) A tovabbi ismeretlenek (g, o) kiszamitasat elemenként lehet végezni. A v vektorbol
kivessziik az elem csomopontjainak eltolodasait (v, ). (Ha az elem lokalis koordinatarendszerét
a merevtestszerii elmozditassal kaptuk, akkor e vektor blokkjait elészor a lokalis rendszerbe
transzformaljuk.) Az elem egy tetszdleges P pontjanak eltolodasat, alakvaltozasat, fesziiltségeit
ugy kapjuk, hogy rendre behelyettesitiink a kdvetkezo képletekbe:

u(x,y,z)=N(x,y,z)v,

e=Lu=LNv, =B(x,y,z)v,

o=D(e-¢,)=D(Bv, — &)

Ha a bazisfiiggvények linearisak voltak, akkor az elemen konstans az alakvaltozasi és a
fesziiltségvektor is.



Mintapeldak: Az elem merevségi matrixa és tehervektora

1.Példa: Hatarozzuk meg egy sik alakvaltozasi allapotu tarcsafeladat vizsgalatahoz
sziikséges haromszog alakd elem merevségi matrixat!
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Az alapveto valtozok:
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Az anyagi merevségi matrix egylitthatdja: =1.923-10°.

d+v)1-2v) 13-04
A Dbazisfiiggvényekhez hasznaljunk harompontos elemet (kordbbi gyakorlatokon mar
vizsgaltuk):

Nl =1_&_n’N2=é>N =n.

Segitségiikkel: u=Nv, =
N, N, N,

Az alakvaltozasi matrix elemeinek eldallitdsdhoz sziikséglink lesz a Jacobi-matrixra, illetve
annak inverzére:

o o) [Ny N, oMy, S0
O - W I s _{— }6
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o8 on |
v 5 0 0 : . .
glo| Ox Ox 1 { }[ A } . Mivel ON; _ON, %+ N, 8_11’ az alakvaltozasi

195 o T30[-3 6 |01 Y ox  OF ox  on ox
o 0y
matrix egyes elemei:
%z_l.l_l.oz_l, oN, =1.l+0.0=l’ ON3 =0.l+1.0=0’
ox 6 6 Ox 6 6 Ox 6
ON, 1 ON, 1 ON,

—=-1-(0.1)-1-—=-0.1, —==1-(-0.1)40-—=-0.1, —:0-(—0.1)+1'l =0.2.
5 oy 5 oy 5

Az alakvaltozasi matrix:

)
o o {Nl N, N, } - Iz
B= = = -0.1 -0.1 0.2
5 5 M s e R VAR N R VA .
oy ox
A elem merevségi matrixa:
0.7 0.3
K,=[B'DBd4=B"DB 4, =B"1.923:10°| 0.3 0.7 B.&3 Egy elemet
Ae 0.2
gyakorlasképpen kiszdmitunk:
0.7 0.3 0
Ke,16:1.923-106-15[—% 0 —0.1] 0.3 0.7 0.2|=-0.288-10°.

021 0
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2.Példa: Vizsgaljuk meg a ,,klasszikus” lemezelem merevségi matrixanak eléallitasahoz
sziikséges lépések sorozatat.
v A

P, =P, COSC+ P, sinc

I

4
Y

P> Px> Py
Pr> Py Pyy p.=-p,
A modell alapvetd valtozoi:
_ , -
0
_ — 2
Oy
KX
—0?
u=[wle=| kK, |[=Lu= 5 [w],
ox
2
| My 0
2
Ox0y

3 1 v 1 03
y 8=L2V €=888.9/03 1 €.
12(1-v?)

m I-v 0.35
2
A Dbazisfiggvényeknél valasszuk a 21 szabadsagfoku, 6todfoka polinommal jellemezhetd
elemet:

XT=[1 X y x? xy y2 x3 xzy xy2 y3 xy4 ys],
aXT
X pboroxo2yo ]
oy
2_.T
OX 000200 6x 2y . st
ox
A B matrix elemei:
(1 0 00 0 O . .
01 00 0 0.
00 100 0. ~
00 02 0 0. a[Nl N, Nzl]:XTB "
00 00 1 0.
5[0 000 0 2.
1o -1 0 0 -1 0 .
1 0 20 0 4.
01 00 2 0.
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Az alakvaltozasi matrix: B=LN =Lx"B™ =B,B™'. A B, métrix elemei:

=
Il

Lx'

Az elem merevségi matrixa:

oS O O

o O O

oS O O

—6x

K, =[B""B;DBB'd4=B"" [B;DB, d4 B"'= B""K,B" ,
Ae Ae
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