Interpolaciok alkalmazasa a végeselemes szamitasokban

A végeselem modszer egyik nagyon fontos eleme a polinommal valé kdzelités. Ezek hasznalataval
tudjuk a racspontokon adott értékekbdl kiszamitani valamely kdzbensé pont értékeit. Alapvetoen

kétfajta modszer haszndlatos. :

1. Lagrange-féle interpolacio;

2. Hermite-féle interpolacio.

Lagrange-féle interpolacié

A Lagrange-féle interpolacio soran a feladat egy olyan n-ed foku polinom eldallitasa, amely az
el6re ismert n+1 pont (xi;yi) esetén a polinom értéke az xi helyen pontosan yi . ( B,(x;) = y; ). Az igy
megadott gérbét az un. Lagrange interpolacios polinomok felhasznalasaval tudjuk eldallitani, azaz

Pa(x)) = i1 yi Li(0); ()

ahol az i-edik Lagrange-polinom

Li(x) — (c=x1)(x=x2) - (Xx=2i—1) (X —Xi41) . (X—Xn41) (2. a)

Ceg=x1) o Oeg=2x1—1) =X 41) o (X=X 41)

Bevezetve w(x) = (x —x1)(x — x3) ... (x — x,4+1) az alappolinom szamithato

_ w(x) , .
Li(x) = o képlettel is. (2.b)
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P1.: Tllessziink interpolacios polinomot az x 1 46

y 47 2 pontokra.

A megadott 3 pontra egy max. masodfoku polinomot tudunk illeszteni.

A Lagrange-féle alappolinomok:
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1. abra Az L;(x) alappolinom abrazolasa (lathatd, hogy értéke 1 az x=1 helyen, miga 4 és 6

helyeken zérus az érték)
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2. abra Az L,(x) alappolinom abrazolasa (lathat6, hogy értéke 1 az x=4 helyen, miga 1 és 6

helyeken zérus az érték)



(x—1)(x—4) _ x%-5x+4
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3. 4bra Az L3 (x) alappolinom abrazolasa (lathatd, hogy értéke 1 az x=6 helyen, mig a 1 és 4

helyeken zérus az érték)

Ennélfogva az interpolédcios polinom:
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Pz(x) :4x 1f;c+24 +7 x _72t+6 +2 x 15;c+4‘ (7)
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4 abra A Lagrange-féle P,(x) polinom abrazolasa

Amennyiben ki kivanjuk szamolni az x=3 helyen a kozelit6 értéket, akkor a P, (x) polinomba (7.

egyenlet) be kell helyettesiteni az x=3 értéket.

32 —10x + 24 x%2—7x+6 x%2—5x+4
+7 +2 =

15 -6 10 74

Py(x=3)=4



Hermite-féle interpolacio

Amennyiben az adott pontokon nemcsak a fliggvény érték adott, hanem a derivaltak is ismertek,
akkor a kozelité fliggvény meghatidrozasahoz a Hermite-féle interpolaciot alkalmazhatjuk.
Tehat keressik azt a legfeljebb 2n-1 foku polinomot, amelynek értéke

az Xq, X3 ,..., X, helyeken H(x;) = y; és H'(x;) =y,

A fenti feladatnak eleget tevd polinom egyértelmiien meghatarozhaté a Hermite-féle
interpolacidos polinomok felhasznaldsaval. A Hermite-féle interpolacidos polinomot is
alappolinomok segitségével allitjuk eld, hasonléan a Lagrange-féle interpolaciohoz. Kétféle
alappolinomot hasznalunk.

A h; (x) alappolinom az x; hely kivételével 0 értéket vesz fel, az x; helyen 1 az értéke, a
derivaltja pedig minden alappontban 0.

A h;j; (x) alappolinom értéke minden alappontban 0, derivaltja pedig az x; helyen 1, mig a

tobbi helyen 0.

Igy:

By () = {01;; f;f;);zzazl] =12,..,i—1,i+1,..,n 8.2)
hio(x)=0; hai=12,..,n (8.b)
és

hi1(x) =0; hai=12,...,n. (8.c)
B () = {(1): :Zi z 2] =12,..,i—1,i+1,..,n 8.d)

Az alappolinomok segitségével allitjuk el6 a Hermite-féle interpolacios polinomot:
H(x) = Xisq yihio(x) + Xz, ¥'ihia (x) )
ahol a h; o (x) és h;; (x) alappolinomokat a Lagrange-féle interpolacios alappolinomok

segitségével allithatjuk eld. Jeldlje w(x) a (x — x1)(x — x3) ... (x — x;,) szorzatot.

hio() = (722 ) " [1 - 222 (x — )] = (1)’ [1 - 22 (x — )]

(e—x)w (x)) w ()
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hia () = (=22 ) (e = x) = (Li(0) (x - xp;

(x—x) o' (x;)

Az elobbi példaban megadott harom ponthoz tartoz6 Hermite-féle alappolinomok:

(x = )2 (x - 6)2(16 + = — =)
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5 dbra Az hy 5(x) alappolinom abrazolasa (lathato, hogy értéke 1 az x=1 helyen, miga 4 és 6

helyeken zérus az érték, mig a derivaltak az x=1, 4 és 6 helyeken zérusok.)
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6 dabra Az hy ;(x) alappolinom abrazolasa (lathato, hogy értéke 0 az x=1, 4 és 6 helyeken , mig a

derivalt az x=1 helyen 1 a 4 és 6 helyeken zérus.)

(- D2(x — 6)2G —3)

hz,o(x) = 36
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7 d&bra Az h; ¢(x) alappolinom abrazolasa (lathato, hogy értéke 1 az x=4 helyen, miga 1 és 6

helyeken zérus az érték, mig a derivaltak az x=1, 4 és 6 helyeken pedig zérusok.)

(x—1)*(x—6)*(x—4)

h2,1(x) = 36

8 abra Az h; ;(x) alappolinom abrazolasa (lathato, hogy értéke 0 az x=1, 4 és 6 helyeken , mig a

derivalt az x=4 helyen 1 az 1 és 6 helyeken pedig zérus.)
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9 d&bra Az h3o(x) alappolinom abrazolasa (lathato, hogy értéke 1 az x=6 helyen, miga 1 és 4

helyeken zérus az érték, mig a derivaltak az x=1, 4 és 6 helyeken zérusok.)



(x — 1)*(x — 4)*(x — 6)
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h3,1(x) =

10 abra Az h3 4 (x) alappolinom abrazolasa (lathato, hogy értéke 0 az x=1, 4 és 6 helyeken , mig a

derivalt az x=6 helyen 1 az 1 és 4 helyeken zérus.)

A mechanikai szdmitdsokban a ezt a fajta kozelitést az aldbbi feladat megoldéasara
hasznalhatjuk: Adott egy harom csomdponttal meghatarozott gerenda, ahol az
x=1 helyen az eltolodas értéke 0,3 az elfordulasé 0,001;

x=4 helyen az eltolodas értéke -0,1 az elforduldsé -0,001;

x=6 helyen az eltolodas értéke 0,4 az elfordulésé 0,009.

Hatdrozzuk meg az eltolodasfiiggvényt és az értéket az x=5 helyen.

Megoldas:
H(x)= 0.3-h10(x) + 0.001-h11(x) — 0.1-h20(x) — 0.001-h21(x) + 0.4-h30(x) + 0.009-h31(x)
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H(5)=-0,139



Bazisflggvények

Az elébbiekben bemutatott interpoldcios polinomokat hasznaljuk a végeselem modszer
bazisfliggvényeinek (alakfliggvényeinek) felirdsdhoz. A bazisfiiggvényeket kettds céllal
hasznaljuk:

o veliik irjuk le a lokalis és globalis koordinatarendszerek kapcsolatat
X1 Y1 Z

X z
[cyz] =[Ny Ny Nl |72 72 7 (1)
Xn Yn Zn
itt n a csomopontok szamat, N; N, ... N, a lokalis koordinatakkal megadott
bazisfiiggvényeket, mig x, y és a globalis koordinatakat jelenti.

e Felhasznaljuk az ismeretlen (pl. elmozdulas-) fliggvényeknek a csomdponti
értékekbol (pl. csomoponti értékekbdl) valo interpolalasara. A kdvetkezo képletet az
elem elmozdulasi fliggvényeinek kiszamitasara hasznaljuk:

N, 0 ON, 0 O N, 0
O NN 00 N, O _ 0 N,
0 0 NO 0 N, .0 0

()

)




A kozelités pontossaga

A végeselemes szamitasok masik kritikus része, hogy a kozelité szamitassal kapott
eredmények mennyire pontosak. Felmeriil a kérdés, hogy ndvelheté-e a pontossag a
diszkretizacio mértékének novelésével. Erre a kérdéskorre reagalunk roviden ebben a részben
az irodalmi tapasztalatok alapjan [1].

Az interpolécios fejezetben lathattuk, hogy a pontossagot befolyasolja, hogy a kozelités
hanyadfoktl polinomokkal torténik. Ezt az eljarast (polinomok fokszamatol fiiggdt)
p-modszernek nevezik. A pontossag novelésének masik modja a halozat siirtiségének ( ez
altal a csomopontok szamat noveljiik) valtoztatdsdval. Ezt nevezik h-moédszernek. Ezt a
mennyiségi ndvelést azonban jelentdsen befolyasolja a szamitogépiink kapacitdsa. Meg kell
jegyezni, hogy ez a mennyiségi ndvelés nem mindig célravezetd. A hibacsokkentés torténhet
az elemszam novelésével (elem méretének csokkentésével) és a kozelito polinomok
fokszamanak egyidejii novelésével. Ez a hp-mdédszer. Tovabba ismert az un. r-médszer,
amely a kritikus helyeken néveli az elemszamot (siiriti a halét), mig mas helyeken
(kevéshé érzékeny) csokkenti az elemszamot.

[1] Bojtar I, Gaspar Zs.: Végeselemmodszer épitdémérndkoknek, Terc Kiado, 2003



