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Mit fogunk tanulni?

Alapfogalmak

Egyszabadsagfoku rendszerek rezgései
Tobbszabadsagfoku rendszerek rezgései
Rudszerkezetek rezgése

Kontinuumok rezgése



Mit fogunk tanulni?

Alapfogalmak

Egyszabadsagfoku rendszer mechanikai rezgései:

szabadsagfok

modell

merevség, helyettesitd merevség
tomeg

csillapitas

mozgas differencidlegyenlete



Alapfogalmak — I.

Bevezetés

Epitémérnoki szerkezetek terhei - 4ltalaban all6 teherként kezeljiik
Valéjaban a terhek jo6 része mozog:

- hidakon atmen6 (gyalogos-, jarmii-) forgalom

- koncertterem kdzonsége

- szélteher

- gépek mozg6 részei miatti terhek

- stb.

Mi valtozik emiatt?

Id6fiigg6 elmozdulasok - id6fiiggd alakvaltozasok - id6fiiggé igénybevételek
-Esetleg elegend6 ezek maximumértéke.
Kovetelmények: teherbirasi, hasznalhat6sagi, stabilitasi kovetelmények

Mit hasznalunk? (~Eiskévetelmények)

- Kézonséges differencidlegyenletek (homogén ,inhomogén ,linedris , dllandé egyiitthatdju, stb.)

- Tart6k elmozduldsainak szamitasa, matrix-elmozduldsmédszer (Tartok statikdja I ., Szildrdsdgtan)
- Linedris algebra (linedris egyenletrendszerek, sajdtértékfeladat ,sajdtérték , sajdtvektor )

- Parcialis differencidlegyenletek (vdltozok szétvdlasztdsa)



Alapfogalmak — II.

Miben mas a dinamikai vizsgalat az egyensulyi helyzethez képest?

Emlékeztet6iil a dinamika alaptérvénye: R=m-a
Nincs egyensuly - a jobb oldal nem nulla.

Ennek oka lehet:

1. Statikus teher, stabil egyensulyi helyzet - a kitéritett szerkezet visszatér az egyensulyi allapotba.
- Milyen gyorsan (mennyi idd alatt) tér vissza?
- Mennyire megy tul az egyensulyi helyzeten, miel6tt megall?
(Hogy aztan ebbdl a nem egyensulyi, azaz kitéritettnek tekinthetd helyzetbdl visszatérjen, s.i.t.)

Az oda-vissza mozgas a rezgés .
A magara hagyott szerkezet rezgése a szabadrezgés.
A kitérés maximumanak csokkenése a csillapitds hatasa.

2. Ido6fiiggd teher - gerjesztett rezgés
- Mi az elmozdulasok, alakvaltozasok, igénybevételek id6fiiggése?
- Mi az elmozdulasok, alakvaltozasok, igénybevételek maximuma?



A dinamika szerepe tartoszerkezetek vizsgalataban - statika

mechanikai modell matematikai modell

egyenstlyi egyenletek

elmozdulas-
modszer :> Kx =g
Ku =q
szerkezet
matematikai
megoldas
statikus teher okozta formalisan: x=K " q
elmozdulasok, vagy u= K 'q

alakvaltozasok,
igénybevételek



A dinamika szerepe tartoszerkezetek vizsgalataban

gerjesztés mechanikai modell matematikai modell

y -~
mozgasegyenlet(ek)
elmozdulds- mx(t)+cx(¢)+kx(t)=q(t)
=) médszer T Ma(o)+Cxlo)+Kx(t)=q(1)
Miu(t)+Cu(t)+Ku(t)=q(t)
szerkezet
matematikai
; 3 3 megoldas
egyanekkora elmozdulast, alakvaltozast

okoz6 statikus er6k

f=k-x f=Kx f[=Ku
X(t>’ éS xmax

x(t), és Xpa
@ u(t), €S Upg

+ rezgés: eldjel!

igénybevételek maximuma

fi
+rezgés: el6jel! <:j -
fi

+anyagmodell (faradas)

etc.
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Mit fogunk tanulni?

Alapfogalmak

Egyszabadsagfoku rendszer mechanikai rezgései:

| szabadsagfok |
modell
merevség, helyettesitd merevség
tomeg
csillapitas
mozgas differencidlegyenlete




Szabadsagfok — I.

Szabadsdgfok:
azon skalarfiiggvények minimalis szama, mely elegend? a szerkezet pillanatnyi helyzetének megadasara.
- valamilyen hely-, vagy elmozduléas-koordinata.

Példak egyszabadsagfoku szerkezetekre (mindig sikbeli feladat)

m D (t) (1)
x(t) ”*’h(t) l l L

Y 2 /77'&@)

x(t) x(t)

Y /4 Y /4 Tx(t)



Szabadsagfok — Il.

Szabadsdgfok :
azon skalarfiiggvények minimalis szama, mely elegend? a szerkezet pillanatnyi helyzetének megadasara.
- valamilyen hely-, vagy elmozduléas-koordinata.

Példak tobbszabadsagfoku szerkezetekre

4
A \0(0)
7 Exlm 5x2<r> Exgm 4 1

— X,(t)
N ul \e.lo
X,(t)
G >
x,(t)




Mit fogunk tanulni?

Alapfogalmak

Egyszabadsagfoku rendszer mechanikai rezgései:

szabadsagfok

| modell |
merevség, helyettesito merevség
tomeg
csillapitas
mozgas differencidlegyenlete




Egyszabadsagfoku rendszer — modell és mozgasegyenlet

Modell

AN SN0 88.8 080

A~

AR AR AR AR 4R 4E 4 4 LR AR AR 4R 4R 4E X 4R 4R 4% 4

Hogyan szamoljuk x (t)-t?

Elkiilonités % ( t)

— T alt

A modell elemei:
tomeg

merevség
csillapitas
gerjesztés (teher)
))
t))

elmozdulas (x(t
alakvéltozas (u/(

Az elmozdulast az egyenstilyi helyzethez
képest mérjiik. Globalis koordinata.

sebesség :
a helykoordinata id6 szerinti els6 derivaltja

v(t)zddx—t(t)=)'<(t)

gyorsulds:
a helykoordinata id6 szerinti masodik derivaltja

a(0)=LX0 _ e )

dt’
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Mit fogunk tanulni?

Alapfogalmak

Egyszabadsagfoku rendszer mechanikai rezgései:

szabadsagfok
modell
merevség, helyettesité merevség Modell

| tdmeg
csillapitas
mozgas differencidlegyenlete

ey L
A~

AN SN0 88.8 080

AR AR AR AR 4R 4E 4 4

AR AE AR AR X 4 4

/777

m-%(t)+f(t)+f,(t)=q(c)




Egyszabadsagfoku rendszer jellemz6i — tomeg )

m-x(t)+f(t)+f (t)=q(t)
A szabadsagfok elmozduldsa nem mindig azonos a rugalmas szerkezet
minden pontjanak elmozdulasaval - nem a teljes tomeg mozog azonos gyorsulassal.

A folytonos szerkezet tomegének csak egy része jelenik meg a modell témegében.
- A teljes tomeg helyett egy redukdlt tomeget hasznalunk.

Példak a redukalt tomegre:
naiv kozelités:

m~m,,/2
m I:> szakaszok tomegeinek a m
x(t)

fele a szakaszok végpontjaiba

pontosabb kozelités: me——my,

hasonlé6 rezgésjellemzdk m
x(t)

m~m. /3

P —> g_oi(t)



Mit fogunk tanulni?

Alapfogalmak

Egyszabadsagfoku rendszer mechanikai rezgései:

szabadsagfok
modell
| merevség, helyettesit6 merevség | Modell

tomeg
csillapitas
mozgas differencidlegyenlete

ey L
A~

AN SN0 88.8 080

AR AR AR AR 4R 4E 4 4

AR AE AR AR X 4 4

/777

m-%(t)+f(t)+f,(t)=q(c)




Egyszabadsagfoku rendszer jellemz6i — merevség .
m-(t)+f(t)+f,(¢)=q(¢)

A rugalmas visszatérit6 er6 aranyos a rugd megnyulasaval/rugalmas szerkezet alakvaltozasaval: u(t).

Linearisan rugalmas szerkezet: az aranyossagi tényez6 a rugomerevség :k .
f.(t)=k-u(t)

Ha a rug6 masik vége (a timasz) nem mozog, akkor x(t)=u(t).

folt)=k-x(t)
Rugdémerevség fizikai jelentése: egységnyi elmozdulast 1étrehoz6 statikus erd.

Rugalmas szerkezeten helyettesité vagy ekvivalens rugémerevség szamithaté a jelentés alapjan:

Példaul: l
e

k
A ® i 1 B
|k/2 k2 Kl o JSEl
| 12 4

=1=>k=
/2 s8El KT

Hatrany: paraméteres reakciok, igénybevételi abrak, elmozduléasok.



Egyszabadsagfoku rendszer jellemz6i — merevség ll.

m-k(t)+f(t)+f (t)=q(t)

A helyettesitd vagy ekvivalens rugomerevség szamithat6 az ellentettje alapjan is.
1
f

Ez a szerkezet hajlékonysdga, vagy engedékenysége. = f :% , 6sigy k=

Fizikai jelentése: egységnyi statikus erd altal 1étrehozott elmozdulas.

1 @

I W @ V
1/2 1/2 1_l 1P

22 1= e

7

1 _48EI
Sk===
for

Sorba és pdrhuzamosan kapcsolt rugok helyettesité merevsége

k - ,
‘ 1 Pdrhuzamos kapcsolas
k, k, Soros kapcsolas b Ic)l’d N
m rugberék azonosak k,| m Tugoerok osszeadodna
Y rrrrrrrrrrrrrrrr megnylilasok 6sszeadddnak: megnytilasok azonosak:
177 7777777777 L4 —_
f=f,+f k=ki+k,
1 2
k 11,1 k 1-1,1
m k k, k, m frfif
LR AR AR AR AR R AR R A A AR A A 4 4 4F 4 4F 4 4 4
177 777777777777

Hanem linedrisanrugalmas a szerkezet ,akkor a helyettesité rugé sem linedris - a differenc

idlegyenletis nemlinedris



Egyszabadsagfoku rendszer jellemz6i — merevség HF

Szamitsa ki az alabbi szerkezetek helyettesité rugomerevségét!

(Az x koordinata jeloli a szabadsagfok helyét.)

EI=1300 kNm®

Y R 4

a=2m_ b=3m

EI =2400 kNm?

—» X

77

LA AR AR AR R AR AR AR AR AR AE 4R 4E 4E 4% 4% 4

g EI=4300kNm”

iX %

g EI=4300kNm®

ix

[=2,4m .
' }a:3mnb:3m
EA=4300kN
> >
KD’\
| 1=2,4m i EI=1300 kNm’
! ! ~=
> [=7,2m
E X I |
LD'\
™M 2
I EI=1300 kNm EI
=
.
1=7,2m & 1=E




Mit fogunk tanulni?

Alapfogalmak

Egyszabadsagfoku rendszer mechanikai rezgései:

szabadsagfok
modell x(t)

merevség, helyettesité merevség Modell

; c

e T olt)
AAN—

| csillapitas |
AR AR AR 4R 4R 4E 4x 4 AR AR AR 4R 4R 4R 4E 4F 4r 4 4

mozgas differencidlegyenlete

AN SN0 88.8 080

m-%(t)+f(t)+f,(t)=q(c)




Egyszabadsagfoku rendszer jellemzéi — csillapitas )
m-x(t)+f(t)+f.(t)=q(¢)

A mozgés miatti lassit6 erd, az alakvaltozas sebességével (i(t)) ellenkezd irdnyba hat

Sebességgel aranyos csillapitas

Modell: viszkézus folyadékkal t6ltott hengerben mozgé dugattyt —|:’—
Aréanyossagi tényez6: ¢ > f.(t)=c-u(t)

Ha a rug6 maésik vége (a tdmasz) nem mozog, akkor x(t)=u(t)=>x(t)=u(t) > f.(t)=c-x(t)

Surléddsi eré miatti csillapitds
Modell : Coulomb— féle szdraz stirlédds
A stirléddsi eré mozgds esetén dllandé nagysdgu ,irdnya a mozgdsirdnydval ( a sebességgel ) ellentétes:
s=u-m-g % (a pozitiv el6jel esetén mutat balra, mint az elkiilonitésen)
X
|x(t)]

Igy amozgdsdiff . egyenlete: m-%(t)+u-m-g- 0 +k-x (t)=q(t)> ezmdr nemlinedris




Mit fogunk tanulni?

Alapfogalmak

Egyszabadsagfoku rendszer mechanikai rezgései:

szabadsagfok
modell x(t)

merevség, helyettesité merevség Modell

; c

omeg T olt)
AAN—

| mozgas differencidlegyenlete |

AN SN0 88.8 080

csillapitas
AR AR AR AR 4R 4E 4 4 LR AR AR 4R 4R 4E X 4R 4R 4% 4

m-%(t)+f(t)+f,(t)=q(c)




Egyszabadsagfoku rendszer mozgasanak differencialegyenlete

x@,x(r)
fos(t) —— q(t)
m  —

f,(t) —

m-x(0)+f(t)+f,(t)=q(t)

fo(t)=k-x(t)
fe(t)=c-x(t)

Behelyettesités utdn a mozgas differencialegyenlete:

m-}'c(t)+c->'((t)+k-x(t)zq(t)

kozonséges, masodrenddi, linearis, allando egyiitthat6ja



Rezgések osztalyozasa

m-x(t)+c-x(t)+k-x(t)=q(t)

q(t)=0 q(t)#0
szabadrezgés gerjesztett rezgés
(homogén DE) (inhomogén DE)
c=0
csillapitatlan csillapitatlan szabadrezgés csillapitatlan , gerjesztett rezgés
rendszer m-%(¢ )+ k-x(t)=0 m-x(t)+k-x(t)=q(t)
(hianyos DE)
c>0 I . I . .
Tlapi csillapitott szabadrezgés csillapitott , gerjesztett rezgés
csitlaptiolt m-x(t)+c-x(t)+k-x(t)=0 m-x(t)+c-x(t)+k-x(t)=q(t)
rendszer

A differencialegyenlet x(t) megoldasénak ki kell elégitenie a kezdeti feltételeket is.
Egy adott t, pillanatban az elmozdulas és a sebesség értéke eldirt: x,, illetve v,, azaz:

X(to):XO X<to>:Vo

‘ =x(t)
valo N =, % Vo) XX 3 Fre
Y ¥ 4 = m,c,k -’VV\If- " @i(t);izi(t) @’@

¥ 4
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Mit fogunk tanulni?

Egyszabadsagfoku rendszer mechanikai rezgései:

csillapitatlan rendszer szabadrezgése



Rezgések osztalyozasa

m-x(t)+c-x(t)+k-x(t)=q(t)

q(t)=0 q(t)#0
szabadrezgés gerjesztett rezgés
(homogén DE) (inhomogén DE)
c=0
csillapitatlan csillapitatlan szabadrezgés csillapitatlan , gerjesztett rezgés
rendszer m-%(¢ )+ k-x(t)=0 m-x(t)+k-x(t)=q(t)
(hianyos DE)
c>0 I . I . .
Tlapi csillapitott szabadrezgés csillapitott , gerjesztett rezgés
csitlaptiolt m-x(t)+c-x(t)+k-x(t)=0 m-x(t)+c-x(t)+k-x(t)=q(t)
rendszer

A differencialegyenlet x(t) megoldasénak ki kell elégitenie a kezdeti feltételeket is.
Egy adott t, pillanatban az elmozdulas és a sebesség értéke eldirt: x,, illetve v,, azaz:

X(to):XO X<to>:Vo

‘ =x(t)
valo N =, % Vo) XX 3 Fre
Y ¥ 4 = m,c,k -’VV\If- " @i(t);izi(t) @’@

¥ 4



Egyszabadsagfoku csillapitatlan rendszer szabadrezgése — I.

Modell x(t) Megoldas

k m

Keressiik az altalanos megoldast az alabbi alakban:
x(t)=d-e""

fgy:x(t)=d-1>-e"

177777777 LR AR AR AR AE 4E 4F 4E 4 4F 4

Elkiilonités . i ) e
Hx(t) Behelyettesitve a DE-be: m-d-A"-e"'+k-d-e"' =0

Amib6l: \2=—

Vezessiik be az| w,= LS mennyiséget
%(t)+k-x(t)=0 i
m X( ) X( ) Neve: sajdtkorfrekvencia [rad/s]

z . I +im,t —iogt
Igy A ,=*iw, és x(t)=d,-e"" +d, e

Euler :e”=cos(x )+i-sin(x)

Keressiik x (t)-t, ha x(t,)=x,, és x(t,)=v,. sin(—x )= sin (x)

cos (—x)=cos( x)



Egyszabadsagfoku csillapitatlan rendszer szabadrezgése — Il.

Az altalanos megoldas atirasa:
x(t)=d,(cos(w,t)+isin(w,t))+
 +d,(cos(—w,t)+isin(—w,t))
=(d,+d,)cos(w,t)+(id,—id,)sin(m,t)
=A cos(w,t)+Bsin (w,t)

| ®,=0,2rad/s
| X,=3cm
{ v,=0,5¢cm/s

A hely, a sebesség és a gyorsulas:
x(t)=Acos(w,t)+Bsin(w,t)
x(t)=—w, Asin(w,t)+w,Bcos(w,t)

)‘&(t):—oof,(Acos(wot)+Bsin(w0t)) | B=2,5cm

Ell.:m(—w;| Acos(w,t)+Bsin(w,t)|)+
+k(Acos(w,t)+Bsin(o,t))=

:—mw§+k:—m%+k:0

Kezdeti feltételek, ha t,=0:
X,=A-cos0+B-sin0>A=x,

v
V,=—w,A-sin0+w, B-cos 0')3200_(;

A kezdeti feltételeket kielégité megoldas:

x(t)=x0-cos(w0t)+:3—z-sin (gt




Egyszabadsagfoku csillapitatlan rendszer szabadrezgése — lll.

Az altalanos megoldas atirasa:
x(t)=d,(cos(w,t)+isin(w,t))+
 +d,(cos(—w,t)+isin(—w,t))
=(d,+d,)cos(w,t)+(id,—id,)sin(m,t)
=A cos(w,t)+Bsin (w,t)

A hely, a sebesség és a gyorsulas:
x(t)=Acos(w,t)+Bsin(w,t)
x(t)=—w, Asin(w,t)+w,Bcos(w,t)
% (t)=—wjy| A cos(w,t)+Bsin(w,t)]

Ell.:m(—w;| Acos(m,t)+Bsin(w,t)|)+
+k(Acos(ow,t)+Bsin(w,t))=

:—mmé+k:—m£+k:0
m

Kezdeti feltételek, ha t,=0:
X,=A-cos0+B-sin0>A=x,

v
V,=—w,A-sin0+w, B-cos 0->B=(D—(;

A kezdeti feltételeket kielégito megoldas:

x(t)=x0-cos(u)0t)+:)—2-sin (gt

m-x(t)+k-x(t)=0

A két harmonikus fiiggvény 6sszege atirhatd
x(t)=C-cos(w,t—¢,)
ahol C: arezgés amplituddja
¢ ,: arezgés kezdeti fazisszoge

Trigonometriai azonossagok:

x(t)=C-cos(wyt—o,)
=C-cos(—¢,)-cos(w,t)—C-sin(—¢,)-sin (w,t)
=C-cos¢, cos(m,t)+C-sin ¢, sin(w,t)

> A=Ccos¢,, B=Csin¢,,C=+A’+B’

Ebbdl a felirasbal:

X —C

X(t)=—w,Csin(wot—§g) 2 Xpe=0,C
X(t)=—wpCcos(wyt—dgy) > Xpx=weC
}k(t)Z—wéx(t)



Egyszabadsagfoku csillapitatlan rendszer szabadrezgése — IV.

Az altalanos megoldas atirasa:
x(t)=d,(cos(w,t)+isin(w,t))+
 +d,(cos(—w,t)+isin(—w,t))
=(d,+d,)cos(w,t)+(id,—id,)sin(m,t)
=A cos(w,t)+Bsin (w,t)

| ®,=0,2rad/s
| X,=3cm
{ v,=0,5¢cm/s

A hely, a sebesség és a gyorsulas:
x(t)=Acos(w,t)+Bsin(w,t)
x(t)=—w, Asin(w,t)+w,Bcos(w,t)

)'&(t)z—(of,(Acos(wot)+Bsin(w0t)) | B=2,5cm

Ell.:m(—w;| Acos(w,t)+Bsin(w,t)|)+
+k(Acos(w,t)+Bsin(o,t))=

:—mw§+k:—mrl;+k:0

Kezdeti feltételek, ha t,=0:
X,=A-cos0+B-sin0>A=x,

Vo

o, A két harmonikus fiiggvény 0sszege atirhat6
x(t)=C-cos(w,t—d,)

> ahol C: arezgés amplitudoja C=3,905cm

0 . , .o . .

x(t)=x0-cos(co0t)+m—o-sm (gt ¢, arezgés kezdeti fazisszége

Vo=—w,A-sin0+w,B-cos 0> B=

A kezdeti feltételeket kielégité megoldas:




Egyszabadsagfoku csillapitatlan rendszer szabadrezgése — V. Acos(m,t )+Bsin(w,t)

Miért sajatkorirekvencia az w,?

Az origo koriil w, szogsebességel forgd merev test egy pontjanak az egyik koordinataja

megegyezik x(t)-vel.

x(t)=Acos(w,t)+Bsin(w,t)=C-cos(w,t —,)

\E

A csillapitatlan szabadrezgés periddikus azaz:
AT >0 amire x(t)=x(t+T,) V't

A legkisebb T, neve a periddusidé , vagy rezgésido .

A harmonikus x (t) fiiggvénybdl:

21
To=wm,

A periddusido egy teljes rezgés megtételéhez sziikséges ido.
A periddusidd inverze az egységnyi id6 alatt megtett rezgések szama.
Ez arezgés sajdtfrekvencidja vagy énrezgésszdma.
_1_ o
ny=—=——
T, 2=
(Mértékegysége [1/s]=Hz, Hertz- ezt halljuk)



Egyszabadsagfoku csillapitatlan rendszer szabadrezgése — VI.

Sajatkorfrekvencia kozelitbé szamitdasa

m-x(t)+k-x(t)=0

Ha az 6nsuly hataséara a szabadsagi fok elmozdulasa e, akkor a rugémerevség: k= g

Ezt behelyettesitve a sajatkorfrekvencia képletébe:w,= \/Ez A\l mg_ \/E
m \e,m Ve,

Vg
2 \/?0
A tavolsagokat cm-ben behelyettesitve (azaz g= 981cm/52-b61):
ny= 4,985 5
Ve, ey

Egyszer(, a hiba kb. 3%o, de e,-t cm-ben kell behelyettesiteni!!!

Az 6nrezgésszam pedig: n,=

€

A rugoer6 (ami a rugorol a testre hat):

f(t)=k-x(t)=k XO-COS(mOt)+(YJ—(;-sin(U)Ot)

a maximuma: f, ,..=k-X, ...

r,max
a rugora (rugalmas szerkezetre) hato erd ennek ellentettje
- azonos nagysag, ellentétes irany

Példa
Két végén megtamasztott acél csé
sajatrezgésideje, ha adott: [=1,2m,
¢=3cm (kiils6 atmérd) ,v=2mm,
0=7,85g/cm’, E=210GPa

Megoldas

R‘-B*

EI=E- n=3639 Nm"’

k= 45;3” =101085 N/m

_17,

m=
35

o-I-(R*~B*)n=1,657 kg

W, z\/ 101085 _ 354,4 rad/s
1,657

n,=56,4Hz, T,=0,01773s




Egyszabadsagfoku rendszer jellemzéi — sajatkorfrekvencia HF

Szamitsa ki az alabbi szerkezetek sajatkorfrekvenciajat, onrezgésszamat, periédusidejét!

(Az x koordinata jeloli a szabadsagfok helyét.)

_ 2
EI=1300 kNm?> g EI'=4300kNm 1o g EI = 4300 kNm>
o N

Hy .. A
m=1,2t

X
m=2,1t
. [=2,4m .
' ' ~a=3m_ b=3m

a=2m_ b=3m

EA=4300kN
EI=2400 kNm” g Y
A e S|
X m=1,4t o ,
m=4t . [=2,4m I EI=1300 kNm
! =
a=2,2m =b=1,3mI
> [=7,2m
k,=j+100N/m,m=50 kg E m=1500kg| *
—» X o 5
X EI=1300 kNm EI,m
=
- y 4 w
g R

[=7,2m
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