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Rezgések osztalyozasa

m-x(t)+c-x(t)+k-x(t)=q(t)

q(t)=0 q(t)#0
szabadrezgés gerjesztett rezgés
(homogén DE) (inhomogén DE)
c=0
csillapitatlan csillapitatlan szabadrezgés csillapitatlan , gerjesztett rezgés
rendszer m-%(¢ )+ k-x(t)=0 m-x(t)+k-x(t)=q(t)
(hianyos DE)
c>0 I . I . ;
Tlapi csillapitott szabadrezgés csillapitott , gerjesztett rezgés
csitlaptiolt m-x(t)+c-x(t)+k-x(t)=0 m-x(t)+c-x(t)+k-x(t)=q(¢t)
rendszer

A differencialegyenlet x(t) megoldasénak ki kell elégitenie a kezdeti feltételeket is.
Egy adott t, pillanatban az elmozdulas és a sebesség értéke eldirt: x,, illetve v,, azaz:

X(to):XO X<to>:Vo

4 [§ t)
*q(t> q(t) E_é_ X q(t) X(t);xmax ¢fmax
y —> =k
¥ P A e A :>§E,2=k-§i§x) e r




Harmonikus erdvel gerjesztett csillapitott rezgés —

modell, mozgasegyenlet, megoldas — I.

Modell 4 —x(1)
/ C
y — m q,cos (wt)
y k —>
]
;—/\/\/\/—

Elkiilonités ,_,X( t)
fcs(t)‘_ qOCOS((’Ut)
m  —
f.(t) ¢——

N2 mex(t)=q,cos(wt)—f,(t)=f(t)
linearis rugo: f,(t)=k-x(t)
seb. aranyos csill.: f . (t)=c-x(t)

m-%(t)+c-x(t)+k-x(t)=q,cos(wt)

Keressiik x (t)-t, ha x(t,)=x,, és x(t,)=v,.

Megoldas

A megoldas a homogén differencialegyenlet altalanos,
és az inhomogén differencialegyenlet egy partikuldris
megoldasanak 6sszege:

X(£)=Xpon (£)+x, (1)

A homogén egyenlet megoldasanak altalanos alakja:
Xpom (t):efgt-(A-cos(m;t)+B-sin(u);t))

Keressiik a partikularis megoldast a gerjesztderd
fiiggvényéhez hasonl6 alakban:

X (t)=x,0-cos(wt—q,)
azaz a valasz ¢, szoggel késik a gerjesztéshez képest.

gy: (t):_xgowsm<mt_q)o),

Xg
X, (t)=—x 0w’ cos (o t—q,)
Behelyettesitve a DE-be:

—m-’x,,Co8( 0t —@,)—C W X o8in (0t — )+
+k-x jocos (0 t—@,)=q,-cos (wt)



Harmonikus erdvel gerjesztett csillapitott rezgés —
modell, mozgasegyenlet, megoldas - Il.

Behelyettesitve a DE-be:

—m-w”x,,cos(mt—q,)—c mx osin (ot —@y)+k-x,,c0s (0 t—@,) =q, cos(wt)
cos(o.—P)=cos a.-cos f+sinc-sin
A trigonometriai azonossagokat felhasznalva: sin (o.—p)=sin a.-cosp—cos o.-sin

—m-0° X, |cos (wt)cos g, +sin (@t )sin g, —c-w-x [ sin (wt) cos ¢, — cos(wt ) sin g, |+
+k-x [ cos (o t) cos gy +sin (¢ )sin @, —q,-cos(wt)=0
az idében szinuszos és koszinuszos tagokat szétvalasztva
cos((nt)(—m-ooz-xgocos cp0+c-m-xg0-sincp0+k-xgocoscp0—q0)+

. 2 . .
+sm(mt)(—m-(o "X 4o SIN = C* W+ X 4 COS cp0+k-xgosmcp0)=0

1) Ha sin(wt)=0 akkor cos(mt)#0 és: —m-m’: X ,C08 Py+C* 0 X ;o SiN Py +k* X, COSPy—q, =0
g0 0 g0 0 g0 0 0

2) Ha cos(wt)=0 akkor sin(wt)#0 és: —m-m°-x,sin @, —c-w-x,,C0S @, +k-X_,sin ¢, =0
go 0 go 0 go 0

A (2) egyenletbdl:
cos L =————
|k—m-o?|sing,=cwcos g, > tgcpozL2 > cpozalrctg&2 Vig'a+l
k—m-w k—m-w tga

sin o =—F—2——
Ezt hasznaljuk fel az (1) egyenletben: ot

cw
2
Xgo| (k—m-o?) 1 —+c-0r kzm o — |=q,
cw cw
—m-w —m-w




Harmonikus erdvel gerjesztett csillapitott rezgés — cw

~ Y, t =
modell, mozgasegyenlet, megoldas - Il. LA
y
(p,=arctg
k—m-w
cw
2
Xgo| (k—m-?) 1 —+c-o: k mco2 =q,
\/Cf(ﬂz +]_ \/Ci(l)z +]_
k—mw k—-m-w
2\2 2
x| —eme )l feo) |y k—mo felcnl=q,

\/(cooi2+(k—m-coz)2 \/{coo]2+(k—m~wz)2

Amibdl a valasz amplitidéja:

w,=vk/m
q q 1 q 1 ey
Xgoz\/(k—m-wz)2+(cw)2:?0 2 2:?0 2\2 2 cms2kem
\/1—ﬂ-m2 T 1-Q | 44520
k k o, :
ZEM(D: E’(Do
A partikuléris megoldas: k=mo’ 1—(’%
w
@ 1 283, O
xg(t)zr cos | w t —arctg >
2\2 2 o
1-8) 4870 1=
g Wy @o




Harmonikus erdvel gerjesztett csillapitott rezgés —

modell, mozgasegyenlet, megoldas — IV.

A teljes megoldas:

x(t):e*Ewor,(A.Cos(m;t)+3.sin(w;t))+

2%—(};)0

COS wt—arctg 5
1-9_

2

Wy

gerjesztés amplitudéja/rugémerevség
- statikus elmozdulas x,

Az allandosult rezgésrész
(most nyilvanvalo a tranziens rész lecsengése):

q 1 28w,

X (t)==2 cos| wt—arctg——
k 2\2 2 1_0)_

\/ 1-9 | +45° 2 o2

Wy Wy 0

Az allandosult rezgés amplituddja:

x,(t)= 1 =X,
a k 5 \2 ) S
1-9©0 | ag?e

(O

2
(O

a két korfrekvencia
viszonyatol fliigg6 tényezo:




Harmonikus erdvel gerjesztett csillapitott rezgés — X4 (t)=x,-w-cos(wt—q,)
rezonancia, rezonanciatényezo .

2L
1 o,
1 jellemzéi: an(t)Z% = cos| wt—arctg 0
1-9 | g0 -0 | g2 0 o]
2 2 2 2 w,

Wy g Wy W,

- pozitiv = csilapitott rezonanciatényez6 w
(a fazis mar ¢,-ban benne van)

- mindig kisebb a csillapitatlan rendszer
rezonanciatényezdjénél

- nagyobb csillapitasnal kisebb a
rezonanciatényezd

- nem valik soha végtelenné

- rezonancia (w =w,):
a csillapitas hatasa a legjelent6sebb

(végtelenbdl véges)

o faziskésés: ¢, =mn/2

- u maximuma eltolodik balra,
ahogy & novekszik, de

o ha & kicsi, akkor umaxmé
1
V2

> eszményi csillapitds: £=1/+/2

o ha §> akkor n<1




Harmonikus erdvel gerjesztett csillapitott rezgés —
rezonancia, rezonanciatényezo Il.

2 2
+4E82 0
0N

( 1-w
{ 2
\ \ (O

Kisérletek soran a g, u erdt tudjuk mérni
(mikodzben q, is bizonytalan)

Kicsi & esetén kozelité modszer hasznalhato:

a maximum/ 2 értékhez tartozo6 két
korfrekvencia kozotti savszélesség 2 &
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Tamaszrezgéssel gerjesztett rezgés — modell, mozgasegyenlet, megoldas

Modell ¢ I—>X(t> Differencidlegyenlet az elmozduldsra
4 »2(0) C eonvilisa:
y rug6 megnyulasa: u(t)=x(t)—z(t)
] , .
y k m igy: m-%(t)+k-(x(t)—z(t))=0
VV\+ amibél:
7722777777777 7777777?7 mX(t>+kX(t):kZ(t)
Elkiilonités x(t) Differencidlegyenlet a rugé megnytildsdra

az elmozdulés: x(t)=u(t)+z(t)
a gyorsulas: x(t)=z(t)+ii(t)
igy: m-(z(t)+ii(t))+k-u(t)=0
amibdl:
m-ii(t)+k-u(t)=—m-z(t)

fl)€E— ™

N2 mek(e)=—f ()

linedris rugé: f(¢)=k-u(t) Formailag mindkét eset egy gerjesztett rezgés

vizsgalatahoz felirt differencidlegyenletnek felel meg
-> a tamaszrezgés gerjesztett rezgésként kezelhet6

m-%(t)+k-u(t)=0

Kiilénbség az eredmények felhasznalasaban van:
o x(t)-bél szdmolhaté: sebesség, gyorsulas
Keressiik x(t)-t, vagy u(t)-t. o u(t)-bél szdmolhat6: alakvéltozés, belsd ersk



Harmonikus tamaszrezgéssel gerjesztett rezgés — elmozdulasok  m-x(t)+k-x(t)=k-z(t)

Modell y - i
1 z(t)=z,cos(wt) m-%(t)+k-x(t)=k-z,cos(wt)
7T—»
4
y —/\/\/\lj— m Harmonikus erdvel gerjesztett csillapitatlan rezgés, ahol
y q,=k-z,
Az éllandosult rezgésrész: A 1
1 k-z § .
an(t):%' ~-cos(wt)= ( p 0). ~-cos(mt)= ' Xg0 €5 2, el6jele azonos
1_(0_2 _% " azonos fazisban rezeg
) W, a test (szinkronban)
1
z, —{cos(wt) 1
® . .
- ~a vélaszfiiggvény
®o id6fiiggése >
gerjesztés ~ a két korfrekvencia o
amplitiddja viszonyatol fliggd tényezo
(mint korabban)
1,(1,@:) I x,y és z, elGjele ellentétes
\ [ON ;.
u(t)=x(t)—z(t)=z, ! > —1 COS((!)[]:Z(]%JUCOS((VJI): ) ellenfazisban rezeg
1-2 -9 a test (aszinkron)
Wy Wy



Harmonikus tamaszrezgéssel gerjesztett rezgés — alakvaltozasok m-ii(t)+k-u(t)=—m-i(t)

Modell y - ,
:»z(t):zocos(mt) m-it(t)+k-u(t)=m-w*z,cos(wt)
4
y —/\/\/\lj— m Harmonikus er6vel gerjesztett csillapitatlan rezgés, ahol
y qe=mw’ -z,
Az allandosult rezgésrész: o 1
2 _
Q@ 1 (mo®z,) 1 A2 o
Udu(t):?' e -cos(wt)= K. o -cos(wt)= @o 1-2 | ug, és z, eldjele azonos
_w —w wy [, -
1==3 1==3 0 | azonos fazisban rezeg
wy , )
2 1 a test (szinkronban)
o _tcos(wt)
w W i .. .
01—+ a valaszfiiggvény
Do id6fiiggése
gerjesztés ~ a két korfrekvencia
amplitiddja viszonyatol fliggd tényezd
2
(a korabbi % -szerese)
Wy
A rug6er6 maximuma az allandésult rezgés soran: 1
max_ o 1 Uy €s z, elojele ellentétes
=KZ,—" ..
e " ol 2| statikusan ekkora erével lehetne ellenfazisban rezeg
’ ugyanakkora alakvaltozast elérni a test (aszinkron)
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Harmonikus gerjesztések — szuperpozicié

Miikodjon két periédikus gerjesztéerd: m X (t)+k x(t)=q,cos(w,t )+q,cos(w,t)

A megoldas a homogén egyenlet altalanos megoldasa és az ihomogén egyenlet egy partikularis megoldasa:

x(t):Acos(mot)+Bsin(mot)+&-L2 cos(oolt)+q—- — cos (w,t)
K o K o
- 1-—
Wg Wy

Az allandoésult rezgésrész:

Xdll(t):%' ZCOS(U)J)"‘%' 5 cos(w,t)
1 w,
e S
0

W
Mekkora a maximuma? (x,=?)
Ha w, és w, relativ primek, akkor el6fordulhat olyan t, amikor a két tag
1

szélsoértékei egyszerre és azonos eldjellel 1épnek fel.-> xdzz 4.
1 1__1

Minél t6bb w, van, ez az egybeesés annal valdsziniitlenebb.

Létezik-e pontosabb fels6 hatar?



Lebegés —I.

Mi torténik, ha a mozgas két olyan harmonikus fiiggvény 6sszegeként adodik,

melyek korfrekvencidja egymashoz kozeli.

Ilyen eset el6fordulhat:

o két harmonikus erd, egymashoz kozeli korfrekvenciaval,

o a reznonanciahoz kozeli allapotban, amikor a gerjeszt6erd korfrekvenciaja a sajatkorfrekvenciahoz kozeli.

Tekintsiik példaul az |o —,|kicsiny esetet (kozel a rezonancidhoz), és:

x(t)=cos(wyt)+cos(wt)

w,+m Wy—
A=
2

w o,

Legyen o= és igy:

cos(w,t)+cos(wt)=cos(@t+Awt)+cos(@dt—Awt)=
=cos(@t)cos(A wt)—sin (@t )sin (A wt)+cos(dt)cos(—Amt)—sin(@t)sin(—Awt)=
=2cos(mt)cos(Awt)



Lebegés —Il.
cos (w,t)+cos(wt)=2cos(mt)cos(Awt)
Eredmény: egy A w-tdl fiiggden valtozo amplitudéju rezgés

a két korfrekvencia kozelében levé atlagos korfrekvenciaval.
Ezt a jelenséget (az amplitudo6 hullamzo valtozast) hivjuk lebegés nek.

¥ cos{20%x ) *oos (0. 54x]
~*cos(0.5k=
2*cosid.ox

0.5

-0.5

pl.: y |
w=19,5rad/s
w,=20,5rad/s . . L

®=20rad/s (gyors0 dinamika)
Aw=0,5rad/s (lassu dinamika)

20
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Periodikus gerjesztés — alapelv q(t):Z q,-cos(w,t)

Mekkora az allandésult rezgésrész: | x ;,(t)= p
' ®

1

% 1 —cos (;t )| maximuma? (x,=?)

vElE

-2
W,
Ha a gerjesztést alkoto harmonikus fiiggvények korfrekvenciai q; |
egy kozos korfrekvencia tobbszordsei (o, =j-o,), pl.: k
q(0)=3 q,cos(0,0)= Y q;cos(jo 1) \ I \
J J
akkor a valasz is periédikus lesz lei)—yf (alap) periodusidével: 1 .
;

J W

q; 1 .
Xa’ll(t):z ?j 2 2 COS(Jw1t)
j

1|8

2
(ON

A széls6érték is T, idokozonként 1ép fel.
Elegend6 egy akkora id6tartamban megkeresni a maximumot. a1
J

€S

k
1-=2
A valaszban a (kellden) magasabb felharmonikusok szerepe kisebb. T ’ ‘ |



Periédikus gerjesztés — Fourier-sor I.

Ha a gerjesztés T, periddikus (azaz q(t)=q(t+T,)), akkor &tirhat6 az el6bbihez hasonl6 alakra:

q(t)=a,+),(a;cos(jw,t)+b;sin(jo,t)|=a,+ 2. c,cos(jo,t—¢,)
J J

t+T,

ahol: aOZTi f q(t)dt
1 T

t+T, T+T,

2 . 2 .
a;= ‘[ cos(jow,t)q(t)dt, bj:? J; sin(jow,t)q(t)dt

1 1

T, Jo,
2q,1—cos(jw,T)

1 J 0




Periédikus gerjesztés — Fourier-sor Il. q(t)=ay+_|a;cos(jo,t)+b;sin(jaw,t)]

1

T+T,
1
Gy == f q(t)dt
1 T

Lq(t)
4o CJ:T o 2|sin > 5 T
W H H H . e a]:T—ll‘ cos(jw, t)q(t)dt
T |-
T j .
5 T

Milenne ha:T > x?

Ha T,-> o, akkor az alap frekvencia nulldhoz tart, a palcikak végteleniil bes{irlisodnek

do= 2n -gyel szorzunk
T 1

a teherfiiggvény 6sszegzésekor integralni kell w szerint

az a és b amplitid6 nem j-t6l fiigg, hanem w-t6l
az id6 szerinti integraldast - oo -t6l + oo -ig kell elvégzni

T
, . . 1
és visszaszorozni 7 -vel
T

cos(wt)q(t)dt

sin(wt)q(t)dt



Periédikus gerjesztés — Fourier-sor lll.

9o

Milenne ha:T = x?

Mi lenne, ha egyetlen téglalappal gerjesztenénk?

q(t)=a0+z |a;cos(jw,t)+b;sin(jw,t)|

1

T+T,
1
Q=7 f q(t)dt
1 T

2q, 2lsi jo,T
T ](1) Sin 2 2 T+T,
e a]:—f cos(jw, t)q(t)dt
T, 4
T+T,

1 o0
impulzusteher: T, és T-)O,q():% a(m)zﬁi cos(wt)q(t)dt
b(w)== [ sin(wt)q(t)dt
|jo,T 4 clo) o
sin | —
C.= 2 2 T »
T T joy T 1 ‘
® ‘L/
1-= |
Wy } W




