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Rezgések osztalyozasa

m-x(t)+c-x(t)+k-x(t)=q(t)

q(t)=0 q(t)#0
szabadrezgés gerjesztett rezgés
(homogén DE) (inhomogén DE)
c=0
csillapitatlan csillapitatlan szabadrezgés csillapitatlan , gerjesztett rezgés
rendszer m-%(¢ )+ k-x(t)=0 m-x(t)+k-x(t)=q(t)
(hianyos DE)
c>0 I . I . .
Tlapi csillapitott szabadrezgés csillapitott , gerjesztett rezgés
csitlaptiolt m-x(t)+c-x(t)+k-x(t)=0 m-x(t)+c-x(t)+k-x(t)=q(t)
rendszer

A differencialegyenlet x(t) megoldasénak ki kell elégitenie a kezdeti feltételeket is.
Egy adott t, pillanatban az elmozdulas és a sebesség értéke eldirt: x,, illetve v,, azaz:

X(to):XO X<to>:Vo

4 [§ t)
*q(t> q(t) E_é_ X q(t) X(t);xmax ¢fmax
y —> =k
¥ P A e A :>§E,2=k-§i§x) e r




Gerjesztett rezgés — modell, mozgasegyenlet, megoldas —I.

Modell 4 ey (1) Megoldas
c
;—I:’— A megoldas a kiegészité (homogén) differencidlegyenlet
‘ k m > altalanos és az inhomogén differencialegyenlet egy
:—/\/\/\/— q(t) partikuldris megoldasanak dsszege:
P77 7 77777277777 77777? X(t):Xhom(t)‘l‘Xg(t)
Elkiilonités 0 Xpom(t): mint a szabadrezgésnél A,B paraméterekkel
-
f(t) ¢— x,(t): gerjesztés miatti rész. Kereshetjiik:
m —>
f.(t) ¢—— q(t) 1. Ansatz -fiiggvénnyel
valamilyen feltételezett alak, paraméterekkel

DE-be visszahelyettesitve keressiik a paramétert
N2: m-x(t)=q(t)—f,(t)—f(t) fiiggvényszerll gerjesztés kell.
linearis rugé: f,(t)=k-x(t)

2. id6lépé 6d 1
seb. aranyos csill.: f,(t)=c-x(t) |10 CPases THOTSZENE

csak t; idOpillanatokban szamoljuk az elmozdulast,

] ] sebességet, de ezekben a pillanatokban kielégitjiik a
m-k(t)+c-x(t)+k-x(t)=q(t) mozgas DE-ét.

3. a DE kozvetlen integralasaval
Keressiik x (t)-t, ha x(t,)=x,, és x(t,)=v,.



Mo

zgasegyenlet direkt integralasa — I.

A q(t) gerjesztéeré-fiiggvényt elemi d ¢t ideig haté részekre bontjuk.
A dt ideig hat6 erdk altal atadott elemi q(t)-dt impulzusok hatését dsszegezziik.

4 q(t)

/’M/\ A

e
ﬂm

~ Vv

A T idépillanatban atadott g(t)dt impulzus
miatt a test mozgasmennyisége megvaltozik:
q(t)dt=m-dv

Ebb6l adv 2% dt egy, a t=7 pillanatban

kezd6d6 szabadrezgés v, kezdeti sebessége.

Mivel ez a rezgés hozzaadodik a korabbi
mozgasokhoz, a kapcsolodo x,=0.

Egy t>7 pillanatban az elmozdulas:
(figyelembe véve, hogy addig t—t id6 telik el)

q(t)

dX( ) —Ew,(t—1) - *dt

0

-sin(m;(t—t))

A teljes megoldashoz az 6sszes elemi impulzus hatasat kell 6sszegezniink.
A t pillanat elmozdulésaira a T<t pillanatokban hat6 elemi impulzusok hatnak.

t
Azok 6sszege az alabbi integral: x ( f
0

O

g sl sin(m;(t—r))dr



Mozgasegyenlet direkt integralasa — 2.

*

t
Duhamel-integral: x| :f ~Boole—) sm(co;(t—r))dr
! m-

O

Ez a rendszer vdlaszfiiggvénye .
Specialis esetek

Tamaszrezgés: az alakvaltozasok, igénybevételek vizsgalatara a teherfiiggvény:

q(t)=—mz(t)
Amit behelyettesitve:

t .
u (t):f _Z(*T) e_Em““_T)-sin(m; (t—’t))d T
0 (U()

Csillapl’tatlan szerkezeten: £=0 és w,=my:

J; ?nwo sin| o, (t—7)|dT



Gerjesztett rezgés — modell, mozgasegyenlet, megoldas —I.

Modell 4 ey (1) Megoldas
c
;—I:’— A megoldas a kiegészité (homogén) differencidlegyenlet
‘ k m > altalanos és az inhomogén differencialegyenlet egy
:—/\/\/\/— q(t) partikuldris megoldasanak dsszege:
P77 7 77777277777 77777? X(t):Xhom(t)‘l‘Xg(t)
Elkiilonités 0 Xpom(t): mint a szabadrezgésnél A,B paraméterekkel
-
f(t) ¢— x,(t): gerjesztés miatti rész. Kereshetjiik:
m —>
f.(t) ¢—— q(t) 1. Ansatz -fiiggvénnyel
valamilyen feltételezett alak, paraméterekkel

DE-be visszahelyettesitve keressiik a paramétert
N2: m-x(t)=q(t)—f,(t)—f(t) fiiggvényszerll gerjesztés kell.
linearis rugé: f,(t)=k-x(t)

2. id6lépé 6d 1
seb. aranyos csill.: f,(t)=c-x(t) |10 CPases THOTSZENE

csak t; idOpillanatokban szamoljuk az elmozdulast,

] ] sebességet, de ezekben a pillanatokban kielégitjiik a
m-k(t)+c-x(t)+k-x(t)=q(t) mozgas DE-ét.

3. a DE kozvetlen integralasaval
Keressiik x (t)-t, ha x(t,)=x,, és x(t,)=v,.



Mozgasegyenlet megoldasa — id6lépéses megoldas m=200kg,k=5000 N/m
“>w,=5rad/s,T,=1,257s

Keressiik a valaszt egy tetsz6leges gerjesztGerdre: E€=0,05->¢c=100 Ns/m

(Itt egy véletlenszeriien felvett fiiggvénnyel szemléltetve.)

400 A t, pillanatban ismert q(t;),x(t;),v(t;)
ggg meghatarozza a DE-bél a(t,)-t.
108 E gyorsulast felhasznalva szamoljuk a kis A t
S 100 X id6lépésre levo t;,,=t;+At pillanatban a
-200 kOVEthZfS X (ti+1 ) ,V (ti+1 ) értékeket.
-300
-400 (Legegyszertiibb esetben pl. konstans gyorsulast
-500 feltételezve az id6lépés alatt.)

a

O NPk OoRr NS

x"*=0,135m,v"*=0,5212m/s,a"™* =3,298 m/s’
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Mozgasegyenlet megoldasa — id6lépéses megoldas m=200kg,k=5000 N/m
“>w,=5rad/s,T,=1,257s

Keressiik a valaszt egy tetsz6leges gerjesztGerdre: E€=0,05->¢c=100 Ns/m

(Itt egy véletlenszeriien felvett fiiggvénnyel szemléltetve.)

400 A t, pillanatban ismert q(t;),x(t;),v(t;)
ggg meghatarozza a DE-bél a(t,)-t.
108 E gyorsulast felhasznalva szamoljuk a kis A t
S 100 X id6lépésre levo t;,,=t;+At pillanatban a
-200 kOVEthZfS X (ti+1 ) ,V (ti+1 ) értékeket.
-300
-400 (Legegyszertiibb esetben pl. konstans gyorsulast
-500 feltételezve az id6lépés alatt.)

a

O NPk OoRr NS

x"*=0,135m,v"*=0,5212m/s,a"™* =3,298 m/s’



Pszeudogyorsulas, pszeudosebesség m=200kg,k=5000N/m - w,=5rad/s, T,=1,257 s

€=0,052¢c=100Ns/m
Keressiik a valaszt egy tetszbleges gerjesztGerdre:
(Itt egy véletlenszerlien felvett fiiggvénnyel szemléltetve.)
400 0.6

0.4
0.2

x"=0,135m
v"™=0,5212m/s
3 a"™=3,298 m/s’

w
a

AN 888.8 808
|ﬁ
—
—~
N

AR AR AR AR 4R 4E 4 4 LR AR AR 4R 4R 4E X 4R 4R 4% 4

Ok orNvwaa

Ahhoz, hogy az x(t) elmozdulés statikusan jbjjon létre, egy q,(t)=k-x(t) statikus er6t kellene miikodtetni.
Mivel k=m-w}, ez az er§ szamithaté q,(t)=m-w;-x(t) alakban is.

Az w;-x(t) szorzat egy gyorsulas mértékegységii mennyiség, a neve pszeudogyorsulds: a’ (t)=wj-x(t)
Az elmozdulast 1étrehoz6 er a pszeudogyorsulasbél: q,(t)=m-a”(t)

Ha fentiekbdl csak a maximum érdekel minket, akkor az id6fiiggést elhagyva

i . ” 2
a helyettesitd statikus er6: q; " =m-a” , ahol a’=wy x™*

Hasonl6 elven definidlhatunk pszeudosebességet is: v'=w, x"". (Ez csillapitéelemeknél fordul el3.)



Mozgasegyenlet megoldasa — valaszspektrum I. A mozgas differencialegyenlete:
m-%(t)+c-x(t)+k-x () =q(¢)

Legyen adott egy teher: z(t) timaszmozgas. (t)+2Ewy k(¢ )+ wg-x(t)= %
Hatéarozzuk meg az elmozdulasok maximumait
kiilonboz6 szerkezetekre, de legyen: ; o

o azonos anyag = azonos & Tamaszrezgzesnel:

o azonos tdmeg i(t)+2E wyu(t)+oy-ul(t)=—2(t)
A maximum csak w,-t6l (vagy T,-tol) fiigg.

400
300
Hatarozzuk meg a maximumot sok szerkezetre! 200
100

-100
-200
-300
-400
-500




Valaszspektrum szamitasanak lépései — elmozdulas valaszspektrum




Valaszspektrum szamitasanak lépései — elmozdulas valaszspektrum
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Mozgasegyenlet megoldasa — valaszspektrum .

Legyen adott egy teher: z(t) timaszmozgds. 00

Hatarozzuk meg az elmozdulasok maximumait 200

kiilonboz6 szerkezetekre, de legyen: 0
& azonos anyag - azonos & -200 0 0.5 2.5
0 azonos tomeg -400

A maximum csak w,-t6l (vagy T,-tdl) fiigg. 600

A mozgas differencidlegyenlete:
m-x(0)+c-x(t)+k-x () =q t)

t
}'c(t)+2§u)0}<(t)+m(2)-x(t)=$
Tamaszrezgésnél:
ii(t)+2& UJOU(t)+U)§-u(t)=—Z(t)

Abrazoljuk ezeket a maximumokat a periédusidé, illetve a sajatkorfrekvencia fiiggvényében:

0.8 0.8
0.7 £=0,05 0.7
0.6 0.6
0.5 0.5
g 0.4 g 0.4
% 0.3 % 03
0.2 0.2
0.1 0.1
0 0

0 05 1 15 2 25 3 35 4 0 2 4

T0

Az igy kapott fiiggvény az adott teher elmozdulds - vdalaszspektruma.

£=0,05

6 8 10 12 14 16

omega_0O



Valaszspektrum szamitasanak lépései — elmozdulas valaszspektrum
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Valaszspektrum szamitasanak lépései — pszeudogyorsulas valaszspektrum

abs(x(t))
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Mozgasegyenlet megoldasa — valaszspektrum Il. 400
200

2000 05 2.5
Egy rogzitett teherhez nem csak elmozdulas-valaszspektrum szamithato. -400
Lehet még gyorsulasi, pszeudogyorsulasi, sebesség és pszeudosebesség valaszspektrum. -600
4 4
3.5 £=0,05 35 £=0,05
3 3
2.5 2.5
2 2
© @©
1.5 == a"p 15 = 2D
1 amax 1 amax
0.5 0.5
0 0
0 051 15 2 25 3 35 4 45 0O 2 4 6 8 10 12 14 16
TO omega_0
Haszndlata :

A (& csillapitasi) szerkezet periodusidejéhez (vagy sajatkorfrekvencidjahoz) tartozo
pszeudogyorsuldst leolvassuk az abrabél: S, (T, &)
Az ehhez tartoz6 (legnagyobb) alakvaltozast 1étrehozo statikus er6:
q;nax:m.sap(TO’%)
Ezzel terhelve a szerkezetet megkaphaték a legnagyobb igénybevételek.
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Foldrengés-vizsgalat

A tdmasz rezeg z(t) fiiggvény szerint, tehat a mozgés DE-e:

m-ii(t)+c-u(t)+k-u(t)=—m-z(t)

- Csakhogy z(t)ismeretlen (igazabdl azt sem tudjuk, mikor lesz)
+ Léteznek viszont korabbi rengések adatai, amikhez szamolhatok a valaszspektrumok:

50
40
30

kil

~ W\.l' H\l[“ M,\H MI

Q.

o

N 0 h\

[Holt: ‘
1

-10 u
-20 ‘
-30
-40

t

Az eltérd erdsségek és a periodusido-fiiggd ugrasokat kisimitva
egyfajta fels6 burkoloként kaphat6 a tervezési vdlaszspektrum.

Pl. ECS8:

z1
z2
z3
—z4
z5

o

\j

Shap

12
10

O N S~ O @

i(t)+2Ew u(t)+w-ult)=—2z(t)

N

0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65

12
10

shap

ON B~O

TO

,//

8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

omega_0O
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Surlédassal csillapitatott szabadrezgés — modell, mozgasegyenlet, megoldas I.

Modell x(1) Megoldas
- Valasszuk szét a mozgast harom szakaszra:
k m 1. elére mozog a test (x(t)>0):
mx(t)+fmg+kx(t)=0
AN '('f' e 2. hatra mozog a test (x(t)<0):
mix(t)—fmg+kx(t)=0
Elkiil 3. all (és tobbé nem mozdul) a test
(ilonités S x(t)=0 és |k-
Jx(t) x(t)=0és [k-x(t)<fmg
f.(t) — m Az els6 két eset kiilon-kiilon linearis feladat.
Ha az f mg -t atvinnénk a tuloldalra, akkor egy
fmg gerjesztett rezgés differencidlegyenletét kapnank.
N2 mex(O=2f,~f,(¢) mX(c}kx(t)=—mg
linearis rugé: f,(t)=k-x(t) m(t)+kx(t)=fmg

m-x(t)xfmg+k-x(t)=0

Otlet : az &lland6 erd miatt az egyenstlyi helyzet
fmg
k
Ekortiil az egyensulyi helyzet koriil végez

szabadrezgést a test, amig meg nem all.
(Utana vagy visszaindul, vagy ottmarad.)

-val(hatra ill. elére)

eltolodna

Keressiik x (t)-t, ha x(t,)=x,, és X (t,)=v,.



Surlédassal csillapitatott szabadrezgés — modell, mozgasegyenlet, megoldas II.

A x(t)

Az els6 két eset kiilon-kiilon linearis feladat.

Ha az f mg -t atvinnénk a tuloldalra, akkor egy
gerjesztett rezgés differencialegyenletét kapnank.
mx(t)+kx(t)=—fmg
mx(t)+kx(t)=fmg

Otlet : az &lland6 erd miatt az egyenstilyi helyzet
eltolédna ng-ml(hétra ill. elére)
Ekoriil az egyenstilyi helyzet koriil végez

szabadrezgést a test, amig meg nem all.
(Utana vagy visszaindul, vagy ottmarad.)



Rezgések egyéb abrazolasi maédja
Példa: csillapitott szabadrezgés
A maésdorendi differencidlegyenlet atirhatd két A fazistérben x(t)=v (t),v(t)=—20v(t)—w; x(t)
elsérendti differencidlegyenletté. Spirdlisan befelé tart6 vonal:
Példaul: m-x (t)+c-x(t)+k-x(t)=0
helyett: m-v(t)+c-v(t)+k-x(t)=0 és v(t)=x(t)
vagy atirva: x(t)=v(t)
\'/(t):—ZQv(t)—oogx(t)

Béarmilyen x(t),v(t) parosbél egyértelmiien eldonthetd,

%
hogy hogyan fog véltozni ez a két mennyiség. w >

A mozgast akar egy (x(t),v(t)) sikon is &brézolhatjuk.

E sik neve: fdzistér.

Példa: csillapitatlan szabadrezgés

A fazistérben x(t)=v (t),v(t)=—ow x(t)

A rezgéshez a kezdeti értékektdl fliggd Példa: surlodas

ellipszis tartozik: Egymashoz kapcsoléd‘(? félellipszisek sorozata
v v

\J

A




