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Tobbszabadsagfoku rendszer rezgése — modell, mozgasegyenlet

Modell (csillapitatlan)

Xt 2 X(t) L Xs(t)
Q1(t) Q2(t) Q3(t)
k, m, k, m, k, m, —>
A T A
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Elkiilonitések: o (t) %, (t) |_>x3(t)
Ch(t) Q2(t) Q3(t)
fralt) m, > frolt) m, [—> frB(t) m, |——p
o IR 0
frZ t fr3 t

ml')zl(t)ZQ1(t>_fr1(t)+fr2(t) mz'iz(t)ZQ2(t>_fr2(t>+fr3(t) m3')€3(t)ZQ3(t)_fr3(t)

Linearis rugok:

folt)=k Al =k x,(t) A harom egyenletbe behelyettesitve:
frolO)=ky Al =ky(%,(t)=x,(t)) my %, (t) +kpxi(6) =k, (x,(t) =x, (1)) =q,(t)
fr3(t)=k3'Al3 :ka'(x3(t)_xz(t)) mz)?z(t> +k2'(X2<t)_X1(t)) —k3'(X3(t)—X2(t)) :q2<t)

m3X'3(t> +k3-(X3(t)—X2(t)) =q3(t)



Tobbszabadsagfoku rendszer rezgése — mozgasegyenlet

A harom egyenletbe behelyettesitve: ' K,
mljél(t) +k1'x1(t) _k2'<xz(t)_x1(t)) ZQ1(t)
mz*z&) +k2'(xz(t)_x1(t)) _ks'(x3(t)_xz(t>) :‘b(

m3)2'3(t) +k3'(X3(t)—X2(t)) ZQ3(t)

Az egyenletekben a valtozok egyititthatoit kigytjtve:

my X, (t)  +(k,+k,)-x,(t) —k, x,(t) +0-x,(t)  =qy(t)
m, X,(t) —k,x,(t) +(ko+ks)-x,(t)  —ks-x3(t) =q,(t)
my X5(t) +0-x,(t) —ky-X,(t) +kyxs(t) =qs(t)

Az egyenletek matrixos alakban is felirhatok:

m 0 0 Xl(t) ki+k, —k, 0 X1(t) q1(t)
0 m, 0O }.‘z(t) + =k, k,+k; —kj Xz(t) = CI2(t)
0 0 my () 0 —ky kg |[x5(0)] | qs(t)

M x(t K x(t) qft)

A csillapitatlan rendszer matrix-differencidlegyenlete:

Mx(t)+K x(t)=q(t)

Kézirassal: M x(t)+K x(t)=q/(t)

Ahol:
x(t): A szf.-ok elmozdulasvektora
%(t): A szf.-ok gyorsuldsvektora

M  Tomegmatrix
K  Merevségi matrix
(szimmetrikus!!!)

N szabadsagfok esetén:
x(t),x(t),q(t) N elemi vektor
M K N X N meéretli matrix
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Tobbszabadsagfoku rendszer rezgése — tomeg- és merevségi matrix

M témegmatrix: e targyban diagonalmatrix lesz,
a szabadsagfok pontjaba redukalt témeg.

K merevségi matrix: meghatarozhato szabadsagfokok mozgasegyenlete,
merevség jelentése,
ellentett jelentése alapjan.

€ ezt csinaltuk elobb

Merevségi mdtrix szdmitdsa a merevség jelentése alapjdn

Ha a teherfiiggvény egy statikus q teher, akkor a mozgasegyenletnek is létezik statikus x, megoldasa.

Mivel ekkor a gyorsulasok nullak, ezért a mozgasegyenletbdl egyensulyi egyenlet lesz:
MO+ Kx,=q

Ha az x, elmozdulasvektor a j-edik egységvektor (e j), akkor a bal oldali miivelet elvégzése
utan a K matrix j-edik oszlopat kapjuk. (Jeldljiik ezt k;-vel.)

A Ke ;=k;=q egyensulyi feltétel alapjan ha a k; vektor egyes elemei hatnak

az egyes szabadsagfokokra egyszerre, akkor az 6sszes szabadsagi fok elmozdulasa
nulla lesz, kivéve a j-edik szabadsagi fokét, amelyik pedig éppen 1 lesz.

Megforditva hasznaljuk:

Mx(t)+Kx(t)=q(t)

Legyen a j-edik szabadsagfok elmozdulasa 1, mikézben az 6sszes tobbi szabadsagfok elmozdulasa legyen 0.

Az egyensuly biztositasahoz a [-edik szabadsagi fokra miikodtetendd q, erG lesz a k; vektor I-edik eleme

azaz a merevségi matrix k; eleme (I-edik sor, j-edik oszlop).



Tobbszabadsagfoku rendszer rezgése — merevségi matrix I.

Megforditva hasznaljuk:

Legyen a j -edik szabadsagfok elmozdulasa 1, mikozben az ¢sszes tobbi szabadsagfok elmozdulésa legyen 0.
Az egyensuly biztositdsahoz a I -edik szabadségi fokra mikodtetendd q, er6 lesz a k ; vektor [-edik eleme
azaz a merevségi métrix k; eleme (I-edik sor, j-edik oszlop).

Példa: merevségi matrix masodik oszlopanak szamitasa
x,=1

kl

177 777777 LA AR AE AR 4 4R 4E 4R 4E 4R 4 4E 4F 4R 4E 4F 4R 4 4F 4E 4 4F 4 L4 LR AR AR AR 4R 4E 4E 4R 4F 4R 4 4F 4

A rugok megnyulasai: Al =0, AlL=1, Al,=—1
A rugéerdk: f.,.=0, f.,=k,(hizers), f,,=—k,(nyoméderd)
Elkillonftések: __1»""! . 3
4, q, d;
f,=0 — If..l=k, — Ifsl=ky —
If. 1=k, Ifl=ks
Egyensulyi egyenletek:
0=q,+k, > g=—k —k, k,+k, -k, 0
0=q,—k,—ky > q,=k,+k; k,=| k,+k, K=| —k, k,2+k, -k,
0=qs+tk; 2> qy3=—k; —k; | HF: amésik két oszlop 0 -k, Kk




Tobbszabadsagfoku rendszer rezgése — merevségi matrix Il.

X X X K=| -k, k2+k, —k,
. —> " —> " —>
1 2 3
A WA Kxi=q

4§77 777777 LR AR AR 4R AR 4R 4R 4R 4R 4R 4E 4F 4E 4R 4R 4R 4F 4F 4F 4E 4% 4% 4 AR AR AR AR 4R 4E 4 4 AR R AR AR 4E 4R 4R 4R 4R 4R ¥ ¥ 4

A merevségi matrix statikus hasznalata alapjan :az [-edik sor j-edik oszlopat
a j-edik szabadsagfok elmozdulasa miatt az [-edik szabadsagfokra haté bels6 eré szamitasara hasznaljuk.

Nézziik csak a k, rugo hatasat.
A rugd a 2. és 3. szabadsagfokot koti 6ssze, ezért
a csak akkor keletkezik benne erd, ha a 2., vagy a 3. szabadsagfok elmozdul
a tobbi szabadsagfok elmozduldsa nem befolyésolja az erejét - azokra az oszlopokra nincs hatasa
o csak a 2. és a 3. szabadsagfokra hat a rugdereje
a tobbi szabadsagfokra nem hat az ereje - azokra a sorokra nincs hatéasa
Valdban, csak a k,,,k,;, ks, , k,; elemeket befolyasolja k.

Ez felhasznéalhat6 a merevségi matrix rugalmas elemenkénti 6sszeallitasa (kompildldsa) soran.
Egy kezdetben nulla elemeket tartalmaz6 matrixhoz elemenként/rugénként hozzaadjuk azok hatasat:
a féatléban levé addigi értékhez mindig hozzdadjuk a rugémerevséget,
a f6atlon kiviili elemekbdl pedig levonjuk a rugémerevséget.
egymdssal szembe mutato szabadsdgfokok esetén a fodtlon kiviil is hozzdadni kellene a merevséget



Tobbszabadsagfoku rendszer rezgése — merevségi matrix lll. (kompilalas)

X1 X2 3 A kezdeti matrix:
q: q, qs; 0 0 0
k k k 0 00
1 2 3
A VWA 0.0 0

4§77 777777 LR AR AR 4R AR 4R 4R 4R 4R 4R 4E 4F 4E 4R 4R 4R 4F 4F 4F 4E 4% 4% 4 AR AR AR AR 4R 4E 4 4 AR R AR AR 4E 4R 4R 4R 4R 4R ¥ ¥ 4

Az els6 rug6 csak az elsd szabadsagfokra 0+k, 00 _ k 00
hat, igy az 1,1 elemhez adjuk a merevségét: 00 0/=0 00
0O 0 0/ (0 OO
A masodik rugd 16 tsodik .
szabadsigfokra hat, fgy a2 11 65222 ke 0~k 01 JHivks —ho 0
g » 18y aZ L, ’ 0—k, O0+k, 0|=| -k, +k, 0

elemekhez hozzaadjuk a merevségét, az
1,2 és 2,1 elemekbdl pedig kivonjuk:

A f{)arénédifk lzug;')l ;1 r{lésod;kzéé a h;lr;nadik k+k, -k, o | [ k+k, —k, 0
szabadsagfokra hat, igy a 2,2 és a 3, B o=l B
elemekhez hozzadadjuk a merevségét, a Ky Fhotks 0-k ko vtk =k
2,3 és 3,2 elemekbdl pedig kivonjuk: 0 0—k; 0+ k3. | 0 —ks ks

k+k, —k, 0
Nincs t6bb elem, igy az utols6 matrix a merevségi matrix: K=| —k, +k,+k, —k,
0 —k, k,



Tobbszabadsagfoku rendszer rezgése — modell, mozgasegyenlet

Modell
ot L%t L xs(t)
C[l(t) CI2(t) CI3(t)
EE— EE— EE—

/797777

Matrix-differencialegyenlet: M X ( t) + K X (t ) — q (t )

Ha a teherfiiggvény egy statikus q teher, akkor a mozgasegyenletnek is 1étezik statikus x, megoldasa.

Mivel ekkor a gyorsulasok nullak, ezért a mozgasegyenletbdl egyensulyi egyenlet lesz:
MO0+ Kx,=q

Ha az x, elmozdulasvektor a j-edik egységvektor (e j), akkor a bal oldali miivelet elvégzése
utan a K matrix j-edik oszlopat kapjuk. (Jeldljiik ezt k;-vel.)

A Ke ;=k;=q egyensulyi feltétel alapjan ha a k; vektor egyes elemei hatnak

az egyes szabadsagfokokra egyszerre, akkor az 6sszes szabadsagi fok elmozdulasa

nulla lesz, kivéve a j-edik szabadsagi fokét, amelyik pedig éppen 1 lesz.

Megforditva hasznaljuk:

Legyen a j-edik szabadsagfok elmozduléasa 1, mikézben az 6sszes t6bbi szabadsagfok elmozdulasa legyen 0.
Az egyensuly biztositasahoz a [-edik szabadsagi fokra miikodtetendd q, erG lesz a k ; vektor I-edik eleme
azaz a merevségi matrix k, eleme ([-edik sor, j-edik oszlop).



Tobbszabadsagfoku rendszer rezgése — diszkretizalt szerkezet merevségi matrixa I.
m Itt az osszes szabadsagfok kapcsolodik
x,(t) vx,(t) vx,(t) - nem tudunk kompilalni

=k q =k q =k
Példa: Szamités a jelentésbél kiindulva =i Spfs 6T

a harmadik oszlop elemei, mint erbk
miikédtethet6k a szabadsdgi fokokra ﬁ %
a hdrom paraméter fiiggvényében @

szamithato egy nyomatéki abra

a hdrom paraméter fiiggvényében @ e, e, e,
szamitott nyomatéki abrabol

szdmithato a szabadsdgfokok elmozduldsa L/I/—/l/

a merevségimadtrix oszlopainak jelentése miatt e, e, e,
e,=0,e,=0,e,=1 @

- ahdromlinedris egyenletbdl
ks, ks, ky; meghatarozhato
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Tobbszabadsagfoku rendszer rezgése — diszkretizalt szerkezet merevségi matrixa Il.

Paraméteres igénybevételi abrak helyett:
% ! 5 5 % - induljunk ki a merevség ellentettjébol
Xl(t) Xz(t) X3(t)

Matrixszal nem oszthatunk!

Az inverzével (ha van neki) szorozhatunk
a megfelel6 oldalrdl (most balrol): 0
K-x=q>K 'K-x.=K 'q>E-x,=K 'q

Ha K-x,=q, akkor azt megoldva x,-re:

x=K'q

Az inverz matrix neve hajlékonysdgi matrix, jele F:

x,=F-q F=K '©K=F"

Ha a q tehervektor a j-edik egységvektor, akkor a jobb oldali miivelet elvégzése
utén az F matrix j-edik oszlopat kapjuk. (Jeloljiik ezt f;-vel.)

Az x,=F-e,=f, egyensilyi feltétel alapjan ha csak a j-edik szabadsagfokra hat egy

egységerd, a tobbi szabadsagfok pedig terheletlen, akkor az egyes szabadsagfokok
elmozdulasat tartalmazo x, vektor elemei az f; vektor elemeivel lesznek azonosak.

Haszndlata:

A j-edik szabadsagfokra miikddtetett egységer6bdl tudjuk szamolni f;-t.

Az 6sszes szabadsagfokon végég haladva megkapjuk az F matrixot.
A hajlékonysagi matrix invertdldsdval megkapjuk a merevségi matrixot.



Tobbszabadsagfoku rendszer rezgése — diszkretizalt szerkezet hajlékonysagi matrixa

!XI(t> !Xz(t) !X3(t)

Példa: Szamitas a jelentésbdl kiindulva
a harmadik oszlop elemei

CI1:0 q2:0 q3:1

1 |

@N

f13 f13

A teljes matrixhoz kell még a két masik
szabadsagfoknak megfelel6 két eset:

q,=0 %=1
o=} ] Jas0 qz0] | e
v By v
o "
\I/l/l/ \l\l/l/
efll’fZI’f?)l 9le’fZZ’f32

Csak a szabadsagfokok elmozdulasara van sziikség,
nem a teljes elmozdult alakra. Egy-egy pont elmozdulasat
célszerli a virtudliserdk tételével szamolni.

Az ehhez sziikséges virtudlis er6rendszereket mar felvettiik.

. L M M,
Igy aztan példaul: f 12=f
! EI

dl

Ebbdl az el6allitasbol az is latszik, hogy F szimmetrikus

MM, MM
lesz, hiszen f,=[ ———idI=[ —L—dI=f
| EI Y El

jl

e . - -1
Végiil F ismeretében K=F
(és szimmetrikus matrix inverze szimmetrikus)



