Tobbszabadsagfoku rendszerek mechanikai rezgeései

Szabadrezges



Tobbszabadsagfoku, linearisan rugalmas,
csillapitatlan rendszer mozgasegyenlete

Mx(t)+Kx(t)=q(t)

x (t): szabadsagfokok elmozdulasainak vektora (elmozdulasvektor)
NX1

X (t): szabadsagfokok gyorsuldsainak vektora (gyorsuldsvektor)
NX1

M : tomegmatrix (egyel6re diagonalmatrix a szabadsagfokok tomegével/tehetetlenségével)
NXN

K : merevségi matrix
NXN
oszlop fizikai jelentése: egyetlen szf. egységnyi elmozditdsahoz sziikséges erék
q (t): szabadsagfokokra hat6 kiilsé erdk vektora
NX1

kezdeti feltételek:
x(t)=? x(0)=x,,x(0)=v,



Tobbszabadsagfoku, linearisan rugalmas,
csillapitatlan rendszer mozgasegyenlete

Mx(t)+Kx(t)=q(t)

szabadrezgés: gerjesztett rezgés:
q(t)=0 q(t)#0
Mi(t)+Kx(t)=0 Mi(t)+Kx(t)=q(t)

homogén matrix-differencialegyenlet inhomogén matrix-differencialegyenlet



Tobbszabadsagfoku, linearisan rugalmas,
csillapitatlan rendszer mozgasegyenlete

Mx(t)+Kx(t)=q(t)

x,(t) raz Mx(t)+Kx(t)=q(t) egy partikuldris megoldasa

x,(t) :az MXx(t)+Kx(t)=0 kiegészité differencial-egyenlet &ltalanos megoldasa

T

szabad paraméterek

T

kezdeti feltételek



Tobbszabadsagfoku rendszerek mechanikai rezgeései

Szabadrezges



Szabadrezgés altalanos megoldasa

Mx(t)+K x(t)=0

Keressiik a megoldast X}, (t) =v-h (t) alakban!

h(t) harmonikus fiiggvény w, korfrekvenciaval:
h(t)=acos(w,t)+bsin(w,t)
v :idofiiggetlen vektor

a szabadsagfokok elmozduldsainak egymashoz képesti aranyat irja le

Trivialis megoldés: x,(t)=0 - nem érdekel minket
akar azért, mert v=0, akar azért, mert a=b=0.



Szabadrezgés altalanos megoldasa

Mx(t)+K x(t)=0

Keressiik a megoldast X}, (t) =v-h (t) alakban!

h(t) harmonikus fiiggvény w, korfrekvenciaval:
h(t)=acos(w,t)+bsin(w,t)
v :idofiiggetlen vektor

a szabadsagfokok elmozduldsainak egymashoz képesti aranyat irja le

x,(t)=v-(acos(w,t)+bsin(w,t))



Szabadrezgés altalanos megoldasa

Mx(r)+K x(t)=

x,(t)=v-|acos(wyt)+bsin(wyt)|=v-h(t)

sebességvektor:

x,(t)=v- w,|—asin(w,t)+bcos(wyt )|

gyorsulasvektor:

%,(t)=v-(— wy)|acos(w,t)+bsin(w,t)]

IO



Szabadrezgés altalanos megoldasa

Mx(t)+K x(t)=0

v sajatvektor

Kv—w,Mv=0 /
\_/:

&) v=w. My
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Altalanositott sajatértékfeladat o : sajitérték
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Szokasos sajatértékfeladat:

Altalanositott sajatértékfeladat
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Szabadrezgés altalanos megoldasa
Mx(t)+K x(t)=0
K-wpM|v=0

Nemtrivialis megoldas akkor létezik, ha:
az egyiitthatomatrix sorai, oszlopai linedrisan nem fliggetlenek
az egylitthatomatrix szingularis
az egylitthatomatrix determinansa nulla

|K—w, M| f6atl6jaban N -szer fordul el§ w;.
(Ig —w; M) determindnsa «;-ben N -edfokd polinom lesz.

A det (g - M) =0 egyenletnek tipikusan N megoldasa lesz wj-re. (Stabil szerkezetnél mindegyik pozitiv.)

Rendezziik ezeket a gyokdket nagysag szerint sorba:
0<wy <wW,<...why



Szabadrezgés altalanos megoldasa

Mx(t)+K x(t)=0

K-wpM|v=0

Rendezziik ezeket a gydkoket nagysag szerint sorba:
0< wy < W <...< Wy

A megoldasok pozitiv négyzetgyokeit nevezziik a szerkezet sajatkorfrekvenciainak:
0<wy=wp=<...<wyy

A tovabbiakban feltételezziik, hogy nincsenek koztiik tébbszoros gyokok:
0<wy <wp<...<wyy

Tanulsag: tobbszabadsagfoku szerkezetnek annyi sajatkorfrekvencidja van, ahany szabadsagfoka.

Mindegyik ,; sajatkérfrekvencidhoz mas (K—w;; M) egyiitthatématrix (j=1,...,N),
tehat mas v, sajatvektor tartozik.
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Szabadrezgés altalanos megoldasa

Mx(t)+K x(t)=0

Rendezziik ezeket a gyokoket nagysag szerint sorba:
wglsa)gzs..Sa)éN

A megoldasok pozitiv négyzetgyokeit nevezziik a szerkezet sajatkorfrekvenciainak:
0<wy=wp=<...<wyy

A tovabbiakban feltételezziik, hogy nincsenek koztiik tébbszoros gyokok:
0<wy <wp<...<wyy

Tanulsag: tobbszabadsagfoku szerkezetnek annyi sajatkorfrekvencidja van, ahany szabadsagfoka.

Mindegyik ,; sajatkérfrekvencidhoz mas (K—w;; M) egyiitthatématrix (j=1,...,N),
tehat mas v, sajatvektor tartozik.



Szabadrezgés altalanos megoldasa

M k(t)+Kx(t)=0
Minden j=1,..., N -re meg kell hatarozni egy v, sajatvektort:

K—wy,;M|v;=0

Ennek az egyenletrendszernek létezik nemtrivialis megoldasa,
hiszen w,;-t igy hataroztuk meg, hogy az egyiitthaté matrix szingularis legyen.

Viszont éppen emiatt van végtelen sok megoldasa,
mert egy v, sajatvektor barmilyen skalarszorosa is sajatvektor:

Ig—a)ng)(ayj):a(K—wéjM v,=a0=0

Kézi szamitas;
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Szabadrezgés altalanos megoldasa

Mx(t)+K x(t)=0

Minden j=1,..., N -re meg kell hatarozni egy v, sajatvektort:

K—wy,;M|v;=0

Ennek az egyenletrendszernek létezik nemtrivialis megoldasa,
hiszen w,;-t igy hataroztuk meg, hogy az egyiitthaté matrix szingularis legyen.

Viszont éppen emiatt van végtelen sok megoldasa,
mert egy v, sajatvektor barmilyen skalarszorosa is sajatvektor:

Ig—a)ng)(ayj):a(K—wéjM v,=a0=0

Kézi szamitas;
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Vegyiik fel az egyik elemet
egy tetszoleges értékre!
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Szabadrezgés altalanos megoldasa

Mx(t)+K x(t)=0

Minden j=1,..., N -re meg kell hatarozni egy v, sajatvektort:

K—wy,;M|v;=0

Ennek az egyenletrendszernek létezik nemtrivialis megoldasa,
hiszen w;;-t ugy hataroztuk meg, hogy az egyiitthaté matrix szingularis legyen.

Viszont éppen emiatt van végtelen sok megoldasa,
mert egy v, sajatvektor barmilyen skalarszorosa is sajatvektor:

Ig—wéjM)(ayj):a(K—wéjM v,=a0=0

Kézi szamitas;
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N —1 egyenletbdl szamitsuk ki a
hianyzé elemeket!
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Szabadrezgés altalanos megoldasa

Mx(t)+K x(t)=0

Minden j=1,..., N -re meg kell hatarozni egy v, sajatvektort:

K—wy,;M|v;=0

Ennek az egyenletrendszernek létezik nemtrivialis megoldasa,
hiszen w;;-t ugy hataroztuk meg, hogy az egyiitthaté matrix szingularis legyen.

Viszont éppen emiatt van végtelen sok megoldasa,
mert egy v, sajatvektor barmilyen skalarszorosa is sajatvektor:

Ig—wéjM)(ayj):a(K—wéjM v,=a0=0

Kézi szamitas;
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Az N -edik egyenlettel ellendrizhetjiik
az eddigi szamitést. (w,,-tis!)
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Szabadrezgés altalanos megoldasa

M k(t)+Kx(t)=0
Minden j=1,..., N -re meg kell hatarozni egy v, sajatvektort:

K—wy,;M|v;=0

Ennek az egyenletrendszernek létezik nemtrivialis megoldasa,
hiszen w;;-t ugy hataroztuk meg, hogy az egyiitthaté matrix szingularis legyen.

Viszont éppen emiatt van végtelen sok megoldasa,
mert egy v, sajatvektor barmilyen skalarszorosa is sajatvektor:

Ig—ngM)(ayj):a(K—wéjM v,=a0=0

Kézi szamitas;
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Ha baj van (nullaval kellene osztani), akkor
a kivalasztott elem O lenne és helyette
masikat kell valasztani.
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Szabadrezgés altalanos megoldasa

Mx(t)+K x(t)=0

Minden j=1,..., N -re meg kell hatarozni egy v, sajatvektort:

K—wy;M|v,=0
A szamolt v; nem egyértelm(i (nem egy ).
Tegyiik egyértelmiivé: normaljuk a tomegmatrixra!
Def.: Tomegmatrixra normalt sajatvektor azt jelenti, hogy v -t ugy skalazzuk, hogy

viMyv =1 legyen.

Egy kézi szamitasbol kapott v;  esetén a skalazas:
V.= 1
Vi=————V

\/yj, KM Mj, K

i K




Szabadrezgés altalanos megoldasa

Mx(t)+K x(t)=0

Minden j=1,..., N -re meg kell hatarozni egy v, sajatvektort:

K—wp;M|v,=0
A szamolt v; nem egyértelm(i (nem egy ).

Ugy is lehetne egyértelmi, hogy a hossza lenne 1:
VT. v.=1

=11

Ugy is lehetne egyértelmii, hogy a legnagyobb abszolutértékii eleme lenne 1.

De a tomegmatrixra normaltnak lesz késébb komoly haszna.



Szabadrezgés altalanos megoldasa

M &(t)+K x(t)=0

A feltételezett x,(t)=v-h(t) alakban nem egyetlen v vektor és egyetlen h(t) harmonikus
fliggvény van, hanem N ilyen megoldas linedris kombindacidja lesz:

Z‘ “la;cos(wy;t)+b;sin(w,;t),

A sebességvektor pedig:

N
%,(t)=2_ v, ;| —asin (e, t)+b cos(wy;t),



Kezdeti feltételek

x,(t)=2_ v, |a,cos(a,t)+b sin(w,t)]

N
j:

—_

i=1

A t=0 pillanatban megadott x, és v, kezdeti kitéréseket és sebességeket az altalanos megoldassal 6sszevetve

két linearis egyenletrendszert kapunk:

N
Vo=, v;m;b
i=1

A kezdeti feltételek kielégitéséhez ezeket kell megoldani a; és b; paraméterekre.



Rezgésalakok, rezgésmodok

N
x,(t)=2_ v, |a,cos(a,t)+b sin(w,t)]
i=1

Ha olyanok a kezdeti feltételek, hogy csak egyetlen j értékhez tartoznak nem zérus a;, b;
paraméterek, a tobbihez pedig nullak, azaz

xy(t)=v[a;cos(wy;t)+b;sin(wy;t)]

akkor a mozgas egy w,; korfrekvenciaju harmonikus rezgés lesz,

melynek soran a szerkezet alakjat a v; vektor hatarozza meg a harmonikus fiiggvénnyel skalazva.

Emiatt a v, sajatvektorokra sajatalakként, rezgésalakkeént, illetve rezgésmodként is hivatkozunk.

J

A j-edik rezgésmad sajatkorfrekvencidja w,;, a periodusideje pedig T';; zg)—?_.
)

A legnagyobb periodusidé a legkisebb sajatkorfrekvencidhoz tartozik

27
Tu=w,-

Ezt hivjuk a szerkezet alapperiddusanak.



Rezgésalakok, rezgésmodok, modalanalizis

Ahogy a sajatvektorok az N -dimenzi6s tér egy bazisat alkotjak, barmely x(t) vektor
felirhat6 a rezgésmodok linearis kombinacidjaként:

X(t):é v;y;(t)

Az erre épiilo eljarasokat hivjuk modalanalizisnek. Az y j(t) fiiggvények az in. modalis koordinatak.

Szokas a sajatvektorokat egy modalis matrixba: Z:[ V, V, ...V

a modalis koordinatakat pedig egy vektorba gyfijteni: y (t)=|Y 2_( t)

yult)

Ezekkel a jel6lésekkel modalanalizis esetén:

x(t)=V y(t)

Ennek felhasznalasahoz tekintsiik at a sajatvektorok harom tulajdonsagat!
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Sajatvektorok tulajdonsagai 1.

A v, tomegmatrixra normalt sajatvektor az a,;
sajatkorfrekvenciaval kielégiti a

_ 2
Kv,=w,; My
egyenletet.

Szorozzuk be mindkét oldalt balrél v ; transzponaltjaval:

. T .. £y ook . P
A jobb oldalona v; M v, tag a tdmegmatrixra normaltsag miatt 1, igy:

[

_ 2
V= 0y

VT
+J J



Sajatvektorok tulajdonsagai 2.

Tekintsiink két eltérd rezgésalakot, j-tés k-t (j#k)!

A v, tomegmatrixra normalt sajatvektor az a,; A v, tdmegmatrixra normalt sajatvektor az
sajatkorfrekvenciaval kielégiti a sajatkorfrekvenciaval kielégiti a
_ 2
Kv,=w,; My Kv,=w, My,
egyenletet. egyenletet.

Szorozzuk be mindkét oldalt balrél v, transzponaltjaval, illetve v; transzponaltjaval:

T _ 2.7
v, Ky, —woijMV v, Kv,=wyv; My,

, .. . . , T _.T s T . T
A K és M maétrixok szimmetrikusak, igy: v Kv,=v;Kv, és v, Mv,=v, My,

Vonjuk ki a két egyenletet egymasbol:
0=af,vi Mv,— ), v Mv,

0= (wo]_%k)" My, Mivel j#k, ezért wy;# w,, gy a szorzat
masodik tényez6jének kell nullanak lennie:

M{MMJ:O

A rezgésmodok ezen tulajdonsagara azt mondjuk, hogy a sajatvektorok ortogonalisak a tomegmatrixra.



Sajatvektorok tulajdonsagai 3.

Tekintsiink két eltérd rezgésalakot, j-tés k-t (j#k)!

El6bb mar lattuk, hogy

viKv; =) v, My,
tovabba a sajatvektorok tomegmatrixra val6 ortogonalitasa miatt:

v, My =0
Ezt felhasznélva az egyenlet jobb oldalan:

yf;I;MJ:O

A rezgésmodok ezen tulajdonsagara azt mondjuk, hogy a sajatvektorok ortogonalisak a merevségi matrixra.



Sajatvektorok tulajdonsagai - 6sszegzés

A tdbmegmatrixra normaltsagot és az el6bb megismert harom tulajdonsagot tigy is irhatjuk, hogy:

VIMV=] é V'KV=0’

(Harmas matrixszorzat j,k -eleme:
az els6 matrix j-edik sora szorozva a k6zéps6é matrixszal, majd az utols6é matrix k -adik oszlopaval.)

Vi

VT
=

V' M V: f64tlén kiviil 0 a tomegmatrixra ortogonalis tulajdonsag miatt
féatloban 1 a tomegmatrixra normaltsag miatt. = egységmatrix

: féatlon kiviil 0 a merevségi matrixra ortogonalis tulajdonsag miatt
f6atlo j-edik eleme wj ; a tdmegmatrixra normaltsag miatt.

I,
=
<

: spektralmatrix, a sajatkorfrekvenciakat tartalmazé diagonalmatrix

2

Q
Q: a sajatkorfrekvencidk négyzeteit tartalmazé diagonalmatrix

e
[l
@
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Kezdeti feltételek

A t=0 pillanatban megadott x, és v, kezdeti kitéréseket és sebességeket az altalanos megoldassal dsszevetve
két linearis egyenletrendszert kapunk:

N N
Xo:ZMj a; ‘io:Z Vj @y ;b
i=1 i=1

A kezdeti feltételek kielégitéséhez ezeket kell megoldani a; és b; paraméterekre.
(Ez két N -ismeretlenes egyenletrendszer!)

Szorozzuk be balrél a két egyenletet yi M -mel:
N N
MIMXO:Z M:-Myjaj MiM%:Z MgMMjWOjbj
i=1 i=1

Az 6sszegzés soran j#k indexeknél a y,f]\:/l v,;=0 szorzoju tagok a sajatvektorok tdmegmatrixra ortogonalis

tulajdonsaga miatt kiesnek.

A tdbmegmatrixra normaltsag miatt yi Mv,=1,
igy a paraméterek egyenletrendszer megoldasa nélkiil szamithatdk:

T
a,=v, M x, b,=



Szabadrezgés kezdeti feltételeket kielégit6 megoldasa

N
Xh(t)zz Mj(_a)Oj\—/fMKOSin(a)Ojt)-l-\—/



Igénybevételek szamitasa rezgés kézben

T
T v, My,
v; M x,cos(w,;t)+ o

N
A szabadsagfokok elmozdulésa: x,(¢)=)_ v, sin (w ;t)
!

J
Az ekkora elmozdulasokat 1étrehozo er6rendszer:

f(t)zgxh(t)zgz v; v, My,

nyxocos(woth_’w:Oj_ sin(wojt))

A merevségi matrixot bevihetjiik az 6sszegzésen beliilre:

N
=> f,(¢), itt f,(t) a j-edik méd helyettesitd statikus terhe.
1

M
yJT-l\=4>_<0cos(w0jt)+Mfa¥_M° sin (w,;t)
J

f(r>=§ Kv,

—.
Il

. 2 -
Mivel Kv;=w,;Mv;, ezért:




