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2. ZH: Tobbszabadsagfoku rendszerek mechanika rezgései

o modell felvétele
o mozgas differencidlegyenlete - feliras

- osztalyozas
o megoldas



Mit tanultunk eddig?

Toébbszabadsagfoku rendszer mechanikai rezgései:

modell

matrixok (tdbmeg-, merevségi, hajlékonysagi)
Mozgas matrix-differencidlegyenlete
Szabadrezgés:

sajatkorfrekvenciak

sajatvektorok

Mi kovetkezik?

Gerjesztett rezgések
harmonikus gerjeszt6erd
altalanos gerjesztéerd
tamaszrezgés
foldrengésvizsgalat



Tobbszabadsagfoku rendszer rezgése — modell, mozgasegyenlet

Modell
ot L%t L xs(t)
C[l(t) CI2(t) CI3(t)
— — —
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Matrix-differencidlegyenlet: M x(t)+K x(t)=q(t)
Ha a tehervektor valamennyi eleme azonos harmonikus fiiggvény szerint irhat6 fel, pl.:
qLOCOS((JJt) 910

q(t)= Clz,oCO.S(U’t) =| 920 |cos(wt)=q,cos(wt)

qN,OCOS((Dt) Adn o

Akkor a mozgasegyenlet egyszerisodik: M x (t) + K x (t ) = qo COS ( wt )

Megyjegyzések:

A terheletlen szf. esetén q; ,=0, azaz harmonikusnak tekinthet6 barmilyen id6fiiggéssel.

A harmonikus fiiggvény szokas szerint lehet barmi:  sin(wt),cos(wt),cos(wt—¢,), stb.,
de mindegyik szabadsagfok esetén ugyanaz.



Harmonikus erével gerjesztett tobbszabadsagfoku rendszer- direkt megoldas I.
Mx(t)+K x(t)=q,cos(wt)

Keressiik a megoldast harmonikus alakban: inhomogén linearis
differencidlegyenlet-rendszer

x,(t)=x,4cos(0t)
A feltételezett megoldds masodik derivéltja: X, (t)=x,,(—w”)cos(wt)

Behelyettesitve a differencialegyenletbe:
M x (—w”)cos(wt)+K x,,cos (wt)=q,cos(wt)

ngo(—ooz) +Kx‘q0 =q,

( K-o’M ) Xq0=4q0 inhomogén linearis egyenletrendszer

\ dinamikus merevségi matrix

A linearis egyenletrendszer megoldasa:
- ha létezik az egyiitthatomatrix inverze, akkor szorozzunk be vele balrol:

K-o’M| ' [K—0’M|x,,=[K-o’M| g, 5> x,=[K-0’M|q,

Mikor 1étezik az inverz?

nem szingularis
determindnsa nem 0 |~ ® nem a rendszer sajarkorfrekvenciaja

sorai lin. fiiggetlenek



Harmonikus erdvel gerjesztett tobbszabadsagfoku rendszer- direkt megoldas Il.

(K_UJzM)xgo:qo Ha w#w,;: -» Xgo:(K_UOZM)_l‘Io

Mi van akkor, ha w=w, ,?
Nincs megoldés, ha: v, q,#0
(ilyenkor rezonancia alakul ki az i-edik alakkal)

A megoldas 1étének feltétele: o ( K-o'M ) =0 (K —o'M | qo) (az egylitthatomatrix rangja a tehervektorral
kiegészitve nem valtozik.)
Van megoldas, ha: v; q,=0

A tehervektor nem befolyasolja a rezonans rezgésalakot.
A kialakul6 rezgés ortogonalis erre az alakra.

Tipikus esetben a megoldas: xg(t ):(K— w’ M)flq0 cos(mt)
A teljes megoldashoz most is hozzajonne még a homogén egyenlet altalanos megoldasa:
N

x(t) =(K—ouzM)71q0 cos(wt)+ Y, v,[a,cos(w,;t)+b, sin(molit))
i=1

A szabadrezgéses rész idével lecsillapodna, a maradék x g(t) az allandodsult rezgésrész.




Direkt megoldas — példa I.

10sin(12¢)[kN]

x,(t) 119 9 1150 —705,9
X\t t)I=|"1 =— >K= > | KN/
() (t) x,(t) EI[9 14,67] [—705,9 705,9] s
X,(¢) .
- : m=? Ocaln=l o ensor 20l 8 miz0=g o)
™ EI = 4000 kKNm? 10-sin60°-sin(12¢) ,
om xg0=(K—oo2M)71q0 > x‘q(t)z(K—sz)flqosin(mt)
——-
Din. mer. mat.: 5
2. |1150—-12°3  —7059 |_| 718,3 —705,9
K-o" M= s |=
—705,9  7059-12°3| |-705,9 273,9
KoM= 1 273,9 705,9|_|—0,9083 2,341 | ;-3
718,3-273,9—(—705,9)-(—705,9)|705,9 718,3 2,341  —2,382

x.0=|K— o' M| q,=10"" —0,9083 2,341 5 |=|=2482| 153
90 b 2,341 —2,382(|8,660| |—32,34

—24,82 | _.
g(t)Z[ -sin(12¢)mm

—32,34




Direkt megoldas — példalll.

x(t)= x,(t) k=|kitke k| gm0
x,(t) -k, k, 0 m,
q(t)= qlét) = ql’ocoos((ot) :[Clé,o cos(wt)=q,cos(wt)

X,=K—0’M|"q, » x,/(t)=[K-0’M| q,cos(wt)

-1 d
k,+k,—o’m, k, a0 1 k,—o’m, 1k,
X = 0= : :
9 —k, k,—w’m, 0] (k+k,—o’m,)(k,—w’'m,)—k| k, vk, +k,—w'm,
X = Ao, (kz 002”’2)
9k ky—(k,m+k,m,+k,m,)w’+m, m,0n* k,

A nevezo6 nullava valik, ha:
(k1m2+k2m2+k2m1)i\/(k1m2+k2m2+k2m1)2—4k1k2m1m2

2m;m,
ez a két sajatkorfrekvencia: w,,,w,,




k+k m 0

3
0 m,

Direkt megoldas — példa Ill. [xl( ]
(t)

q1 t } {qlocos ot)

_ 2},M:

[%0

cos(wt)=q,cos (ot)

(kz_wz mz)
k,

_ 9o,
L 2 4
1 2_( 1Myt K, m,+ 2m1)0) +m;m,®

Pl.: k1=100,k2=50,m1 5m,=1,m,,=3,938rad/s, w,,=8,031rad/s
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A rezonancia frekvencijanal végtelen amplitidok.

Ha w=+k,/m,, akkor az els6 szabadsagfok amplitidéja 0.
Ez k,, ill. m, hangolasaval érhet6 el, neve dinamikus rezgéscsillapitas.
Ha az m, tdmeg viszonylag kicsi = kicsi k,, viszonylag nagy amplitido
Ha az m, tomeg nagyobb - nagyobb k,, kisebb amplitid6, de nagyobb 6nstily!



Dinamikus rezgéscsillapitas - példak
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https://en.wikipedia.org/wiki/File:Taipei_101_Tuned_Mass_Damper.png
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Gepardjagt1_(Acinonyx_jubatus).jpg
https://en.wikipedia.org/wiki/File: Vraptor-scale.png
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Harmonikus erdvel gerjesztett tobbszabadsagfoku rendszer— modalanalizis I.

Mx(t)+K x(t)=q,cos(wt)
Tegyiik fel, hogy mar megoldottuk az altalanositott sajatértékfeladatot, azaz ismertek
a sajatkdrfrekvencidk (w, ;) és a tbmegmatrixra normalt sajatvektorok (v,).

Keressiik az x, (t) megoldast a sajatvektorok linearis kombinaci6jaként:
N
X, (0)=2 vy, ,(t)=V y,(t) ahol y, ,(t) az i-edik modaélis koordinata
i=1 ’

(gerjesztés miatti)
Mivel a sajatvektorok id6fiiggetlenek, igy az id6 szerinti masodik derivalt:

N
xg(t)zz vlyg,l(t):Vyg(t)
i=1
Behelyettesitve a métrix-differencidlegyenletbe: MV y (¢)+KV y (t)=q,cos(wt)

Szorozzuk be mindkét oldalt balrél V' -vel: v’ M qu(t)+VTK qu(t):VT q,cos(wt)

A sajatvektorok ortogonalitdsa és norméldsa miatt: Ey, (t)+Q%y (t)=V'q,cos(wt)

Ennek az i-edik sordban: , ,(t)+wg, y, (t)=fcos(wt) ahol f.=vq,

a tehervektor vetiilete
A differencidlegyenlet-rendszer szétesik N darab k6zonséges differencidlegyenletté. a rezgésalakra



Harmonikus erdvel gerjesztett tobbszabadsagfoku rendszer— modalanalizis II.
Mx(t)+K x(t)=q,cos(wt)

Az i-edik kozonséges differencialegynlet: y_.(t)+w; .y, (t)=f cos(wt) R
a 0179, xg(t)_gviyg,i(t)
Egy egységnyi témegfi (m=1), w,, merevségli (k=wy,) egyszabadségfokui rendszer m(t)+kx(t)=gq,cos (wt)
differencialegyenlete, amit az f, amplitid6jui harmonikus erd gerjeszt. x,(0)= % _cos(wt)
1-&;
W,

A harmonikus er6vel gerjesztett egyszabadsagfoku rendszereknél tanultak szerint:

- 0 N fi 1 11
Az i-edik modalis amplitido: y o, =— : > y,.lt)=f———5cos(wt)
Wy, 1_(”_2 W, 1_(1)_2
Wo,; Wo,;
N 11
A gerjesztés miatti harmonikus vélasz: x,(t)= v,v; q,— —cos(wt)
i=1 (l)o)i 1_ w
2
Wy,

Mindegyik v, rezgésalakot szorozni kell:

- a tehervektor vetiiletével (v; q,)

- a sajatkorfrekvencianak megfelel6 elGjeles rezonanciatényezd-szerd taggal
- a k6z06s harmonikus taggal
- a sajatkorfrekvencia négyzetének reciprokaval - a magasabb moddok hatasa altalaban kisebb lesz



Megoldas modalanalizissel — példa

q,cos(wt)

TTI1 EI m2 TTI3
?xl(t)ﬁ xz(t)»%xgu)?

Szamitsuk ki x,-t, ha
EI=5600kNm*,[=2,4m,
m,=m;=2,5t,m,=2m,
q,=15kN/m,®w=15,59rad/s

A tdmegmatrix: A hajlékonysagi matrix:

25 0 0 3 1 —-1/4 1/3
M= 0 5 0|t F= I —-1/4 1/6 -—1/4
0 0 25 /3 -1/4 1
A tehervektor A R
arnpli ti déja: merevsegi matrix:
0 651 1042 434
q,=| 15|kN K=|1042 5556 1042 |kN/m
0 43,4 1042 651

A sajatkorfrekvenciak:
w,,=10,26 rad/s, w,,=15,59rad/s , w, ; =35,83 rad/s

ZV,V, ey L —cos(ot)
01 1—%
Wy, ;
A tdmegmatrixra normalt sajatvektorok:
—-0,413 —0,447 0,171
v,=| 0,171 |,v,=| 0,000 |,v;=|0,413
-0,413 0,447 0,171
A tehervektor vetiilete a rezgésalakokra:
V) q,=2,567, v,q,=0, v,;q,=6,198
(az 6sszegzésben csak i=1 és i=3 szamit)
A modalis amplitadok:
Y g01 =2,567 — L =-0,01863
’ 10, 26> 1— 15,59°
10,26
_ 1 1
Y 403=6,198 >=0,00596
35, 83 1— 15,597 59°
35,83°
—0,413 0,171 0,00871
X,0=| 0,171 |(~0,01863)+|0,413|-(0,00596) =| —0,00072 |m
—-0,413 0,171 0,00871

Megj.: bir w=w,,, de a rezondns alak nem volt gerjesztve.
A kapott eredmény megoldasa a (K —w’M|x s0=9, egyenletek.
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Rezgésalaknak megfelel6 erével valé gerjesztés

Matrix-differencialegyenlet: M x(t)+K x(t)=q(t)
Legyen a teher eloszldsa egy rezgésalaknak megfeleld alakd: q(t)=Mv f (t)
M x(t)+Kx(t)=Mv f(t)

Keressiik a megoldast a j-edik sajatalak skalarszorosaként:
xg(t):ijj(t) - jkg(t):"j y}<t)

Behelyettesités utan:
Mv,y (t)+Kv,y,(t)=Mv,f(t)

Mivel v; sajatrezgésalak, ezért Kv;= w; iMyv;
Mvjj'/j(t)+a)(2)jMvjyj(t):Mvjf(t)
Mindharom tagban az M v; vektor szorzodik egy skalarral, igy az egyenlet akkor teljesiil, ha:
j}j(t)'l'w(z)jyj(t):f(t)

Ami egyenértékii egy egységnyi tomegli, w,; sajatkorfrekvencija, f (t) erével gerjesztett egyszabadsagfoku
rendszer differencialegyenletével. Ennek megoldasa:

yj(t):jfc(gor) sinfw,;(t—7)|/dt  —— B> Xg(t):vj.!: @y sin(w,;(t—7)|d T

-



Altalanos erével valé gerjesztés — modalanalizis .

Matrix-differencidlegyenlet: M x(t)+K x(t)=q(t)

Az elmozdulasfiiggvény a tomegmatrixra normalt
sajatvektorok linearis kombinaciojaként:

x(t)=Vy(t)
x(t)=vy(t)

ahol V =[v1 ,Vo, .V N} a sajatvektorok matrixa
y(t) az y;(t) modalis koordinatdkbél képzett vektor

fgyaDE: MV y(t)+KVy(t)=q(t)

Szorozzuk be mindkét oldalt balrél V' -vel:
VIMVy(t)+V KVy(t)=v'q(t)

A sajatvektorok ortogonalitasa miatt a harmas matrixszorzatok
diagonalmatrixok és a ttmegmatrixra normalas miatt:

VIMV=E, V' KV=Q°

Amibdl a DE atirhatd
Ey(t)+Q%y(t)=F(t) ahol f(t)=v] q(t) a teher modalis vetiilete



Altalanos erével valé gerjesztés — modalanalizis .

Matrix-differencialegyenlet: M x(t)+K x(t)=q(t) ’f(t): vy (t)
x(t)=vVy(t)
Amibél a DE atirhato
Ey(t)+Q%y(t)=f(t) ahol f(t)=v; q(t) a teher modalis vetiilete

A diagonalmatrixok miatt a differencidlegyenlet-rendszer szétesik, a j-edik sorbdl:
yj"'wg,jy]'(t):fj(t)

Ez egy mx(t)+kx(t)=q(t) egyenlet, ahol m=1,k=wg ... (1)
Az egyszabadsagfoku rendszereknél tanultak szerint oldandé meg y;(t)-re. Yy (1) =f 200 Sin( Wy (t— r)) dr
0

N
Végiil a modélis megoldasokbol kaphaté a gerjesztésre adott valasz: x(t)= z v.y.(t)

Az ekkora elmozdulésokat létrehozé erérendszer:

f(t)= KZV -yt ZKV -yt

A sajétvektorok az éltalénositott sajétértékfeladat megoldésai, igy:

Z wy Mv;-y,(t Z fiyl Ezekbdl az er6kbé] lehet
igénybevételeket szamolni.



