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2. ZH: Tobbszabadsagfoku rendszerek mechanika rezgései

o modell felvétele
o mozgas differencidlegyenlete - feliras

- osztalyozas
o megoldas



Mit tanultunk eddig?

Toébbszabadsagfoku rendszer mechanikai rezgései:

modell

matrixok (tdbmeg-, merevségi, hajlékonysagi)
Mozgas matrix-differencidlegyenlete
Szabadrezgés:

sajatkorfrekvenciak

sajatvektorok

Mi kovetkezik?

Gerjesztett rezgések
harmonikus gerjeszt6er6d
altalanos gerjesztéerd
tamaszrezgés
foldrengésvizsgalat



Tamaszrezgés — elmozdulasok I.

Egyszabadsagfoku rendszereknél lattuk, hogy a tamaszrezgés is egy gerjesztésként kezelhetd.

Azt is 1attuk, hogy kiilon diff.egyenletet irhatunk:

b , ) X
-az elmozduléasokra (+sebességek, gyorsulasok) X, X, 4
-az alakvaltozasokra (+igénybevételek)
—»
Hogyan szamithato a tehervektor a tamasz mozgasabol? X1 Xs
2 (t) (> z(t)

Eddig elhanyagolhattuk a diszkretizalas miatt
a tdmaszokba keriil6 tomegeket, mert a fold
tigysem mozog. Es mégis. » Kiilsé szabadsagfokok.

A kiegészitett rendszer mozgasegyenletének sémaja:

Az x és x vektorok eloirt értékiek.

A q, vektorban az ismeretlen reakciok is szerepelnek:

teher

q.=q, *ry



Tamaszrezgés — elmozdulasok Il.

Hogyan szamithato a tehervektor a tamasz mozgasabol?

M kb Mkk
M,, ;M”"

b= teher ebbdl tudunk reakciékat szamolni
4, qi tr, <« o . .
""" ha mar ismerjiik az x, -t és az X, -t.
vigylk at az ismert mennyiségeket
q, a jobb oldalra (x, és x,).



Tamaszrezgés — elmozdulasok Il.

Hogyan szamithato a tehervektor a tamasz mozgasabol?

Mbb Mbk 5<b Kbb Kbk Xb qb

vigylik at az ismert mennyiségeket
a jobb oldalra (x, és Xx,).

q, Mbk Kbk

5
>
S8
=
g
Lo
o

Az eredmény formailag egy M % (t)+K x(t)=q(t) egyenletrendszer.

Abal oldali M,, és K,, matrixok azonosak a korabban hasznaltakkal:
-ezekkel kell megoldani az altalanositott sajatértékfeladatot,

-ezekt6l fiiggenek a sajatkorfrekvencidk, rezgésalakok,
-a teher ezt nem befolyasolja.

A jobb oldalon a szabadsagfokokra redukalt kiilsd terhek vektorat modositani kell.

A reakcidk az elmozdulasok ismeretében lesznek szamithatok.
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Tamaszrezgés — alakvaltozas |I.

Tegyiik fel, hogy az 6sszes tdmasz azonos irdnyba mozog az
azonos z(t) fiiggvény szerint, és més teher nincs.

Hogyan kaphatjuk meg a tehervektort, ha az alakvaltozasokat keressiik?

Most is egészitsiik ki a rendszert a kiils6 szf.-okkal!

Legyen u(t) az alakvaltozasokat okoz6 elmozdulésok vektora.
Alakvaltozas: a tdamaszokhoz képesti elmozdulas.

Az elmozdulasok vektora két részbdl tevodik dssze:
x(t)=x_(t)+u(t)

ahol: x,,(t): a merevtest-szer(i elmozdulés

A merevtest-szer(i elmozdulést allitsuk el x,,(t)=z(t)i
alakban, ahol az i mutat6 vektor azt jelzi, hogy a tamaszok
egységnyi statikus elmozditasa a tamaszmozgas iranyaba
mekkora elmozdulast okoz az egyes szabadsagfokokban.

1

0

0

A fenti példaban: i=| 1

Ezzel: x(t)=iz(t)+u(t) 1
1

1

A mutat6 vektor idéfiiggetlen, igy: %,,(t)=2(t)i és x(t)=2(t)i+ir(t) o




Tamaszrezgés — alakvaltozas Il.

A kiegészitett rendszer mozgasegyenletének sémaja:




Tamaszrezgés — alakvaltozas lll.

K kb kit X mk
M,, My, Ky, Kuilu, 0 M, My X, Ky, Kuix,)
ol Uy Xk X
A tamaszok tamaszokhoz képesti elmozdulasa és gyorsulasa 0: u, =0 és ii,=0.
i + = — —
Mbb u, Kbb u, 0 Mbb M, X.b Kbb K, Xomb




Tamaszrezgés — alakvaltozas IV.

e e e ) e ] ] Lot e 1 } ... ]

Az x, merev test szerli elmozdulds nem okoz deformaciot, igy abbdl nem szarmaznak a szabadsagfokokra hato erdk.

Ezeket az erOket a K x,, szorzat eredményezi, az tehat 0, igy:

A bal oldalon az M és K matrixoknak csak a belsé csomépontokhoz tartozo elemei szerepelnek.

Ajobb oldal: — M, x,=—M,iz(t)

Vezessiik be a szabadsagfokonként a tdimaszmozgas iranyaba mozg6 tomegek vektorat: m=M i

Igy a mozgds matrix-differencialegyenlete: ~ Mii(t)+Ku(t)=—mZ(t)

(Az egyszerliség kedvéért a besl6 csomdpontra utalast elhagyjuk a végén.)



Tamaszrezgés — harmonikus tamaszmozgas

Tamaszrezgés esetén az alakvaltozasokra vonatkozo differencialegyenlet:

Mii(t)+Ku(t)=—m3(t)

Ahol m=M, i, (a tdmegmatrixot sorait kiegészitjitk a kiilsé6 szabadsagfokokkal
is) és az i mutatovektor adja meg a tdmaszok egységnyi mozgasa esetén az
osszes szf. merevtestszerii elmozdulasat.

Ha pl. a timaszok azonos mozgasa azonos harmonikus fiiggvény szerinti: z(t )=z,cos(wt)

akkor az egyenlet jobb oldala: mw”z,cos(wt)

Mii(t)+Ku(t)=mn’z,cos(ot)

A modalanalizises megoldas szerint: .
N x ()=2.v.vi q L—cos((nt)
u ()= v,v mw’z L#cos(mt) CETT Ve o
g ivi 0 2 2 ’ 2
i=1 W, 1__(1) Wy, i
’ 2
Wy, ;

A direkt megoldassal: x,(t)=[K-w’M| g, cos(wt)

ug(t):(K—u)2M)71moozzocos(mt)



Tamaszrezgés — harmonikus tamaszmozgas példa I.

ml EI m2 m3
?xl(t)@ ?xz(t)/?%(xgu)?

Szamitsuk ki a maximalis igénybevételeket az
onsulybdl és az allandésult rezgésbdl, ha
z(t)=2-cos(20¢t)[cm], és
EI=5600kNm?*,/=2,4m,
m,=m,=2,5t,m,=2m,

A témegmatrix: A merevségi matrix:
25 0 0 651 1042 43,4

M=0 5 0|t K=[1042 5556 1042|kN/m
0 0 25 43,4 1042 651

A sajatkorfrekvenciak:
®,,=10,26 rad/s, w,,=15,59rad/s , w, ; =35,83 rad/s

A tdmegmatrixra normalt sajatvektorok:

-0,413 —0,447 0,171
v,=| 0,171 |,v,=| 0,000 {,v5=|0,413
—0,413 0,447 0,171

A tehervektor: q(t)=—M,iz(t)

A kiils6 szabadsagfokokkal kiegészitett szerkzet:

m; m, E] g, ms my
!xl % !xz % X3!
X4 X5 -
A témegmatrix figyelembe veendd sorai: 1
25 0 0 0 0 ) e
M,=lo 5 0 0 oft A mutatévektor: i=|1
0 025 0 0 }
A tdmaszrezgés iranyaba mozg6 tomegekbdl '
a szabadsagfokok terhe: 95
m=| 5 |t
2,5
A direkt megoldasbol:
651-20°2,5 1042 34 |25
u = 1042 5556—20°5 1042 5 |-20%0,02
43,4 1042 651-20°2,5| |25
[ —0,00904
u,= 0,0165
| —0,00904

HF: u (t) modélanalizissel



Tamaszrezgés — harmonikus tdmaszmozgas példa Il.

TTI1 EI TTI2 TTI3
X ?X X
?AZ)/@;MI x;v%(t);(t)?

Szamitsuk ki a maximalis igénybevételeket az
onsulybdl és az allandésult rezgésbdl, ha
z(t)=2-cos(20t)[cm], és

EI=5600 kNm?*,/=2,4m,
m,=m,=2,5t,m,=2m,

—0,00904
u,(t)=u ycos(wt)=| 0,0165 |cos(20¢)
—0,00904

Hogyan lesz az elmozdulasbdl igénybevétel?

Az u, amplitudot 1étrehozo statikus erdk:
10,96

f=Ku,=|73,10 kN
10,96

110,96 kN 1 73.10kN l 10,96 kN

s

26,30 26,30

eI
[ kNm] WW
61,42

Az 4llandésult rezgés cos(20¢) tagja miatt
ez +1-gyel és —1-gyel is szorzédhat:




Tamaszrezgés — altalanos tamaszmozgas |I.

Tamaszrezgés esetén az alakvaltozasokra vonatkozo differencialegyenlet:

Mii(t)+Ku(t)=—m3(t)

Megoldas modalanalizissel:

Mar megoldottuk az altalanositott sajatértékfeladatot, azaz ismertek
a sajatkorfrekvencidk (w, ;) és a tbmegmatrixra normalt sajatvektorok (v,).

Keressiik az u, (t) megoldast a sajatvektorok linearis kombinaci6jaként:

N
u, ()= vy, (t)=V y,(t) ahol y, ,(t) az i -edik modalis koordinata
i=1

(gerjesztés miatti)
Mivel a sajatvektorok id6fiiggetlenek, igy az id6 szerinti masodik derivalt:

ﬂg(t)Zé V., (t)=Vy,(t)

Behelyettesitve a métrix-differencidlegyenletbe: ~ MV y (¢)+KVy (t)=—m2(t)

Szorozzuk be mindkét oldalt balrél V' -vel: VI MV y (t)+V'KVy (t)=—V'mz(t)

A sajatvektorok ortogonalitdsa és normdldsa miatt: Ey,(t)+Q%y (t)=—V'mz(t)



Tamaszrezgés — altalanos tamaszmozgas Il. Mii(t)+Ku(t)=—mi(t)

Ey, (t)+Q%y (t)=—V'mZ(t) i=1

Ennek az i-edik soraban: j'/q,,.(t)+(o(2),,. yq.ilt)=f.(t) ahol f,=—v mzi(t)
a teher vetiilete a rezgésalakra

A differencialegyenlet-rendszer szétesik

p . . , I',=v, m a témeg vetiilete a rezgésalakra.
N darab kozonséges differencidlegyenletté. b & 8

(modalis részvétel }

Egy egységnyi tomegili (m=1), w;, merevségii (k=wy,) egyszabadsagfoku rendszer
differencialegyenlete, amit az f,(t) er6 gerjeszt. Duhamel integral:

e , . f q sinw, (¢ —)|dv
Az egyszabadsagfoku rendszereknél tanultak szerint:

¢ . t .
yalt ! " sm wol(t— ))dr:—I‘J Zugii)sin(wo’i(t—r))dr

0

igy a teljes megoldéS'

N

Z Fj o, >sm(m0,(t )ldt

Masodlagos mennyiségek szintén id6fiiggéen szamithatok.



Tamaszrezgés — példa |I.

Kéttamaszu gerenda, tulnyuld konzollal.
Szamitsuk ki a konzolvég rezgésének amplitidojat, ha z(t)=0,04 cos(20¢t) [cm]!
[=6m témaszkdz EI=5000kNm” hajlitémerevség, m=2t redukalt tomegek.

6161 —5893 —401,8 2
,71,?; =| 5893 8571 1607 |kNm M= 2 |t
2

—401,8 1607 1004

1/3 1/3 1/3
L—»L—»L—»L—J 0,270 0,483 0,440
V=| 0,306 0,327 —0,547
w,,=13,05rad/s, w,,=30,30rad/s ,w,,= 82,34 rad/s —-0,577 0,399 -0,084

Modalanalizissel megoldva:

:Zviv?moozzoi2 L —cos(mt)

Az m vektorhoz a kiegészitett merevségi matrixot
kell szorozni a mutat6 vektorral:

1/3]
2 0 0 0 o]l2/3] [2/3
m=M,i=|0 2 0 0 0| 4/3|=|4/3
0020 o0|/[o] |83

1




Tamaszrezgés — példa |II.

0,270 0,483 0,440
V= 0,306 0,327 -—0,547
-0,577 0,399 -0,084 /@

1/3 1/3 1/3
1 1 L—»L—»L—»L—J

. T 1 1 2
i | I'=v,m 2 2 | ) Zy— 2
@oi 1L Woi 1L w,,=13,05rad/s, w,,=30,30rad/s ,w,,= 82,34 rad/s
Wy, Wy, N

1| —09517 | —4,352:10"° 0,06627 u,(t)= v,v! mo’ z,—— —— cos(wt)

1,824 | 1,931-10°° 0,05635 =t Woi 1 — L
3 | —0,6601| 0,157-10° —0,00166 Po.i

0,483 0,440 0,0444

0,270

u,(t)=

—0,577

Ez a rugalmas alakvaltozasok vektora a merevtestszeri mozgashoz képest mérve.
A mozdulatlan koordinatarendszerben:

1/3
x(t)=|2/3(0,04 cos(20t

4/3

0,06627-| 0,306 |+0,05635-|0,327|—0,00166-| —0,547 ||cos(20t)=| 0,0396 |cos(20¢)

0,399 —0,084 —0,0156

x(t)Ziz(t)+ug(t) >1<

0,0444 0,0577
)+| 0,0396 |cos(20t)=|0,0663 |cos(wt)[cm]

—0,0156 0,0377



V=] 0,306 0,327 —0,547| Ug=| 0,0396

_ — —0,0156
Igénybevételek szamitasa 0,577 0,399 0,084

a A legnagyobb elmozdulasokkal azonos elmozdulést okozo helyettesitd statikus teherbdl:

30,2kN
6161 —5893 —401,8][ 0,0444 | [46.2 46,2 kKN 53,0kN i
f=Ku,,=| —5803 8571 1607 | 0,0396 |=|53,0 kN
_401,8 1607 1004 ||—0,0156| |30.2 /@,

/3 /3 /3 /3

a A rezgésalakok igénybevételeibdl az 6sszegzésnek megfelel6 tényezékkel képzett korgvlbinéciéban:

1 1

91,9 887 5970 ug(t):gllviv,.TmoozzOm—g.—1_(D_2 cos(wt)

Kv,=| 104,2 |,Kv,=|601|,Kv,=|—7420 g,
—196,6 733 —1140 ] o 1 1 , 1 1
1 Fl.—v,. m w—z—wz Fi(,l) ZOF—(DZ

PL.: a jobb oldali tdmasz f6l6tti hajlitényomaték " 1_(»_3,. v 1_03_%,’1.
az egyes modokbol: 1]-09517 | —4,352-10° 0,06627
M,=-2(-196,6)=393 2 1,824 | 193110 0,05635
M,=-2- (733): —1470 3|-0,6601| 0,157-10°° —0,00166

M,=—2:(—1140)=+2280

A kombindcié: 393-0,06627 —1470-0,05635+2280-(—0,00166 ) =—60,6 kNm,
de lehet 60,6 kNm, ha cos(wt)=—1
Tehat itt nem az abszolttértékek dsszege!
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Tamaszrezgés — altalanos tamaszmozgas ismétlés

Tamaszrezgés esetén az alakvaltozasokra vonatkozo differencialegyenlet:

Mii(t)+Ku(t)=—m3(t)

Megoldas modalanalizissel:

Z vy, (t)=Vy,t) ahol y (t) az i-edik modalis koordinata
(gerjesztés miatti)
A DE-be behelyettesités, balrél V" -vel szorzas utan a sv.-ok tulajdonsagai miatt:

Ey, (t)+Q%y (t)=—V'mz(t)

Ennek az i-edik sordban: y,(t)+wg,y, (t)=f(t) ahol f,=—v/mi(t)=—T] i(t)
a teher vetiilete a rezgésalakra
Egy egységnyi tomegii (m=1), o ; merevségii (k= ;)
egyszabadsagfoku rendszer differencialegyenlete, amit
az f,(t) erd gerjeszt.

[,=v, m a tomeg vetiilete a rezgésalakra.
(modalis részvétel }

Az egyszabadsagfoku rendszereknél tanultak szerint:

yg,i(t)zfl;,—f()sm(cool(t t)jdT=-T f sm o ;(t—T))d T
0 ! o O

igy a teljes megoldés

Ff

sm (0, ;(t—7)|d T



Tamaszrezgés — altalanos tamaszmozgas, valaszspektrum I.

t .
Az i-edik sajatrezgésmod vélasza: yg,i(t):—l“if Z(JJ(—()T)sin g, (t=7)|dT
0 ! \

A szélsbértéket az integralkifejezés maximuma befolyasolja.
Egy el6irt z(t) esetén ez a sajatkorfrekvencia-fiiggd szélséérték a valaszspektrum.

Ha a tdmaszmozgas nem ismert z (t)-ként, hanem tervezési valaszspektrumként van megadva
(pl- S, (TO,,.) pszeudo-gyorsulas tervezési valaszspektrumként),

akkor az i-edik mod maximalis kitérése:
Az S, pszeudogyorsulasbdl elmozdulas valaszspektrumot

max S T i
g =L d( > 0. ) kell szamolunk, ezért osztunk wéi-tel.
Wy i
> Az elGjelre +-ként kell majd a végén gondolnunk.

Az i-edik modbol szarmazo legnagyobb elmozdulasok:

i,max __ r Sd(TO,i)
ug =Vl 2
Wy,

Az ekkora elmozdulast okozo

helyettesité statikus er6k a szabadsagfokokon:
fig,max:K u;max:K Vl- ri Sd (12—'0,1')
W,

i
s



Tamaszrezgés — altalanos tamaszmozgas, valaszspektrum II.

Az i-edik sajatrezgésmodban a legnagyobb alakvaltozasokkal azonos elmozdulast 1étrehozd statikus erdrendszer

. : S4(Ty ;)
i,max __ i,max __ d 0,
f"=Ku,""=Kv,I,—>%

(DO,i

.z - 2
ke on: @ V; Vektor sajatvektor, ezért K v,=wy; M v;

Ezt felhasznalva az i-edik alak legnagyobb elmozdulésait okozé erérendszer:

2

. ST, .
f;maxzwf)iMViFi d( O’I):Mvirisd(TOi)
Wy,

Barmely C igénybevétel maximumat az i-edik alakban ugy szamolhatunk, hogy
az Mv; erdrendszerbdl szamolt C; modalis igénybevételt szorozzuk I';-vel és Sd(To,i)-velz

C""*=C,T;S4(T,.;)

Ezek a C"™ értékek az egyes médokban:

-pozitiv, vagy negativ el6jellel is el6fordulhatnak.
-eltér6 idében 1éphetnek fel.

Hogyan 6sszegezziik dket?



Tamaszrezgés — altalanos tamaszmozgas, valaszspektrum Ill.

Hogyan 6sszegezhetjiik az egyes rezgésmodokban szamitott maximumokat?
Par lehetdség:

N
ABSSUM — Az abszolutértékek dsszege: C™ =Y |C"™|

Fels6 hatar, csak akkor igaz, ha elég hosszu ideig tart a rezgés ahhoz, hogy az 6sszes méd
maximuma egyszerre és azonos elGjellel 1épjen fel. (Ez tipikusan valdszintitlen - nem gazdasagos.)

N
SRSS— A négyzetisszeg négyzetgyoke: C"" = W

A nagyobb igénybevételek hatasa nagyobb, de korlatozottan hasznalhato,
csak egymastdl tavoli sajatkorfrekvenciak esetén.

CQC — Teljes négyzetes kombincié: C"*=+vC' pC
A csillapitas hatasat is figyelembe veszi.
Csillapitatlan esetben p=FE és azonos SRSS -sel.



Tobbszabadsagfoku rendszer szabadrezgése — diszkretizalas hatasa lll.

Hany szabadséagfok elég? (szempontok)

o A legmagasabb sajatkorfrekvencia képes legyen idében kévetni a terhet.

o Tamaszrezgésnél a modalis részvételekbdl elegendé tomeg jelenjen meg a szamitasban.

A modalis tomeg az i-edik rezgésalakban: m,=T";

mi:(ViTm)2:<ViTMbi)2:iTMZViViTMbi

A szamitésban figyelembe vett hatékony tomeg: m,=Y m,=i' M,VV' M}i

Ha elérhetd a sziikséges hanyad kevesebb rezgésalakkal, mint ahany szf. van,
akkor elegend6 az els6 néhdny rezgésalakkal szamolni.

meff:z m=i' M,VV " M_i

V=[v1 Vo, ...V,
NXn

": a szabvanyok el6irjak, hogy a teljes tomeg 90-95%-a



Valaszspektrum — példa

1+15'T, [m/s°] ha T,<0,10s
EI 2,5 [m/s’]  ha 0,10s<T,<0,5s
m, m, M? =? M’ =? haateher S,= % [m/s’]  ha 0,55<T,<2,5s
0
« O plea Gea, 3;25 ha 2,5s<T,
a=2,0m,m,=1,2t,m,=2,0t, EI=1250kNm> ’
2,844-107  2,489-10 " . _
vol12 0] g2 o2 - Kop-l| 1500 —1313]
0 20 2,489-107° 2,844-10 ~1313 1500
, Vi v,
. 3 10.80 0 —0,54657 —0,73116
ASEF megoldasa: @=| 1" V= ;
MesoItsa 2= o 43,40] [ 0,56635 0,42337]

Rezgésmodonként a helyettesit§ statikus teher: fi™*=Mv,TS,(T,,)

TO,I_z—”_o 58175 S, ,=2,149m/s’ {

[12 0 o 0]
m=

_[1,2
Ty,= 2—“_0 14485 S, ,=2,5m/s> 0 2000 A

[ N



Valaszspektrum — példa yol12 o], v|—054657 —0,73116 S, 1=2,149m/s’
10 20 —-0,56635 0,42337 S, ,=2,5m/s’
EI
Rezgésmodonként a helyettesitd statikus teher: 1
ml m2 f;,maX: MVI Fisd(TO,i) m= ]_,2 0 0 0 ]. — 1,2
0 20 0 0}{1] [2,0
a a a 1

I',=v] m=—0,54657-1,2—0,56635-2,0=—1,789  T',=vim=—0,73116-1,2+0,42337-2,0=—0,0306

[—0,6559 _|—0,8774
le_[ _1’1331 v [ 0,8468
0,6559‘ ‘1,133 %

MWHWHWM @ b
M°=-1,630-(—1,789)-2,149=6,267 kNm M?>=-0,6053-(—0,0306 )-2,5=0,046 kNm
M’ =-1,948-(—1,789)-2,149=7,489 kNm M}=0,5441-(—0,0306)-2,5=—0,042kNm

Osszegzés: 3 b keresztmetszetben: a j keresztmetszetben:

M, =6,267+0,046=6,313kNm M ;™"""=7,489+0,042=7,531 kNm

J

M =16,267°+0,046°=6,267kNm  M:** =1/7,489°+0,042°=7,489 kNm

J



