Numerikus modszerek épitémérndkdknek Matlab-bal 16. Optimalizacio 2.

16. OPTIMALIZACIO MEGKOTESEKKEL

A feltételes széls6érték feladatok esetében ugy keresstk a fliggvény minimumat, hogy
kozben a pontoknak ki kell elégiteniuk valamilyen megkotést, feltételt is. It lehet egy
vagy tobb feltétel, ezek lehetnek egyenletekkel vagy egyenlétlenségekkel megadva
(lasd a kovetkez6 abran), lehetnek linearisak vagy nemlinearisak is. A kilonb6z6
esetekben mas-mas mddszert lehet alkalmazni (pl. Lagrange-moddszer,
blntetéfliggvény mdodszere, Karush-Kuhn-Tucker-feltételek, linearis programozas).
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MEGKOTESSEL

EGYENLOSEGGEL ADOTT MEGKOTES

Valasszuk kildon a megkotéses szélséérték keresés feladatai kdzil azokat, amelyeknél
csak egyenléséggel adott feltételek vannak, illetve azokat, amelyeknél
egyenl6tlenséggel adott feltételeket is talalunk. Az elébbiek kezelése joval egyszeriibb,
torténhet példaul Lagrange-maodszerrel vagy buntetéfuggvény modszerrel is. Nézzink
egy példat ilyen tipusu feladatra!

Egy acél targyakat gyartdo Uzem nyereségét szeretnénk maximalizalni. A koltségeink
legnagyobb részét a munkabér teszi ki és mellette az acél nyersanyag koltsége. Egy
munkadra koltsége 20$ és egy tonna acél 170%-ba kerll. A profitot a kovetkez6
fliggvénnyel tudjuk megadni:

f(h,s) =200 -h2/3-s1/3
ahol h a munkadrak szama, s pedig az acél mennyisége tonnaban.

Ezen kiviil van egy rendelkezésre allé koltségkeret: 25000 $. Ebbdl a koltségkeretbdl
szeretnénk kihozni a maximalis nyereséget. A koltségekre a kdvetkezd flggvényt
tudjuk felirni:

20-h+170"-s
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Ahhoz, hogy a profitot maximalizéljuk felhasznaljuk a teljes rendelkezésre allo
koltségkeretet. Ebben az esetben a kdvetkezd feltételnek kell teljesulnie:

20-h+170-s = 25000
A megoldashoz adjuk meg ezt a megkaotést nullara rendezett alakban:
g(h,s) =20-h+170-s — 25000 =0

Megjegyzés: Ebben a feladatban a megkotés egy egyenes egyenlete, de a feladat
ugyanigy megoldhaté mas nemlinearis egyenlettel adott megkotés esetében is, a
megkotés 0-ra rendezése utan.

Most az f kétvaltozods felllet értékét szeretnénk maximalizalni (célftiggvény), ugy, hogy
teljesul a g fuggvényben megadott feltétel. A megoldashoz el6szor abrazoljuk az f
célfiggvényt szintvonalakkal és a g feltételt egy sikbeli gérbével.

A célfiggvény megjelenitheté egy kétvaltozds fellletként akar térben az fsurf
paranccsal, vagy az fcontour vagy ezcontour paranccsal szintvonalas formaban 2D-
ben. Az ezcontour hasznalata esetén tudjuk feliratozni is a szintvonalakat a set
paranccsal, a ShowText tulajdonsag bekapcsolasaval (on), a szintvonalkdzt pedig a
LevelStep vagy LevelList paraméterek megadasaval valtoztathatjuk. A megkdtésunk
implicit alakban van megadva, ezt az fimplicit paranccsal rajzolhatjuk be, amennyiben
el6tte 0-ra rendeztuk.

clc; clear all; close all; format shortG;

% Profit - célflggvény

f = @ch,s) 200*h.A(2/3).%s.A(1/3)

% KOltségkeret: 20%$/6ra, 170%$/tonna: 20*h+170*s = 25000%
g = @Ch,s) 20*h+170*s-25000

% szintvonalas megjelenités

figure(1l); hl = ezcontour(f,[0 1200 0 100])

set(hl, 'showText', 'on','LevelStep', 10000)

% implicit alakban adott megkdtés megjelenitése

hold on; fimplicit(g,[0 1200 0 100],'r', 'Linewidth',2)
xTabel('Befeketett munkaora (h)")
ylabel('Rendelkezésre 4116 nyersanyag tonndban (s)')
title('Profit")
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LAGRANGE-MODSZER

Hogyan tudunk egy ilyen problémat megoldani? Az abra alapjan a maximalis nyereség
a megadott feltétel mentén valahol 60-70000$ kornyékén lesz. Méghozza pontosan
ott, ahol a feltételként megadott egyenes érintené a maximum értékéhez berajzolt
szintvonalat. Ebben a pontban a célfiggvény szintvonalainak normalisa vagyis a
fellulet gradiense parhuzamos a feltétel normalisaval. A nagysaguk eltérhet egy A

aranyossagi tényezdvel (lasd a lenti abrat). Jelen esetben ez az 6sszefuggés igy irhatd
felt:

200 hZ:‘B 51/3

Vf(h,s) = A-Vg(h,s)

Ezt rendezzik nullara: 8 -
Vf(h,s)—A-Vg(h,s)=0 I

A gradiensek egyezésén kival — ~
természetesen a megkotéseknek s 0
teljesulnie kell, vagyis jelen esetben a o
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g(h,s) =0 L
Kétvaltozds esetben, amennyiben egy megkoétésiink van, akkor két egyenlet irhaté fel
a gradiensek egyezésére é€s egy a megkotésre. llyenkor egy 3 egyenletbdl allé
egyenletrendszert fogunk kapni 3 ismeretlennel, ahol 2 ismeretlen a 2 keresett valtozo,
a harmadik pedig az aranyossagi tényez6, A.

Ezen alapul az un. Lagrange-modszer, a A aranyossagi tényezét pedig Lagrange-
multiplikatornak nevezzuk. A Lagrange-mddszer szépsége abban rejlik, hogy egy

formulaval megadhaté mind a gradiensek parhuzamossaga, mind a megkotések
teljesulése is.

Lagrange-mddszer hasznalhatdo megkotéses minimum és maximum hely keresésére
is, azonban csak egyenl6séggel megadott megkotés(ek) esetén, egyenldtlenség
esetében nem. A Lagrange-modszernél a megkotéses optimalizaciot egy
egyenletrendszer megoldasara vezetjik vissza (ami lehet linearis vagy nemlinearis).

Nézzik meg altalanosan a Lagrange-modszert. Az eredeti feladat helyett irjuk fel az
alabbi figgvény megkotés nélkili minimalizalasat:

L) = F() =27+ () = F) = ) Ay gu(x)

1 A parhuzamossag nem sziikséges kovetelmény, csak ha Vf # 0 az adott helyen. Amikor a feltétel a
felllet lokalis szélséértékét metszi, akkor ott Vf = 0 lesz, igy nem lesz szilkségszer(ien meréleges a
feltétel a szintvonalakra. A Vf = 1 Vg egyenlet azonban ilyenkor is igaz lesz. Erre egy szemléletes
példa: https://math.stackexchange.com/questions/2578903/lagrange-multipliers-tangency
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ahol -k a Lagrange-féle multiplikatorok (szorzék), x vektor pedig az ismeretleneket
tartalmazza?. A minimum sziikséges feltétele a parcidlis derivaltak eltlinése, azaz

d d d N
—L(6A) = () = AT g() = Vf(x) —;Ai Vgi(x) = 0

d
bl =g,0 =0

i=1,2,--,m, ahol m az egyenléséggel adott megkdtések szama. Az x valtozdban
szerepl6 ismeretlenek szerinti derivaltak adjak meg a gradiensek parhuzamossagat,
a A szerinti derivalt pedig az eredeti megkotést magat.

A szélsb6érték szikséges feltétele, hogy a fenti egyenletek teljesuljenek. A minimum
elégséges feltétele, hogy az L(x,A) flUggvény Hesse matrixa pozitiv definit legyen,
azaz a matrix sajatértékei pozitivak legyenek a szélséérték helyén. Amennyiben a
Hesse matrix a megoldas helyén negativ definit, akkor a flggvénynek lokalis
maximuma van a megadott feltétel mellett.

Oldjuk meg a példaban adott megkdtéses feladatot Lagrange modszer hasznalataval!
A nemlinearis egyenlettel megadott megkotés esetén a kdvetkez6 Lagrange fliggvényt
tudjuk felirni:
2 1
L(h,s,A) =200-h3-s3—A-(20-h+170-s — 25000)

A minimum szukséges feltétele a parcialis derivaltak eltinése, azaz a kovetkez6
egyenletrendszer megoldasa:

dL(hs,2) _ dL(hs2) _ o dL(hs,2) _
dh ds ar

A derivaltakat kiszamitva a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:

400 s1/3
T - W - 20 ) l = 0
200 h2/3

20-h+170-s—25000=0
Latjuk, hogy ezt a fajta felirdst hasznalva egyszerre megkaptuk a gradiensekre
vonatkozo két feltételt (els6 2 egyenlet) és magat a megkoétést is visszakaptuk egyben
(3. egyenlet). Most mar csak ezt az egyenletrendszert kell megoldanunk!
Természetesen a Matlabot is segitségul hivhatjuk a derivaltak meghatarozasahoz
szimbolikus szamitasokat alkalmazva.
L = @Ch,s,Tambda) f(h,s)-1lambda*g(h,s);
syms h s lambda

LS = L(Ch,s,lambda)
% 200*hA(2/3)*sA(1/3) - Tambda*(20*h + 170*s - 25000)

vV V.V V

2 A A-t tartalmazé tagot lehet hozzaadni is az eredeti fliggvényhez, a feladat ugyanugy megoldhaté,
csak A eldjele fog megvaltozni.
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> dh=diff(Ls,h) % (400*sA(1/3))/(3*hA(1/3)) - 20*Tlambda = 0

> ds=diff(Ls,s) % (200*hA(2/3))/(3%*sA(2/3)) - 170%lambda = 0

> dl=diff(Ls,Tambda) % 25000 - 170*s - 20*h = 0
Ez egy nemlinearis egyenletrendszer h, s, A valtozdkra. irjuk fel az egyenletrendszert
Matlabban és oldjuk meg a korabban tanultak szerint az fsolve hasznalataval! EI6szor
egy egyenletrendszerbe kell betenni a derivaltakat, utana pedig a szimbolikus
kifejezéseket vissza kell alakitani fuggvénnyé. Figyeljunk oda, hogy az fsolve a
tobbvaltozos fuggvényeket csak vektorvaltozos alakban tudja kezelni, ezért a
tobbvaltozos fuggveényt itt is a vektorizalni kell!
FLsym = [dh;ds;d1]
% (400*sA(1/3))/(3*hA(1/3)) - 20*1ambda
% (200*hA(2/3))/(3*%sA(2/3)) - 170*Tambda
% 25000 - 170*s - 20*h
FL = matTabFunction(FLsym) % FL = @(h,Tambda,s) [Tambda.*2.0e+1+...
% A nemlinedris egyenletrendszer vektorizalasa
FL = @(v) FL(v(),v(2),v(3)) % @Ch,Tambda,s) -> v=[h,lambda,s]
A megoldashoz kezdéértékekre is sziikséglnk van. Amire oda kell figyelni, hogy a
matlabFunction hasznalata soran milyen sorrendben irta be a Matlab a valtozokat az
FL fuggvényhez, a kezdbértékeket is ilyen sorrendben kell megadni és a
végeredményt is igy kapjuk. Most a valtozok h, A, s sorrendben szerepelnek az FL
flggvényben. A szintvonalas abra segitségével tudunk kezdéértéket valasztani a h, s
valtozéknak (ahol a legnagyobb értékii szintvonalat megkdzeliti a gorbe). A lambda
valtozéhoz nem tudunk kezdéértéket rendelni, valasszuk ennek értékét most 1-nek.

vV V.V V V V V

x0 = [800; 1; 50] % kezdoérték h-ra, Tambda-ra, s-re
sol = fsolve(FL,x0,optimset('Display', 'iter'))

hl = so1(1) % 833.33
11 = so1(2) % 2.5927
sl = sol1(3) % 49.02

plotChl,s1, "k*');
zoptl = f(hl,s1l) % 64819

vV V V V V VYV
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BUNTETOFUGGVENY MODSZERE

A Lagrange-moddszerrel torténd megoldas esetén szikség volt a gradiensek
szamitasara, ami nem minden esetben egyértelmi és konnyen szamithaté. Vannak
olyan megoldasi médszerek, mint pl a buntet6fUggvény modszere, ahol nincs szikseég
gradiensek szamitasara, a nélkul is meg tudjuk oldani az egyenléséggel adott
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megkotéses optimalizalas feladatat. Ehhez nézzink most egy masik példat! Adott a
kovetkezd felileta —0.5 < x < 0.5; —0.5 < y < 1 tartomanyon:

sin(2-m-x) - cos(5-y)
2+x3)-(1+2-y°
Hatarozza meg a minimumot a megadott egyenes mentén!
y=0.6-x+0.3

A megkotés most egy explicit formaban megadott linearis egyenléség. Ha megnézzik
az f célfiggvényt, akkor latjuk, hogy most egy joval bonyolultabb fliggvényrdl van szo,
mint az el6z6 példaban. Természetesen itt is lehetne a Lagrange-modszert hasznalni,
de jéval bonyolultabb egyenleteket kapnank a derivalas utan (a feladat Lagrange-
modszerrel torténd megoldasa a gyakorld feladatok kozott megtalalhatd). Most
azonban nézzik meg a buntet6flUggvény modszerét, ami nem igényli a gradiensek
kiszamitasat. Ez a megoldas mind linearis, mind nemlinearis megkotés esetén
alkalmazhatd, de csak egyenléséggel adott megkdtésnél, egyenlétlenség esetén nem.

flx,y) =

Definialjuk a célfiggvényt és a megkotést is Matlab-ban az abrazolashoz!

clc; clear all; close all; format shortG;
% Célfiuggvény, kétvaltozos feliilet definialadsa
= @(x,y) sin(2*pi*x).*cos(5%y)./((2+x.A3).*(1+2%y.A5))
% Megkotés definidlasa egyvalt. filiggvényként explicit mddon
> e = @(x) 0.6*x+0.3

CELFUGGVENY ES MEGKOTES TERBELI ABRAZOLASAS3

VvV V. V V

Az els6 lépés természetesen most is, hogy magat a célfliggvényt abrazoljuk, a
megkotésekkel egyutt. Ezt megtehetjuk térbeli abran vagy szintvonalakkal. Tébbnyire
elegendd a szintvonalas abrazolas, de a jobb szemléltetés kedveéért most nézziuk meg
el6szor a térbeli abrazolast! EI6szor abrazoljuk a célfiggvény fellletét térben az fsurf
paranccsal (bizonyos esetekben a korabbi valtozat, az ezsurf lehet sziikséges).

> figure(l);
> fsurf(f,[-0.5 0.5 -0.5 1])

Ezutan készitsuk el a megkotés térbeli abrajat is! P
Ez kétféleképpen torténhet. Az egyik, hogy ':,;';"““\\

‘ “‘ “\\\\ n

fluggbleges metszd fellletként rajzoljuk be a
megkoteést (fsurf paranccsal). Masik megoldas,
hogy magat a metszésvonalat rajzoljuk be
térben. Ehhez felvesziink megfelel6 siirliségben
pontokat a feltétel mentén, kiszamoljuk a
hozzajuk tartoz6 magassagokat a fellileten és
berajzoljuk a térbeli gorbét (plot3). Nézzik meg
mindkét megoldast. Kezdjuk a metszésvonallal!

% egyenessel adott feltétel berajzoldsa térbeli gorbével

X Tinspace(-0.5,0.5,50)"'; % 50 pont felvétele a tartomanyban
yi e(xi); % utvonal mentén az y koord. kiszamitdsa

zi f(xi,yi); % terepi magassagok az utvonal mentén

vV V. V V

3 Otthoni atnézésre
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> hold on; plot3(xi,yi,zi,'r', 'Linewidth"',2)
> view([-10 70]) % nézdbpont beallitasa (azimut, magassagi szog)

Az eredmeényt lasd a lenti bal oldali abran!

A megkotést megadhatjuk fuggbleges feluletként is paraméteresen és abrazolhatjuk
az fsurf paranccsal (fsurf(funx,funy,funz,uvinterval)). Térbeli eseten két
paraméterink lesz, az egyik legyen most a z koordinata maga, ezt adjuk meg a funz
fuggvénynek, hiszen fuggéleges fellletként minden z értéket fel kell, hogy vegyen. A
masik paraméterlnk legyen az x koordinata. Az y koordinata ennek lesz a fliggvénye:
y=0.6-x+0.3. Meg kell adni a két paraméter, jelen esetben x és z értelmezési
tartomanyat is. Azt tudjuk, hogy —0.5 < x < 0.5, de a szintvonalas abra alapjan a z
ertékeke is a [-0.5,0.5] tartomanyon belll marad.

% megkotés fluggdleges felillettel paraméteresen

xp = @(x,z) X
yp @(x,z) 0.6*x+0.3

zp = @(x,z) z
fsurf(xp,yp,zp,[-0.5,0.5,-0.5,0.5])

V V. V V V

Az abrak alapjan egyértelmi, hogy két lokalis minimumhelylink van a gérbe mentén.
Ha mindkettd értékét kiszamoljuk, akkor el tudjuk donteni, hogy a ketté kozul melyik a
kisebb, melyik a globalis minimum a tartomanyon az adott feltétel mentén.

SZINTVONALAS ABRAZOLAS

A megoldas megtalalasahoz tobbnyire elegend6 a szintvonalas abrazolas is, nincs
szukség térbeli abrara. A szintvonalas abrabdl konnyebb kezd&értéket valasztani,
illetve a szintvonalak értékének feliratozasa esetén azt is kdnnyebb eldénteni, hogy
tobb lokalis minimumhely esetén melyik lesz a legkisebb, a globalis minimum helye.

El6szor rajzoljuk fel a célfuggvényt szintvonalas &braként, hasznaljunk 0.05-6s
szintvonalkdzt és feliratozzuk a szintvonalakat! Ezt kévetéen rajzoljuk be a
szintvonalas abraba a megkdtést is, eltérd vonaltipussal. Az explicit formaban adott
egyenest a megszokott fplot paranccsal rajzolhatjuk fel. Ha implicit formaban lenne
adott a megkotes, akkor az fimplicit parancsot hasznalhatnank.

figure(2); hl = ezcontour(f,[-0.5 0.5 -0.5 11)
set(hl, 'showText', 'on', 'LevelStep', 0.05)

% megkotés berajzolasa szintvonalas abraba
hold on; fplot(e,[-0.5,0.5],'r", 'Linewidth',2)

vV V. V V
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A szintvonalas abra alapjan is latszodik, hogy a kisebbik x koordinataju lokalis
minimumhely lesz most a globalis minimum is, hiszen itt a feltétel a -0.4-es szintvonal
mellett halad el, a masik esetben pedig -0.35-0s szintvonal mellett.

sin(2 7 x) cos(5 y)/((2+x3) (1+2 y®))
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MEGOLDAS BUNTETOFUGGVENY MODSZERREL

Ez a mddszer is csak egyenléséggel adott feltételekkel torténd optimalizaciora
alkalmas, mint a Lagrange-modszer. A feladat a kovetkez6 formaban adott:

Célfiiggvény: z=f(xy)
Egyenl6séggel adott megkotések:  g;(x,y) =0

A modszer lényege, hogy a feltételeket beépiti a célfiiggvénybe, igy kapunk egy feltétel
nélklli optimalizalasi feladatot. A megkotéssel definialt minimalizacié helyett, most
tekintsuk a kovetkez6 megkotés nélkuli feladatot, amit minimalizalunk:

F,K)=f(x)+K-g(x)"- gx)

ahol K > 0, egy Uj paraméter, aminek a segitségével 'megbulntetjuk’ g(x) feltétel
nullatél valo eltérését, méghozza ugy, hogy ezt az eltérést négyzetesen vesszuk
figyelembe. A K paraméter értékének novelésével az uj, megkotés nélkuli probléma
megoldasa tart az eredeti egyenléségi megkotéssel rendelkez6 probléma
megoldasahoz.

Minél nagyobb a K, annal nagyobb a "buntetés" a g(x) értékének a nullatol torténé
eltérése miatt. Ezt a kvadratikus blntetés-fuggvényt Courant bintetés fuggvénynek
nevezik. A mostani feladatot felirhatjuk ebben az alakban:

F(x,y,K) = f(x,y) + K - g(x,)?
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Meqj.: amennyiben nem egy, hanem két megkotésunk lenne, a feladatot a kdvetkez6
alakban irhatnank fel: F(x,y,K) = f(x,y) + K - (g1 (x, ¥)* + g, (x,¥)?)

Hatarozzuk meg a feltételes minimum helyét a buntetéfliggvény modszerével!
Probaljunk ki tobb K paramétert is és nézzik meg hogyan valtozik a megoldas! A
blntetés-fliggvény skalar paramétere legyen rendre 10, 100, 1000 és 10000. Miutan
visszavezettuk a feladatot egy feltétel nélkuli optimalizacids feladatra, ezt a feladatot
mar megoldhatjuk akar a kvazi Newton-modszert hasznalé fminunc, vagy a szimplex
modszert hasznalé fminsearch fuggvényével is.

Mivel jelen esetben a feltétel nem nullara rendezett alakban all rendelkezésre, hanem
egy egyenes egyenleteként, el6szor rendezzik ezt nullara:

glx,y)=06-x+03—-y=0

A masik fontos szempont, amire oda kell figyelnink a Matlab-ban, hogy
vektorvaltozéssa kell alakitanunk mind az f célfiggvényt, mind a g megkotést!

% Blintetéfliggvény médszere, megkotés O-ra rendezése

g = @(x,y) 0.6*x+0.3-y

% Ccélfiggvényt, és megkotést is vektorvaltozos alakban kell megadni!
F=@(v) f(v(D),v(2)); % vektorvaltozossa alakitas

G = @(v) glv(D),v(2)); % vektorvaltozossa alakitas

% a minimalizaland6 bilintetés-fliggvény, kilonbdzé K paraméterekkel
P10 = @(v) F(v) + 10* G(v).A2;

P100 = @(v) F(v) + 100* G(v).A2;

P1000 = @(v) F(v) + 1000* G(v).A2;

P10000 = @(v) F(v) + 10000* G(v).A2;

% az elsé TokdTis minimum kilonb6z6 K értékek esetén

x01 = [-0.25;0.1] % kezdbérték x-re, y-ra

[so11l minl] fminsearch(rP10, x01)

[so12 min2] fminsearch(pP100, x01)

[so13 min3] fminsearch(P1000, x01)

[so14 min4] fminsearch(P10000, x01)

sol = [sol1l,s012,s013,s014]

% -0.28493 -0.30019 -0.30239 -0.30239
% 0.080633 0.11341 0.1179 0.1179
fsol = [minl,min2,min3,min4]

% -0.43069 -0.40224 -0.39835 -0.39835

% ellendrizzik Te a feltétel értékét is az egyes pontokban
felt = g(sol(1,:),s01(2,:))

% 0.048408 0.0064735 0.00066395 0.00066395

% Abrazoljuk az egyes megoldasokat

figure(2); plot(sol(l,:),so01(2,:),"'k*")

axis([-0.33 -0.25 0.05 0.15])

Latszik, hogy a K paraméter ndvelésével a megoldas egyre kdzelebb kerll a g(x,y) =
0 feltételhez, ahhoz a ponthoz, ahol a feltétel érinti a célfiggvény szintvonalait, amit a
Lagrange-moddszerrel is kerestunk.

VVVVVVVVVVVVVVVVVYVVVVVYVYVYVVYV
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sin(2 7 x) cos (5 y)/((2+x%) (1+2 y%))
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BEEPITETT MATLAB FUGGVENY (FMINCON)
- LINEARIS EGYENLOSEGGEL ADOTT MEGKOTES

Természetesen a Matlab-nak is van sajat beépitett fliggvénye a feltételes szélséérték
kereséshez, ez az fmincon fuggvény (find minimum of constrained function). Most a
kovetkezd formaban fogjuk meghivni:

[x,fval]l] = fmincon(fun,x0,A,b,Aeq,beq, 1b,ub)
Itt fun’ a vektorvaltozds célfuggvény, x0’ a kezdbértékek vektora. Az A,b valtozok
megadasaval linearis egyenl6tlenséggel, Aeq, beq valtozok megadasaval pedig
linearis egyenléséggel adott megkodtést tehetunk, a kdvetkezé formaban:

Aeq - x = beq

Az értelmezési tartomanyt az alsé és fels6é hatarok (Ib — lower boundary, ub — upper
boundary) megadasaval lehet beallitani. Oldjuk meg az el6z6 feladatot a beépitett
fuggvénnyel is!

A célfiiggvény: sin(2 -7 - x) - cos(5 " y)
floy) = C+x3)-(1+2-y%

Az egyenes egyenletével adott megkotés:  y=0.6-x+ 0.3
A megadott also/fels6é hatarok: x € [-0.5,0.5];y € [-0.5,1]

A lineéris egyenl6séggel adott megkdtésink az Aeq-x = beq alakban Kkell
megadnunk, vagyis az ismeretlenek (most épp x,y) egyutthatéit az Aeq matrixban, a
konstanst pedig a beq valtozoban (vagy vektorban, ha tobb feltételink is van).
Alakitsuk at a megkodtést erre a formara:

06:-x—y=-03 Aeq =[0.6 —1]; beq =—-0.3

Mivel nincs egyenlbtlenséggel adott linearis megkotésunk, ezért A; b Ures matrix lesz.
Alsé/felsd hatar van megadva (Ib,ub). Kezdeti értékre természetesen itt is szikség
van. Keressik most meg a feltétel mentén a masik lokalis minimumot a beépitett
fuggvénnyel!
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vV V V VYV VVVYVYVYV

% Megoldas fmincon filiggvénnyel

axis([-0.5 0.5 -0.5 1]) % zoom az egész tartomanyra

x02 = [0.3;0.4] % kezd6érték x-re, y-ra

A=[]; b=[]; % Nincs lineadris egyenlétlenséggel adott megkdtés
Aeq=[0.6 -1]; beq=[-0.3]; % van: Megkotés Tinedris egyenlettel
% Also korlat x,y-ra és felsé korlat x,y-ra

1b=[-0.5,-0.5]; ub=[0.5,1];

% Megoldas - F vektorvaltozés fliggvény!

[so12 fsol12] = fmincon(F,x02,A,b,Aeq,beq,1b,ub)

% sol2 = [0.30431; 0.48259]; fsol2 = -0.3294
plot(sol12(1),s012(2), 'kd", "Linewidth"',2)

sin(2 7 x) cos(5 y)/((2+x3) (1+2 y®))

I
0.0
%'10.

%)
Q?’ 0.4

EGYENLOTLENSEGET IS TARTALMAZO MEGKOTESES OPTIMALIZALAS

(FMINCON ALTALANOSAN)

Az fmincon egy altalanosan hasznalhaté széls6érték keres6 algoritmus, nem csak
egyenletekkel, hanem egyenlétlenségekkel is lehet feltételeket megadni, akar linearis,
akar nemlinearis formaban, felsé/alsé korlattal és egyéb opcidkkal egyutt. A kdvetkezb
formaban lehet meghivni (lehet tobb/kevesebb be és kimenete is):

[x,fval]l = fmincon(fun,x0,A,b,Aeq,beq,1b,ub,nonlcon,options)

Itt a paraméterek:

fun: minimalizalando fuggvény

X0: kezdbérték

A,b: A-x < b linearis egyenlétlenségekkel adott megkotések

Aeq,beq: Aeq - x = beq linearis egyenletrendszerrel adott megkotések

Ib,ub: Ib < x < ub, also és felsé hatar (lower/upper bound)

nonlcon: nemlinearis megkotések: c(x) <0 és ceq(x) =0 (nonlinear
constraint)

options: opcidk
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A feltételeket a megadott sorend szerint kell megadni, amilyen feltételink nincs, annak
a helyére Ures matrixot kell tenni. A gyakorl6 feladatok kézott talalhaté egy komplex
epitémérnoki probléma, de most egy egyszerlibb feladaton nézzik meg a megoldast!

Oldjuk meg az el6z6 feladatot mas feltételekkel! Adott a kdvetkezd fellleta —0.5 < x <
0.5; —0.5 < y < 1 tartomanyon.

sin(2-m-x) - cos(5-y)
2+x3)-(1+2-y%)
Hatarozza meg a minimumot a megadott feltételek mellett!
200x-y—2-y=1
y>06-x+0.3

fl,y) =

Az els6 megkotés egy implicit formaban megadott nemlinearis egyenléség, a masodik
megkotés pedig egy linearis egyenlétlenség, ami azt mondja meg, hogy az elébb
megadott egyenes felett elhelyezkedd terlleten keressik a minimumot, a nemlinearis
egyenlettel megadott gorbén. Rajzoljuk fel egy uj abraba a szintvonalas fellletet és a
két megkotést is! Az eredeti szintvonalas abrat és az egyenest atvehetjik az el6z6
példabdl. A nemlinearis feltétel nem explicit formaban van megadva, ezért a
megjelenitéshez hasznaljuk most az fplot parancs helyett az fimplicit parancsot,
miutan O-ra rendeztik a megkotést!

clc; clear all; close all; format shortG;

f = @(x,y) sin(2*pi*x).*cos(5*y)./((2+x.A3).*(1+2*y.A5))
figure(3); hold on;

hl = ezcontour(f,[-0.5 0.5 -0.5 1])

set(hl, 'showText', 'on', 'LevelStep', 0.05)

e = @(x) 0.6*x+0.3;

fplot(e,[-0.5,0.5],'r", "Linewidth"',2)

gl = @(x,y) 20*x.*y-2%y-1
fimplicit(gl, 'k', 'Linewidth',2)

VVVVVYVVYVYV

sin(2 7 x) cos(5 y)/((2+x3) (1+2 y®))

0.0
3,

1r

Nézzuk meg el6sz0r a linearis egyenlétlenséggel adott megkotést!

Ez azt jelenti, hogy a berajzolt egyenes (y = 0.6 - x + 0.3) feletti terlleten keressuk a
minimumhelyet. A feltételt a kovetkez6 alakba kell hozni:
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A-x<b

Ahol a relacios jel kisebb oldalan vannak az ismeretlenek, a nagyobb oldalan pedig a
konstans (vagy tobb ilyen feltétel esetén vektorban a konstansok). Alakitsuk at az
y > 0.6 - x + 0.3 egyenlétlenséget ebbe a formaba és irjuk fel az A,b egyutthatokat!

06 x—y<—03 A=[06 -1]; b=-03

Megjegyzés: amennyiben az egyenes alatt keresnénk a minimumot, akkor az
y < 0.6 - x + 0.3 egyenlbtlenséget kellene ilyen alakba hozni:

—06-x+y<0.3 A=[-0.6 1]; =03

Linearis egyenlettel adott megkotéslnk nincs, igy Aeq és beq helyére Ures matrixot
kell irni. Alsé/felsé korlat maradt ugyanaz, mint az elébb.

> A=[0.6 -1]; b=-0.3; % Tinedris egyenldtlenség

> Aeqg=[]; beg=[]; % linearis egyenlet nincs

> 1b=[-0.5,-0.5]; ub=[0.5,1]1; % Als6/felds korlat x,y-ra
NézzUk most a nemlinearis megkotéseket! Ezekbdl is lehetne egyenlettel vagy
egyenlétlenséggel adott megkotés, ezt a nonlcon paraméterben adhatjuk meg.

Egyenlétlenség: c¢(x) <0 Egyenlet: ceq(x) =0

Itt kétféle feltételt kell egy paraméterben megadni, egy olyan figgvényt kell eléallitani,
aminek két kimenete van, ezt a deal paranccsal allithatjuk el6. A feltételeket
c(x) <0 és ceq(x) = 0 alakban kell megadni, 0-ra rendezve. Amennyiben csak az
egyik féle feltétellink van, akkor a masik Gres matrix lesz. Itt is vektorvaltozds figgvényt
kell definialni.

% nemlinearis megkotések vannak, de csak egyenlettel megadva

c = [1; % egyenlétlenség nincs

ceq = @(x,y) 20*x.*y-2*y-1 % O-ra rendezett egyenlet

nonlcon = @(v) deal(c, ceq(v(1),v(2))) % feltétel vektorvaltozosan

vV V. V V

A megoldashoz a célfuggvénynek is vektorvaltozosnak kell lennie. Meg kell adnunk
egy kezdbeértéket is. A szintvonalas abrardl vehetjuk azt a pontot, ahol a nemlinearis
feltétel egyenes feletti része megkozeliti a legkisebb szintvonalat. Opcionalis
paramétereket is megadhatunk, pl. hogy irja ki az iteracidos Iépéseket, vagy hogy
legyen a megadott tolerancia a fliggvényértékre 10-°.

> F = @(v) f(v(D,v(2)) % vektorvaltozos célfiiggvény kell
x0 = [0.2;0.5] % kezdG6érték az abrabdl

opc = optimset('Display','iter', 'TolFun',le-9);

sol = fmincon(F,x0,A,b,Aeq,beq,1b,ub,nonTcon,opc)

% 0.18693, 0.57515

plot(sol1(1),so0l1(2),'r*")

vV V.V V V
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sin(2 = x) cos(5 y)/((2+x°%) (1+2 y%))

Mi torténne abban az esetben, ha egy vizszintes vagy fliggéleges egyenes mentén
keresnénk a minimumot? Pl. x=-0.2 egyenesek mentén, vagy y = 0.5?

x=—-02|A-x=balakban: |1-x+0-y=-0.2 | Aeq =[1 0];beq=-0.2

y=05 |A-x=balakban:| 0-x+1-y=0.5 Aeq =[0 1];beq =0.5

Abban az esetben, ha pl. x<-0.2 feltételiink lenne egyenlétlenséggel megadva, akkor
is lehet a fentihez hasonléan megadni A,b értékét, vagy a legegyszeriibb az x-re
vonatkozo felsé hatart -0.2-re allitani.

LINEARIS PROGRAMOZASI FELADAT#

A linearis programozas a meérnoki alkalmazasoknal egy nagyon hasznos optimalizalasi
technika. A ’linearis’ sz6 arra utal, hogy mind célfuggvény, mind a megkotések csak
linearis fuiggvényei a nemnegativ valtozoknak. Ahhoz, hogy alkalmazni lehessen
harom feltételnek kell teljesuinie:

1) A célfuggvény linearis fuggvénye a valtozoknak

2) A megkdétések is linearis fliggvényei a valtozoknak

3) A valtozok csak nemnegativ értéket vehetnek fel
Tobbféle technika is van ennek a megoldasara, pl. szimplex médszer, belsé pont
modszer stb. Most nem megyunk bele a részletekbe, a Matlab beépitett linprog
algoritmusat fogjuk hasznalni:
[x fval]l = Tinprog(f,A,b,Aeq,beq,1b,ub,options)

Latjuk, hogy nagyon hasonléak a paraméterek, mint az fmincon flggvényél. Itt a
paraméterek:

4 Otthoni atnézésre
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— fun: minimalizalando fuggvény vektorként megadva

— Ab: A-x < b linearis egyenlétlenségekkel adott megkotések

— Aeq,beq: Aeq - x = beq linearis egyenletrendszerrel adott megkotések
— Ib,ub: Ib < x < ub, also és felsé hatar (lower/upper bound)

— options: opciok

Nincs benne kezd6érték megadas, mivel ebben az esetben nincs ra szukség, ami nagy
elény sok esetben. llletve nem lehet nemlinearis feltételt sem megadni. A tobbi feltétel
megadasa ugyanugy mikdodik, mint az fmincon esetében, kivéve a minimalizalando
fuggvényt. Nézzink egy egyszeri példat ra!

Minimalizalandé célfiggvény: z = -2-x+ 8-y
Feltételek: 3-x+4-y <80
—-3:-x+4-y=>8
x+4-y=>40
x,y=0

A célfuggvény megadasa vektorként az egyutthatok megadasat jelentik: [-2 8]

Az egyenlbtlenségeket A - x < b alakba kell hozni, ahol a relacios jel kisebbik oldalan
vannak a valtozok, nagyobbikon pedig a konstansok.

3-x+4-y<80 3-x+4-y<80
—-3'x+4y=28 —» 3:'x—4-y<-8
x+4-y=>40 —x—4-y<40

Oldjuk meg a feladatot Matlab-ban!

clear all; clc; close all;

% a célflggvény egyitthaté vektora

c=[-2 8];

% Megkotések abrazolasa

gl = @(x,y) 3*x+4*y-80

g2 a(x,y) -3*x+4*y-8

g3 = @(x,y) x+4*y-40

figure(1); hold on; fimplicit(gl,[0,20]); fimplicit(g2,[0,20]);
fimplicit(g3,[0,20]);

% Linearis megkotés egyenlétlienséggel, A*x <= b alakban
A=1[34; 3 -4; -1 -4];

b = [80; -8; -40];

% Linearis megkotés egyenléséggel : nincs

Aeq = []; beq = [];

% A valtozokra als6é korlat : van

Tb = [0 0];

% A valtozokra felsé korlat : nincs

ub = [1;

sol = Tinprog(c,A,b,Aeq,beq,1b,ub,optimset('Display’', "iter'))
% sol = 8 8

plot(sol1(1),so01(2), "kd")

\

V V VYV VYVYV

VVVVVYVVYVVYVYVYV
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A gyakorld feladatok kozott talalhatd egy ennél komplexebb épitbmérndki példa a
linearis programozasra.

GYAKORLO FELADATOK

GYAKORLO FELADAT 1. - LAGRANGE-MODSZER

Oldjuk meg a buntetéfuggvény modszer alfejezetben 1évé példat most Lagrange
modszerrel is! Adott a kovetkezd felulet a —0.5 < x < 0.5; —0.5 < y < 1 tartomanyon.

sin(2-m-x) - cos(5-y)
2+x3)-(1+2-y5
Hatarozza meg a minimumot a Lagrange-maodszerrel a kdvetkezd megkotés mellett!
y=06-x+0.3

A lineéris egyenlettel megadott megkotés esetén a kdvetkezd Lagrange fluggvényt
tudjuk felirni (a megkoétést nullara rendezve):

f,y) =

sin(2-m-x) - cos(5-y)

2+x3)-(1+2-y5
A minimum szukséges feltétele a parcialis derivaltak eltinése, azaz a kdvetkezd
egyenletrendszer megoldasa:

L(x,y,A) = —1-(06-x+03—-y)

dL(x,y,A) 0 dL(x,y,A) 0 dL(x,y,A) 0
dx dy ar

A derivaltakat kiszamitva a kdvetkez6 egyenletrendszert kapjuk:
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cos(5-y) (cos(2-m-x)-2-m sin(2-m-x)-3-x? 06-1=0

1+2-y> (2 + x3) 2 +29)2 . =
sin(2-m-x) [—sin(5-y):5 cos(5-y)-10-y* 1o
(2 +x3) (1+2-y°) (1+2-y5)2 =

0.6:x+03—-y=0

Ebben az esetben kicsit bonyolultabb volt a parcialis derivaltak meghatarozasa
papiron, de természetesen a Matlabot is segitségul hivhatjuk ehhez, szimbolikus
szamitasokat alkalmazva.

VVVVVVVYVVVYVVYVVYV

vV Vv

VVVVVVVVVYVVVVVVVVYVVYV

%% Megoldas Lagrange-modszerrel - Tinedris megkotés

clc; clear all; close all; format shortG;

f = @(x,y) sin(*pi*x).*cos(5*y)./((2+x.A3).*(1+2*y.A5))
figure(3); hold on;

hl = ezcontour(f,[-0.5 0.5 -0.5 1])

set(hl, 'showText', 'on', 'LevelStep', 0.05)

e = @(x) 0.6%x+0.3;

fplot(e,[-0.5,0.5],'r", "Linewidth',2)

@(x,y) 0.6*x+0.3-y % 0-ra rendezve!
@(x,y,lambda) f(x,y)-Tambda*g(x,y);

9
L

syms x y lambda

dx=diff(L(x,y, lambda),x)

% (2*pi*cos(5*y)*cos(2*pi*x))/((xA3 + 2)*(2*yA5 + 1)) - (3*lambda)/5
- (3*xA2*cos(5*y)*sin(2*pi*x))/((XA3 + 2)A2*(2*yA5 + 1))
dy=diff(L(x,y, lambda),y)

% lambda - (5*sin(5*y)*sin(2*pi*x))/((xA3 + 2)*(2*yA5 + 1)) -
(10*yA4*cos(5*y)*sin(2*pi*x))/((XA3 + 2)*(2*yA5 + 1)A2)
dl=diff(L(x,y, Tambda), lambda)

%y - (3*x)/5 - 3/10

% A nemlinedris egyenletrendszermegoldasa fsolve-val
FLsym = [dx;dy;d1]

FL = matTabFunction(FLsym) % @(lambda,x,y)...

% A nemlinedris egyenletrendszer vektorizalasa

FL = @(v) FL(v(D),v(2),v(3)) % v = (lambda,x,y)

% a megoldas
x01 [1; -0.3;0.1]; % az 1. kezd6érték lambda,x,y sorrendben
x02 [1; 0.3;0.5]; % a 2. kezdéérték Tambda,x,y sorrendben

xyll = fsolve(FL,x01,optimset('Display', ' 'iter"))

% xyll = [-1.3387,-0.30265,0.11841]

xy12 = fsolve(FL,x02,optimset('Display', 'iter"))

% xyl2 = [1.3002, 0.30431,0.48259]
plot(xyT11(2),xy11(3), 'ko"); plot(xyl12(2),xyl12(3), " 'k*")
zoptl f(xy11(2),xy11(3)) % -0.3979

zopt2 f(xy12(2),xy12(3)) % -0.3294
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sin(2 7 x) cos(5 y)/((2+x°%) (1+2 y®))

GYAKORLO FELADAT 2. - MINIMALIS FELULETU KUP

Szeretnénk meghatarozni egy minimalis fellletl, egységnyi térfogatu kup adatait (sugar,
magassag).

A kup felszine: A=r2-m+m-r-a ahola azalkoté hossza: g = /72 + h2

2. ..
A kup térfogata: vy = % =1

a) Irja fel a kup feliiletének sugartél és magassagtol fiiggé Matlab fliggvényét!
irja fel az egységnyi térfogatnak megfelelé megkétés Matlab fliggvényét is!

b) Oldja meg a feltételes szélséérték feladatot a sugarra és magassagra tobbféle
modszerrel is. Mindegyik esetben ellenérizze a megkdotés teljesulését és
hatarozza meg, hogy mekkora lesz a magassag €s a sugar aranya, illetve
mekkora lesz a kapott felszin?

i. Matlab beépitett fliggvénnyel
ii. Lagrange modszerével
iii. buntet6 fuggvény modszerrel (K=1000)

Megoldas:
> %% 1A - cone surface
> clc; clear all; close all;
>
> % A=RA2*pi+pi*R*a, a = sqrt(rA2+hA2)
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V=pi*rA2+*h/3=1;
a)

@(Cr,h) pi*r.A2.*h/3-1

> < > R X

% b-i) Matlab built-in function
nonlcon = @Cu) deal([],v(u))
v0 = [0.5, 0.5]

x(1) % 0.69632

x(2) % 1.9695

ratio = h/r % 2.8284

S = A(C[r,h]) % 6.0929
V([r,h]) % -4.0023e-10

X
r
h

% Lagrange method
syms r h Tam
Lfv = AC[r h])+Tam*V([r h])

% lam*(Ch*pi*rA2)/3 - 1) + pi*rA2

F = gradient(Lfv, [r,h,Tam])

%  pi*(hA2 + rA2)A(1/2) + 2*pi*r

(2*pi*h*lam*r)/3

%  (pi*Tam*rA2)/3 + (pi*h*r)/(hA2

% (h*pi*rA2)/3 - 1
sol=solve(F)

% h: [3x1 sym]
% Tam: [3x1 sym]
% r: [3x1 sym]

double([soTl.r sol.h sol.lam])

% 0.69632 + 0i 1.9695 + 0i -4.062
% 0.34816 - 0.60303i -0.98475 +
% 0.34816 + 0.603031 -0.98475 -
r = double(sol.r(1)) % 0.69632
h = double(sol.h(1)) % 1.9695

ratio = h/r % 2.8284
S = A([r,h]) % 6.0929
v([r,h]) % 0

%b-iii) penalty function method
Bfv=@(u) ACu)+1000*V(u) .A2

x =fminsearch(Bfv,v0)

% X = 0.69585 1.9681
ratio = x(2)/x(1) % 2.8284

S = A(X) % 6.0847

V(x) % -0.0020296

19
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e+

@Cr,h) r.A2*pi+pi*r.*sqrt(r.A2+h.A2)

16. Optimalizacio 2.

aCv) A(v(1),v(2)); v = @Cu) vu(D,ul2));

fmincon(a,vO,[],[]1,[]1,[],[0,0],[],nonlcon)

pi*r*(hA2 + rA2)A(1/2)

(pi*rA2)/(hA2 + rA2)A(L/2) +

rA2)A(1/2)

01

.70561
.70561

2.031 + 3.5178d
2.031 - 3.5178d
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GYAKORLO FELADAT 3. - KOMPLEX EPITOMERNOKI PROBLEMAS

Oldjunk meg a Matlab beépitett flggvényével egy bonyolultabb kétvaltozés
szélséérték keresési feladatot, ahol van megadott alsé/felsé korlat, linearis és

nemlinearis egyenl6tlenséggel adott megkotés is.

Az energiakoltségek megtakaritasa érdekében egy részben
foldbe sullyesztett épliletet kell tervezni. A 25 szintes épllet
teljes padloterilete legalabb 20 000 m? kell, hogy legyen. Az
épulet w szélességének és L hosszanak az el6irt aranya w/L
= 1/1.618, és L legfeljebb 50 m lehet. Az egyes emeletek
magassaga 3.5 m. Az épulet energiakoltsége a fold feletti
részének fellletére vonatkoztatva 100 $/év/m?. Az évi teljes
energiakoltség nem haladhatia meg a 225000 $-t.
Hatarozzuk meg az épulet méreteit ugy, hogy a foldmunkak
koltsége (amely aranyos az épulet fold alatti részének
térfogataval) minimalis legyen.

A minimalizalando célfuggvény értéke

A\

f(d,w) = alland6 -1.618 -d - w?. (allandé = 1/10000)

Az egyenlbtlenségi megkotések:
g,(d,w) =20000 — 25-1.618wW* <0 (teljes padiéteriilet 25 szintre)
g,(d,w)=1.618w-50<0 (épulet hossza)

g5(d, w) = 45815w —523.6wd +161.8w? — 225000 <0 (&vi teljes energiakoltség)

A valtozdkra vonatkozo megkotések:
d>0
w >0

A megoldas Iépései:

1. A MatLab tobbvaltozés megkotéses optimalizalasi  eljarasanak
alkalmazasahoz adjuk meg a szukséges linearis egyenlbtlenségi

megkotéseket és a valtozdkra vonatkozé korlatokat.

2. Irjunk fliggvényt a nemlinearis egyenlétlenségi megkotésekre.
3. A d=50, w=10 kezd&értékbdl kiindulva hatarozzuk meg a feladat

megoldasat a MatLab beépitett eljarasaval.

4. Melyek lesznek az aktiv egyenlétlenségi megkotések?

%% optimalizacid egyenldtlenségi megkotésekkel
clc; clear all; close all

vV V.V V V

5 Palancz Béla példatarabol (2012)

% A beépitett fmincon fliggvény sziikséges paraméterezése:
% X = fmincon(FUN,X0,A,B,Aeq,Beq,LB,UB,NONLCON,OPTIONS)
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% min F(X) subject to: A*X <= B, Aeq*X Beq (linear constraints)
% X C(X) <= 0, Cceq(x) 0 (nonlinear constraints)
% LB <= X <= UB (bounds)

% a célflggvény (vektor valtozos): 1.618 d wA2 / 10000
f =0@(x) 1.618*x(1)*x(2)A2/1e4;

% Linearis megkotés egyenlétlienséggel van: -50 + 1.618 w <= 0
A= [0 1.618]; b = [50];

% Linearis megkotés egyenléséggel nincs
Aeq = [ ]; beq = [ I3

% A valtozokra alsé korlat van: d > 0 és w > 0

b = [0; 0];
% A valtozdokra felsé korlat: nincs
ub = [ 1;

% Nemlineadris egyenldéségi megkotés: nincs

ceq = [ 1;

% Nemlinearis egyenlétlenségek: C(X) <= 0

gl = @(d,w) 20000 - 25*%1.618*w.A2

g2 = @(d,w) 45815*w - 523.6%w.*d + 161.8*w.A2 - 225000

% Vektorban a két megkotés, vektorvaltozoékkal

c = @Cv) [gl(v(1),v(2)); 92(v(1),v(2))]

% Megjegyzés:

% 11az fmincon-nak két kimeneti értéket [c ceq] el6allito fliggvény
etl,

% ezért ezeket a beépitett deal fiiggvénnyel allitjuk elé

nonlincon = @(v) deal(c(v), ceq)

% nonlincon = @(v) deal([20000-25*%1.618*v(2)A2;

% 45815*v(2)-523.6*v(2)*v(1)+161.8*v(2)A2-225000], [1);

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYV

% Alternativ megoldas: kilon fliggvény m-fajlban:

% function [c ceq] = nonlincon(x)

% c = [20000 - 25%1.618%*x(2)A2;

45815*x(2) - 523.6*x(2)*x(1) + 161.8*x(2)A2 - 225000];
% ceq = [];

% end

% A kezdoérték
x0 = [50; 10];

% A megoldds a Matlab beépitett filiggvényével:
x = fmincon(f, x0, A, b, Aeq, beq, 1b, ub, nonlincon, optimset
('pisplay', '"iter''TolFun',le-9))

VVVVVVVVVVVVVVYVVYV
R

> % x = 75.0459; 22.2360

>

> % Megjegyzés: ha a nonlincon-t kiilsé fliggvényként hivjuk, akkor
@nonlincon kell paraméterként:

> % fmincon(f, x0, A, b, Aeq, beq, Tb, ub, @nonlincon)

>

> % ellendrizzik le a nemlinearis megkotések értékeit:

> [f1,f2] = nonTlincon(x)

> % fl = 1.0e-05 * [-0.0113; -0.5822]

> % f2 = []
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GYAKORLO FELADAT 4. - LINEARIS PROGRAMOZAS A VIZTISZTITASBAN®

Linearis programozasi feladatnak azt az esetet nevezzik, amikor a célfuggvény és a
megkotések is linearisak. Nézzink most egy ilyen példat! Az abran lathaté folyon (1-
4) és annak mellékfolyéjan (2-3) négy viztisztitdé Uzem mikddik, amelyek a kozeli
nagyvarosok P (mg/nap) szennyvizét dolgozzak fel x mértékben, azaz a folydba jutod
szennyezddes:
W=(1-x)-P
Ha xj az i. varos szennyviztisztitojanak tisztitasi foka, akkor az eltavolitott szennyezés
X" Pi'
Amikor Wi szennyezédés belép a folydba, ott feltételezés szerint tokéletesen keveredik
a folyoval érkez6 Qi; térfogataramu (i—j) és ci koncentraciéju szennyezdédeéssel. Azaz
a szennyviz-koncentraciok (mg/L) értéke a bekeveredés utan az egyes szakaszokon:
1 - x1

= " P.

Y0 !
1—x,

Q23
c :R13'Q13'C1+R23'Q23'C2+(1—x3)'P3

’ Q4

R3y Q34 3+ (1—x4) Py
C4_ ==
Qss

C2: Pz

A megfeleld (i—j) folydszakaszon természetes lebomlas is torténik. Ezt fejezik ki az R;;
tényezdk. A rendelkezésre allé adatokat az alabbi tablazat tartalmazza:

Varos | Szennyviz Fajlagos tisztitasi Folyo- Szakasz viz- Term. Megengedett
i terhelés koltség, di (Ft/mg) | szakasz hozama, lebomlasi | szennyez6dési
P; (mg/nap) i—j Qij (L/nap) arany R; | koncentracio, csi (mg/L)
1 1.0-10° 2-10°¢ 13 1.0-107 0.5 20
2 2.0-10° 2-10°¢ 23 5.0-107 0.35 20
3 4.0-10° 4-107° 354 1.1-108 0.6 20
4 2.5-10° 4-107° 455 2.5-108 20

A napi tisztitas Uzemeltetési koltsége:

4
Z(x) =Zdi'Pi'xi
i=1

Az optimalizalasi feladat, hogy ugy hatarozzuk meg az egyes lUzemek tisztitasi fokat
(xi), hogy ezaltal minimalizajuk az Gzemeltetési kdltséget (Z), de ugyanakkor az egyes
csomopontokban a szennyezddés koncentracidja ne haladjon meg egy elbirt mértéket,
azaz ci <Csi . A célfiggveény linearis és a megkdtések is azok.

A megfelel6 értékeket behelyettesitve a célfliggvény:

6 Palancz Béla példatarabol (2012)
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Z = 2000 - x; + 4000 - x, + 16000 - x5 + 10000 - x,
A megkotések a koncentracidkra pedig:
100 - (1 —x;) < 20
40-(1—x,) <20
47.2727 — 4.54545 - x; — 6.36364 - x, — 36.3636 - x3 < 20
2248 —1.2-x, —1.68-x, — 9.6 x3 — 10 - x, < 20
Tovabbi megkodtések a tisztitasi fokokra:
0<x; =51
A feladat tehat egy szabvanyos linearis programozasi problémal

%% Linearis programozas

clear all; clc

% a célflggvény egyiitthaté vektora

c=[2000;4000;16000;10000];

% Linearis megkotés egyenldtlenséggel : vannak

A*x <= b alakban

= [-100, O, O, O; O, -40, 0, O; - 4.54545,-6.36364,-36.3636,0; -
.2, -1.68,-9.6, -10];

= [-80;-20; -27.2727;-2.48];

Linedris megkotés egyenldéséggel : nincs

Aeq = []; beq = [];

% A valtozéokra alsdé korlat : van

Tb = [0 0 0 0];

% A valtozokra fels6é korlat : van

ub = [1 11 1];

sol = linprog(c,A,b,Aeq,beq,lb,ub,optimset('Display', 'iter"'))
% sol = 0.8; 0.5; 0.5625; O

V V V V V VYV

R T RL> X

VVVVVVYVYVYV

A FEJEZETBEN HASZNALT U] FUGGVENYEK

fmincon - feltételes széls6érték keresés
deal - bemenetek szétosztasa kimenetekre
linprog - linearis programozasi feladat megoldasa
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