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Folytonos rud hajlitérezgése — differencialegyenlet I.

Adott:
W(X’t) EI : hajlitomerevség )
/\/E—. w: fajlagos tomeg Keressiik:
X I hossz w(x,t): elmozdulasfiiggvény
7 wix.t) q(x,t): teher
Feltételezéseink:

a Kis elmozdulasok elve
Egy elemi (dx) hossziisagu darab elkiilonitése: o Euler-Bernoulli gerenda

o A keresztmetszet elfordulasi
+ % + q(x,t) tehetetlenségét elhanyagoljuk

M, V. Newton masodik térvénye:
M, +dM, —V,+V +dV,|+q(x,t)-dx=pdx-w(x,t)
+dV, +q(x,t)-dx=udx-w(x,t)
dv, 3
d—X+CI(X,t)—MW(X,t)
V,+dV,
/ dx /

V. (x,0)+q(x,t)=uw(x,t)

7 7

A nyiréerdk és hajlitonyomatékok is hely- és id6fliggok, a teljes
jelolésiik: V,(x,t), M, (x,t), illetve V,(x+dx,t), M, (x+dx,t)



Folytonos rud hajlitérezgése — differencialegyenlet Il.

Feltételezéseink:
o A keresztmetszet elfordulasi
Egy elemi (dx) hosszisagi darab elkiilénitése: tehetetlenségét elhanyagoljuk
+ % + q(x,t) A perdiilettételb6l nyomatéki egyenstlyi egyenlet lesz:

—My—Vzdx+(My+dMy)+q(x,t)-dx-ﬁzo

M, V. 2
M,+dM, -V,dx +dM =0

>V _ M,
© dx

dv, . M

d—+Q(X:t):MW(X’t) y+C[(X,t):MW(X,t)
X dx
V,+dV,
/ dx /

7 7 M'y'(x,t)+q(x,t):u\}i/(x,t)
Anyagegyenlet: o )
M, (x,t)=EIx,(x,t) —EIw  (x,t)+q(x,t)=uw(x,t)

M ,t =—FE] - " Jt
Geom. egyenlet: Jx.t) ;W (x,1)

K, (x,t)=—w(x,1)

EIw (x,t)+uw(x,t)=q(x,t)

parcidlis differencidlegyenlet(van benne x és t szerinti derivalt is)



Folytonos rud hajlitérezgése — differencialegyenlet Ill.

. Xx,t
EIw (x,t)+uw(x,t)=q(x,t) W( )
parcidlis differencidlegyenlet(van benne x és t szerinti derivalt is) $

A megoldas itt is két részbdl all:

1. A homogén differencidlegyenlet: EI'w (x,t)+uw(x,t)=0

A kontinuum szabadrezgése.

Megoldasaként kapjuk a sajatkorfrekvenciakat, sajatrezgésalakokat.
A w(x,t) végtelen sok pont elmozdulését adja meg
- végtelen szabadsagi fok

- végtelen szamu sajatkorfrekvencia, sajatrezgésalakok

2. Az inhomogen differencialegyenlet: Erw " (x,¢)+uw(x,t)=q(x,t)

A kontinuum gerjesztett rezgése.
Partikularis megoldas.
A teljes megoldast a végtelen sok sajatrezgésalakbol képzett

0sszeg hozzaadasaval kapjuk. Ezek egyiitthatoit a végtelen sok
kezdeti feltételbdl szamithatjuk.
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Folytonos rud hajlitérezgése — szabadrezgés |. Elw"(x,6)+wiw(x,t)=q(x,t)

w szabadrezgés = nincs teher = q(x,t)=0

w(x,t)

homogén diff.egy.: EIw (x,t)+uw(x,t)=0

Id6ben masodrendli » varhatéan harmonikus rezgés lesz
Keressiik a megoldast

egy ismeretlen helyfiiggd tag, és
egy harmonikus id6fiigg6 tag szorzataként: Az id6fiigg6 tag lehetne méas harmonikus fv. is,
w(x,t)=W(x)-cos(w,t) pl.: sin(wyt),cos(wet —d,), stb.
A parcialis derivaltak egyszertiek:
w (x,t)=w (x)-cos(w,t)

w(x,t)=w(x)-(—w;)-cos(wyt)

Behelyettesitve a differencialegyenletbe:

EIW "(x)-cos(wyt)+uw(x)-(—op)-cos(m,t)=0 /:cos (o)
BT w””(x)—uw(z,\?v (x): 0 Ha ez valakit emlékeztet az
mi(t)+kx(t)=0-ra:
A homogén parcialis DE-b6l hasonlé, de &
homogén kdzonséges DE lett. " negyedrendd &

o kivonas van az 6sszeadas helyett



Folytonos rud hajlitérezgése — szabadrezgés Il.

Az alakfiiggvény differencialegyenletének dltaldnos megoldasa:
w(x)=Asin(\ x)+B cos(\ x)+Csinh (A x)+D cosh (A x)

A harmonikus tagokon beliil a A (frekvenciaparaméter)
a hosszmenti oda-vissza valtozas gyakorisagaval fliigg 6ssze.

Ennek els6, masodik, harmadik, negyedik derivaltjai:
(x)=A"[+Acos(h x)—Bsin (A x)+C cosh (A x)+ Dsinh (A x)|
" (x)=A*[—Asin(Ax)—Bcos(A x)+Csinh (A x)+Dcosh (A x)|
" (x)=A"(—Acos(h x)+Bsin (A x)+C cosh (A x)+Dsinh (A x))
C(x) =2t (+Asm(7»x)+Bcos(7\x)+Csinh(7»x)+Dcosh(kx)

=3

€>

X

€> €>

X

Visszahelyettesitve:
EI- MW (x)—uwpw(x)=0 = %-x“zwﬁ > mozﬁ\/%

Nagyobb A
Mennyi A,B,C,D,\,w0,?

Attél fiigg.

|=

(stirlibben valtoz6 alak)

Ha w(x) egy megoldas, akkor

annak barmely skalarszorosa is
az, mint a sajatvektoroknal.

A négy paraméter (A,B,C,D)
egymashoz viszonyitott aranya

w(x) szamit. (Ez is egyértelmisithetd:

fliggvény normaja.)

Nagyobb sajatkorfrekvencia
] (gyorsabban valtozo rezgés)
révidebb periddusidd



Folytonos rud hajlitérezgése — szabadrezgés peremfeltételek I. o =32 |EI
0~ n
Befogott-befogott gerenda:

Eltol6désok és elfordulasok Mivel w(x,t)=w(x)cos(w,t),
/\/E—; a gerenda végeinél eldirtak: és a peremfeltételeknek
w(0,t)=w(L,t)=0 minden ¢ -re teljesiilniiik kell:

z w(x,t) w'(0,t)=w'(L,t)=0 w(0)=w(L)=0
w'(0)=w'(L)=0

A feltételezett alakot behelyettesitve:
(0)=  +Asin(A0)+Bcos(A0)+Csinh(A0)+Dcosh(A0) =0 sin(0)=sinh(0)=0

w

W'(0)=Ah-(+Acos()0)—Bsin(A0)+C cosh(A0 )+ Dsinh (1 0)|=0 és

w (L)= +Asin(ML)+Bcos(AL)+Csinh(AL)+Dcosh(AL) =0 cos(0)=cosh(0)=1
w'(L)=h-+Acos(hL)—Bsin(AL)+C cosh(\ L)+ Dsinh (A L)|=

Matrix-alakban:

Homogén, linedris egyenletrendszer

0 1 0 1 Al |0
A 0 A 0 Bl |o 4 egyenlet, 5 ismeretlen
sin(ML) cos(ML) sinh(LL) cosh(AL) |[C| |0 . o
Acos(ML) —hsin(AL) Acosh(hL) Asinh(AL)||D] |0 Nemtrivialis megoldas léwenek
e feltétele, hogy az egyiitthatomatrix
Frekvenciamatrix o szingularis

o sorai linearisan 0sszefiigg6k

Az ltalanos megoldas paramétereinek aranyait
o determinansa zérus

a peremfeltételek fiiggvényében meghatérozé
egyenletrendszer egyiitthatdmatixa



Folytonos rud hajlitérezgése — szabadrezgés peremfeltételek Il.

Befogott-befogott gerenda:

(00:7»2\/%

—

0 1 0 1 A 0
A 0 A 0 B _ 0 z w (x , t)
sin(ML)  cos(AL) sinh(ML) cosh(AL)||C| |0
Acos(AL) —Asin(AL) Acosh(AL) Asinh(AL)|{D| |O
A determinans kifejtve:
det (F)=2-A"(1—cos(A L)-cosh (A L)|=0
Ennek els6 megoldasai:
i 0 1 2 3 4 5
5 0 473 7,86 10,98 14,15 17,29 ¢ végtelen sok, ahogy vartuk
(riv.) L L L L L A sz&ml&lok rendre (2i+1)m kozelében
vannak. (Egy nagyobb, egy kisebb.)
A kapcsol6do sajatkorfrekvenciak, periddusidék:
i 1 2 3 4 5
2\ 4,73 7,86 10,98 14,15 17,29
' L L L L L
0o, 22,4\/ EL 61,8\/ EL 1 1006, EL | 2002, EL | 2989, -EL
uwL uL ulL ulL ulL
4 4 4 4 4
T, | 0,0447 \/ WE 0162, %L | 0,0083 L 0,0050\/ WE 10 0033, LE
EI EI EI EI




Folytonos rud hajlitérezgése — szabadrezgés korfrekvenciai

A mult 6rai példank numerikus eredményei a hajlitorezgésekre:

Sl el ol ol ¢)

15,603
15,545
15,374
15,330
15,321

11l
N N N N N

156,256 )

42,859

151,737

43,381
42,658
42,329

218,388

144,102

)

265,156 308,835 )
140,911 339,550 375,270 463,823 520,455 )

EI =100 kNm?

L=4,8m

u=400 kg/m

(00:7»2\/%

211,406 : 482,082 528,409 596,410 727,317 777,986 )

A folytonos rud alapjan szamithat6 sajatkorfrekvenciak:

N=wo Q=( 1537 42,41 82,76 137,4 2051 ~286 ...)
A kapcsol6do sajatkorfrekvenciak, periédusidék:
i 1 2 3 4 5 "
473 7,86 10,98 14,15 17,29 _2i+1)x
' L L L L L 2L
,; 22,4\/ EI4 61,8 EI4 120,6 E14 200,2\/ E14 298,9 EI4
ulL ulL ulL ulL ulL

wL® \/.MLA wL® \/ML4 wL*

T,;| 0,0447 0,0162 0,0083 0,0050 0,0033
EI EI EI EI EI




Folytonos rud hajlitérezgése — szabadrezgés rezgésalakok

Az i-edik alakhoz tartozé A, Ay, Ty Wy (x) X
ismeretében A,, B;,C,, D,
z
aranya szamithato.
Normélni az
7\.2,(1)0’2,T0’2-)W2(X) X
f w,( x)dx=1
z
Vagy
f ww;( x)dx=1 )
}‘3’(1’0,3’T0,3_)W3(X) X
feltetellel lehet.
z
Sajatalakok ortogonalitasa:
hai#j:
F }‘4’(1)04:T04_)W4(X)
J'\?vl.(x)wj(x)dxzo v X
° z
A szabadrezgés teljes megoldésa a rezgésalakokkal: A ) frekvenciaparaméter a

Z W (a oS (Uo t)+b,sin ((Do,i t)) zérushelyek/inflexiok gyakorisagara utal.
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Folytonos rud hajlitérezgése — példa l.

Csuklés-csuklos gerenda:

Eltol6déasok és hajlitonyomatékok Mivel M (x,t)=—EIw''(x,t)

a gerenda végeinél el6irtak: és w(x,t)=w(x)cos(w,t)
X ’ 0=/
%/\%’ w(0,0)=w(L,t)=0
z w(

és a peremfeltételeknek

X,t) M(0,t)=M (L,t)=0 minden t-re teljesiilniiik kell:
w(0)=w(L)=0

w''(0)=w""(L)=0

A feltételezett alakot behelyettesitve:

w (0)=  +Asin(A0)+Bcos(A0)+Csinh(A0)+Dcosh(A0) = sin (0)=sinh (0)=0

w'"(0)=A*|—Asin(10)—Bcos (A 0)+Csinh(A 0)+Dcosh (A 0)|=0 és

w (L)=  +Asin(AL)+Bcos(AL)+Csinh(AL)+Dcosh(AL) =0 cos(0)=cosh(0)=1

w''(L)=1>(—Asin(A L)~ Bcos(AL)+Csinh(A L)+Dcosh (L L)|=0

Matrix-alakban:

0 1 0 1 Al To Homogén, lin'eéris egyenletrendszer
0 _a2 0 22 B|_|o 4 egyenlet, 5 ismeretlen
sin(AL) - cos(hL) - sinh(AL) - cosh(AL) ||\ 101 \oriiatic megoldas étének
—A°sin(AL) —A’cos(AL) A°sinh(AL) A’cosh(AL)||D] |0

feltétele, hogy az egyiitthatomatrix
o szingularis
o - o e e
A frekvenciamatrix determinansa kifejtve: o Z(;iirlr?rfggzané?SZZEnggOk
. . i zéru
det(F)=4\’sin(A L)sinh (A L)=0



Folytonos rud hajlitérezgése — példal ll.

A frekvenciamatrix determinansa kifejtve:

det(F)=4A"sin(A L)sinh(AL)=0  >sin(AL)=0> A L=i-n>h =—

Az i-edik alak egyenlete:

1 0 1

-1 0 1
cos(im) sinh(im) cosh(im)
—cos(im) sinh(im) cosh(in)

0
0
0
0

o0 W
|
o O O O

i-7
L

Csak A, kiilonbozhet zérustol.

4
csak szinuszos alakok

A sajatkorfrekvenciak i* szerint névekednek.

szerint valtoznak

A peridéusidok

2 2
1T
. = 2\/ EI
0,i ML4
| wL®
O,i_lJ_EZ EI



Folytonos rud hajlitérezgése — példa lil.

A csuklés-csuklos gerendat diszkretizaltuk tobbszabadsagfokuiként.
Az akkori sajatkorfrekvenciak:

1 sz.f. esetén: moz\ﬁz\/%4 E—I429,798\/ E13
m wl My L

2 sz.f. esetén: Q= El 2 9,859 l
my, | 38,184
9,867
3 sz.f. esetén: Q= = 3 39,19
Mol 83,21
9,870
T 39,48
A folytonos gerenda rezgését szamolva: Q :\/ — 88,83
tot

157,9

2.2
Wy, =I'T




