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El6sz6 és ajanlas

A Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Epitémérncki Karan az
épitémérndki BSc-képzésen a Tartok dinamikéja, a szerkezetépitémérnoki MSc-
képzésen a Szerkezetek dinamikaja targyban talalkoznak hallgatoink a tartoszer-
kezetek rezgésvizsgalatanak a mechanikai alapjaival. Az elsé targyban szerke-
zetek egy- és tobbszabadsagfoki modelljeinek lineéris rezgésvizsgalatat ismerik
meg a hallgatok, a méasodik targyban a folytonos szerkezetek rezgésvizsgalatara
épitve a merevségi matrix és a tomegmaétrix elGallitasanak pontos és kozelitd
modszereit, a tObbszabadsagfoki modellek csillapitasat, a talaj rugalmas meg-
tamasztasabol eredd csillapitast, valamint a széldinamikai vizsgalatok alapjait
mutatjuk be.

Az MSc-képzés targya részben épit a BSc-s targyban szerzett ismeretekre, de
nem garantilhato, hogy a mesterképzés minden hallgatoja rendelkezik az alap-
képzésben oktatott anyaggal. Emiatt kezdettsl fogva a mesterképzés elsd érain
atismételjiik az egyszabadsagfoki és tobbszabadsagfoki szerkezetek szabadrez-
gésének és gerjesztett rezgésének a vizsgalatat. Ezzel parhuzamosan terveztiik
egy olyan tankonyv kiadésat, amibdl a két targy mindegyikére fel lehet késziilni,
vagy az alapképzéses targy anyagat sziikség esetén bepotolni. Ezt a célt tiiztiik
ki jelen konyv irasakor.

A konyv szerkezete elsGdlegesen az oktatas sorrendiségét koveti, ezért az 1.-
1.2. fejezeteket és a 4.2 els6 két szakaszat az alapképzés hallgatdinak szanjuk,
a 4.-6. fejezeteket a mesterképzés hallgatoinak ajanljuk. Ebben a felosztasban
néha sziikségszertien megemlitésre keriilnek a korabbi fejezetekben olyan téma-
korok, amik tdlmutatnak az alapképzésen elvart ismereteken, ezek a szakaszok
az alabbiak:

e az idglépéses integralas modszerei (2.5.3. szakasz és 3.3.6.3. alpont)

e a Rayleigh-hanyados tulajdonsagainak bizonyitasa (a 3.2.5.3. alpontban),
a Ritz-Rayleigh-modszer (3.2.5.4. alpont)

e a folytonos szerkezetek gerjesztett rezgései (a 4.1.4. és a 4.2.3. szakaszok).

A fenti témakoroket a mesterképzésben targyaljuk, de tartalmilag szerencsésebb
a mostani helyiikon bemutatni azokat.
Ez a konyv nem késziilhetett volna azon kollégék nélkiil,

e akiktsl dinamikat tanultam (Roller Béla, Peter Vielsack, Gyorgyi Jozsef),

e akikkel dinamikat tanitottam (Kocsis Attila, Lengyel Gabor, Adany San-
dor),

13
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e akiknek dinamikat tanitottam (a sok didk mellett doktoranduszom, Geleji
Borbala).

nekik eztton is kdszoénom a szabatossag igényét, és hogy megmutattak, milyen
sokféleképpen lehet megérteni ezt a témaét.

Végiil, ha a kedves olvas6ban noveli a bizalmat, ha el6re tudja, vagy né-
hény levezetésnél egyszercsak felmeriil benne, hogy mit ivott a szerzé a konyv
megirasa kozben, akkor ezen ne muljon: kavét.



1. fejezet

Bevezetés

1.1. Dinamikai vizsgalatok hattere

Az épitémérnoki képzés soran tanult statikai vizsgilatok statikus terhek' haté-
séra hatarozzak meg a szerkezet egyensulyi helyzetét és az annak fenntartasihoz
sziikséges kiils6 és belss ercket. Az egyensulyi helyzeteket jellemeztiik is: sta-
bil egyensilynak nevezziik azt az allapotot, amikor az egyensulyi helyzetbdl
kismértékben kitéritve a testet, az "visszafelé”, azaz az egyensilyi helyzet felé
indul el”.

Két dologgal tehat nem foglalkoztunk:

e mi torténik a visszafelé indulas utéan, ha az egyensulyi helyzetbdl vald
kitérés véges nagysagi, illetve

e mi torténik, ha a teher nem csak egy zérusértékrsl novekszik kvézistati-
kusan a végértékig, hanem valtozik az id6 fiiggvényében?

hogy a szerkezet elindul az egyenstlyi helyzet felé. Mivel az egyes pontokra
hato er6k eredGje nem mindig nulla, gyorsulasok lépnek fel, amibdl sebesség lesz
idovel. Az egyensulyi helyzet elérésekor viszont még mindig lesz valamekkora
sebesség, ami azzal jar, hogy a test atlendiil az egyensiilyi allapot tilsé oldalara.
Onnan viszont méar az ellenkezé iranyba, azaz ismét az egyensulyi helyzet felé
mutat majd az erék ereddje, ami el6bb megéallitja a szerkezetet, majd az 1j,
megintcsak nem egyensilyi helyzetbdl ismét az egyensuly felé fog gyorsulni a
szerkezet. Kzt az oda-vissza mozgast nevezziik rezgésnek, vagy lengésnek, a
magara hagyott (szabadon mozgo) rendszer rezgését pedig szabadrezgésnek. Azt
is tapasztalhatjuk, hogy a rezgés bizonyos id§ elteltével megall. Ezt a jelenséget
csillapitasnak nevezziik, hatterében valamilyen csillapit6 erd all, ami az éppen
aktualis mozgés (tehat a sebesség) iranyaval ellentétes irdnyba hato eréhatasbol
szarmazik (ilyen példaul a surlodasi erd).

1E terheket szokéis a kvazi-statikus jelzével is illetni: nullarél olyan lassan néveljiik az
intenzitasukat a végértékig, hogy a szerkezet tehetetlensége (tomege) ne befolyasolja a végss
alakot.

2 Az instabil egyensilyi allapotbol kimozditott szerkezet tavolodva mozog, a kritikus egyen-
sulyi allapotbol kimozditott szerkezet jabb egyensulyi helyzetbe keriil.
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16 1. FEJEZET. BEVEZETES

A maésodik esetben a jelenség matematikai hattere hasonlo: ha az éppen
aktualis elmozdult alak nem azt az er6rendszert tartana egyensulyban, ami az
adott pillanatban hat a szerkezetre, akkor abbél gyorsulas szarmazik, abbol
pedig idGvel sebesség, azaz mozgas lesz. A mozgast létrehozd er6t ilyenkor
gerjesztderdnek, a kialakuldé mozgast pedig gerjesztett rezgésnek nevezziik.

A szerkezetek dinamikai vizsgalatat az elmozdulasmoédszerre alapozzuk. A
mozgasegyenletbsl (ami Newton mésodik mozgéastorvényébdl ered) az elmoz-
dult alakot hatarozzuk meg az id6 fiiggvényében, ezt nevezziik a szerkezet vd-
laszanak. Ezutan barmely pillanathoz meg lehet hatarozni azt a statikus erd-
rendszert, ami ugyanakkora statikus elmozdulasokat eredményezne, mint az ak-
tuélis elmozdulasok. Az ennek a statikus erérendszernek a hatasara kialakulo
kiils6 és belss ercket, igénybevételeket, fesziiltségeket a szokasos modszerek va-
lamelyikével tudjuk meghatarozni. Végiil ezeknek az elmozduldsoknak, er6knek
a maximumat kell valamilyen megengedett értékhez, teherbirdshoz hasonlitani.

1.2. A konyv szerkezete

A konyvben el6szor az egyszabadsagfoki (2. fejezet), a tobbszabadsagfoku (3.
fejezet) és a folytonos szerkezetek (4. fejezet) rezgésein haladunk végig. Mind-
harom esetben attekintjiik a modell felépitését, a mozgasegyenletet, annak meg-
oldasat szabadrezgés és gerjesztett esetén. Ezutan a rudszerkezetek merevségi
matrixanak és tomegmatrixanak pontos elGallitasi moédszerét mutatjuk be, ami-
re alapozva a kozelit§ szamitasok kozelitd volta igazolhatd, pontossaga pedig
becsiilhets (5. fejezet). Végiil csillapitassal kapcsolatos témakkal foglalkozunk
(6. fejezet). Elbszor a tobbszabadsagfoku szerkezetek csillapitott rezgésének
pontos és kozelit§ szamitasi modszereit mutatjuk be, majd a végtelen féltér
megtamaszté hatasabol fakado csillapitast vezetjik le, végiil a széldinamikai
szamitasok alapjait és az abbol fakado, dinamikai instabilitdst okozo negativ
csillapitast mutatjuk be.

A konyvben a vektorokat egyszeres alahuzassal jeloljiik (pl. @), a matrixokat
pedig kétszeres alahuzassal jeloljik (pl. A). Ugyan ez eltér a nyomtatasban
szokasos felkover szedéssel torténd jelslésmodtol, viszont kézi jegyzetelés esetén
azonos lesz a nyomtatott és az irt betd. Matrix- és vektormiiveleteknél kiemelten
fontos a mitiveleti sorrend, taldn ebben is segit a felhasznalt jelolésmod.

1.2.1. Példa (d). A kdényvben példdkkal is segitjik a megértést.

Megoldas
A példak egy része kozvetleniil levezetésként keriil bemutatasra.

Az altalanos levezetések esetén a példakat és megoldéasaikat kiemelve
ko6zoljiik.




2. fejezet

Egyszabadsagioku rendszerek
mechanikal rezgései

2.1.

Egyszabadsagfokii modellek

2.1.1. Bevezetés

Szerkezetek dinamikajanak a vizsgalatakor kiemelt szerepe van a modellvélasz-
tasnak. KésGbb, a tobbszabadsagfoku szerkezeteknél latni fogjuk, hogy az ottani
tobb rezgésalak koziil lesz olyan, aminek a szerepe nagyobb a szerkezet valaszé-
ban. Eppen ezért a tobb szabadsagfokkal jellemezhetd szerkezeteket is gyakran
csak egy szabadséagfokkal jellemziink. (Emlékeztetsil: a szabadsagfokok azok a
fiiggetlen skalarfiiggvények, amelyekkel a szerkezet elmozdult alakjat egyértel-
mien, a modell pontossidganak megfelelen jellemezhetjiik.)
Egyszabadsagfoki szerkezettel az alabbi esetekben talalkozhatunk:

egyetlen tomegpont, vagy merev test egyiranyu eltolédé mozgasa', vagy
rogzitett tengely koriili elfordulasa’ esetén,

olyan szerkezet, amelynek egyetlen pontjanak egyetlen elmozdulasahoz 1é-
nyegesen nagyobb tehetetlenség tartozik, mint a tébbi pont elmozdulasa-
hoz®,

olyan szerkezet, melynek egyetlen pontja egyetlen elmozdulasaval megfe-
leléen kozelithetjiik a mozgast”,

tobbszabadsagfoka rendszerek egy-egy rezgésalakja onmagéban egysza-
badsagfoki rendszerként viselkedik”’,

Fentiekre a 2.1. dbra mutat példékat.

1p¢ldaul a rugoéval falhoz csatlakoztatott kiskocsi.

2példaul egy csukloval felfiiggesztett inga.

3Példaul egy gerendara helyezett gép, melynek témegéhez képest a gerenda témege elha-
nyagolhat6 (nagységrenddel nagyobb).

4Példaul egy olyan keret, amelyben a gerenda normaliranyt alakvaltozasa elhanyagolhato,
ezért a gerenda oszlopok hajlitdsa miatti vizszintes eltolodasa a lényeges elmozdulas.

5Errsl majd a tébbszabadsagfoka rendszereknél lesz sz6.
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18 2. FEJEZET. EGYSZABADSAGFOKU REZGESEK

a)

d)

D —»

X
lx T

2.1. abra. Egyszabadsagfoku rendszerként kezelhet modellek (a szabadsagfok
elmozdulasat x jelzi): a) rugoval a falhoz rogzitett kiskocsi, b) rugora felfiig-
gesztett test, c) alaptestre helyezett gép, d) kéttamasza tarton elhelyezett gép,
e) gerenda konzoljan elhelyezett gép, f) viztorony, g) sikbeli keret vizszintesen
eltolodd merev gerendaval, h) gerenda egyetlen pontba redukalt tomeggel, i)
konzol egyetlen pontba redukalt tomeggel, j) egyszert inga (a szabadsagfok el-
mozdulésa itt egy elfordulas).

a) b)
(1) . ).-.,&(t)
[t
| | ¢ |7' <
By B G I
aAYAYAYAS ) e a0
k OO (0 OB

2.2. 4bra. Egyszabadsagfokt rendszer a) modellje (rugo-tomeg modell), b) a
tomegpont elkiilonitése.
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2.1.2. A mozgasegyenlet

A mozgasegyenletet az elkiilonitett tomegpont alapjan irjuk fel. A 2.2.a) 4bran
lathato an. rugd-tdmeg modellben szereplé m tomegi szabadsagfokot a k-val je-
161t rugd és a c-vel jeldlt csillapito elem kapcesolja a falhoz. A testet az id6fiiggs
q(t) gerjesztderd terheli, a test kitérését jelolje x(t). A koordinatarendszer kez-
dépontjat vegylik fel iigy, hogy az x = 0 helyzet a terheletlen rendszer egyensilyi
helyzete legyen.

A szabadséagfokot a 2.2.b) adbran kiilonitettiik el. A testre teherként a q(t)
kiils6 erd, a rugobol (rugalmas szerkezetbdl) szarmazé f,.(t) rugalmas visszaté-
ritd erd, valamint a csillapito elembdl (a szerkezet anyaganak csillapitasabol)
szarmazo f.(t) csillapitderd hat. Ezek egylitt hozzak létre a test gyorsuldsat,
ami az x(t) eltoldddsfiigguény id6 szerinti masodik derivaltja. Az id6 szerinti
derivalast a fliggvény folotti ponttal jeldljiik, igy a gyorsulas #(t) lesz. Ezekkel
a jelolésekkel felirjuk Newton mésodik torvényét:

mx(t) = q(t) - fr(t) - fc(t)’ (2'1>
majd rendezziik egy-egy oldalra az ismeretlen és ismert fiiggvényeket:
mi(t) + fe(t) + fr(t) = q(b). (2.2)

A tovabbiakban bemutatjuk, hogy ha nem témegpontbol rugdbol és csillapi-
téelembdl all a rendszer, akkor hogyan lehet meghatarozni az m témeget, illetve
az fr(t) és fo(t) eréket.

2.1.3. A modell tomege

Ha a vizsgalt mechanikai rendszer olyan, hogy az valéban egy anyagi pontként
jellemezhetd, azaz egy merev test végez egy egyenes mentén eltolédd mozgast,
akkor a mozg6 tomeg azonos lesz a 2.2.a) abra szerinti rugo-témeg modell m
tomegével.

Ugyancsak egyszertien meghatarozhatdé az m értéke, ha a mozgd témeget
megtamaszto rugalmas szerkezet témege elhanyagolhatéd (nagysagrendekkel ki-
sebb) a mozgo tomeghez képest. Ilyen eset fordulhat els, ha olyan nagy tomegi
gépet helyeziink egy gerendara, hogy ahhoz képest a gerenda tomege elhanya-
golhato.

Amennyiben a folytonos szerkezeten nincsen olyan kitiintetett pont, ahol
az alland6 teherbdl lényegesen nagyobb tomeg Osszpontosul, akkor egy redukdlt
tomeget kell meghatarozni. A redukalt tomeg azt fejezi ki, hogy a folytonos
szerkezeten megoszl6 tomegnek nem minden pontja azonos amplitaddval rezeg,
a tamaszok kozelében levé pontok kitérése, igy a gyorsulasuk is kisebb a sza-
badsagfokénal, ezért ezen pontok tomegének csak egy részét kellene figyelembe
venni m szamitasakor, azaz a teljes my,; tomeg helyett annak csak egy, a sza-
badséigfokra redukalt részével dolgozunk.’

Kéttamaszu tarto kozepén levs szabadsagfok esetén észszertinek tiinhet a két
fél tartorész tomegének felét-felét rendere a szakaszok végpontjaiba redukalni.

6 A szabadsagfok specialis felvételével olyan eset is elképzelhets, amikor a folytonos tar-
t6 bizonyos pontjainak a kitérése és a gyorsuldsa nagyobb lesz, mint a szabadsagfoké. Ilyen
esetben a redukdlt témeg akar nagyobbra is adédhat a szerkezet teljes tomegénél. A szerke-
zet egyszabadsagfokt modellel térténd szamitasakor viszont jellemzden a legnagyobb kitérést
pontot valasztjuk szabadsagfoknak, igy az ilyen eseteket meghagyjuk gondolatkisérlet szintjén.



20 2. FEJEZET. EGYSZABADSAGFOKU REZGESEK

Ezaltal a tamaszok folé keriil a tartd teljes tomegének egy-egy negyede, mig a
szabadsagfok folé Osszesen két negyed, azaz a tarto teljes tomegének fele:

m = mtot/2. (23)

A folytonos szerkezet rezgését pontosabban kévetd egyszabadsagfoki modellben
ugyanennek a gerendanak a helyettesité tomegére az

17
m = £mt0t (24)

képletet lehet levezetni. A kiilonbség ~ 3%, ami egyéb anyagjellemz6k szorasa-
nak ismeretében elhanyagolhato kiilonbség.

Egy mereven befogott konzol végén levs szabadsagfok esetében a tdmaszhoz
kozeli pontok mozgasa az elfordulast megakadalyozo tdmasz miatt még kisebb
a szabadsagfokéhoz képest, mint a kéttamasza tartd esetén, ezért ilyen esetben
a redukalt tomeg a tarto teljes tomegének csak egyharmada: m = myu /3.

2.1.4. A modell merevsége

2.1.4.1. rugémerevség

A rugo6-tomeg modell k rugojaban felleps f,.(t) rugoerdt linearisan rugalmas
rugo esetén az

J() = k- u(t) (2.5)

képlettel szamolhatjuk, ahol k a rugd rugsmerevsége, u(t) pedig a rugd megnyi-
ldsa (alakvaltozasa). Utobbit mozdulatlan tamasz esetén kozvetlentil szamol-
hatjuk a szabadsagfok kitérésébdl:

u(t) = z(t), (2.6)

igy a rugberdt az alabbi képlet segitségével helyettesithetjiik be a (2.2) egyen-
letbe:

fr(t) =k - x(t). (2.7)

A (2.7) képletbdl kiolvashato a rugdmerevséy fizikai jelentése: a szabadsag-
fok egységnyi elmozdulasa esetén a rugbers éppen k-val lesz egyenls, azaz a
rugémerevség annak az erének a nagysaga, ami éppen egységnyi alakvaltozast
hoz létre a rugéban.

Rugalmas szerkezet esetén a szabadsagfokra mtkodtetett statikus erd és a
szabadsagfok statikus elmozdulasa kozott linearis kapcsolat van. (Lasd a 2.3.a)
és b) abrakat.) Ebbdl kévetkezik, hogy a szerkezetrdl a szabadsagfokra hatd
rugalmas visszatérité eré és a szabadsagfok elmozdulasa kozott egy, a (2.7)
egyenlethez hasonl6 kapcsolat van, melyben az aranyossagi tényez6 a szerkezet
helyettesité-, vagy ekvivalens rugdmerevsége. Ennek szamitasara a korabban’
tanult barmely moddszer hasznélhato, a alpontban csak azt mutatjuk meg, hogy
milyen két alapvets szamitasi moddszer jaratos.

7TPé¢ldaul Tartok statikajabol.
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a) b)

u(t) u(t)

= f(O)=keu(t)
LAORA—> < "
K f(0)=kult)

2.3. abra. Rugoerd elsfordulésa a) tomeg rugd rendszerben, b) diszkretizalt foly-
tonos rendszerben.

a) *k b)
| 1/2 " 112 | /2 7 o
) 3
M:é(%é%%%).zz wE=1 k= 4813EI

2.4. abra. Rugalmas szerkezet helyettesitd merevsége a) a k merevség miikod-
tetése a szabadséagfokon, b) a paraméteres reakciok és nyomatéki abra, ¢) a
paraméteres elmozdulas.

2.1.4.2. Rugalmas szerkezet helyettesitd merevsége

A helyettesité merevséget a fenti definicioja alapjan tgy hatarozhatjuk meg,
hogy a szabadsagfokra statikus teherként mikodtetjiik az egyelére ismeretlen, k
paraméterrel jelolt nagysagu erdt, lasd példaként a 2.4.a) dbrat egy kéttamaszi
hajlitott tartd kozepén levs szabadsagfok esetén. A teherbdl meghatarozzuk a
reakciokat, igénybevételeket, ahogy a példaban a 2.4.b) dbran mutatjuk, majd a
tart6 elmozdulasait. Az elmozdult alakon a szabadsagfok eltolodasara vagyunk
elsGsorban kivancsiak. Ezt egyenlévé tessziik 1-gyel és a kapott egyenletet meg-
oldjuk k-ra. Ezeket a lépéseket mutatjuk a példa esetén a 2.4.c) abran.

Az egyetlen keresett elmozdulés szamitasara célszerd lehet a wirtudlis erdk
tételét hasznalni®. Ekkor egy virtualis egységerst miikodtetiink a szabadségfo-
kon, és az ebbdl szarmazo virtuélis nyomatéki dbra, valamint a tényleges tarto
gorbiiletének (azaz a nyomatéki dbra és a hajlitobmerevség hanyadosanak a szor-
zatintegraljabol kapjuk meg a keresett elmozdulast. Ebbdl a fajta elGallitasi
mo6dbol kovetkezik, hogy a k erd miatti elmozdulas azonos iranyba fog mutatni,
mint a k erd, azaz a rugémerevség mindenképpen pozitiv lesz.”

A fenti szamitasi modszer hatranya, hogy a statikai szdmitas sordn végig
egy k paraméter fliggvényében kell szamolnunk a reakcidkat, igénybevételeket,
elmozdulasokat. Ezt agy lehet elkeriilni, ha bevezetjiik a szerkezet hajlékony-
sagdt, vagy engedékenységét. Jeloljik a hajlékonysagot f-fel és definidljuk az

8Egy geometriailag lehetséges elmozsulasrendszer barmely virtualis erérendszeren végzett
kiegészit6 munkaja zérus.

9Még szép, hiszen a stabil egyensilyi helyzet megkéveteli, hogy a rugalmas visszatérits erd
valéban visszatéritsen.
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2.5. abra. Rugalmas szerkezet engedékenysége, vagy hajlékonysaga a) az enge-
dékenység fizikai jelentése, b) a reakciok és nyomatéki dbra az egységersbdl, c)
az elmozdulés és a merevség.

alabbi moédon:
f — 1
= ]g

Az enegdékenységet felhasznalva a (2.7) egyenlet atalakithato:
x(t) = f - fr(t). (2.9)

Ebbdl kiolvashato az engedékenység fizikai jelentése: az az elmozdulas, ami
akkor jon létre, amikor a rugberd éppen egységnyi. Statikus egyensilyi hely-
zetben a rugalmas visszatérit§ er§ éppen a teherrel egyenls. Ebbél kévetkezik
az engedékenység szamitasi modszere is: egy egységerst kell miikodtetniink a
szabadsagfokon, abbo6l meghatarozni a reakcidkat, igénybevételeket és végiil a
szabadsagfok elmozdulasat. Ez az elmozdulés lesz az f engedékenység, aminek
(2.8) alapjan a reciproka lesz a helyettesité merevség:

(2.8)

k 7 (2.10)

Fenti 1épéseket a 2.5. Abran mutatjuk be a mar latott kéttadmaszu tarto esetén.

Emlékeztetiink, hogy egyetlen elmozdulas szamitasara a virtualis erk té-

tele egy hatékony eszkoz. Itt rdadasul a virtualis er6bdl ugyanaz a virtualis

nyomatéki dbra adodik, mint az egységer6bdl, amibdl az elmozduléast akarjuk

szamolni, azaz a nyomatéki abranak énmagaval vett szorzatintegraljat kell szé-
molni a hajlitobmerevséggel valo leosztas utan.

2.1.4.3. Kapcsolt rugalmas elemek eredé merevsége

Egymashoz kapcsolodd rugalmas elemek esetén az egyes rugdémerevségek helyett
egyetlen helyettesité rugémerevséget kell szamolnunk.

e A 2.6.a) dbra a pdrhuzamosan kapcsolt rugok esetét mutatja. A ki-gyel és
ko-vel jelolt rugd ugyanahhoz a kezdé- és végponthoz csatlakoznak, igy a
megnyulasuk azonos lesz, tehat a szabadsagfok egységnyi elmozditasakor
mindkét rugoban a sajat rugdémerevségének megfelels erd lép fel. (Lasd
2.6.b) abra.) A testre hato rugoerdk Osszegzddnek, ezért az elmozdult
allapotban az egyensuly biztositasahoz a két erének az 6sszegét kell mi-
kodtetni a testre, azaz a két rugdt helyettesits egyetlen rugd merevsége:

k =k +ks. (2.11)
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2.6. abra. Parhuzamosan kapcsolt rugok helyettesité merevsége: a) parhuza-
mosan kapcsolt rugok; b) a merevségek Osszegzése; ¢) szerkezeti példa: azonos
funkci6ji merevit rendszerek.

A péarhuzamosan kapcsolt merevségekre mutat szerkezeti példat a 2.6.c)
abra, ahol egy keretszerkezetet vizszintes merevségét a sarokmerev keret és
a kiils6 merevit6 mag egyiittesen biztositja. Az egyes merevitGelemekbdl
kiilon-kiilon szamithaté merevségeket ilyenkor 6sszegezni lehet.

e A 2.7.a) abra a sorba kapcsolt rugok esetét mutatja. A ki-gyel és ko-
vel jelolt rugok egyméashoz kapcsolodnak, valamint az egyik a tdmaszhoz,
a masik a mozgo6 tomeghez. Az egyméshoz kapcsolt rugdkban a rugbers
azonos lesz, tehat a szabadsagfokra hatd egységnyi erd esetén a rugdk meg-
nytlasa a sajat engedékenységiiknek megfelels f; és fo érték lesz. (Lasd
2.7.b) abra.) A rugok megnyulasai 6sszegzédnek, azaz a két rugot helyet-
tesité rugd engedékenysége az engedékenységek Osszege lesz:

f=h+f. (2.12)
Felhasznalva, hogy az engedékenység a merevség reciproka:

L _ 1,1 (2.13)
ko ki kg ‘

a helyettesits rugd merevsége:

(2.14)

A sorosan kapcsolt merevségekre mutat szerkezeti példat a 2.7.c) abra,
ahol egy kereszttarton elhelyezett gép jelenti a szabadsagfokot, a kereszt-
tartd pedig egy f6tartora tamaszkodik. A kereszttarto, illetve a fGtarto
alakvaltozasabol szarmazd elmozdulasokat kiilon-kiilén is szamolhatjuk,
mikodzben a masik tartét végtelen merevnek tekintjiik. A kereszttarto en-
gedékenysége ekkor egy kéttamasza tartod lehajlasaként adodik, a f6tarto
engedékenysége pedig a kereszttartd merevtest-szeri elfordulasabol, ami-
kor az egyik tdmaszanak eltolodéasa rendre egy-egy kéttamasza fétarto
lehajlasaval egyenlé.
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2.7. abra. Sorba kapcsolt rugok helyettesité merevsége: a) sorba kapcsolt rugok;
b) az engedékenységek Osszegzése; c¢) szerkezeti példa: hierarchikusan egymasra
terheld szerkezetek.

2.1.5. A modell csillapitasa

A csillapité elemben ébredd f. er6t a szabadsagfok sebessége hatarozza meg,
ezért modellezése, szamitasa lényegesen nehezebb, mint a rugberéé, melyet egy-
szerd statikus elvek alapjan szamolhatunk. Ritkan tartdszerkezetekbe is beépi-
tenek kozvetlen csillapité elemeket, de ilyet inkabb gépjarmiivek felfiiggeszts
elemeiben figyelhetiink meg. Ugyanakkor sok esetben a szerkezeti kialakitas,
vagy az anyag belsG szerkezete maguk is eredményeznek a sebességgel ellenke-
z6 irdnyba miikods csillapitd erdt, amit bizonyos esetekben érdemes figyelembe
venni.

E konyvben két csillapitas szamitasat mutatjuk be: a wviszkdzus csillapitdsét
és a surloddsos csillapitdsét.

2.1.5.1. Viszkoézus csillapitas

A sebességgel ardnyos viszkozus csillapitas modellje egy viszkozus folyadékkal
toltott zart hengerben mozgd dugattyt. (Lasd 2.8.a) abra.) A dugattyt egyik
oldalarél a masikra ataramlo folyadék belsd surlodésa miatt a dugattyira mi-
kodtetends erd annak mozgéasaval ellentétes irdnyt, és nagysaga a sebességgel
aranyos. Ennek az erének az ellentettje hat a tomegpontra (2.8.b)), igy a csil-
lapitoer6t az

folt) = c-t) (2.15)
képlettel szamolhatjuk, ahol ¢ a csillapitds mértéke, vagy csillapitdsi tényezd,
u(t) pedig a rugd megnyildsinak sebessége (alakvaltozas-sebessége). Ha a té-
masz nem mozog, akkor (2.6) derivalasabol azt kapjuk, hogy

a(t) = @(t), (2.16)

igy a rugberdt az alabbi képlet segitségével helyettesithetjiik be a (2.2) egyen-
letbe:
fult) = - i(t) (2.17)
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2.8. abra. Csillapito elem: a) a viszkozus folyadékkal t6ltott hengerben mozgd
dugattyd; b) a csillapito elem altal kifejtett erd.

a) y X(1)>0 b) (t)<0 ) - x(t)=0
—umg=f, —Pumg=—f, >f |<umg
—pumg 4+—umg «—»f

2.9. abra. Surlodasi erd, mint csillapitas a) pozitiv iranyba mozgo test esetén b)
negativ irdnyba mozgo test esetén c¢) allo test esetén

2.1.5.2. Surlodasos csillapitas

A Coulomb-féle szdraz surloddsos csillapitas esetén a sturldodasi erd a test mozga-
séval ellenkezd iranyba miikddik, nagysaga azonban alland6. A 2.9. abran azt az
esetet mutatjuk, amikor az m tomegi test a p surlédasi egyiitthatoja feliileten
csuszik. A 2.9.a) abra az eldrefelé mozgo (u(t) > 0) testre hato surlodasi erét
mutatja, ekkor

fo(t) = pmg. (2.18)

(Az elGjelet a 2.2.b) abra elkiilonitésén felvett irannyal valo Gsszevetés alapjan
kapjuk.) A 2.9.b) abra a hatrafelé mozgo (u(t) < 0) testre hato sturlodasi erét
mutatja, ekkor

fe(t) = —pmg. (2.19)

A két egyenletet Osszegezve tehédt, mozgo test esetén a surlodasi erét az

)
fet) = p o (2.20)

képlettel szamolhatjuk.
All6 helyzetben (1(t) = 0) a strlodasi erére a

|fe()] < pmg (2.21)

feltételt adhatjuk: ha egyenstulyban marad a test, akkor a surlodasi erét az
egyensiulyi egyenletbdl kapjuk meg, a kapott erdnek ki kell elégitenie a (2.21)
feltételt. Ha nem, akkor a test megmozdul és a mozgéas iranyanak megfelelé
hatarértéket veszi fel a surlodasi ers (2.18), vagy (2.19) szerint.
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2.1.6. Az egyszabadsagfokii rendszer mozgasanak differen-
cidlegyenlete

Lineérisan rugalmas szerkezet és sebességgel aranyos viszkozus csillapitas esetén
a (2.2) mozgasegyenletbe behelyettesithetjiik a rugoerd (2.7) szerinti, és a csil-
lapitoers (2.17) szerinti alakjat. Igy kapjuk az egyszabadsagfokt, m tomegi, k
merevség, ¢ viszkozus csillapitast, ¢(t) erével gerjesztett rendszer mozgésanak
differencialegyenletét:

[m () + e a(t) + k- alt) = ()] (2.22)

2.1.6.1. Differenciilegyenlet jellemzése, a megoldas hasznalata

A mozgas (2.22) szerinti differencislegyenlete linearis, allandé egyiitthatoja ko-
zonséges differencidlegyenlet. Az &ltalanos esetre levezetett egyenletet a csilla-
pitas és a gerjesztés fiiggvényében tovabb csoportosithatjuk, esetenként egysze-
risithetjiik.

e A csillapitas elhanyagoldsa, azaz ¢ = 0 esetén csillapitatlan rezgésrdl be-
széliink, ¢ > 0 esetén pedig csillapitott rezgésrél.

e Ha nincsen gerjeszterd, azaz q(t) = 0, akkor a magéra hagyott rendszer
szabadon mozog, ilyenkor szebadrezgésrdl beszéliink, ¢(t) # 0 esetén pedig
gerjesztett rezgésrol.

A két-két csoport négyféle kombinacidjat a tovabbiakban az alabbi sorrend-
ben targyaljuk. El&szor a csillapitatlan rendszer szabadrezgését mutatjuk be
a 2.2.1 szakaszban, azaz az

m-Z(t)+k-x(t)=0 (2.23)

homogén, linearis, allandé egyiitthatdju hidnyos kézonséges differencidlegyenlet
megoldasat. Utana a csillapitott rendszer szabadrezgését mutatjuk be a 2.1.5
szakaszban, részben épitve a csillapitatlan rendszer eredményeire, azaz az

m-Et)+c-ult)+k-zt)=0 (2.24)

homogén, linearis, allando egyiitthatdju kozonséges differencialegyenlet megol-
dasat. Ezt a sorrendet részben kovetve kiilonbozd gerjesztések esetén elGszor a
csillapitatlan rendszer gerjesztett rezgést, azaz az

m - Z(t) + k- x(t) = q(t) (2.25)

inhomogén, linearis, allandé egyiitthat6ja hidnyos kozonséges differencialegyen-
let megoldasat mutatjuk. Ezt kéveti majd rendre a csillapitatott rendszer ger-
jesztett rezgésének, azaz az

m-E(t)+c-&(t) + k- z(t) = q(¢) (2.26)

inhomogén, linearis, alland6 egyiitthatoju kozonséges differencidlegyenletnek a
megoldasa.

Lathato, hogy a differencialegyenlet valamennyi esetben lineéris lesz. Nemli-
nearisan rugalmas szerkezet esetén az f,(t) er6 nem linearisan fiiggene x(¢)-t6l,
surlodasos csillapitas esetén pedig az f.(t) csillapité eré nem linearisan fiigge-
ne z(t)-t6l (lasd (2.20)). Mindketts eset a differencidlegyenlet nemlinearitasat
eredményezné, ami kiviil esik ennek a konyvnek a témajan.
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2.10. abra. Egyszabadsagfoka rendszer a) modellje (rugo-témeg modell), b) a
tomegpont elkiilonitése.

2.1.6.2. Egyéb elrendezések

Vizsgaljuk meg, hogyan befolyasolja a mozgas differencidlegyenletét, ha a rugo-
tomeg modellben a tamaszt a szabadsagfok tilso oldalara tessziik (2.10.a) abra).
Az elkiilonitett testet a 2.10.b) abra mutatja. Newton masodik térvénye alapjan
a mozgasegyenlet

mi(t) = q(t) + fr(t) + fe(t). (2.27)
A rugoer6t, illetve a csillapitoerdt most is a rugd megnyilasabdl, illetve a meg-
nyulas sebességébdl szamolhatjuk a (2.5), illetve (2.15) képletekkel, azonban a
rugd megnyulasa és megnytlasdnak sebessége most a (2.6) és (2.16) képletek
helyett az alabbi médon lesz szamithato:

ut) = —a(t),  a(t) = —i(t). (2.28)

Ennek megfelelGen a rugbers és a csillapitoers a szabadsagfok kitérésével és
sebességével kifejezve

fol) = —k-a(t)  folt) = —c-i(t). (2.29)
Ezeket behelyettesitve a (2.27) egyenletbe, a kapott differencislegyenlet:
m-Z(t) +c-x(t)+k-x(t) = q(t). (2.30)

Ez megegyezik a (2.22) differencidlegyenlettel, igy megallapithatjuk, hogy az
egyenletet a modell elrendezése (vagy azzal egyenértékiien a koordinatarendszer
iranyanak felvétele) nem befolyasolja.

Vizsgaljuk meg, hogyan befolyasolja a mozgas differencidlegyenletét, ha a
rugd-tomeg modellben a tomeget a fiiggSlegesen felfiiggesztett rugdra akasztjuk
fel, ahogy a 2.11.a) abra mutatja. Jelolje x¢(t) a tomegpont elmozdulasat a
terheletlen rugd végpontjahoz képest. Az elkiilonités a ¢(t) teher, a csillapito ers
és a rugberd mellett most a tomegre hato gravitacié miatti mg er6t is mutatja,
ezek alapjan felirhatjuk Newton masodik mozastorvényét:

m‘%t(t) = q(t) +mg — fr(t) - fc(t)v (231)

A szabadsagfok elmozdulasa a rugé megnyulaséaval lesz egyenld, sebessége pedig
a rugd alakvaltozas-sebességével. A 2.11.b) abra szerinti elkiilonitésen jelolt
fr(t) és fo(t) erk értéke igy

B =k-wt),  folt) = c-inlt) (2.32)
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2.11. abra. Egyszabadsagfoki rendszer fiiggleges rugoval a) modell (rugé-tomeg
modell), b) a tomegpont elkiilonitése.

lesz. Ezeket behelyettesitve (2.31) egyenletébe, atrendezés utén az

egyenlet adodik.

Toljuk el a koordinatarendszer kezdSpontjat a rugénak tomegpont mg silya
altal létrehozott statikus megnyulassal, azaz %Z-val, és az eltolt koordinata-
rendszerben jeloljiik a kitérést x(¢)-vel. A kétféle koordinatarendszer kozotti
kapcsolat:

2(t) = 2o(t) - 2, (2:34)
amibdl kifejezhetd a tomegpont eltolodasa, sebessége és gyorsulasa:
xe(t) = z(t) + 7 Ze(t) = 2(t), Fe(t) = &(t) (2.35)

Ezeket behelyettesitve a (2.33) egyenletbe, az mg-vel valé egyszertsités utan az
mi(t) + ci(t) + k- z(t) = q(t). (2.36)

egyenlet adodik. Ez megegyezik a (2.22) differencialegyenlettel, igy megallapit-
hatjuk, hogy az egyenletet a gravitacié sem befolyésolja, ha a kitérést az egyen-
stlyi helyzethez képest értelmezziik. Hasonlé médon belathatd, hogy barmilyen
més, statikusan mikods erd hatéasa is kizarhato a mozgéas differencidlegyenle-
tébsl, ha az erd altal létrehozott egyensulyi helyzethez képest mérjik az x(t)
kitérést.

2.1.7. Az inga mozgasanak differenciilegyenlete

A bevezetSben utaltunk ra, hogy az egyszerii inga is tekinthets egyszabadsag-
foku rendszerként. Ekkor azonban a mozgéasegyenlet egy perdiilettételbsl ered
Newton maéasodik térvénye helyett. Ezt egy csillapitatlan szabadrezgés esetére
mutatjuk meg. A 2.12.a) abra mutatja az | hosszlisago, m tomegdi homogén
prizmatikus rudat, amit a felsg végén fliggesztettiink fel. A 2.12.b) abra szerinti
(t)-vel kitéritett helyzetében a fels§ pontra, mint pillanatnyi forgaskozéppontra
irhatjuk fel a perdiilettételt. Az ingéra hato gravitacios erd a kitéréssel ellenkezs
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2.12. abra. Az inga, mint egyszabadsagfokt rendszer a) modellje, b) a kitéritett
allapot elkiilonitése.

irdnyba forgatja azt, a rid inercidja a pillanatnyi forgaskézéppontra mTﬁ, igy a
mozgasegyenlet:

mi? L.
Tgo(t) = —mg - sin (p(1)) . (2.37)
Kis kitérés esetén sin (p(t)) =~ ¢(t), igy a mozgas differencialegyenlete:
mi? . l
T%’(t) +mg - 590(” =0, (2.38)
azaz az inga egy olyan csillapitatlan egyszabadsagfoki rendszernek felel meg,
amelynek a tomege mle, helyettesité rugdémerevsége pedig ngl.

2.2. Egyszabadsagfokii rendszerek szabadrezgése

A magéara hagyott szerkezet rezgése, azaz a szabadrezgés azt jelenti, hogy ¢(t) =
0, azaz nincsen teher. Ilyenkor a differencidlegyenlet homogén lesz, aminek
az altalanos megoldasat a gerjesztett rezgés inhomogén differencidlegyenletének
megoldasahoz is felhasznaljuk, ezért szokés ezzel kezdeni a targyalast.

2.2.1. Csillapitatlan rendszer szabadrezgése

A csillapitatlan rendszer szabadrezgésének differencidlegyenlete a (2.22) diffe-
rencidlegyenletbdl a csillapitas hidnya miatti ¢ = 0 és a szabadrezgés miatti
q(t) = 0 behelyettesitése utan az alabbi alaku lesz:

mi(t) + kxz(t) = 0, (2.39)
melynek olyan x(t) megoldasat keressiik, ami kielégiti az
x(to) = Zo, i‘(to) = Vo (240)

kezdeti feltételeket, azaz a tg idpillanatban a szabadsagfok kitérése és sebessége
el6irt értékd, rendre xg és vg kell legyen.
Megjegyzés: a (2.39) differencialegyenletet lehetséges

() + %x(t) =0, (2.41)
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alakban is irni, igy a legmagasabb derivaltnak egységnyi az egyiitthatéja, igaz,
az egyes tagok fizikai jelentése igy nem latszik.

2.2.1.1. Altalanos megoldas
A (2.39) differencidlegyenlet megoldasat keressiik
z(t)=d-eM (2.42)

alakban. Itt d és A\ egyel6re ismeretlen, de allandé paraméterek. A feltételezett
megoldasfiiggvény elsé és masodik derivaltjat elsallitjuk':

i) =d-N-eM, @) =d- NN, (2.43)
majd behelyettesitjik a (2.39) egyenletbe:
md -\ eM 4 kd - e = 0. (2.44)
Kiemelve d - e* azt kapjuk, hogy:
(m- X2+ k)d-eM =0, (2.45)

ami akkor lesz barmely ¢ pillanatban igaz, ha a zaréjelen beliili kifejezés nulla'’,
amit megoldva A-ra azt kapjuk, hogy:

Ao ==+ L (2.46)
m

Vezessiik be a sajdtkirfrekvencia fogalmét a kovetkezd kifejezéssel:

wo = \/E (2.47)

Megjegyzés: a (2.41) differencialegyenlet a sajatkorfrekvenciat felhasznélva
tovabb egyszertisodik:

B(t) + wiz(t) = 0. (2.48)

A sajatkorfrekvencia, és az i = /—1 képzetes egység felhasznaldsaval a (2.46)
szerinti két megoldas A\ 2 = +iw, alakra egyszertisddik. A két megoldas azt je-
lenti, hogy a (2.42) szerinti feltételezés helyett a megoldast két fiiggvény linearis
kombinaciojaként kapjuk:

z(t) = dy - €0 dy - gm0t (2.49)
Az Euler-képlet'”? felhasznalasaval azt kapjuk, hogy:
x(t) = dy - (cos(wot) + isin(wot)) + da - (cos(—wot) + isin(—wpt)),  (2.50)
amit trigonometrikus azonossagok'’ segitségével atirhatunk

x(t) = (d1 + da) - cos(wot) + (d1 — da) - i - sin(wot) (2.51)

10 Az exponencialis fiiggvény derivalasakor a lancszabalyt hasznaljuk, ezért jelenik meg szor-
zOtényezSként a A, mint a belsd fliggvény ¢ szerinti derivaltja

Hm - X2 4 k=0

12¢iT — cosz +isinx

Bcos(—x) = cos(z) és sin(—xz) = — sin(x)
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alakra. Az z(t) elmozdulas, valamint a trigonometrikus fiiggvények valos érté-
kiiek, ezért a (dy +dz) és i- (dy — do) mennyiségeknek is valésnak kell lenniiik'".
Vezessiik be e két paraméter helyére az A és B valtozokat, igy a szabadrezgés
diffferencidlegyenletének altaldnos megoldasat kapjuk:

‘x(t) = A cos(wot) + B - sin(wpt) ‘ (2.52)

Az altalanos megoldas két periodikus fiiggvény Osszege'®, és mindketts fligg-
vénynek ugyanaz a peridédusideje. Fzt a

2
Ty =" (2.53)

wo

id6t periddusidének nevezziik'®, és akarcsak a sajatkorfrekvencia, ez is a rendszer
jellemzd&je. Irjuk fel az elmozdulast egy ¢t + T pillanatban:

z(t +Tp) = A - cos (wo(t + Tp)) + B - sin (wo(t + Tp)) (2.54)

és helyettesitsiik be a periodusidé (2.53) definicidjat. Egyszertisités utan azt
kapjuk, hogy:

z(t +Tp) = A - cos (wot + 2m) + B - sin (wot + 27) (2.55)
ami a trigonometrikus fliggvények periodicitdsa miatt:
x(t+Tp) = A - cos (wot) + B - sin (wot) = z(t), (2.56)

azaz a szabadrezgés megoldasa periddikus, s6t, egy un. harmonikus rezgdmozgds.
Az elmozdulasok (2.52) szerinti képletét az id6 szerint derivalva megkaphato
a sebesség az id6 fliggvényében:

z(t) = —A - wp sin(wpt) + B - w cos(wpt) (2.57)
annak derivalasaval pedig a gyorsulas:
i(t) = —A - wisin(wot) — B - w cos(wot). (2.58)

Ut6bbibol kiemelve —wi-et azt talaljuk, hogy a gyorsulds az elmozdulassal ara-
nyos:
i(t) = —wd (A -sin(wot) + B - cos(wot)) = —wi - z(t). (2.59)

Természetesen a harmonikus rezgémozgas esetén a sebesség- és gyorsuléasfiigg-
vény is azonos periédusidével véltozik az idében.

A trigonometrikus fiiggvények atalakitasa A szabadrezgés (2.52) képlet
szerinti altalanos megoldéasat fel lehet irni egyetlen trigonometrikus fliggvénnyel

z(t) = C - cos(wot — o) (2.60)

14 Azaz dy és do komplex konjugalt parok.
5sin(z + 27) = sin(x) és cos(z + 2m) = cos(x)
16Meértékegysége: s.
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alakban is' ", ahol C a rezgés amplitiddja, o pedig a fdzisszég. Ekkor a sebesség-
és gyorsulasfiiggvény is egy-egy trigonometrikus fliggvénnyel irhato fel:

#(t) = —Cwy - sin(wot — o) és i(t) = —Cw? - cos(wot — @o). (2.61)

Tudva, hogy a szinusz- és koszinuszfiiggvény értéke —1 és +1 kozotti értéket
vehet fel, az elmozdulas, sebesség és gyorsulds maximuma a trigonometrikus
fliggvény szorzotényezGjének abszolutértéke lesz:

™ =|C, ™ = |wC, a™t = |w(2]C| (2.62)

Szogek kiilonbségének koszinuszara vonatkozd trigonometrikus azonossag-
gal'® dtalakitva (2.60)-t azt kapjuk, hogy:

x(t) = C cos pg cos(wpt) + C sin g sin(wpt). (2.63)

Belathato, hogy a (2.52) és (2.63) képletekkel szamolt elmozdulasok akkor egyen-
értékiiek, azaz akkor lesz a kiszamolt elmozdulas mindkét képlettel szamolva
minden idépillanatban azonos, ha

A= Ccosypy, és B = Csin . (2.64)

A kapcsolat az amplitido esetében konnyen megfordithato:

C=+A%+ B2 (2.65)
A fazisszog esetén az

— = ——— =ctgpo (2.66)

Osszefiliggés csak korlatozottan hasznalhato:

o A kotangensfiiggvény periodicitasa 7, mig az x(t) fiiggvényt alkoté szinusz-
és koszinuszfiiggvények periodicitasa 2w. Emiatt a ¢ értékét csak egy
[0,7) tartomanyban kapjuk meg a fentiek szerint. Negativ B esetén ¢
értékéhez hozza kell adni 7-t.

e A B = 0 esetben a tort, illetve a kotangens-fiiggvény sem értelmezett.
Ilyenkor értelemszertien a (2.66) kapcsolat reciprokaval azaz a tgpg = %
Osszefiiggéssel szamolhatunk, az el6z6 pontot is figyelembe véve pozitiv A

esetén g = 0, negativ A esetén pedig pg = 7.

A (2.52) szerinti képlettel megadott rezgés maximaélis elmozdulasat, sebes-
ségét, gyorsulasat ugy célszertd szamolni, hogy a (2.65) képlettel meghatarozzuk
a rezgds amplitidojat, majd a (2.62) képlettel kiszamitjuk a keresett értéket'”.

17 Az idsfiiggd tagot lehetne cos(wot + @o), sin(wot — o) vagy sin(wot + o) alakban is
irni, kiilonb6zd teriileteken szokas ezeket is hasznélni. A paraméterek kozotti kapcsolatot ez
természetesen befolyasolja, a (2.64) szerinti Osszefiiggések helyett fennallé kapcsolatok feliraséat
gyakorlasképpen meghagyjuk az olvasonak.

18cos(a — B) = cos acos B + sin asin B

19Természetesen kereshetjiik a szélsGértéket tgy is, hogy ott az els§ derivaltnak nulla-
nak kell lenni. Az igy kapott trigonometrikus egyenletbdl a cos(wot)/sin(wot), vagy a
sin(wot)/ cos(wot) hanyadost lehet kifejezni és egy ¢ értékre megoldani, majd visszahelyette-
siteni, azonban iigyelni kell arra, hogy a kapott érték minimum is lehet (ilyenkor a maximum
a t + Tp/2 idében fog fellépni).
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2.2.1.2. A kezdeti feltételeket kielégité megoldas

A szabadrezgés feladatanak (2.52) szerinti altalanos megoldasénak ismeretében
a kovetkez6 feladat a (2.40) szerinti kezdeti feltételek kielégitése. Ehhez felhasz-
naljuk a (2.57) sebességfiiggvényt is. A ¢y id6t behelyettesitve az elmozdulas- és
sebességfiiggvénybe az eredménynek rendre az xg-lal és vgp-lal kell megegyeznie:

A - cos(woto) + B - sin(woty) = o

2.67
—Awy - sin(wotp) + Bwy - cos(wotp) = vo ( )

Osszuk le a méasodik egyenletet wy-lal és irjuk &t a két egyenletet az aldbbi

matrixos alakra:
[cos(woto) sin(woto)] [A] _ {xo} (2.68)

—sin(woty) cos(woto)| | B o

A fenti felirds elénye, hogy az egyiitthatomatrix ortogonalis®’, igy a megoldashoz
elegendd a matrix transzponéltjaval szorozni balrol:

[A} _ [COS(woto) —Sin(WOtO)} {fg} (2.69)

B Sin(o.)()to) COS((JJQto) o

A miiveletet elvégezve a két paraméterre az alabbi képletet kapjuk:

A = cos(wotp) + o — sin(wotp) - Y

o) (2.70)
B = Sin(tho) - T + COS(tho) - —,

wo

azaz a megoldas kezdeti értékeket kielégits alakja:

z(t) = |cos(woto) - ©o — sin(wotop) U—0:| cos(wot) + |:sin(w0t0) - xo + cos(woto) - w sin(wot)
wo wo

(2.71)
A peremfeltételek megadasanak egy specidlis esete, amikor a (2.40) kezdeti
feltételeket a ty = 0 pillanatban irjuk elg”!. Ilyenkor a cosO = 1 és sin0 = 0

behelyettesités elvégzése utan a (2.70) kifejezés egyszertibbé valik:
A=zy, B=2 (2.72)

wo
Ezt felhasznalva a (2.52) altalanos megoldasban, a (2.39) differencialegyenlet
2(0) =z és #(0) = vy kezdeti feltételeket kielégité megoldésa:

x(t) = xo cos(wot) + ‘o sin(wot). (2.73)
wo
A fiiggvényt kiilonbozd kezdeti feltételek mellett abrazoltuk a 2.13. abran.

A kezdeti feltételeket kielégité megoldas paramétereinek (2.72) szerinti érté-
keit behelyettesitve (2.64) képletébe konnyen kiolvashat6, hogy a rezgés ampli-
tudoja

2
C =22+ <Z°) (2.74)
0

20Egy A matrix ortogondlis, ha az inverze megegyezik a transzponéltjéval, azaz é’l = éT,
és ilyenkor é_lé’r = éTé_l =1

21Ezt ugy is elérhetjiik, hogy tgy toljuk el az id8skala kezdépontjat, hogy a tg = 0 teljesiil-
jon.
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b) 4

2.13. abra. Harmonikus rezgés kiilénbozd kezdeti feltételek mellett egy wy =
2rad/s sajatkorfrekvenciaju rendszerben a) zo = 2m, vy = 5m/s; b) zo = 2m,
—vg = bm/s; ¢) —xp = 2m, vo = 5m/s; d) —xg = 2m, —vy = dm/s.

lesz. Kicsit hosszabb szamolassal konnyen belathato az is, hogy a nem ¢ty = 0
pillanatban el6irt kezdeti feltételekre (2.70) szerint meghatarozott paraméterek-
kel is a (2.74) képlettel szamolhato az amplitido. Ez a kapcsolat rdadasul nem
korlatozodik a kezdeti feltételek pillanataban el6irt elmozdulésra és sebességre,
hanem barmely ¢ pillanatra igaz, hogy:

C = \/x2(t) + (”5}?)2 (2.75)

Utobbi allitas bizonyitasahoz a (2.52) és (2.57) fiiggvényeket kell behelyettesi-
teni, a négyzetremelések elvégzése utan pedig egyszeriisiteni a kifejezést.
Megjegyezziik, hogy a t # 0 pillanathoz megadott x(tg) = xo, Z(tp) =
vo kezdeti feltételeknél is hasznalhato a (2.73) egyenlethez hasonléan egyszeri
formula, ha az iddskalat eltoljuk tp-lal. A megoldasfiiggvény ebben az esetben

2(t) = 2o cos(wo(t — to)) + %Z sin(wo(t — to)). (2.76)

alakban irhatjuk, ami természetesen azonos a (2.71) képletében levezetettel.

2.2.1.3. A harmonikus rezgdmozgas és a kormozgas k6z6tti analogia

Vizsgéljuk meg az xy-koordinatarendszer origoja koriil wg szdgsebességgel forgd
merev test egy pontjanak a mozgasat (lasd a 2.14.a) abrat). Jeldlje zq és yo
a pont t = 0 id6pillanatbeli koordinatéit. A pont egyenletes kérmozgast fog
végezni a C' = /a% + y3 sugara korén. A t = 0 pillanatban az z-tengelyhez
képesti ¢¢ elfordulasat a 2.14.a) abra szerint a

tangy = 22 (2.77)
Zo
képletbdl szamolhatjuk, azzal a megkotéssel, hogy a 0 és m kozott kiszamitott
arkusz-tangens fliggvény eredményéhez negativ 1o esetén, illetve zérus yo és
negativ xy esetén még 7-t hozza kell adnunk.
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a) b)

% VAN

2.14. abra. Harmonikus rezgés és kormozgas kozotti analogia a) az wg szogse-
bességgel forgo test egy pontja kdrmozgast végez, b) a kérmozgas tetszileges
iranyu vetiilete egy harmonikus mozgasnak felel meg.

Ezt a kezdeti szogelfordulast is figyelembe véve a pont elfordulasa a ¢ pilla-
natban

p(t) = do + wot (2.78)

lesz, az z- és y-koordinatai pedig:
x(t) = C - cos(wot + ¢o), y(t) = C - sin(wot + ¢p). (2.79)

A 2.2.1.1 szakasz végén tett megallapitasunk alapjan a pont mozgésanak ezek a
vetiiletei egy-egy harmonikus rezgémozgéasnak felelnek meg (lasd pl. az z-iranyt
a 2.14.b) dbran), de barmilyen més iranyu vetiilet esetén hasonlo kovetkeztetést
vonhatnank le. Raadasul a ¢9 = —¢o behelyettesitéssel az x(t) fiiggvény azonos
lesz a (2.60) szerinti alakkal.

A pont kezdeti xg és yo koordinatai egyértelmiien meghatarozzak a C és
o, igy ezeken keresztill az A és B paramétereket, vagyis a sik minden pontja
egyetlen kezdetifeltétel-parhoz tartozé harmonikus fiiggvényt hataroz meg:

z(0) = zo, z(0) = —yowo- (2.80)

Az wy sajatkorfrekvenciaval rezgd test barmilyen kezdeti feltételek melletti
elmozdulasahoz taldlhaté egy olyan pontja az origd koriil wy szdgsebességgel
forgo testnek, melynek az xz-koordinataja minden pillanatban azonos a rezgé test
kitérésével. A harmonikus rezgémozgas és a kérmozgas kozotti fenti kapcsolat
miatt szerepel a sajatkorfrekvencia elnevezésében a korre vald utalas®.

2.2.1.4. A szerkezetre hato erd szamitasa

A modell felirasakor a rugberdre, illetve a rugalmas szerkezet altal kifejtett erére
bevezetett (2.7) képlet szerint a rugorol a testre hato erd a t pillanatban egy
—k - 2(t) nagysagt erd lesz, ami az elmozdulassal ellentétes iranyba mikodik. A
hatas-ellenhatas torvénye alapjan a rugoéra ennek ellentettje, azaz egy

F(t) =k - x(t) (2.81)

22Egy masik lehetséges magyarazat, hogy a sz6 a német Eigenkreisfrequenz sz6 tiikorfordi-
tasa, akkor viszont az Osszetett sz6 Kreis, azaz kor elemére lesz érvényes a fenti magyarazat.
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nagysagi, az elmozduléassal azonos irdnyba mutatd erd fog hatni. Rugalmas
szerkezet esetén a rugo-rugalmas szerkezet analogia alapjan szintén egy k - z(t)
nagysagi erd hat a szerkezetre a szabadsagfok helyén®?. Ebbél a kvazistati-
kus er6bdl mar a statikdbol ismert modszerekkel lehet a ¢ idében kiszamolni
tetszbleges pont igénybevételeit, alakvaltozasait.

A helyettesits eré szamitasanak modszere a k helyettesité rugbomerevség fi-
zikai jelentésének felhasznalasaval is levezethets. A szabadsagfok egységnyi el-
mozdulasat egy, a szabadsagfokra miikodtetett k& nagysagu erd eredményezi.
Az egységnyi elmozdulés x(t)-szeresét a szuperpozicio elve alapjan egy k - z(t)
nagysagu erd hozza létre, ami azonos a (2.81) képlettel. Ebbe behelyettesitve a
to = 0 pillanatban el6irt kezdeti feltételeket kielégitd (2.73) szerinti megoldast,
azt kapjuk, hogy:

Fit)y=k- (azo cos(wot) + o sin(wmﬁ)) (2.82)
wo
A tovabbi mennyiségeket mar ebbdl a statikusnak tekintett teherbdl lehet sza-
molni.

A szabadrezgés miatt kialakul6 maximaélis igénybevételek az F(t) erd szélss-
értékébdl keletkeznek, célszertd szamitasi menete az eré egy maximumeértékének

Fmer — . gmas (2.83)

meghatarozasa utan az ebbdl szérmazo igénybevétel abszolatértékének szami-
tasa. A kezdeti feltételeket kielégité megoldast felhasznalva a maximaélis eré a
rezgés amplitudojara vonatkozo (2.74) kifejezést felhasznéalva ugy szamolhato,

hogy
v 2
FmaT — .. .’1?(2) + (0> . (284)
wo

2.2.2. Gsillapitott rendszer szabadrezgése

A csillapitatlan rendszer szabadrezgésének differencialegyenlete a (2.22) differen-
cidlegyenletbdl a szabadrezgés miatti ¢(t) = 0 behelyettesitése utan az alabbi
alak lesz:

mi(t) + ci(t) + kx(t) =0, (2.85)

melynek olyan z(t) megoldasat keressiik, ami kielégiti az
l‘(to) = Xy, {t(to) = Vo (286)

kezdeti feltételeket, azaz a ty idGpillanatban a szabadsagfok kitérése és sebessége
el6irt értékd, rendre xg és vy kell legyen.
Megjegyzés: a (2.85) differencialegyenletet lehetséges

F(t) + %ds(t) + %x(t) —0, (2.87)

alakban is irni, igy a legmagasabb derivaltnak egységnyi az egyiitthatdja, igaz,
az egyes tagok fizikai jelentése igy nem latszik.

23 A modellezési elvek hatéarain beliil, azaz ha a folytonos szerkezet témegét a szabadsagfokba,
koncentraljuk, vagy elhanyagoljuk.
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2.2.2.1. Altalanos megoldas

A (2.85) differencidlegyenlet megoldasat keressiik
x(t)=d-eM (2.88)

alakban. Itt d és A egyelre ismeretlen, de allandé paraméterek. A feltételezett
megoldasfiiggvény elsé és masodik derivaltjat elgallitjuk?*:

it)=d-\-eM, i) =d-N-eM, (2.89)
majd behelyettesitjiik a (2.85) egyenletbe:
md-N2-eM4cd- XM+ kd-eM =0. (2.90)
Kiemelve d - e* azt kapjuk, hogy:
(m-XN4c-A+k)d-er =0, (2.91)

ami akkor lesz barmely ¢ pillanatban igaz, ha a zarojelen beliili kifejezés nulla®”,
amit a méasodfoku egyenlet megoldoképletével megoldva A-ra azt kapjuk, hogy:

—c+Vc? —dmk 2 k
N g = Ve ZAME ¢ (—C) _r (2.92)
’ 2m 2m 2m m

A tovabbi vizsgalatok el6tt vezessiik be a p mérészamot

C

= 2.93
r=g (2.93)
a tomegre fajlagositott csillapitas jellemzésére. Felismerve, hogy a % hanyados
a (2.47) képlet szerint a csillapitas nélkiili azonos rendszer sajatkorfrekvencia-

janak a négyzete, a két A\ paramétert egyszertibben is irhatjuk:

Mo =—pE/p?—wd (2.94)

A csillapitas tovabbi jellemzésére vezessiik be a kritikus csillapitas értékét az
alabbi definicioval:

Crr = 2Vkm (2.95)

A kritikus csillapitas tomegre fajlagositott értéke

Ckr _2-\/k‘-m: ﬁ:wo (296)
m

pkr:Qom_ 2-m

lesz. A kritikus csillapitast felhasznalva a csillapitas ¢ értékét a & csillapitdsi
hdnyad segitségével is megadhatjuk:

c=E&" Chyr. (2.97)

24 Az exponencialis fiiggvény derivalasakor a lancszabalyt hasznaljuk, ezért jelenik meg szor-
zOtényezdként a A, mint a belsé fliggvény ¢ szerinti derivaltja
Pm-N4c-A+k=0
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aminek a felhasznalasaval a korabban bevezetett tomegre fajlagositott csillapi-
tas kifejezhetd a csillapitasi hanyad és a csillapitas nélkiili sajatkorfrekvencia

segitségével:
£E-2-Vk-m

o = &wo. (2.98)

p:

"l
(

Megjegyzés: ezzel a mozgas differencidlegyenletének (2.87) szerinti alakja

B(t) + 2bwod(t) + w%%x(t) =0, (2.99)

lesz.
A tovabbiakban a (2.94) eredményének felhasznalasakor harom esetet kell
megkiilonboztetni:

e Nagy csillapitds: ha ¢ > cr, p > prr, ill. € > 1720,
Ilyenkor a (2.94) megoldasban a gyokjel alatt pozitiv szam szerepel, ezért
A1 és Mg két (negativ) valos szam lesz. A mozgasegyenlet altalanos meg-
oldasa:

z(t) = AeM! 4 Be?t, (2.100)

ahol a valos A és B paramétereket a kezdeti feltételekbdl lehet meghaté-
rozni. A kitevSkben szerepls negativ A1 és Ao miatt az altalanos megoldas
mindkét tagja id6ben exponencialisan csokkend abszolutértékd monoton
fiiggvény lesz. A (2.100) szerinti megoldasfiiggvénynek azonos elGjeld A és
B esetén minden t-re azokkal megegyezs elGjele lesz, igy a megoldésfiigg-
vény is monoton lesz. Olyan kezdeti feltételek esetén, amikbdl ellenkezs
elgjeld A és B paraméterek adédnak a (2.100) szerinti z(t) fliggvénynek
pontosan egy zérushelye, és egy, azt id6ben kovets szélsGértékhelye van
(bar eléfordulhat, hogy ezek egyike, vagy mindegyike a kezdeti értéket
megadé to pillanat elétt kovetkezik be). A szélsGértéket kovetSen az el-
mozdulasfiiggvény mér monoton lesz, igy megallapithatjuk, hogy nagy
csillapitas esetén tényleges rezgés (azaz oda-vissza mozgas) nem alakul ki.
A lehetséges kialakulo elmozdulasfiiggvények jellegét a 2.15 abran mutat-
juk be.

o Kritikus csillapitds: ha ¢ = cpr, p = pir, ill. € = 1°°.
Ilyenkor a (2.94) megoldasban a gyokjel alatt nulla szerepel, ezért a Ay =
Ao = —wy megoldas multiplicitasa kettd. A mozgasegyenlet altalanos meg-
oldéasakor ezt tgy tudjuk figyelembe venni, hogy a kordbban feltételezett
e mellett a t - e fiiggvényt is felhasznaljuk:

z(t)=A-e " + B t-e W, (2.101)

ahol a valos A és B paramétereket a kezdeti feltételekbdl lehet megha-
tarozni. A t-e~“o! fiiggvénynek ¢ = 0-nal van zérushelye és a t > 1/wq
tartoméanyban monoton csokkend fiiggvény lesz, kell6en nagy ¢ esetén te-
hat a (2.101) megoldas is két csokkend abszolutérékid monoton fiiggvény
Osszege lesz, azaz kritikus csillapitas esetén sem alakul ki tényleges rezgés.
A mozgas jellege a 2.15. abran bemutatottak valamelyikéhez lesz hasonlo.

26 A harom feltételbdl vagy mindegyik teljesiil, vagy egyik sem.
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a) 4 b) 4
2 2

X(t) X(t)
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2.15. abra. Nagy csillapitést rendszer mozgasa kiilonb6z6 kezdeti feltételek mel-
letta) $0>OéS’UQ>O,b> $0>OéS’UQ:0,C) $0:0é8U0>0,d1) xg >0 és
’U0<O,d2) zg > 0 és vy < 0.

e Kis csillapitds: ha c < cir, p < prr, ill. € < 170,
Ilyenkor a (2.94) megoldasban a gyokjel alatt negativ szam szerepel, ezért
A1 és Ao megoldasok komplex konjugélt parok lesznek. A mozgasegyenlet
altalanos megoldasahoz vezessiikk be a csillapitott sajatkorfrekvenciat a
csillapitas nélkiili sajatkorfrekvencia /1 — £2-szereseként;:

wy =wov/1—&2, (2.102)

és alakitsuk at a (2.94) kifejezés képzetes tagjat:

Vot —wh == @B = ) = VD) - \Juh — (w)? 109
= w3(1—§2):i-wom=. '
A mozgasegyenlet altalanos megoldasa ezutan:
z(t) = dy - e(TEoFw)t | g, . g(—Ewomiwg)t (2.104)

Bontsuk fel az exponencialis kitevékben szerepld tagokat két-két exponen-
cialis tag szorzatara:

z(t) = dy - el78w0)t L gFiwat 4 g, . g(—Ewolt . pmiwgt (2.105)
és emeljiik ki a valos kitev6ji tagot:

a(t) = 780t (dy - T dy eI (2.106)
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A zarojelen beliili kifejezést a csillapitatlan rezgéseknél latott modon atala-
kithatjuk egy harmonikus fiiggvénnyé a (2.49)-(2.52) egyenletek lépéseit
kovetve. E harmonikus rezgés korfrekvencidja wg. Ezzel a kis csillapitasa
egyszabadsagfoku rendszer szabadrezgésének altalanos megoldasa:

x(t) = e 5% . (A cos(wit) + B - sin(wit)) . (2.107)

Az altalanos megoldas tehat az exponencialisan lecsengd e ~¢+0t fiiggvény
és egy harmonikus fiiggvény szorzata. Osszehasonlitva a csillapitatlan
rendszer szabadrezgésének (2.52) szerinti megoldaséaval azt allapithatjuk
meg, hogy a harmonikus fliggvényben szerepld csillapitott sajatkorfrek-
vencia miatt a harmonikus tag peri6dusideje nagyobb lesz:

21 o T
wo o we/1-€2  J1-¢2’

mikozben az amplitido sem marad allando, hanem folyamatosan csékken.

Ty = (2.108)

A logaritmikus dekrementum Vizsgaljuk meg a kis csillapitdsi rendszer-
ben a szabadsigfok kitérését két, egymastol Ti;-gal eltérd pillanatban! Ha a
kitérések értéke ebben a pillanatban nem 0, akkor a hanyadosuk”’:

x(t) e~twot . (A cos(wit) + B - sin(wgt))

_ . (2.109
et +T5) e &wo+T5) (A cos(wg(t +T¢)) + B - sin(wg (t + Ty))) ( )

Felbontva a t 4+ T Osszegeket és behelyettesitve a (2.108) szerinti wiT§ = 27-t:

x(t) e~twot . (A - cos(wit) + B - sin(wgt)) (2.110)
z(t+Ty) e Cwot.e=€wols . (A cos(wit + 2m) + B - sin(wit + 2m))

A szinusz- és koszinuszfiiggvények periodicitasa miatt a zarojeles tagok a szamlé-
l6ban és a nevezében azonosak. Ezekkel és az azonos exponencialis kifejezésekkel
egyszertsitve:

.’,U(t) 1 two Ty 2 15 5
= 5 = w = 3 2111
st +Ty)  eEwols € e ( )

A hanyados tehat a kivalasztott ¢ pillanattol fliggetleniil egy, csak a £ csillapi-
tasi hanyadtol (azaz a csillapitastol) fliggs érték, ami akar a csillapitéas jellem-
zésére is hasznalhato. A gyakorlatban nem magét a hanyadost, hanem annak
természetes alapt logaritmuséat hasznaljuk, amit ¥-val jeloliink és logaritmikus

dekrementumnak hivunk:
gm0 Y (2.112)
x(t+1¢)
A logaritmikus dekrementumot a (2.111) osszefiiggés alapjan kiszamolhatjuk a
csillapitasi hanyad segitségével is:
2
g e (2.113)

Vi@

27Ha a hanyadosuk 0, akkor a L’Hépital-szabalyt kellene hasznalni azonos eredménnyel.
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A szerkezeti anyagoknal jellemz&en egynél lényegesen kisebb csillapitasi hanya-
dok fordulnak els. (Inkadbb a ¢ =~ 0, 1-es nagysagrend a jellemzd.) Ebben a
tartomanyban a /1 — &2 nevezd 1-nek vehetd, igy ilyenkor kozelitSleg:

0 ~ 2. (2.114)

A logaritmikus dekrementum gyakorlati haszna a szerkezetdiagnosztikaban
jelentds. Mar megléve szerkezetek esetén roncsolasmentesen lehet anyagjellem-
zGket meghatarozni a szabadrezgés, illetve annak lecsengése segitségével.

2.2.2.2. A kezdeti feltételeket kielégitd megoldas

A (2.85) differencidlegyenlet (2.107) altalanos megoldasanak A és B paramétere-
it gy kell meghatarozni, hogy a megoldas kielégitse a (2.86) kezdeti feltételeket.
A sebességfiiggvény a (2.107) altalanos megoldas idé szerinti derivaltjaként ado-
dik?®:

i(t) = —Ewoe 50t - (A - cos(wit) + B - sin(wit)) +

2.115
Fwge 8ot (—A - sin(wit) + B - cos(wit)) . ( )

A kezdeti feltételeket behelyettesitve az egyenletrendszert az alabbi alakban
tudjuk felirni:

zo = e 5% . (A - cos(wito) + B - sin(wito))
vy = woe ™~ swofo . [A. (—f cos(wylo) — /1 — &2 sin(w3t0)> + (2.116)
+B - (—§ sin(wgto) + /1 — &2 cos(wa‘to))] .

Mindezt atirhatjuk méatrixos alakra:

cEwoto |:a:0 cos(wgto) sin(wgto) i| [A}

:%] = |:7\/1752 sin(wgto) — € cos(wito) /1 — &2 cos(wto) fgsin(wa‘tg)( B :
2.117

Aminek a megoldasdhoz a métrix inverzével kell jobbrol szoroznunk az egyenle-
tet’”. Ennek eredménye:

{A} _ eSwoto _ [«/1 — &2 cos(wito) — Esin(wity) — sin(wa‘to)] [xo}
B /T—¢2 [1—&sin(wito) + Ecos(wito)  cos(wito) | Loe]

wo

(2.118)
A feladatot most is jelentGsen megkonnyiti, ha a kezdeti feltételeket a tg = 0
pillanatban irjuk el6. Ebben az esetben a két paraméter értéke:

A = 0, p="% _&mo

_ws %1_527

azaz az ©(0) = o és £(0) = v kezdeti feltételeket kielégité megoldas:

(2.119)

x(t) = e S0t . <xo - cos(wit) + (:}2 + %) ~sin(w6‘t)> . (2.120)
; _

28Felhasznalva a szorzatderivalasra vonatkozé szabélyt és a lancszabélyt is.

29A 2 x 2-es [Z Z] matrix inverze adibc [ d ;b} , a determinans jelen esetben /1 — £2.

—C
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2.16. abra. Csillapitott rendszer szabadrezgése: az elmozdulasfiiggvény (2.120)
képlettel szamolt fiiggvénye az exponencialis burkoloval.

Az igy kapott rezgést a 2.16.4bran szemléltetjiik, szaggatott vonallal jelélve az
exponencialis burkolot. Ahogyan az a sebességfiiggvény (2.115) képletébd! is
kiolvashato, gy az abran is lathato, hogy az elmozdulésok lokalis szélsGértékei
(azaz amikor Z(t) = 0) nem akkor lépnek fel, amikor az A cos(wgt) + B sin(wgt)
harmonikus fiiggvénynek szélsGértéke van. Utobbi akkor kovetkezik be, amikor
a fiiggvény éppen érinti az exponencialis burkolot, és rendre a szélsGértékek utan
fordul elé.

Ha a kezdeti feltételek nem ¢ = 0 pillanatban voltak elGirva, akkor a csil-
lapitatlan rendszernél latott eltolast (lasd (2.76)) a csillapitott rendszernél is
alkalmazhatjuk, ekkor a (2.120) egyenlet alakja az alabbi lesz:

2(#) = e—Ewnlt—to), (gco - cos(WE (t — to)) + <:}Z + %) sin(w (t — to))> .
(2.121)

Az exponencialis és a harmonikus fiiggvények felbontésa alapjan belathato, hogy
itt is a (2.118) képlete szerinti egyiitthatokat kaptuk az altalanos megoldashoz.

Végiil megjegyezziik, hogy a & = 0 csillapitatlan esetben minden képlettel
visszakapjuk a 2.2.1. szakaszban kapott eredményeinket.

2.2.3. Energiak az egyszabadsagfoku rendszer szabarezgése
kézben

A szabadrezgés soran a szabadsagfok oda-vissza mozgasa miatt az anyagi pont
sebessége, valamint a rugé megnyulasa folyamatosan valtozik az idében. ElGbbi
miatt a mozgasi energia, utobbi miatt a rugdban (rugalmas szerkezetben) felhal-
mozodott alakvéltozasi energia véltozik az id6ben. A mozgasi, vagy kinetikus
energia a

K(t) = %m @2 (t) (2.122)

képlettel szamolhatod, mig az alakvaltozési energia az

Ut) = %k -2 (t) (2.123)
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képlettel szamolhatod. A rezgésegyenlet altalanos megoldasdnak ismeretében ta-
nulsagos lehet ezeknek a részletesebb vizsgalata.

2.2.3.1. Csillapitatlan rendszer szabadrezgése

Helyettesitsiik be a (2.39) differencidlegyenlet (2.52) &altalanos megoldéasat és
annak (2.57) id6 szerinti derivaltjat az alakvaltozasi energia (2.123) és a mozgasi
energia (2.122) képletébe:

U(t) = %k - (A cos(wot) + Bsin(wot))? (2.124)

K(t) = %m - w2 (—Asin(wot) + B cos(wot))? (2.125)

Alakitsuk at az alakvaltozési energia (2.124) képletében a négyzetes tagot
az aldbbiak szerint®’:

(A cos(wot) + Bsin(wot))® =

A? cos? (wot) + B?sin®(wot) + 2AB cos(wot) sin(wot) =

2 2 2 2 2 2 2 p2
<A ;B +A 2B >cos2(wot)+<A +5 _A-B )sin2(wot)+

2 2
+ 2AB cos(wot) sin(wpt) =
A? + B2 A? — B2

(cos?(wot) + sin®(wot)) + (cos?(wot) — sin®*(wot)) +

2 2

+ 2AB cos(wopt) sin(wpt) =
A2 + B2 N A2 _ B2
2 2

cos (2wpt) + ABsin (2wet)  (2.126)

Azaz az eredmény egy konstans tag, amely koriil a 2wy korfrekvencidju két
harmonikus fliggvénynek megfeleléen ,rezeg” a mennyiség. E ,rezgésnek” az
amplitadoéja:

A2 — B2)\? A4+ BY 24282 44212
\/<2> +(AB)2—\/ h I +— =

4 4 2132 2 2\ 2 2 2
_\/A + B 424282 (A +B> _A+B (2.127)

o 4 2 2

azaz éppen az atlagos értékel egyezik meg. FEzt felhasznalva az alakvéltozasi
energia képletében:

1 <AQ+B2 A? - B?

U(t) = §k . 5 + 5 cos (2wot) + ABsin (2w0t)> (2.128)

k A2+ B?

Az is olyan, periodikusan valtozo fliggvény lesz, ami a 5 =—1=- atlagérték koriil
k A%+ B2
2

5 amplitudé szerint valtozik.

30Kozben felhasznalva a cos(2x) = cos? x — sin? z és a sin(2x) = 2sin x cos  azonossagokat.
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Most alakitsuk at a mozgéasi energia (2.125) képletében a négyzetes tagot az
alabbiak szerint:

(—Asin(wot) + B cos(wot))? =
A? sin? (wot) + B2 cos?(wot) — 2AB cos(wot) sin(wot) =
A2+ B2 A% - B?\ | A2+ B? A% - B2
< 2 T 2 ) sinat) + < 2 2 ) oo (wat)
— 2AB cos(wpt) sin(wot) =
A% - B?
2
— 2AB cos(wot) sin(wpt) =
A2 + B2 AZ _ BQ
2 2

A% + B?

5 (sin®(wot) + cos®(wot)) +

(sin®(wot) — cos?(wot)) —

cos (2wpt) — ABsin (2wpt) (2.129)

Az eredmény most is egy konstans tag, amely koriil a 2wg korfrekvenciaja két
harmonikus fliggvénynek megfelelGen ,rezeg” a mennyiség. E ,rezgésnek” az
amplitudoja:

2 _ p2\?2 4 4 _ 91212 2R2
\/(_A B)+(_AB)2:\/A+B 205 AAB _

2 4 4

(2.130)

_\/A4+B4+2A2B2_ (A2+B2)2_A2+B2
- 4 AN A

azaz éppen az atlagos értékel egyezik meg. Ezt felhasznalva a mozgési energia
képletében:

1 A2+ B2 A% B?
K(t)= imwg : ( —; - 5 cos (2wot) — ABsin (2w0t)> (2.131)
ez is olyan, periddikusan valtozo fiiggvény lesz, ami a mTw‘%Angz atlagérték

koriil %“JS# amplitudé szerint valtozik.

A két energia Osszegét mechanikai energidanak nevezziik. A csillapitatlan
rendszer szabadrezgése soran kiils§ er6 nem hat, a rugéers pedig tgynevezett
potencialis erd (a potencialfiiggvénye éppen az U-val egyezik meg, ezért a me-
chanikai energia allandosagénak tétele szerint az 6sszegiik minden idépillanat-
ban ugyanakkora. Valoban, felhasznilva a k = mwj Osszefiiggést és Osszegezve
a (2.128) és (2.131) egyenleteket, az egyszertisitések elvégzése utan azt kapjuk,
hogy:

k 2 2 mw% 2 2
U(t) + K(t) = konst. = 5 (A*+ B?) = - (A* + B?). (2.132)

Azt is tudjuk, hogy az A% + B? Gsszeg a rezgés amplitudojanak négyzetével
egyenld, a sebesség maximuma pedig a kitérés maximumanak wp-szorosa. Ezeket
felhasznalva a mechanikai energiat:

k. x2 g
Ult) + K(t) = "gm“ = Omaz (2.133)
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2.17. abra. A mozgéasi (z6ld), alakvéltozasi (piros) és mechanikai (fekete) energia
idébeli valtozasa egyszabadsagfoku csillapitatlan rendszer szabadrezgése soran.

alakban is szamolhatjuk. A két képlet kozil az els§ tag az alakvaltozasi, a
masodik a mozgasi energia maximumaéat adjak meg. E ketts egymassal egyenld
és rendre akkor lépnek fel, amikor a méasik értéke éppen a minimalis, azaz 0 lesz.
A 2.17.4bran mutatjuk a harom energia fenti képletek szerinti idébeli lefutasat.

2.2.3.2. Sebességgel aranyos csillapitasa rendszer szabadrezgése

Most a (2.85) differencialegyenlet (2.107) altalanos megoldasat és annak (2.115)
id6 szerinti derivaltjat helyettesitsiik be az alakvaltozési energia (2.123) és a
mozgési energia (2.122) képletébe:

1
U(t) = §k cem %@t L[A . cos(wiit) + B - sin(wit)]? (2.134)

K(t) = %m LWl e 2wt [(ng n Bﬂ) cos(wit)+
( Ay1—¢ - Bf) sin( Wot)r

A két energiafiiggvényben kozos, hogy egy k/2 nagysagi konstans, az e
exponencidlis tag, és egy wg korfrekvencidji harmonikus fiiggvény négyzetének
a szorzata. A szogletes zarojeleken beliili két harmonikus fliggvény amplitadoja
azonos (A% 4+ B?), ezért a négyzetre emelés utan mindkét fiiggvény nulla és az
amplitudo négyzete kozott fog valtozni. A két harmonikus fliggvény fazisanak
eltérése azonban a csillapitds miatt nem w/2, igy a négyzeteik Osszege nem
konstans.
Emiatt a mechanikai energia

(2.135)

—2&wot

Ut)+ K(t) = ge*%“’ot . ([A -cos(wit) + B - sin(cugt)]2 +

[(—A¢+ BVI=€) costusit) + (-AVT— € - Bf)smwot)r)

(2.136)
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a) b) 10

10 U(t)+K(t)
U(t)+K(t)

2.18. abra. Kis csillapitasu rendszer mechanikai energidja: a) exponenciélis le-
csengés kozelében valtakozo érték az idé fliggvényében; b) az exponencialis le-
csengés logaritmikus skalan egyenes.

nem exponencialisan cseng le, hanem egy exponencialis als6 és felsé burkolo
kozott, ahogy az a 2.18.a) abran lathato. A gérbén T§/2 idénként kovetik
egymast vizszintes érint§ji pontok: az energiaveszteség a csillapitoelemben tor-
ténik, amikor a pont megall egy-egy maximalis vagy minimalis kitérésnél, akkor
egy pillanatig nincsen veszteség. A 2.18.b) abran szintén a mechanikai energia
id6beni lecsengését dbrazoltuk, de a fiiggbleges tengelyen az energia természetes
alapu logaritmusat tiintettiik fel. Ezen az abrazolasi modon az also és fels6 bur-
kolok egyenesek, igy még jobban felismerhetd az, hogy az exponencialis lecsengés
soran a csOkkenés az aktualis értékkel aranyos.

2.2.4. Surlodasos csillapitas

A 2.19.a) abra szerinti rendszerben a csillapitast a mozgo test és a talaj kozotti
surlédas okozza. Feltételezziik, hogy a surlodas Coulomb-féle szaraz surlodas,
vagyis csuszas esetén a surlodasi er§ egy, a mozgés irdnyaval ellentétesen mu-
tatdo umg erd, mig tapadas esetén egy pmg-nél nem nagyobb erd lesz, ahol u
a strlodasi tényezs. A 2.19.b) abra szerinti elkiilonités alapjan felirhatjuk a
mozgasegyenletet:

mi(t) = —fs(t) — f(t), (2.137)
és atrendezhetjiik az ismeretleneket egy oldalra, s6t, a rugderst is behelyettesit-
hetjiik:

mi(t) + fs(t) + ka(t) = 0. (2.138)
A suarlodési erd esetén viszont nem lehet egyszerii behelyettesitéssel élni. Ha

feltételezziik, hogy mozog a test, akkor kifejezhets a sarloédési erd, hiszen a
sebesség elGjele meghatarozza az er6 iranyat, igy:

()]
"
és ezt felhasznalhatjuk a differencidlegyenletben:

mi(t) + umgm + kx(t) = 0. (2.140)

(t)
A kapott egyenlet viszont méar nem linearis, ezért a hagyoméanyos eszkozeinket
nem hasznalhatjuk a megoldéashoz, raadasul a kitérés szélsGértékeinél, amikor
megall a test, mindig egy kiilon statikai feladatban kell eldénteniink:

[s(t) = (2.139)

Fs(t) + ke(t) = 0 fi(t) = —ka(t) — |fs(t)] < pmg, (2.141)
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V — (1)

2.19. abra. Surlodassal csillapitott szerkezet a) rugé-tomeg modell, b) az elki-
lonitett szerkezet, ¢) a rendszer kitérése az id6 fiiggvényében.

hogy allva marad-e, vagy megmozdul-e a test.

Ennél egyszertibben jarhatunk el, ha a mozgas iranyatol fliggéen szakaszon-
ként irjuk fel a differencidlegyenletet. Pozitiv sebesség esetén mindaddig, amig
a test meg nem all, a mozgés differencidlegyenlete

mi(t) + pmg + kx(t) =0 (2.142)

alakban frhat6. Negativ sebesség esetén mindaddig, amig a test meg nem all, a
mozgas differencidlegyenlete

mi(t) — pmg + kx(t) =0 (2.143)

alakban frhato. A zérus sebesség esetén a (2.141) egyenlet szerint kell eldonteni,
hogy 4ll6 helyzetben marad-e a test. Az egyenlStlenség atalakitasabol latszik,
hogy ha a megéllas pillanataban

Hmg

_pmy
k

akkor a test allva marad, kiilonben pedig az aktuélis kitéréssel ellentétes iranyba
kezd mozogni.

Mozgéas esetén a (2.142) és (2.143) egyenletek megoldéasat kezelhetjiik ger-
jesztett rezgések megoldasaként is:

mi(t) + kz(t) = —umyg, (2.145)

mi(t) + kz(t) = wmg, (2.146)
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vagy felhasznalhatjuk a fligg6legesen felfliggesztett rugo esetében a 2.1.6.2. al-
pontban tapasztaltakat. A mozgés egy-egy szakaszaban a teljes elmozdulas min-
dig a —umg, illetve pmg eré miatti statikus elmozdulasnak és az ezen elmozdu-
las, mint egyensilyi helyzet koriili csillapitatlan szabadrezgésnek az 6sszegeként
adodik. A szabadrezgések sajatkorfrekvenciaja mindkét esetben wg = +/k/m.

A 2.19.c) abra mutatja az elmozdulasok id6 szerinti valtozasat. A zolddel
jelolt szakaszokon a sebesség porzitiv, igy a (2.145) egyenletnek megfelelGen a
—% -val eltolt koordinata-rendszerben lathatunk mindig egy-egy fél koszinusz-
hullamot. A pirossal jelolt szakaszokon a sebesség negativ, igy a (2.146) egyen-
letnek megfeleléen a #7¢-val eltolt koordinata-rendszerben lathatunk mindig
egy-egy fél koszinuszhullamot. A maximaélis kitérések most id6ben linearisan
csokkennek mindaddig, amig az egyik szakasz végén a megéllas pillanataban
mar kisebb lesz a kitérés miatti rugderd, mint a tapadoé sturlodéds maximuma,
igy onnantdl kezdve a test helyben marad a kék vonal szerint.

2.3. Egyszabadsagfokil rendszerek gerjesztett rez-
gése

2.3.1. Megoldasi moédszerek

A gerjesztett rendszer rezgésfeladatdnak megoldasa a (2.22) inhomogén diffe-
rencidlegyenlet megoldasat jelenti. Az inhomogén differencidlegyenlet altala-
nos megoldésa két részbdl tevidik Gssze: az inhomogén differencidlegyenlet egy
partikularis megoldasabdl és a kiegészitG differencialegyenlet altalanos megol-
dasabol. Utobbi a szabadrezgés feladat altalanos megoldésa, igy tartalmazza
azt a két paramétert, amivel a kezdeti feltételeket tudjuk kielégiteni. A kapott
megoldast a szerkezet vdlaszdnak nevezziik:

x(t) = x4(t) + zo(t), (2.147)

ahol a g index az inhomogén differencialegyenlet partikularis megoldéasat jeloli®!,
mig a 0 index a kiegészit6 differencidlegyenlet megoldasa’®”.

A partikularis megoldést kereshetjiik fliggvényszert alakban, vagy elére ki-
valasztott diszkrét t; idpillanatokban. Elébbi esetben az az elvarasunk, hogy
a megoldas minden pillanatban elégitse ki a (2.22) differencidlegyenletet. Utob-
bi esetben csak a t; id6pillanatokban varjuk el az adott pillanatban kiszamolt
elmozdulas-, sebesség- és gyorsuldsértékektsl, hogy kielégitsék a differencial-
egyenletet.

Ha a megoldast fliggvény alakjaban keressiik, akkor a kiegészitd differenciél-
egyenlet altalanos megoldésa azonos a szabadrezgés-feladat altalanos megolda-
saval, azaz csillapitatlan esetben a (2.52), kis csillapitéassal csillapitott esetben
a (2.107) képlet szerinti harmonikus, vagy exponenciélisan lecsengé harmonikus
fligggvény. Emlékeztetsil megismételjiik e két fliggvényt:

xo(t) = A - cos(wot) + B - sin(wpt)

2.148
zo(t) = e 0l . (A cos(wit) + B -sin(wit)) . ( )

3L A differencidlegyenlet a gerjesztést miatt inhomogén, erre utal az index.
32 A kiegészits differencidlegyenlet homogén, azaz a jobb oldala 0, erre utal az index.
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A szabadrezgés-feladat altalanos megoldasaban szereplé A és B paramétereket
most is a kezdeti feltételeket kielégité modon kell meghatarozni. Ugyelni kell
viszont arra, hogy a kezdeti feltételeket az x(t) fliggvénynek kell kielégitenie,
ezért a tg kezd6pontban elGirt kezdeti elmozdulas és sebesség esetén a

o = Z‘g(to) + xo(to), Vg = .’i‘g(to) + j?o(to) (2149)

egyenletrendszerbdl kell az A, B értékeket szamolni, és az egyszertibb, tg = 0
esetre korabban levezetett (2.72), vagy (2.119) képletek is csak azzal a modo-
sitassal hasznalhatok, hogy xo helyére zy — x4(0), mig vy helyére vy — &4(0)
értékét kell behelyettesiteni. Az A, B paraméterek értéke tehat fiigg a partiku-
laris megoldastol de a végss x(t) fiiggvény mar nem.

Ha a megoldast diszkrét idépillanatokban keressiik, akkor a kiegészits dif-
ferencidlegyenlet altaldnos megoldasat kiilon mar nem kell keresniink. Az elsé
idslépést megel6zE pillanatban a kitérést és a sebességet a kezdeti feltételeknek
megfelelGen kell felvenni, majd ezt kévetGen mar minden egyes lépés kozvetlentil
a teljes megoldast szolgaltatja az adott idépillanatban.

2.3.2. Harmonikus gerjesztés

A gerjesztések egy specialis csoportja a harmonikus gerjesztés, ezért elészor azt
mutatjuk meg, hogy mibdl eredhet ilyen tipusi gerjesztés. Tételezziink fel egy
gépet, amiben forgo részek mozognak és az allando6 w szogsebességgel forgémoz-
gast végzd M tomegil test tomegkdzéppontja excentrikus: nem esik a forgas-
tengelyre, hanem attol valamilyen rg tavolsagra van (lasd a 2.20.a) abrat). A
tomegkozéppont a kiilpontossag miatt egy rg sugara korpalyan végez egyenletes
kormozgast, ezért a tomegkozéppont gyorsuldsa az w?rg nagysaga centripetdlis
(a kor kozéppontja fele mutato) gyorsulas lesz (lasd a 2.20.b) abrat). A suly-
ponttétel értelmében a forgd testre hatd erdk eredGje a test tOmegének és a
tomegkozéppontja gyorsuldsanak a szorzataval egyenld, azaz egy, a forgasten-
gely felé mutaté Mw?rg nagysagi erd lesz. Ez az erd a forgastengelyrsl, azaz
kozvetve az azt megtamasztod szerkezetrdl adodik at a testre. A hatas-ellenhatés
torvénye alapjan a tengelyre ennek az Mw?rg erének az ellentettje hat, azaz egy,
a tengelybdl a tomegkdzéppont felé mutato erd. A 2.20.c) abrat felhasznalva ez
az erd: Mo (o) (ot )
w?rg cos(p 5 |cos(wt — g

= Mw?rg sin(gp(t))] = Mw'rs [sin(wt - 900)} ’ (2.150)
Latszik, hogy barmelyik iranyban egy qo = Mw?rg amplitidénak és egy w
korfrekvencidja harmonikus fliggvénynek a szorzata adodik at a szerkezetre, igy
a szabadsagfok iranyiba es6 komponens a harmonikus gerjesztéerd, amit az
alabbi alakok egyikével adhatunk meg:

q(t) = qo cos(wt), q(t) = go cos(wt — o), (2.151)
q(t) = qo sin(wt), q(t) = qo sin(wt — o). '
2.3.3. Periodikus gerjesztés

Vannak olyan terhek is, melyek ugyan nem harmonikus fliggvény szerint valtoz-
nak, de periddikusak, azaz létezik egy olyan T periodusids, melyre igaz, hogy

gt +T) = q(t). (2.152)
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2.20. abra. A forgomozgast végz6 kiilpontos tomeg okozta gerjesztGers: a.) a
kiilpontos tomeg; b.) a kormozgast végz6 sulypont gyorsulasa; c.) a tengelyre
hato, valtozo iranyi erd.

Ha egy ilyen T' létezik, akkor persze végtelen sok lehet, teljes indukciéval be-
lathato, hogy T barmely (akar negativ) egész szamszorosara is igaz (2.152). A
tovabbiakban a periddikus mozgés periddusidejének a legkisebb pozitiv T' érté-
két tekintjiik.

Periodikus gerjesztést eredményezhet egy hengerben mozgéd dugattya (lasd
a 2.21.a) abrat), amit egy ! hosszisagu ferde riddal hajtunk meg, aminek a
mésik végpontja egy r sugaru korpalyan mozog w szdgsebességgel. A dugattyn
tavolsaga a forgas tengelyétdl

x(p) = rcos(p) + /12 — r2sin?(p), (2.153)

ami ¢-ben lathatoan periodikus, igy egyenletes kormozgas, azaz p(t) = wt ese-
tén a mozgas idében periddikus lesz. A tomeg kitérését, sebességét és gyorsula-
sat mutatjuk be a 2.21.b)-d) abrakon, szaggatott vonallal jelezve a harmonikus
mozgas gorbéjét. Latszik, hogy a derivalas fokszaméanak névekedésével a har-
monikus fliggvénytsl valo eltérés is egyre jelent&sebb. A tengely terhelését a
dugattya tomegének és a gyorsulasnak a szorzataként kapjuk.

A periodikus terheket a Fourier-soruk segitségével fel lehet irni harmonikus
fliggvények Gsszegeként:

q(t) = Z a; cos(jwt) + b; sin(jwt), (2.154)

Jj=1

ahol w = 2w /T. Az aj, illetve b; egyiitthatokat a ¢(t) fliggvény cos(jwt), illet-
ve sin(jwt) fiiggvényekkel T' idGtartamon szamolt szorzatintegralja segitségével
szamolhatjuk™’:

2

2 T+T T+T
a; = T/ q(t) cos(jwt)dt, b = T/ q(t) sin(jwt)dt. (2.155)

33 Az egyes szinusz-, illetve koszinuszfiiggvények ugyanis ortogondlisak egymésra: eltérd
fliggvények szorzatintegralja egy teljes periodus alatt 0 lesz.



2.4. HARMONIKUS GERJESZTES 51

a)

0 To t 3To

2.21. 4bra. Dugattyu altal a tengelyre kifejtett erd: a) a modell; b) a dugattya
periodikus kitérése; ¢) a dugattya periodikus sebessége; d) a dugattyt periodikus
gyorsulasa.

2.4. Harmonikusan gerjesztett egyszabadsagfoku
rendszerek rezgése

2.4.1. Harmonikusan gerjesztett csillapitatlan rendszer
rezgése

A harmonikus erével gerjesztett csillapitatlan rendszer rezgésének differencial-
egyenlete
mi(t) + kx(t) = qo cos(wt), (2.156)

melynek olyan z(t) megoldasat keressiik, ami kielégiti az
z(to) = o, i(to) = vo (2.157)

kezdeti feltételeket, azaz a tg idGpillanatban a szabadsagfok kitérése és sebessége
el6irt értékd, rendre zg és vy kell legyen.

2.4.1.1. Altalanos megoldas
Keressiik a megoldast a gerjesztésére hasonlito id6fiiggs alakban:
x4(t) = g0 cos(wt), (2.158)
ahol x40 a vdlasz amplitiddja. A feltételezett alak idd szerinti masodik derivaltja:
Fy(t) = —w?zy cos(wt). (2.159)

Az elmozdulas és a gyorsulas feltételezett alakjat helyettesitsiik be a (2.156)
differencialegyenletbe:

—w?ma o cos(wt) + kx40 cos(wt) = go cos(wt). (2.160)



52 2. FEJEZET. EGYSZABADSAGFOKU REZGESEK

Mivel ennek minden t pillanatban igaznak kell lennie, ezért egyszertsithetiink
cos(wt)-vel:
—mexgo + kx40 = qo, (2.161)

azaz

(k — w*m)zg0 = qo, (2.162)

A tovabbiakban tételezziik fel, hogy k # w?m, igy az egyenletet megoldhatjuk
az g0 amplitudora:
do

A nevez6bdl emeljiik ki k-t:
do
Tgo = PP ) (2164)
k(L= 5")

és az m/k hanyadost”" helyettesitsiik a sajatkorfrekvencia négyzetének recipro-

kaval:

1
o _ % . (2.165)

x = =
Y () R
wo

0

Az amplitadoét felhasznalva a (2.158) képletben feltételezett megoldasra:

1
y(t) = % g cos(w) (2.166)

Pl
)

adodik. A szerkezet valasza tehat harom tag szorzataként adodik:

e Az x4 = qo/k hényados a gerjesztGerd amplitudoja, mint statikus erd
altal okozott elmozduléssal egyezik meg.

e A statikus eltolodast szorzd n L, tényezs fejezi ki, hogy a harmonikus

o2

w,

0
gerjesztés miatt a statikus eltolodas hanyszorosa lesz az amplitudo. Az
amplitudo ezen valtozésa a dinamikus viselkedés kovetkezménye, ezért szo-
kéas ra dinamikus tényezdként is hivatkozni.

o Az id6fliggést a gerjesztés idsfiiggésével megegyezé harmonikus fliggvény
(cos(wt)) adja.

A dinamikus hatéast kifejez6 tényez6t mutatja a 2.22. dbra A gerjesztGers kor-
frekvenciajanak kis értékénél 1-r6l indul a fiiggvény, majd folyamatosan novek-
szik, hiszen a nevez$ csokken. Amikor a gerjesztSeré korfrekvenciaja eléri a
szerkezet sajatkorfrekvenciajat, a fliggvény aszimptotikusan végtelenhez tart.
A sajatkorfrekvencidnal nagyobb gerjesztSers-korfrekvencidk esetén a fliggvény
a minusz végtelentsl tart a negativ oldalrol a nullahoz. A fiiggvény elGjele
a (2.166) megoldasban arra utal, hogy a szabadsagfok kitérése és a gerjeszt&erd
iranya egymashoz képest milyen. A sajatkorfrekvencidnal kisebb gerjesztGers-
korfrekvencia esetén az elGjel pozitiv, azaz a kitérés az erd irdnyaval azonos
irdny: a rendszer azonos fdzisban rezeg a gerjesztéssel. Ilyenkor a dinamikus
hatas mindig noveli a statikus eltolodast. A sajatkorfrekvencianal nagyobb

34ami a k/m = w2 reciproka
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b)

0 Wo w 0 1 w/wo

2.22. abra. A statikus eltolodast szorzo n 1w2 tényez6 a) a gerjesztSerd korfrek-
T2
“0

vencia fiiggvényében, b) a gerjesztéers korfrekvenciaja és a sajatkorfrekvencia

hanyadosanak fliggvényében.

gerjesztGers-korfrekvencia esetén az elGjel negativ, azaz a kitérés az erG ira-
nyaval ellentétes irdny: a rendszer ellenfdzisban rezeg a gerjesztéshez képest™”.

Ha raadéasul w > ﬁwo, akkor a dinamikus szorzétényezs abszolutértéke ki-
sebb lesz egynél, azaz a rezgés amplitidoja kisebb lesz, mint a gerjesztés ampli-
tudoja altal okozott statikus eltolodas. Ismert korfrekvencidja gerjesztés esetén
ezt bizonyos esetekben ki is lehet hasznélni: olyan szerkezetet kell kialakitani,
aminek a sajatkorfrekvenciaja kell6en alacsony. Ezt két modon lehet elérni:
vagy a tomeget kell névelni, de egyben biztositani, hogy a megnovelt 6nsoly ne
okozzon teherbirasi problémakat, vagy a merevséget kell csckkenteni, ellenériz-
ve a hasznéalhatosagot és a stabilitast. Mindkét esetben figyelembe kell venni
az Onsuly miatti kezdeti statikus eltolodast, ami akar a szokasosnél 1ényegesen
nagyobb is lehet.

Rezonancia A (2.165) amplitiudo levezetése soran feltételeztiik, hogy k #
mw?, azaz a gerjesztSerd korfrekvenciaja nem egyezik meg a szerkezet sajat-
korfrekvencidjaval: w # wp. Amennyiben mégis ez torténik, azaz w = wy, azt

rezonancidnak nevezziik. Ilyenkor a partikularis megoldést
zg(t) = a-t-sin(wt) (2.167)
alakban kell keresni, aminek megoldasa:

z4(t) = Dy sin(wt) = Dy sin(wt) (2.168)

 2VEkEm  2mwo

lesz, azaz a linearis 2\32% -t fliggvény és ellentettje altal hatarolt, folyamatosan,

akar a végtelenig novekvs amplitadoja rezgés alakul ki (lasd a 2.23. abrat). Ezt
az esetet mindenképpen el kell keriilni, hiszen a nagy elmozdulasok a szerkezet

35 A gerjesztésénél kisebb sajatkorfrekvencia esetén a tomegpont nem tudja elég gyorsan
kovetni a gerjesztést, mert még az el6z§ iranyu gerjesztésre valaszol, ezért a gerjesztéssel
ellentétes lesz a kitérés.
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qo /k

2.23. abra. Csillapitatlan rendszer rezonanciaja.

tonkremenetelét okozzak, de a gyakorlatban mar a rezonancia kozeli allapotot
is érdemes elkeriilni. Ezt adott teher esetén a szerkezet sajatkorfrekvenciajanak
alakitasaval lehet elérni, amit a szerkezet elhangoldsanak neveziink.

2.4.1.2. A kezdeti feltételeket kielégité megoldas

A (2.157) szerinti kezdeti feltételeket a (2.166) partikularis és a (2.52) homogén
megoldas Osszegével kell kielégiteni, azaz a megoldés altalanos alakja:

1
z(t) = %O - cos(wt) + A cos(wot) + B sin(wot). (2.169)

2
wo

A sebességfiiggvény ennek id6 szerinti derivaltja:

1 .
v(t) = —w%o - sin(wt) — wo A sin(wpt) + wo B cos(wpt), (2.170)
wo

igy a két paraméter meghatarozasara szolgalo egyenletrendszer az alabbi:

q .
ZTo = ?0 — cos(wtg) + A cos(woto) + B sin(wotp), (2.171)
wg
o 1 .
vy = —wzo - sin(wtp) — wo A sin(woto) + wo B cos(woto). (2.172)
wo

Ha a kezdeti feltételeket a to = 0 pillanatban adjuk meg, akkor (2.171)-
(2.172) megoldasa:

1
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a mozgas differencidlegyenletének a kezdeti feltételeket kielégité megoldésa pe-
dig:

T k-2 k1—e wo
0

z(t) = o _1 cos(wt) + (mo _ % 1 > cos(wot) + i sin(wot) (2.174)

Egy valos szerkezetben természetesen mindig van valamilyen csillapitas, ami
miatt a szabadrezgésnek megfelels részei a megoldasnak (azaz az wot-t6l fiiggd
harmonikus fiiggvénnyel szorzod6 tagok) hosszt tédvon lecsengenek’. A meg-
marado, idében csak wi-t6l fiiggd részt dallanddsult rezgésrésznek, vagy roviden
allandosult rezgésnek nevezziik®’. Az allandosult rezgés:

do

1
zau(t) = ’ _wicos(wt) (2.175)

2
wo

a szerkezet hosszltavi gerjesztésre adott hosszutava valasza.”® Ennek idéfiig-
gését a —1 és 1 kozott valtozo cos(wt) fiiggvény adja meg, mig a legnagyobb
kitérése az ezt szorzd tag abszolutértéke lesz:

=90 1
all A ’1

_w?
2
wo

(2.176)

A fenti kifejezésben a qo/k statikus elmozdulast szorzd tagot rezonanciaténye-
zdnek nevezziik, és p-vel jeloljik:

1
b= (2.177)
s
0
igy az allandosult rezgés soran a rezgés amplitudoja:
Toit = %Ou- (2.178)

A 2.24. abra mutatja a rezonanciatényezst a gerjesztSers korfrekvenciajanak,
illetve a gerjeszt6- és sajatkorfrekvencia hanyadosanak fliggvényében. A két abra
a 2.22. abra fiiggvényeinek abszolutértékével megegyezs fliggvényeket mutatja.

A rezonanciatényezs segitségével az allandosult rezgésrész (2.175) szerinti
képlet atirhato:

Tau(t) = %0/1 cos(wt — @) (2.179)

alakra, ahol ¢ a vdlasz fdziskésése a gerjesztéshez képest: a sajatkorfrekvencianal
alacsonyabb korfrekvenciaju gerjesztés esetén = 0, mig a sajatkorfrekvencianal
magasabb korfrekvenciaju gerjesztés esetén ¢ = 7.

Ahogy a partikularis megoldas levezetés soran kizartuk a rezonancia esetét™
ugy csillapitatlan rendszerben a rezonanciatényezd sincs értelmezve a rezonancia
esetén. Valoban, a (2.168) szerinti megold4asbol nem emelhetd ki a rezonancia-
tényez6, ugyanakkor a sin(wt) = cos(wt — 7/2) tag miatt tekinthetjiik agy a
rezonancia esetét, mint amikor a faziskésés ¢ = 7/2.

36F lecsengés idGtartama a csillapitas mértékétdl és a korfrekvenciaktol fiigg.

37 A lecsengd rész elnevezése pedig tranziens rész.

38 Az allandésult rezgésrész masik lehetséges szarmaztatasa, ha az z(to) = z4(to) és v(to) =
24 (to) kezdeti feltételeket irjuk els, ahol z (t) egy olyan partikulris megoldés, amiben nincsen
szabadrezgés miatti tag.

39 Azaz amikor w = wp.
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b)

0 1 w/wgo

2.24. abra. A csillapitatlan rendszer rezonanciatényezGje a) a gerjeszters kor-
frekvencia fliggvényében, b) a gerjeszters korfrekvencidja és a sajatkorfrekven-
cia hanyadosanak fiiggvényében.

Lebegés A rezonancidhoz kozeli allapotban a (2.169) szerinti megoldasban
két, kozel azonos korfrekvenciaju rezgés Osszegeként adodik a szerkezet valasza.
Mivel a két korfrekvencia csak kismértékben tér el, ezért van a rezgésnek olyan
id6szaka, amikor a két amplitiidd azonos elGjellel szorzodik egy 1 kozeli szdm-
mal, de olyan is, amikor ellenkezé elGjellel szorzodnak. ElSbbi esetben a két
maximum kozel 6sszegz6dik, mig utébbi esetben kozel kioltjdk egymést. Az
eredmény egy olyan rezgés lesz, aminek az amplitidoja periddikusan valtozik.
Ezt a jelenséget lebegésnek nevezziik.

A jelenséget egy egyszerii példan szemléltetjiik. Legyen az elmozdulésfiigg-
vény alakja az alabbi:

z(t) = cos(wot) + cos(wt). (2.180)

Vezessiik be a két korfrekvencia atlagat és kiilonbségét az aldbbiak szerint:

w + wo

w= 5 Aw = wy — w, (2.181)
Amikkel a két kofrekvencia is kifejezhetd:
A A
w0=@+7‘”7 w:@—Tw. (2.182)

Ezeket felhasznalva (2.180)-ben a szogek Osszegére és kiilonbségére vonatkozo
trigonometrikus azonossagok®’ segitségével azt kapjuk, hogy:

)= o3+ 22) ) oo (3 22).)
=2 cos (@wt) - cos (A;t) .

Azaz a két korfrekvencia kozelében levd atlagos korfrekvencia szerint valtozo
fliggvény szorzodik egy, a kis frekvenciakiilonbség miatt hosszi peridodusideji

(2.183)

40cos(a + ) = cos acos B — sin asin B, cos(a — B) = cos a.cos B + sin asin .
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2.25. abra. A lebegés jelensége a rezonancidhoz kozeli allapotban. A (2.183)
fiiggvény eredménye, ha Aw = @/10.

harmonikus fiiggvénnyel''. A két fiiggvényt és Gsszegiiket mutatja a 2.25. &bra.
A jelenség akkor is megmarad, ha a két amplitido, vagy a két harmonikus
fiiggvény nem azonos, legfeljebb az amplitid6 hosszutavi hullaimzésa nem a
nulla koriil kévetkezik be.

2.4.1.3. Szerkezet helyettesits statikus terhe

Végiil nézziik meg, hogyan szamithato a rugalmas szerkezetet terhel6 helyette-
sit6 statikus eré a harmonikus gerjesztés alatt. A helyettesits teher a modell
rugdjaban ébredd erd, ami mozdulatlan tamasz esetén (2.7) szerint szamolhato,
behelyettesitve a (2.169) szerinti elmozdulast.

Az allandosult rezgés kialakulasa utén a fenti rugoers a (2.175) elmozdulast

felhasznalva:
)

Jrau(t) =k - 5 cos(wt). (2.184)
k1-—4<
wo
A k/k-val valo egyszertisités utén az
1
froau(t) = qo - = cos(wt) (2.185)
Y

képletbdl azt olvashatjuk ki, hogy a rugoéers, azaz a rugalmas szerkezetet ter-
hel§ helyettesits statikus eré a gerjesztSerd amplitidojahoz képest ugyanazzal
a - L tényezdvel szorzodik, ami a vilasz amplitiddja és a gerjesztés ampliti-
T

doja altal okozott statikus elmozdulas kozott is hasznalhaté (lasd (2.166)). Azt

41 A két tagbol az el6bbit gyors, utébbit lasst dinamikanak is nevezik.
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is lattuk, hogy az allandosult rezgés soran csak a kialakuld rezgés amplitudojat
kell szamitani, az azonos, vagy ellenfazisban rezgést a sajatkorfrekvencia és a
gerjesztGerd korfrekvencidjanak egymashoz valé viszonyabol is ki tudjuk olvasni.
Ezért a helyettesits teher amplitidojat a

1

frau=4qo- 7‘ = (2.186)

P
wo

képlettel is szamolhatjuk, amiben felhasznéalva a rezonanciatényezd (2.177) sze-
rinti definiciojat, az amplitudo:

fr,all =4qo " K. (2187)

A szerkezetet tehat a gerjesztGerd amplitud6janak rezonanciatényezdszeresével
kell statikusan terhelni ahhoz, hogy az igénybevételek szélsGértékeit az allando-
sult rezgésbsél meghatéirozzuk.

2.4.1.4. Gerjesztder6 megadasa mas harmonikus filiggvénnyel
Ha a gerjesztSerd idofiiggése sin(wt) alaki, azaz a mozgasegyenlet alakja:
mi(t) + kx(t) = o sin(wt), (2.188)

akkor a megoldéast is szinuszos alakban kell keresni:

z4(t) = x40 sin(wt), (2.189)
aminek megoldésa:
1
zg(t) = q—oiwz sin(wt). (2.190)
k1- =

A megoldas tehat itt is ugyanazzal a dinamikus hatast kifejez6 tényezével szo-
rozza a statikus eltolodast, mint (2.166) esetén, egyediil az idsfliggeést kifejezd
tagot kell modositani a gerjesztésnek megfelelGen.

2.4.1.5. Csillapitatlan rendszer harmonikus kényszerrezgése

A gerjesztett rezgések egy speciélis csoportjaban a szabadsagfok mozgasat irjuk
el, és az ezen mozgast létrehozo terhet keressiik, azaz azt, hogy milyen erével
kényszerithetjiik ré a tomeget az elirt mozgasra. Ezt a fajta rezgést kényszer-
rezgésnek nevezzik, és a feladat az el6zGekben bemutatott feladat inverzeként
kezelhetd. Keressiik tehat a (2.156) egyenlet jobb oldalat, ha az elmozdulas
a (2.158) keplettel adott. Az erd amplitiadoja és az elmozdulas amplitaddja
kozotti Osszefiiggést a (2.165) egyenletbsl tudjuk felirni:

2

w

Az x40k szorzat a kényszerrezgés amplitidojat statikusan létrehozé erd, en-

nek (1 - Z—i)—szerese a rezgés létrehozéasahoz sziikkséges eré amplitidoja. Ezt a
0

tényezot abrazoltuk a 2.26. d4bran. Lathato, hogy a sajatkorfrekvencianal ala-

csonyabb korfrekvenciaju gerjesztés esetén most is azonos fazisban van a rezgés
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0 1 wiwyp

2.26. abra. A kényszerrezgés nagyitotényezdje a gerjesztés korfrekvencidjanak
fliggvényében.

és a kényszerits erd, mig a sajatkorfrekvencianal magasabb korfrekvenciaju ger-
jesztés esetén ellenfazisban van a két mennyiség. A fiiggvénynek zérushelye van
w = wp esetén. Az most nem rezonanciat jelent, hanem szabadrezgést: ek-
kor a csillapitatlan rendszer a sajatkorfrekvencidjaval végez rezgést, ezért nem
sziikséges gerjeszterd.

2.4.2. Harmonikusan gerjesztett csillapitott rendszer

A harmonikus erével gerjesztett csillapitatlan rendszer rezgésének differencial-
egyenlete
mi(t) + ci(t) + kx(t) = gocos(wt), (2.192)

melynek olyan z(t) megoldasat keressiik, ami kielégiti az
z(to) = o, d(to) =vo (2.193)

kezdeti feltételeket, azaz a tg idGpillanatban a szabadsagfok kitérése és sebessége
elGirt értékd, rendre xg és v kell legyen.

2.4.2.1. Altalanos megoldas

Keressiik a megoldast a gerjesztésére hasonlitd, de ahhoz képest ¢ szoggel késs,
idofiiggs alakban:
zg(t) = 240 cos(wt — o), (2.194)

ahol x40 a vdlasz amplitiddja, po pedig a vdlasz késése. A feltételezett alak id6
szerinti elsé és masodik derivaltja:

Tg(t) = —wzgosin(wt — o). (2.195)
g (t) = —w?ago cos(wt — o). (2.196)

Az elmozdulas és a gyorsulas feltételezett alakjat helyettesitsiik be a (2.192)
differencialegyenletbe:

—w?ma o cos(wt — o) — wea o sin(wt — o) + ko cos(wt — o) = go cos(wt).
(2.197)
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Ennek minden ¢ pillanatban igaznak kell lennie, de az id6fiiggs tagok kiilonbo-
z6ek, ezért nem egyszertisithetiink veliik kozvetleniil. Ehelyett alakitsuk at az
wt — ¢ kiilénbségek trigonometrikus fiiggvényeit**:

(k — wm) 4o (cos(wt) cos(ip) + sin(wt) sin(py))

2.198
—wez g0 (sin(wt) cos(po) — cos(wt) sin(pg)) = go cos(wt). ( )
és valasszuk szét a cos(wt)-s és sin(wt)-s tagokat:
k — w?m) cos + wesin Tg0 — cos(wt) +
{[( ) cos(¢o) (<P0)] 90 QO} (wt) (2.199)

{[(k — w*m) sin(pg) — wecos(o)] zgo } sin(wt) = 0.

A fenti egyenlet csak akkor teljesiilhet minden ¢ esetére, ha a kapcsos zarojelek-
ben levé kifejezések kiilon-kiilon nullaval egyenlsk™’:

[(k — w?m) cos(po) + wesin(po)] 240 — go = 0

[(k — w®m)sin(pg) — wecos(po)] 240 = 0. (2.200)
A masodik egyenletben x40 nem nulla, ezért a
(k — w?m) sin(pg) — wecos(pg) =0 (2.201)
egyenletbdl kifejezhets a késés fazisanak tangense:
tgpo = ﬁ (2.202)
illetve maga a szog:
Po = arctgﬁ (2.203)

A fazisszoget a [0;7) kozotti tartoméanyban szamitjuk, hogy mindig késést je-
lentsen.
Kovetkez6 lépésben (2.200) els6 egyenletébe helyettesitjiik vissza a késés fa-

zisszdgét. A fazisszog harmonikus fliggvényeit a tangenssel kifejezve’*:

1 wcC
(k —w?m) + we howim =| g0 = do- (2.204)
k—w2m k—w2m
A zarojeles kifejezést hozzuk kozos nevezore és bovitsiik a tortet ’Z:zzz—val:
k—w?m)? + (wc)?
V(k —w?m)? + (we)?

“sin(a — B) = sinacos B — cos asin 3, cos(a — B) = cos a cos B + sin asin 3.

43Hiszen ha cos(wt) = 0, és igy sin(wt) = =£1, akkor az elsG sorban levé kifejezés nulla-
val szorzodik, tehat a masodik sorban a kapcsos zardjelen beliil nullanak kell lenni, mig ha
sin(wt) = 0, és igy cos(wt) = £1, akkor a masodik sorban levs kifejezés nullaval szorzodik,
tehat az elsd sorban a kapcsos zardjelen beliil kell nullanak lenni

44 +tgo +1

RV 1+tg2o¢ cosa = RV 1+tg2a

sina =
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A tort szamlalojaban a nevezs négyzete szerepel, igy azt egyszertsithetjiik,

200/ (k — w?m)? + (we)? = qo. (2.206)
majd megoldhatjuk az egyenletet a valasz amplitadojara:

X0 = do = @ ! .
VE=wmP +we)? kg emy? ()

(2.207)

Felhasznalva, hogy w2 = k/m, valamint ¢ = £2vkm, a szorzotényezd egyszerti-

sithets:
_ % 1

.’Ego—k - 5 2.

Behelyettesitve a kapott amplitadot és fazisszoget a megoldas (2.194) sze-
rinti feltételezett alakjaba a harmonikus erével gerjesztett csillapitott rezgés
partikularis megoldésa:

(2.208)

1
z4(t) = B cos <wt - arctgk_wjzm> . (2.209)

k w? 2 4 2 w2
(1-5) +aes
A szerkezet valasza tehat a csillapitatlan esethez hasonléan harom tag szorza-
taként adodik:

e Az zy = qo/k hanyados a gerjesztSers amplitidoja, mint statikus erd
altal okozott elmozdulassal egyezik meg.

1
2
0 0
harmonikus gerjesztés miatt a statikus eltolodas hanyszorosa lesz az amp-
litado.

o A statikus eltolodast szorzo tényez6 fejezi ki, hogy a

o Az idsfiiggést a gerjesztés iddfiiggésével megegyezs frekvenciaju harmo-
nikus fiiggvény adja, mely azonban a g fazisszoggel (azaz pg/w idGvel)
késik a gerjesztéshez képest.

A dinamikus hatast kifejez6 tényez6t mutatja kiillonbozé csillapitési hanya-
dok esetén a 2.27. dbra. Ez a tényezd mindig pozitiv, ezért a valasz fazisatol
fiiggetleniil adja meg a statikus amplitad6 névekményét, azaz a

- 1
(-5 +ee
0 0

értéke a csillapitott rendszer rezonanciatényezdje. A rezonanciatényezével kife-
jezve a partikularis megoldast:

(2.210)

xg(t) = xsrpecos (Wt — o) . (2.211)

A rezonanciatényez6 (2.210) szerinti alakjabol levonhatjuk az alabbi kovet-
keztetéseket:
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0 1 w/wg 0 1 w/wg 0 1 w/wg

] - Sl Y

0 1 w/wg

2.27. abra. A csillapitott rendszer rezonanciatényezdje & néhany értékénél. a)
£€=0.05b)£=0.1,¢) £=02,d) £=0.5,¢) £ =05, f) £ =0.8. g) Az a)-f)
fliggvények, és a csillapitatlan rendszer rezonanciatényezdje egy kozos abran.
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e Ugyanakkora frekvenciahanyados mellett a nagyobb csillapitas esetén na-
gyobb a nevezd, igy kisebb a rezonanciatényezd.

e Amennyiben a csillapitas nem nulla, akkor a nevezd mindig pozitiv, azaz
nem lehet nulla, ezért a rezonanciatényez6é mindig véges nagysagu lesz.

e A rezonanciatényez6 a maximumét annal a gerjesztSers-korfrekvencianél
veszi fel, ahol a korfrekvencia szerinti elsg derivaltja éppen nulla.

o A szélsérték helyét analitikusan kifejtve® megéllapithat6, hogy nagyobb
csillapitas esetén a szélsGérték kisebb korfrekvencianal lép fel (azaz a ma-
ximum balra tolodik).

e Ha ¢ > /0,5, akkor az egyetlen széls6érték az w = 0-nal kialakulé maxi-
mum. Ilyenkor a csillapitias nagy értéke miatt barmilyen gerjesztés esetén
a valasz amplitidéja kisebb lesz, mint a gerjesztés amplitiiddjabol sza-
molhat6 statikus elmozdulas lenne, azaz a dinamikus hatas nem néveli a
statikus elmozdulést, hanem mindig csokkenti azt. Emiatt a £ = /0,5 ér-
tékét eszményi, vagy idedlis csillapitasnak nevezzilk. Az idealis csillapitas
fizikai értékét a c; = /0, beg, = Vkm képlettel szamolhatjuk.

e Az épitémérnoki gyakorlatban jellemzé anyagok esetén £ értéke lényege-
sen kisebb 1-nél. Ilyenkor a szélsGérték a gerjesztSerd korfrekvencidjanak
wo-kozeli értékénél fel, és értéke is ahhoz kozeli. Ezért csillapitott rend-
szernél is az w = wy esetet nevezziik rezonancidnak, és a rezonanciatényezd
maximuménak értékét kozelithetjiik az ott szamitott

1
o N — 2.212
0 2% ( )

értékkel. Ezzel a maximummal tehat a gerjesztSerd korfrekvenciajatol
fliggetleniil egy fels§ becslést adhatunk a kialakuld rezgés amplitadojara.
2.4.2.2. A kezdeti feltételeket kielégitd megoldas

A (2.192) differencidlegyenlet (2.193) kezdeti feltételeket kielégité megoldéasa
a (2.211) szerinti partikularis megoldas és a szabadrezgés-feladatnak (kis csilla-
pitéas esetén) a (2.107) szerinti altalanos megoldasanak Gsszege:

z(t) = e ! (A cos(wit) + B - sin(wiit)) + %O,u cos (wt — o) . (2.213)

Az altalanos megoldas A és B paraméterét kell tgy meghatarozni, hogy az x(t)
fiiggvény kielégitse a kezdeti feltételeket.

A teljes megoldas alakjabol most egyértelmten latszik, hogy a tranziens rész
id6vel lecseng, azaz hosszi tavon csak az dllanddsult rezgésrész, azaz az

xau(t) = %0/1 cos (wt — ©q) . (2.214)
fliggvény marad, melynek amplituddja, azaz az

Tall = %M. (2.215)

45 A levezetést az olvasora bizzuk.
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az érdekes.

A szerkezet igénybevételeinek szamitasahoz a helyettesitd statikus erét a ru-
gbban és a csillapitoelemben ébredd erdk osszegeként kell elGallitani. A rugoban
ébredd erd az

fr(t) = kxau(t) = gopcos(wt — ¢p) (2.216)

képlettel szamolhatd, melynek maximuma

f?",maa: = qoM- (2217)

A csillapitéelemben ébreds erd az

Fus(t) = ciau(t) = fcwq—;usin(wt — o) (2.218)

képlettel szamolhatd, melynek maximuma

wce w
fcs,maac = QO?,U = qo,u2§—. (2219)
wo

A két er6 egyméashoz képest 7/2 fazissal van eltolva, igy az Osszegzésiiknél
a (2.65) szerinti levezetéssel élve a helyettesitd statikus er§ maximuma:

| w2
fst,ma:r: = qoM 1+ 452;(2) (2220)

2.4.2.3. Komplex harmonikus gerjesztés *

Komplex analizis hasznalataval a csillapitott rendszer partikularis megoldasét
mas aton is megtaldlhatjuk. Ehhez tételezziik fel, hogy a ¢.(t) = qo cos(wt)
gerjesztésre a szerkezet vélasza x.(t), mig a qs(t) = gosin(wt) gerjesztésre a
szerkezet valasza x4(t). A linearis szerkezetben érvényes a szuperpozicié elve,
azaz a q.(t) és qs(t) gerjesztderck barmely linearis kombinaciojara az x.(t) és
x4(t) fiiggvények azonos kombinacidja lesz a valasz'®. Matematikailag ez akar
nem valés kombinaciokra is igaz. A

G(t) = qo (cos(wt) + i - sin(wt)) (2.221)

komplex gerjesztés a q.(t) gerjesztéers 1-szeresének és a ¢q(t) gerjesztGerd i-
szeresének Osszege, ahol i a képzetes egység. Ennek megfeleléen a valasz is
komplex lesz, az x. fliggvény l-szeresének és az x4(t) fliggvény i-szeresének
Osszege:

Z(t) = x(t) + i - xs(t). (2.222)

A valaszban tehat a valos rész a g.(t) gerjesztésre, mig a képzetes rész a g4(t)
gerjesztésre adott valasz lesz. Irjuk fel a (2.221) képlet szerinti komplex gerjesz-
téerst az Fuler-féle atirdssal’’” az alabbi alakba:

q(t) = qo (cos(wt) + i - sin(wt)) = goe™". (2.223)

46 egegyszeriibb példa: a qo cos(wt) + qo sin(wt) gerjesztésre az x.(t) + x4 (t) fiiggvény lesz
a valasz.
47¢1® — cos(x) + i sin(z)
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Erre a gerjesztGerdre keressiik az
mi(t) + ci(t) + ki(t) = g™t (2.224)

differencidlegyenlet komplex partikularis megoldasat, aminek a valds része lesz
a koszinuszos, a képzetes része pedig a szinuszos gerjesztésre adott valasz..
Keressiik a megoldast a gerjesztGer6hoz hasonld alakban:

i(t) = Tg0e™". (2.225)
A feltételezett alak id6 szerinti elsé és méasodik derivaltjai:
I(t) = iwige™t,  I(t) = —w?F et (2.226)
Helyettesitsiik be ezeket a (2.224) differencidlegyenletbe:
—wszcgoei“’t + iwcjgoei“’t + k:f:goei“’t = goe™?, (2.227)
és egyszertsitsiik e*!-vel:
—w?mi g0 + iwcFgo + ki g0 = qo- (2.228)
A komplex valasz amplitudojat tehat a
(k — w?m +iwe)Zg0 = qo (2.229)

egyenlet megoldasaként kapjuk, ahol a k — w?m + iwc mennyiséget komplex
dinamikus merevségnek nevezziik. Ez a komplex szam még az w = wq rezonancia
esetén sem lesz nulla, ezért oszthatunk vele, majd emeljiik ki a nevez&bdl k-t:

. 90 9 1
= == . 2.230
TS T 2t iwe K 1— wim 4 juc ( )

A nevezében levé komplex szamtol ugy szabadulhatunk meg, ha a komplex
konjugaltjaval szorzunk. Ennek eredménye:

1 _ @lm _ jwe

~ q0 % A
Tg0= — . (2.231)
Pk (1= ey (se)?

Helyettesitsiik be az 1/w3 = m/k és a 1€ /wy = ¢/k értékeket:

2 .
O
0 0

- qo0
Fgo = 7 = ) (2.232)
(1-5) + ()
majd bontsuk fel a pozitiv nevezst a négyzetgyoke szorzataira:
2 .
] 1— & — e
g0 = %0 - o (2.233)
J-5) e (1-5) e
A kozépsS tort a (2.210) képletben bevezetett rezonanciatényezs, igy
_wl_jorw
w, 7@ (2.234)

xgozzﬂ ; 5 2.
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A teljes megoldas ennek a komplex amplitudonak az e’“!-szerese. Irjuk fel ezt

az id6fliggs megoldéast a harmonikus fliggvényekkel:

2
w N w

~ 4q
Tg(t) = *OM
k 2 2 2
(1-25) +eeg
0 0

Ennek valos része a koszinuszos, képzetes része a szinuszos gerjesztésre adott
valasz. Valés eredményt a valosszor-valds, illetve a képzetesszer-képzetes tagok
adnak:

. (cos(wt) + isin(wt)) . (2.235)

1-% 282
ze(t) = D, cos(wt) + v sin(wt) | ,

k 2 2
\/( —i—i) + 4622, \/(1—52) + 42
0 0 0 0
(2.236)

képzetes eredményt pedig a valos-szor-képzetes, illetve a képzetes-szer-valos ta-
gok adnak:

-5 g
xs(t) = q—ou 0 sin(wt) + =

k 2 2
\/(15) +4e23 \/( - 2) g
0 0 (0] 0
(2.237)

A szogletes zarojelekben levé harmonikus fiiggvények amplitudoja (2.236),
illetve (2.237) esetén is 1, és atirhatok cos(wt — @g), illetve sin(wt — @) alakra'®,
ahol a valasz faziskésésének szoge:

cos(wt) | ,

2
0o = arctgl wo_, (2.238)

A komplex analizissel kapott eredmények természetesen azonosak a 2.4.2 sza-
kaszban levezetett eredményekkel, ennek a megkozelitésnek tobbszabadsagfoku-
és folytonos szerkezetek esetén lesz komoly elénye.

2.4.3. Periodikus gerjesztések szuperpozicioja
2.4.3.1. Harmonikus gerjesztések szuperpozici6ja

Legyen a csillapitatlan, vagy csillapitott rendszer (2.24), vagy (2.26) szerinti
differenciélegyenletében a teherfiiggvény az alabbi:

q(t) =Y gqjcos (wit — ;) 4 (2.239)

Jj=1

szeriink linearis, ezért a szuperpozicio elvét hasznalva a partikularis megoldast

48 Az alabbi trigonometrikus azonossagok felhasznalasaval: cos(wt —g) = cos(wt) cos(wg) +
sin(wt) sin(yo), valamint sin(wt — pg) = sin(wt) cos(po) — cos(wt) sin(¢o)
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a (2.1606), vagy a (2.209) megoldéasok alapjan irhatjuk fel. Csillapitatlan esetben:

Z ?j w2 cos(w;t — @j), (2.240)

J

[N

Wo

csillapitott esetben pedig:

% 12 cos (th 2 arctgkchz> .
L a-5) e e
wo

n

J _ 4

wh
(2.241)
Latszik, hogy minden egyes teherkomponenshez egy statikus eltolodas és a rezo-
nanciatényezé szorzataval képzett harmonikus komponens tartozik a valaszban,
raadasul csillapitott esetben a kiilonb6z§ frekvenciajia teherkomponensekhez kii-
16nb6z6 faziskésés tartozik.
A kezdeti feltételeket ebben az esetben is a teljes megoldéassal, azaz csillapi-
tatlan esetben a (2.52) és a (2.240) Osszegével:

z(t) = A - cos(wot) + B - sin(wot) + 24(t) (2.242)
csillapitott esetben pedig a (2.107) és a (2.240) Gsszegével:
z(t) = e 50! (A - cos(wit) + B - sin(wit)) + x4 (t) (2.243)
kell kielégiteni.
A gerjesztés altalanos w; korfrekvenciai esetén a szabadrezgésbdl szarma-
70 tagok lecsengése utan sem lesz az allandosult rezgésrész periddikus, ezért a
szélsGértékre csak felsé becslést adhatunk. Amennyiben a valasz mindegyik har-

monikus komponensének azonos elGjeli szélsGértéke azonos pillanatban lép fel,
akkor a maximumot az amplituddk abszolutértékeinek 6sszegébdl szamolhatjuk:

zper =" %M, (2.244)

ahol p; a j-edik gerjeszt&ers-korfrekvencidhoz tartozé rezonanciatényezd.
A szerkezetre hatéo maximalis erdt csillapitatlan esetben a (2.7) alapjan az

£ = lagleg (2.245)
j=1

képlettel szamithatjuk. Csillapitott esetben a rugéban és a csillapitéelemben
ébredd ercket is szamolnunk kell a (2.220) képlet alapjan, azaz a fels6 hatart az

w?
[t = Z\qglug\/1+4§ % (2.246)
=1

képlettel szamolhatjuk.
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2.4.3.2. Periodikus gerjesztésekre adott valasz

Korabban lattuk, hogy minden (2.152) alakban megadott periodikus gerjeszts-
er§ Fourier-sorba fejthets (2.154) alakban. Az igy megadott fliggvényben az
Osszegzett harmonikus fiiggvények rendre atirhatok

a(t) = 3" g cos(jut — @) (2.247)

Jj=1

alakra. A j-edik teherkomponenshez az w; = jw korfrekvencia tartozik, azaz a
periodikus gerjesztés is kezelhets harmonikus gerjesztések 0sszegeként, amint azt
a 2.4.3.1 alpontban bemutattuk. Eszerint az adllandosult rezgésrész csillapitatlan

esetben az
n

q; 1 .
Tau(t) = Z ZJW cos(jwt — ), (2.248)

i P
j=1 wq

alakban adodik. (A valasz csillapitott esetben is periodikus lesz, de a rezonan-
ciatényez6ben és a faziskésésben a csillapitas hatasat figyelembe kellene venni.)

Bar a Fourier-sorbdl szarmazo6 képlet végtelen 6sszegzést tartalmaz, ugyanezt
az eredményt hasznalhatjuk akkor is, ha a (2.239) szerinti gerjesztGerd kompo-
nensei korfrekvenciainak hanyadosai mind racionélis szamok. Ekkor talalhato
olyan w korfrekvencia, melynek minden w; kérfrekvencia egész szamszorosa,
tehat a terhet kezelhetjiik (2.247) szerinti alakban, akar agy, hogy t6bb ¢; amp-
litdo is nullaval lenne egyenl6.

Azt is konnyd kiolvasni a (2.248) képletbdl, hogy a gerjesztSeré magasabb
frekvenciaju komponenseihez mar nullahoz tarto rezonanciatényezs tartozik, az-
az ezeknek a komponenseknek a hatasa tipikus esetben elhanyagolhato.

A (2.248) valaszban a maximum keresésekor most kihasznalhatjuk a perio-
dicitést, és az abszolutértékek osszegzése helyett egy pontosabb (esetleg alacso-
nyabb és {gy gazdasagosabb tervezést eredményezs) szélsGértéket talalhatunk,
ha egy tetszSleges T' = 27 /w id6tartambol kivalasztjuk a maximumot™”.

2.5. Altalanosan gerjesztett egyszabadsagfokii
rendszerek rezgése

Az el6z6 fejezetben ismertetett harmonikus gerjesztés matematikailag pontosan
kezelhets, a tényleges gerjesztések tobbsége azonban nem harmonikus, gyakran
még csak nem is periddikus. Ezeknek az dltalanos erével gerjesztett rendszerek-
nek a megoldasara mutatunk harom jellegzetes modszert. A harmonikus ger-
jesztés természetesen csak egy specialis esete az &altalanos gerjesztésnek, ezért
az ismertetésre keriil6 modszerek mindegyike hasznalhaté annak megoldasara
is, és kozelités esetén a modszer pontossaga is ellendérizhetd.

2.5.1. Megoldasfiiggvény feltételezése

Fliggvényszertien ismert ¢(t) teher esetén az egyik lehetséges modszer a par-
tikularis megoldés keresésére: valamilyen, kell§ szamii paramétert tartalmazo

9Vagy egy T/2 = 7 /w idStartamon beliil az abszolutérték maximumét
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formaban feltételezziik a megoldasfiiggvény alakjat’’, majd a mozgas differenci-
alegyenletébe behelyettesitve tigy hatarozzuk meg a paraméterek értékét, hogy
azok minden iddpillanatban kielégitsék a differencidlegyenletet. Harmonikus
gerjesztés esetén korabban pontosan ezt tettiik, amikor a partikularis megol-
dast harmonikus alakban kerestiik.

A modszer elénye, hogy akéar szakaszonként is megadhato a teherfiiggvény,
és szakaszonként a partikularis megoldas, ilyenkor egy-egy szakaszon az altalé-
nos megoldas paramétereinek meghatarozasahoz a kezdeti feltételeket a szakasz
elején az el6z6 szakasz végpontjaban szamolt elmozdulas- és sebességértékek
adjak.

2.5.1.1. Konstans teher

Legyen a csillapitatlan rendszert terheld teherfiiggvény értéke qg, és a ¢t = 0
pillanatban legyen a kitérés és az elmozdulas is nulla, azaz oldjuk meg a

mi(t) + kx(t) = qo (2.249)
differencialegyenletet az
z(0) =0, z(0) =0 (2.250)

kezdeti feltételek mellett.
A partikuléris megoldés feltételezett alakja legyen a teherhez hasonléan egy

konstans fiiggvény:
zg(t) =0. (2.251)
Ennnek id§ szerinti els6 és masodik derivaltja zérus, igy a (2.249) egyenletbe
behelyettesitve megkapjuk a b paraméter értékét:
m-0+k-b=gq,  — b:%. (2.252)

Az altalanos megoldéas a partikularis megoldas és a kiegészit6 egyenlet altalanos

megoldasanak Osszege:
z(t) = xy(t) + xo(t) = %0 + A cos(wpt) + B sin(wpt), (2.253)

aminek A és B paramétereivel kell kielégiteni a (2.250) szerinti kezdeti feltéte-
leket. A cos0 =1 és sin0 = 0 azonossagokat felhasznalva:

%+A-1+B-O:0, (2.254)
0—wpA-0+weB-1=0. (2.255)
Ezek megoldasa
A= —%0, B=0, (2.256)
igy a feladat kezdeti értékeket kielégité megoldésa:
x(t) = %0 (1 = cos(wot)) , (2.257)

A megoldasfiiggvényt a 2.28. abran mutatjuk, latszik, hogy a statikus tehernek
megfelels go/k egyensilyi helyzet kortl alakul ki egy szabadrezgés, ahogy ezt
korabban a 2.1.6.2 alpontban is bemutattuk.

50 A feltételezett alak német elnevezése (Ansatz) utan ezt ansatz-fiiggvénynek is szokés hivni.
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2.28. abra. Allando teherrel terhelt egyszabadsagfoku rendszer rezgése.

2.5.1.2. Linearisan valtozo teher

Legyen a csillapitatlan rendszert terhel§ teherfiiggvény értéke qo - ¢, ésat =0
pillanatban legyen a kitérés és az elmozdulés is nulla, azaz oldjuk meg a

ma(t) + kx(t) =qo - t (2.258)
differencidlegyenletet az
z(0) =0, #(0) =0 (2.259)

kezdeti feltételek mellett”!.
A partikularis megoldas feltételezett alakja legyen a teherhez hasonléan egy

linearisan valtozo fiiggvény:
zg(t) =0b-t. (

o
b

60)
Ennnek id6 szerinti els§ derivaltja b, masodik derivaltja zérus, igy a (2.258)

egyenletbe behelyettesitve megkapjuk a b paraméter értékét:

m-0+k-bt=gq-t, — b:%‘). (2.261)

Az altalanos megoldés a partikularis megoldas és a kiegészit6 egyenlet altalanos
megoldasanak Osszege:

2(t) = 24(t) + 30(t) = T - + Acos(wot) + Bsin(wot), (2.262)

aminek A és B paramétereivel kell kielégiteni a (2.259) szerinti kezdeti feltéte-
leket. A cos0 =1 és sin0 = 0 azonossagokat felhasznélva:

%~0+A-1+B-0:0, (2.263)
q0
z —wpA-0+weB-1=0. (2.264)

51Felhivjuk a figyelmet, hogy ennek a go-nak mas a szerepe, és igy a mértékegysége is, mint
az el6z8 alpontban hasznalt gp-nak, ami aztan majd moédositja a megoldasban bevezetett b
paraméter szerepét és mértékegységét is
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6qoT/(Kwg) - - - - Do P
Aqgm/(kwo) [ SRR — =

2C|0T(/(kh)0) """"" L HEEIEEEIEI :

2.29. abra. Linearisan valtozo teherrel terhelt egyszabadsagfoku rendszer rezgé-
se.

Ezek megoldasa

q0
A=0 B=—— 2.265
: T (2.265)

igy a feladat kezdeti értékeket kielégité megoldasa:
x(t) = %Ot - quSo sin(wot), (2.266)

A megoldasfiiggvényt a 2.29. abran mutatjuk, latszik, hogy most a kvazistatikus
tehernek megfelels qo/k - t egyensilyi helyzet koriil alakul ki egy szabadrezgés.

Bar az el6z6 két példa azt sugallhatja, hogy az idSben négyzetesen valtozé q(t) = qo - t2
teherre hasonlé médon talalhaté megoldas, ha azt x4(t) = b - t2 alakban keressiik, a feltéte-
lezett alakot és derivaltjait behelyettesitve azt tapasztalnank, hogy b értéke az id6tsl fliggd
mennyiség lenne, ami viszont a derivalt elgallitasat befolyasolna, ezért mas ansatz-fliggvényt

kellene keresni.

2.5.1.3. Lépcsdzetesen megugro teherintenzitas

Legyen a teherfiiggvény értéke a ¢t < 0 tartomanyban 0, a 0 < ¢ tartomanyban

qo:
0,ha t<0
q(t) = {qo,,w 0<t. (2.267)

Ekkor természetesen a megoldéasfiiggvényt is szakaszonként kell megadnunk.
A t < 0 esetben a rendszer terheletlen, igy annak rezgése egy szabadrezgés-
feladat megoldasa.Tegyiik fel, hogy az

z(t) =0 (2.268)

fliggvény kielégiti az erre az idGszakra felirhat6 kezdeti feltételeket.
A 0 < t esetben a rendszert egy konstans erd gerjeszti, igy a partikuléris
megoldas a 2.5.1.1. alpontban latott moédon

q
z4(t) = ?0 (2.269)
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lesz. Az altalanos megoldés paramétereinek szamitasahoz at < 0iddszak (2.268)
megoldasfiiggvényének és els§ derivaltjanak a ¢ = 0 pillanatbeli behelyettesitési
értékeit kell kezdeti értékként el6irnunk a ¢ = 0 pillanatban. Ez azonos megol-
dést eredményez a 2.5.1.1. alpontban levezetett eredménnyel, de az most csak a
0 <t tartoményban érvényes, igy a teljes megoldas:

0 yha t<0

w(t) = {qk (1—cos(wol)) .ha 0<t. (2.270)

2.5.1.4. Téglalap-teher

Legyen a teherfliggvény értéke a t < 0 tartomanyban 0, a 0 < ¢ < T tartomany-
ban ¢p, majd a T" < t tartomanyban ismét 0:

0, ha t<0
q(t) =< q,ha 0<t<T (2.271)
0, ha T <t

A megoldasfiiggvényt természetesen most is szakaszonként kell megadnunk.

Ha a mozgas kezdetére zérus kezdeti feltételeket irunk els, akkor az els két
szakasz a 2.5.1.3. alpontban leirtak szerintiek lesznek at < 0ésa 0 <t < T
tartomanyokon:

0 yha t<0

=(t) = {qko (1 —cos(wot)) ,ha 0<t<T. (2.272)

A T < t tartomanyon a zérus teher miatt a partikularis megoldas z4(t) =0,
igy az altalanos megoldés egy szabadrezgésnek felel meg:

x(t) = 0+ Acos(wot) + B sin(wpt). (2.273)
A kezdeti feltételeket a szakasz kezdetén ¢ = T pillanatban irjuk el§ a (2.272)
egyenlet mésodik fliggvénye és annak elsé derivaltja segitségével:

_D
k

Fentiekbdl az A és B paraméterek az alabbi egyenletrendszerbdl hatarozhatok
meg:

z(T)

(1 - cos(woT)),  &(T)= qol‘: 0 Sin(woT). (2.274)

Acos(woT) + Bsin(weT) = %0 (1 — cos(woT)), (2.275)

qowWo

—Awg sin(woT') + Bwg cos(woT) = sin(woT). (2.276)

Az egyenletrendszert a 2.2.1.2. alpontban bemutatott médon oldhatjuk meg
kénnyen, azaz atirjuk matrixos alakra:

[ned wenlll el W] em

majd az egyiitthatomatrix ortogonalitasat kihasznalva a megoldashoz elegendd
a matrix transzponaltjaval szorozni balrél az egyenlet mindkét oldalat:

[A} Qo [COS(WOT) —Sin(WOT)} {1 _COS(WOT)] (2.278)

B| ™ k |sin(woT) cos(woT) sin(woT)
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A miiveletet elvégezve a két paraméterre az alabbi képleteket kapjuk:
A= %0 (cos(woT) — cos®(woT') — sin®(woT)) = %O (cos(weT) — 1),
B= %0 (sin(woT') — sin(woT') cos(woT") + cos(woT') sin(weT)) = %O sin(woT).
(2.279)

Végiil, (2.279) eredményét felhasznalva (2.273) képletében a (2.272) megoldas
kiegészithets:

0 yha t<0
z(t) = 40 (1 — cos(wot)) yha 0<t<T
2 [(cos(woT') — 1) cos(wot) + sin(weT) sin(wot)] ,ha T <t.
(2.280)

A kapott eredménybdl az utolsd szakasz egy harmonikus rezgés, melynek
maradé amplitaddja a teherintenzitas altal okozott gg/k statikus elmozdulas
mellett a terhelés T' idGtartamatol fiigg. A maradd amplitadot az A és B para-
méterekbdl szamolva:

C— A2 B = %\/(COS(MOT) _ 1) 4 sin(woT). (2.281)

A négyzetre emeléseket kifejtve és a sin®  + cos® = 1 trigonometrikus azonos-
sagot felhasznalva a maradé amplitado az alabbi alakban irhato:

C= %0\/2 — 2cos(woT). (2.282)

A marad6 amplitiad6é minimumeértéke 0. Ez akkor fordul el§, ha a cos(woT) = 1,
azaz wol egészszerese 2m-nek, vagyis a terhelés T idGtartama a rendszer Ty
periodusidejének egészszerese. A maradé amplitadé maximuma a cos(wyT) =
—1 esetben alakul ki. Ilyenkor az amplitudé értéke a teher altal okozott statikus
kitérés kétszerese: 2qo/k. Ez akkor fordul els, ha w7 valamilyen paratlan egész-
szerese m-nek, azaz a terhelés a T peridédusid valamilyen 2j; L _szereséig tart,
ahol j tetsz6leges pozitiv egész.

2.5.1.5. Hullam-teher

Legyen a teherfliggvény értéke a ¢ < 0 tartoményban 0, a 0 < ¢t < T tarto-
manyban egy qo amplitidoju szinuszhullim, majd a T' < t tartoményban ismét
0:

0 ,ha t<0
q(t) = qosin (¥t) ,ha 0<t<T (2.283)
0 ,ha T<t.

A megoldasfiiggvényt természetesen most is szakaszonként kell megadnunk.
A t < 0 tartoményon legyen a kezdeti feltételeket kielégité megoldas az

z(t) = 0. (2.284)

A 0 <t <T tartoményon egy w = 2% korfrekvencidji harmonikus gerjesz-

t6eré mikodik go amplitudoval. Tételezziik fel, hogy nincs rezonancia. Ekkor
w # wqg azaz Ty # T, és a partikuléris megoldas

2y(t) = q—o% sin (wt) (2.285)
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A kezdeti feltételekhez a (2.284) fliggvény és derivaltja behelyettesitési értéke
kell t = 0 pillanatban. Mindketts nulla, igy a kezdeti feltételeket kielégits
megoldas a 0 <t < T tartomanyon:

1
P Zﬁ sin (wt) — wio sin (wot) | - (2.286)

Végill, a T < t tartomanyon a test ismét szabadrezgést végez. Kezdeti
feltételei a (2.284) fiiggvénybdl és annak derivaltjabol:

@ 1 w

x(T) = ?j;()(_l)sm (woT) - (2.287)
1
#(T) = %0 — wiowo 1 — cos (woT)] . (2.288)

wo
Az z(t) = Acos(wot) + Bsin(wpt) alaku altalanos megoldas paraméterei fenti
kezdeti feltételekbdl az aldbbi képletbdl

] 1 foreol) o] [ e ]

B| " k11— 2w |sin(woT)  cos(woT) | |1 — cos(woT)
wo
szamithato: o 1w
= * - Zw (—sin(woT)) . (2.290)
wo
B=B_1 © 1 cosw). (2.291)

Tk 1— Z—Z wo
0
Fenti eredményeket Osszegezve a rendszer egyetlen szinuszhullamra adott

valasza:

o 1
0= Fz
0 ,ha t<O0
{sin (wt) — 2= sin (wot)} yha 0<t<T
o= [=sin(woT) cos(wot) — (1 + cos(woT)) sin(wot)] ,ha T <t
(2.292)

Az utolso szakasz most is egy szabadrezgés, aminek az amplitiidoja a rész-
letek megadésa nélkiil:

1
C = qozw\/2 + 2cos (27r@) (2.293)
k 1—%(«00 w

0

wo — T "5 gyok alatti kifejezésnek olyankor van maximu-

Tekintettel arra, hogy <> = T
ma, amikor a gerjesztés ideje a periddusids egészszerese. A t6bbi szorzotényezs
ennek a szélsGértéknek a helyét csak kis mértékben modositja. A maradé rezgés
amplitadéja zérus is lehet, ha cos (2#%) = —1. Ez akkor fordul elg, ha a ger-
jesztés idGtartama a sajatperiodus 2j; L_szerese, ahol j tetszoleges pozitiv egész
szam.

Természetesen a rezonancia esetén a fenti képlet nem hasznélhato. A ger-
jesztés véges idGtartama miatt viszont akkor is csak véges amplitid6ja lenne a

maradoé rezgés, és a legnagyobb amplitadét akkor érnénk el.
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2.5.2. Duhamel-integral

Tegyiik fel, hogy ismerjiik a teher ¢(t) figgvényét, de annak komplexitésa miatt
nem tudunk ra megoldasfiiggvényt feltételezni. A rendszer vélasza ettél még
természetesen létezik, de a fizikai bizonysagon tul ennek matematikai bizonyitasa
is adhato. Hasznaljuk ehhez a szuperpozicié elvét.

Bontsuk fel a ¢(t) teherfiiggvényt idében elemien révid dr ideig hato terhek
Osszegére. Ha egy-egy ilyen teher hatésara fel tudjuk irni a rendszer valaszat,
akkor a teljes terhelésre adott valaszt a kérdéses pillanat eltt miik6ds elemi
terhekre adott elemi valaszok Gsszességeként allithatjuk eld.

Jelolje dz-(t) a (7;7 + dr) id6tartam alatt mikods g(7) teher’” hatésara
kialakulé mozgast ahol t = 7 pillanatig a kitérés és a sebesség is nulla. Az id6-
skala eltolasaval erre hasznélhatnéank a 2.5.1.4. pontban levezetett eredményt a
T = dr — 0 hataratmenettel, de inkdbb hasznéljuk a mozgasmennyiség valto-
zésadnak tételét. A dr idGtartam alatt a ¢(7) erd egy ¢(7)dr nagysaga impul-
zust koz0l a tOmegponttal. A tOmegpont mozgasmennyisége, azaz tomegének
és sebességének a szorzata ennyivel valtozik, és mivel a tomeg allando, ezért a
véaltozas a sebesség dv, elemi névekményét jelenti:

m - dv, = q(1)dT, dv, = @dr (2.294)
m
A dr id6tartam utdn a test szabadrezgésbe kezd, melynek kezdeti feltétele a
zérus kezdeti kitérés és a dv, kezdeti sebesség. Csillapitott rendszert feltéte-
lezve a t > 7 + dr id8szakra a kialakulo tobbletmozgas a (2.121) képletbe vald
behelyettesités utan:

dv, .
da,(t) = wioe—ﬁwo“—ﬂ sin (Wi (¢t — 7)), (2.295)

Amibe behelyettesitve a kezdeti sebességet (2.294)-bdl:

q(T)dT — t— . *
dz, (1) = ————e 8= gin (wi (t — 7)) . (2.296)
mwg 0

Egy t id6t megel6z6en miikods Gsszes ¢(7) erd hatasanak a szuperponalasa-
hoz ezeket az elemi hatasokat kell 6sszegezni, azaz integralni a kezdeti feltételek
pillanatatol a ¢ ideig:

z4(t) = /tt Me_g“’o(t_ﬂ sin (w§(t — 7)) dr. (2.297)

*
o Mo

Itt is igaz, hogy a gyakorlatban a kezdeti feltételeket gyakran a tg = 0 pilla-
natban irjuk el6 zérus kitéréssel és sebességgel, ilyenkor a fenti integral tovabb
egyszeriisodik és a teljes megoldast adja:

t
q(7) —Ewo(t—T) o *
z(t) = e swo sin (wy (t — 7)) dT. 2.298
=[5 (wi(t =) (2298)

Az igy levezetett kifejezést Duhamel-integrdlnak nevezzik.

52A dr idStartam legyen kelléen (mérndkien) kicsiny ahhoz, hogy a q fiiggvény valtozasat
ezen idGtartam alatt mar elhanyagolhassuk.
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Csillapitatlan szerkezet esetén a (2.298) képletet két helyen egyszertsithet-
jik: a & = 0 miatt az exponencialis tag kitev6je mindig 0 lesz, igy az a szorzo
tag 1 értéket vesz fel; az wg csillapitott sajatkorfrekvencia pedig megegyezik
az wq csillapitatlan sajatkorfrekvenciaval. Ezeket felhasznalva a csillapitatlan
rendszer esetén a Duhamel-integral:

t
q(r) .
t) = t— dr. 2.299
o) = [ £ sin wu(t = 7)) dr (2299)
2.5.1. Példa (Harmonikus gerjesztés Duhamel-integrallal). Hatdrozzuk meg a
Duhamel-integrdl kifejtésével a k merevségii, m témegtd egyszabadsdgfoki csilla-
pitatlan rendszer vdlaszdt a q(t) = qo sin(wt) gerjesztésre.

Megoldas
A rendszer sajatkorfrekvencidja wy = /k/m. Ezt felhasznaljuk a (2.299)
képletben, igy az

a(t) = qu‘;O /O sin (w7) sin (wo(t — 7)) dr. (2.300)

integralt kell kifejteni. A szorzat primitivfiiggvényét felhasznéalva:

o(t) = qo [w cos(wT) sin(wo(t — 7)) + wo sin(wT) cos(wo (t — T))yzt
mwo

wi — w? =0
(2.301)
Ha nem 4ll fenn a rezonancia esete, akkor a nevezé nem zérus. Tegyiik fel,
hogy esetiinkben w # wy. Ilyenkor az alsé és fels§ hatarokat behelyettesitve
azt kapjuk, hogy:

. (2.302)

2(t) = qo [0+ wosin(wt) — wsin(wpt) + —0 T=t
B wi — w? :

mwo =0
kiemeléseket kiovetden, és az mw? = k behelyettesitést elvégezve végiil azt
kapjuk, hogy:

1

2(t) = %Oﬁ(sin(wt) — 2 sin(wot)). (2.303)

= w
w2 0

Ez természetesen megfelel a (2.174) képlettel kapott eredménynek a szinu-
szos gerjesztés behelyettesitése utan.

2.5.2. Példa (Téglalapteher Duhamel-integrallal). Hatdrozzuk meg a Duhamel-
integrdl kifejtésével a k merevségil, m tomegtd egyszabadsdgfoki csillapitatian
rendszer vdlaszdt eqy olyan impulzusteher hatdsdra, a 0 < t < T iddtartam alatt
q(t) = qo intenzitdsi, azon kivil pedig nulla..
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Megoldas
A rendszer sajatkorfrekvenciaja wy = y/k/m. Ezt felhasznaljuk a (2.299)
képletben. A 0 < t < T tartoméanyban az

2(t) = qu(:O /0 sin (wo(t — 7)) dr, (2.304)

mig a T < t tartomanyban az

=2 Tsin wol(t—7))dr
o) = =22 [ sin un(t = ) d (2.305)

integralt kell kifejteni, hiszen a T < ¢ id6ben ¢(t) = 0.
A 0 <t < T tartomanyban a primitivfiiggvényt felhasznalva:

T=t
t —
a(t) = L {COS(“’O( 7))] , (2.306)
mwo wo =0
amibe az also és felsé hatarokat behelyettesitve azt kapjuk, hogy:
1-— t
a(t) = 2o L= coswo(®) (2.307)
mwo wo
vagy a k = mw? behelyettesitést elvégezve :
a(t) = %0(1 — cos(wo(t))). (2.308)
A 0 <t < T tartomanyban a primitivfiiggvényt felhasznalva:
qo [cos(wo(t — 7)) =T
x(t) = { } , (2.309)
mwo wo =0
amibe az also és fels6 hatarokat behelyettesitve azt kapjuk, hogy:
t—T)) — t
o(t) = qo cos(wo( )) — cos(wo( ))7 (2.310)
mwo wo
vagy a k = mw? behelyettesitést elvégezve :
x(t) = q—}:(cos(wo(t —T)) — cos(wo(t)))- (2.311)

Mint latjuk, most nem volt sziikség a két szakasz hataran a kezdeti feltételek
illesztésére.

2.5.3. Példa (Linearis teher Duhamel-integrallal). Hatdrozzuk meg a Duhamel-
integrdl kifejtésével a k merevségd, m tomegid egyszabadsdgfoki csillapitatian
rendszer vdlaszdt a q(t) = qo - t gerjesztésre.
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Megoldas
A rendszer sajatkorfrekvenciaja wy = y/k/m. Ezt felhasznaljuk a (2.299)
képletben, igy az

a(t) = m%) /O 7 sin (wo(t — 7)) dr. (2.312)

integralt kell kifejteni. A primitivfiiggvényt felhasznalva:

o(t) = Qo [Sin(wo(t - 7))+ w2()7' cos(wo(t —7))17" ’ (2.313)
mwo wWo =0

amibe az also és fels§ hatarokat behelyettesitve azt kapjuk, hogy:

0+ wot — sin(wgt) — 0
o(t) = 20 0 wot = sinot) (2.314)
mwo wg

vagy a k = mw? behelyettesitést elvégezve :

oty =L <t - Sm(‘“’”) . (2.315)

k wo

ami természetesen megegyezik (2.266) képletével.

2.5.3. Time-history analizis

Elsfordul, hogy a gerjesztSers nem ismert fiiggvényszertien, hanem csak bizo-
nyos diszkrét idgpillanatokban, melyek kozott mér valamilyen ismert valtozést
tételezhetiink fel, vagy olyan sok szakaszra lehetne csak bontani a gerjeszts-
er6 fliggvényét, hogy a szakaszonkénti megoldés a valtasonkénti kezdetiérték-
szamitas miatt mar nem lenne célszerid. Ilyenkor idélépéses vizsgalatot lehet
végezni: a megoldast (elmozdulasokat, sebességeket) csak diszkrét t; idSpilla-
natokban hatarozzuk meg oly modon, hogy a (2.147) differencislegyenletet csak
diszkrét idépillanatokban elégitjiik ki. Gyakorlatilag az elmozdulas és a sebesség
ismeretében a gyorsulast tudjuk meghatarozni egy adott pillanatban, ami alap-
jan a kovetkez6 idépillanat elmozdulés- és sebességértékét szamoljuk, azaz az
egyes diszkrét idSértékeken lépdeliink eldre, hogy a teljes vizsgalt idGtartamon
meghatarozzuk a vizsgalt pillanatokban a rendszer véilaszat.

Attol fiiggben, hogy az egyes lépésekben milyen elmozdulés- és sebességérté-
keket hasznalunk, illetve melyik id6pillanatban elégitjiik ki a mozgasegyenletet,
kiilonféle modszerekrsl beszélhetiink. A masodrendi (2.147) differencidlegyenlet
helyett a gyakorlatban legtobbszor két elsérendti differencidlegyenletet oldunk
meg. A sebesség jelolésére bevezetve a v(t) fliggvényt ezek:

(2.316)
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2.5.3.1. Cauchy-Euler-féle torottvonal

A Caucy-Euler-féle toréttvonal-moédszer esetén a t; idépillanatokban ismerjiik a
q; = q(t;) teherértékeket, amikbél az z; = z(t;) elmozdulasokat, és a v; = &(t;)
sebességeket keressiik ugyanezekben a pillanatokban tgy, hogy a kezdeti xq
és vy értékeket ismerjiikk. A modszer ismertetéséhez egy lépést mutatunk be,
mégpedig azt, hogy a t;41 pillanatban érvényes x;41 és v;41 értékeket hogyan
szamitjuk. (A j = 0-bdl induld elss lépésre tekintettel ez a j 4 1-edik id6lépés.)

Az xj, v; értékekkel a (2.316) egyenletekbdl kiszamithatjuk az elmozduléas
és a sebesség idG szerinti elsd derivaltjait

j]j = ’Uj,
. q; (2.317)
v = EJ — 28wov; — waT;,
majd az x(t) és v(t) fliggvényeket a t = t; pont koriil sorba fejtjiik:
. 1.,
w(t) = a(ty) + @(ty) - (= 1)) + 5E(L) - (= 15)° .
(2.318)

. 1.
v(t) = olty) +8(t;) - (E = 1) + 58(t5) - (¢ = ti)?. ..
Jeloljiik Atjiq-gyel a j + 1-edik id6lépés tj41 — t; hosszat. Ha ez a lépés kel-
16en kicsiny ahhoz, hogy a sorbafejtéskor a méasod- és magasabb foka tagokat
elhanyagoljuk, akkor a ¢;; pillanatban az elmozdulast és a sebességet az alabbi
képletbdl szamolhatjuk:

Tjp1 = Tj + &5 Atjyr, Vi = U5+ 05 Aty (2.319)

ahol &; és v; értékét a (2.317) egyenletbdl szamithatjuk. A gyakorlatban az
idslépés hosszat tobbnyire minden lépésben azonos At-re vessziik fel, ilyenkor
a képlet tovabb egyszertisodik, és az id6lépések j darabszamabol egyértelmiien
szamolhaté a t; = j - At id6pillanat értéke is.

A Cauchy-Euler-féle tor6ttvonalmédszer pontossaga A modszer al-
kalmazasa sorédn egyetlen paraméteriink van, mégpedig az idélépés At hossza,
igy azt vizsgalhatjuk, hogy annak milyen hatasa van a kozelités pontossigara.
A Taylor-sorba fejtett fiiggvények kozelitésénél a At? nagysagrendd, és annal
nagyobb kitevéji tagokat hanyagoltuk el, igy egyetlen lépésnek a hibaja At?
nagysagrendii’’. Az idélépés nagysagat tehit felére csdkkentve egy 1épés hibaja
negyedére csokken. Latni kell azonban, hogy egy elére meghatarozott t idGtar-
tamot n = t/At lépésben tudunk kiszamolni, ezért a hibat n-szer egymas utan
kovetjlik el, a korabbi hibakat tovabbgorgetve, igy a moddszer hibaja a teljes
idstartamon mar At?/At = At nagysigrendii’’. Az id6lépés nagysagat tehét
felére csokkentve a teljes megoldas hibaja felére csokken. Az idGlépés azonban
két okbol sem csokkenthetd tetszdleges mértékben: egyrészt a sziikséges lépés-

kicsit névekmények a szamitogép véges szamabrazoldsa miatt elvesznek.

53Ennek a tulajdonsagnak a jelélésére hasznalhato az O jelolés (kiejtve ordd), ami egy fiigg-
vény kozelitésekor az elhanyagolas nagysagrendjének a becslésére szolgéléd fiiggvény jelolése.
Esetiinkben egy lépés hibaja O(At2).

54 Az el6z6 labjegyzet jelolésmodjat alkalmazva a szamitas hibaja O(At).
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a) b)
X(t) : v(t)
2 20
0 0
2 -20
-4 -40
0 1 -4 2 0 2 x(t)

2.30. abra. Csillapitott rendszer szabadrezgése analitikusan, illetve numerikusan
(wo =10, £ = 0.1, g = 3, vg = 0, szinek: analitikus, At = 0.01 , At = 0.01):
a) az elmozdulasok az id§ fiiggvényében; b) a fazistér.

A Cauchy-Euler-féle tor6ttvonalmodszer stabilitasa A Cauchy-Eu-
ler-féle torottvonalmodszer hasznalata soran az idSlépés megvalasztasanak egy
masik korlatja, hogy tul nagy id6lépés valasztasa esetén elGfordulhat, hogy a vé-
ges értékhez tarto z(t) megoldas helyett egyre névekvs abszolutértékd értékeket
kapunk eredményiil. Mivel a médszer nagyobb id6lépések esetén instabil, ezért
a Cauchy-Euler-féle torottvonalmodszerre azt mondjuk, hogy feltételesen stabil.
A 2.30. abran szemléltetjiik ezt egy csillapitott szerkezet szabadrezgésével. Az
a) dbra az id6 fliggvényében mutatja az elmozdulast. A fekete folytonos vonal az
analitikus megoldas, a piros, szegmensekbdl all6 vonal egy stabil szamitast ered-
ményez§ idGlépéses szamitas eredménye, a kék, szegmensekbdl all6 vonal pedig
egy tul nagy id&lépéshez tartozéd instabil szamitas eredménye, ahol az ampli-
tuado folyamatosan névekszik. A piros vonalon is latszik, hogy az amplitado
csOkkenése kisebb, mig a periédusidd hosszabb: mindketté a numerikus szami-
tas eredménye. A b) dbran az an. fazistérben, egy x — v-koordinatarendszerben
abrazoltuk a mozgast. A szines vonalaknal latszik, hogy minden pillanatban
egy ottani analitikus megoldés érintGje alkotja a kdvetkezs szakaszt.

2.5.3.2. Centralis differenciak moédszere

A centralis differencidk modszerével az elrelépés soran egy-egy fliggvény valto-
zésénak az irdnyat nem az adott szakaszanak kezdGpontjaban, hanem a szakasz
kozéppontjaban hatarozzuk meg. Igy egy-egy lépés soran nem az érints, ha-
nem egy szel mentén haladunk, mely szel§ kozelit6leg parhuzamos az id6lépés
felében levé érintGvel.

Az eljarasbol kiovetkezik, hogy az elmozdulasokat és a sebességeket At/2-
vel eltolt pillanatokban kapjuk meg, azaz ;-b6l és v, 5-bdl kell szamolnunk
Tj+1-t, majd vj4q5-t. A (2.310) els§ egyenletét a t = (j + 0,5)At pillanatban
kozelitjiik:

Tjp1 — Ty
ﬁ_th = Vj40,5, — Tjy1 = T + Vj+0,5 ° At. (2320)
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Ezutan a (2.316) masodik egyenletét a t = (j + 1) At pillanatban kozelitjiik:

"y — v, .
J+175At j+05 _ 4G+1 2§w0Uj+075 _ W8$j+17
m (2.321)

qj+1 2
= Vj+1,5 = Vjto,5 + (W — 28Wovj+0,5 — WoZjt1 ) - AL

A modszer a Cauchy-Euler-modszerhez hasonldan feltételesen stabil.

2.5.3.3. Runge-Kutta-modszerek

A Cauchy-Euler-féle toéréttvonalmodszernek kiillonbozé javitasai léteznek. Az
un. implicit Euler-moédszer esetében a differencidlegyenletet a t; pillanat helyett
a tj41 pillanatban elégitjiik ki (igy a késébbi idSpontbol hdtrafelé szamoljuk egy
csonkolt Taylor-sorral az elmozdulasokat), és ez alapjan szamoljuk a kovetkezs
lépést. Altalanossagban a Runge-Kutta-modszerek sajatja, hogy a lépések ira-
nyanak kozelitéséhez kozbenss lépéseket vesznek igénybe. Attol fiiggéen, hogy
egy id6lépést hany kozbensd szakaszra bontunk, beszélhetiink kiilonb6z6 rendi
Runge-Kutta-modszerekrsl.

A Runge-Kutta-modszerek elénye, hogy hierarchikusan ellendrzési lehetd-
séget nyijtanak az id6lépés hosszanak ellenérzésére. Eggyel magasabbrendi
sémaval végrehajtva ugyanazt a 1épést ellendrizhetd, hogy a hiba kiviil esik-e
egy megkovetelt hataron. Ha igen, akkor cstkkenteni kell az id6lépés hosszéat.
Emiatt lehet matematikai programokban, konyvtarakban ode23, ode45 nevd
fliggvényeket talalni: a nevek arra utalnak, hogy a kézonséges differencialegyen-
letet (ode) masod-, vagy negyedfoki Runge-Kutta-modszerrel oldja meg, ahol
a lépéskoz ellendrzését harmad- vagy 6todfoku Runge-Kutta-modszerrel hajtja
végre.

2.5.3.4. Newmark-modszer

A Newmark-modszer a szerkezetek dinamikijanak vizsgalata soran hasznalt
egyik leginkabb kifinomult modszer. Az alapelve az, hogy a gyorsulas idslé-
pésen beliili valtozaséara feltételeziink egy fiiggvényt. Ennek a valtozasnak a
segitségével paraméteresen kifejezziik a kezddponti elmozdulas, sebesség, gyor-
sulas és a végponti elmozdulas segitségével a végponti sebességet és gyorsulast.
Utobbiakkal felirva a mozgasegyenletet a végpontban, behelyettesités utan egy,
ismeretlenként csak a végponti elmozdulast tartalmazé egyenletet kapunk.

Jelolje a; és ajy1 a gyorsulast az id6lépés kezdd- és végpontjaban. Az idslé-
pés kozben valtozzon a gyorsulds az alabbi fliggvény szerint:

a(tj + TAL) = a; + (aj+1 — aj)f(T). (2.322)

Azaz bevezettiink egy dimenziotlan 7 id6t, ami az id6lépés soran 0 és 1 kozott

valtozik, és egy f(7) fiiggvényt, ami a gyorsulas valtozasanak fliggvénye. A valo-

sagban az f(7) fliggvény idslépésrol-idslépésre valtozhat, a szamitashoz viszont

rogzitettnek tekintjiik az alakjat. (Par lehetséges példat mutat a 2.31. abra.)
A gyorsulasfiiggvény ismeretében felirhatjuk a sebességfiiggvényt is:

ti+TAL
vty +TAL) = v; + / a(t; + T)dT. (2.323)

tj
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2 ;
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2.31. abra. A Newmark-modszer f(7) fiiggvényének néhany lehetséges alakja.
a) lineéris, b) végig a kezdSpontbeli érték, c) atlagérték. d) lépcsézetesen ugro.

A gyorsulas (2.322) szerinti képletét behelyettesitve és az integralast elvégezve
kihasznalhatjuk, hogy az a;, aj41 értékek idében nem valtoznak, az idé és a
dimenziotlan id6 kozott pedig At szorzo van, igy azt kapjuk, hogy:

v(t; + TAL) = vj + a;TAL+ (41 — aj)At/ F(T)dT. (2.324)
0
Vezessiik be az alabbi jelolést:

mﬂ—AUUwr (2.325)

Amennyiben az f(7) fliggvényt rogzitettik, tugy a g(7) fliggvény is ismertnek
tekinthetd, és igy a sebességfiiggvény az id6lépés alatt:

v(t; + TAL) = v; + a; TAL + (a;11 — aj)At - g(7). (2.326)
Jelolje v a g(1) értéket. Ezt felhasznalva a sebesség az id6lépés végén:
Vi1 = vj + a;At + (a;41 — a;)Ata. (2.327)
A sebességfiiggvény ismeretében felirhatjuk az elmozdulésfiiggvényt:
tj+TAt
x(t; + TAL) = x; + /t v(t; +T)dT. (2.328)

A sebesség (2.320) szerinti képletét behelyettesitve és az integralast elvégezve
kihasznalhatjuk, hogy a v;, a;, a;j41 értékek id6ben nem valtoznak, az id6 és a
dimenziotlan id6 kozott pedig At szorzoé van, igy azt kapjuk, hogy:

(TAt)?

ac(tj—i—TAt):acj—i—vaAt—i—aj 2

+ (ajy1 — aj)At? /Tg(T)dT. (2.329)
0
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Jelolje 3 az fol g(T)dT értékét. Ezt felhasznalva az elmozdulas az id6lépés
végén:
At? 9
Tjt1 = T; + ’UjAt + ajT + (Clj+1 — aj)At s. (2330)

Ezutan fejezziik ki a sebesség és a gyorsulas végponti értékeit a végponti elmoz-
dulas segitségével. A gyorsulas (2.330) alapjan:

1 1

1
91 = GaE Tt T A T At T <1 Qﬁ) aj (2.331)

majd ebbdl a sebesség (2.327) alapjan:

(e} o «Q
Vj+1 = mxj—H ﬁAtx] + Uj (1 — ﬂ) + ajAt (1 — 25) (2332)

Az igy kifejezett mennyiségeket helyettesitsiik be a mozgés differencidlegyenle-
tébe a t;; pillanatban:

1 1 1 1
(0% « (6%
+kzjp=gj41. (2.333)

Az ismeretlen x;11 egylitthatoit egyik, az el6z8 1épésbdl ismert mennyiségeket
a masik oldalra rendezve azt kapjuk, hogy

{]H 55" 7w } e
me | (1- ) o]+
Gt T T AR T A 26 )

e [ﬁaAtxj — v (1 - g) —a;At (1 - ;ﬁﬂ . (2.334)

A baloldalon az ;41 egylitthatojat hatékony merevségnek nevezziik:

o 1
keff =k + mc + Wm, (2335)

a jobb oldalt pedig hatékony tehernek (gesy). Igy a mozgasegyenlet a

KeffTjt1 = deff.j+1 (2.336)

alaki lesz. Mar itt kiemeljiik,hogy a k. minden id6lépésben azonos.

A Newmark-modszer stabilitaisa A Newmark-modszer stabilitdsa a At
id6lépésen tal az f(7) fiiggvénytdl, azaz az abbol szarmazd « és [ paraméte-
rektdl fiigg. Csillapitatlan esetben a stabilitas feltétele, hogy o > % legyen, de
ez lehet még feltételesen stabil, azaz csak kellGen kicsiny id6lépésekre teljesiils
eljaras. Feltétel nélkiili stabil eljarasra vezet, ha g > 1 (1 + a)Q.

Végiil nézziik meg a 2.31. abra fuggvenyel esetén az « és [ értékeket.
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o A linedrisan vdltozé f(r) fuggvény esetén o = 1/2 és 8 = 1/6, ez tehat
feltételesen stabil eljarast eredményez.

o A kezddértéket dllandonak tekints f(7) fiiggvény esetén o = 0 és 8 = 0,
ez tehat feltételesen instabil eljarast eredményez.

o A két végpont kozotti dtlagértéket dllandonak tekintd f(r) fliggvény esetén
a=1/2és = 1/4, ez tehat feltétel nélkiil stabil eljarast eredményez.

o A Lkét végpont kozdtti félidoben vdlté f(r) fliggvény esetén o = 1/2 és
B =1/8, ez tehat feltételesen stabil eljarast eredményez.

2.5.4. Valaszspektrum

A korabbiakban lattuk, hogy hogyan lehet szamolni a szerkezet valaszat. Az
x(t) valaszfliiggvény hasznalata egyszerd, egy kx(t) nagysagu kvazistatikus he-
lyettesits eré ugyanazt az elmozdulast hozné létre, igy az abboél szarmazo igény-
bevételek a szerkezet igénybevételeinek idsfiiggését adja meg.

A méretezési gyakorlatban gyakran csak az igénybevételek szélsGértékére van
sziikségiink. Egy adott szerkezetre hatd ¢(t) teher esetén a teher hatasara ki-
alakulo igénybevételeket az alabbi 1épésekben szamolhatjuk:

e A ¢(t) teherbsl meghatarozzuk a szerkezet x(t) valaszat.

o A valasszal azonos kitérést a kz(t) nagysagt kvazistatikus erd hozna létre.
(Ezt az er6t minden egyes pillanatban egy statikus ercként kezeljiik, igy
a szamitas sordn a mozgd tomeg miatti tehetetlenségi hatasokat elhanya-
goljuk.)

e A legnagyobb igénybevételeket a legnagyobb erd okozza, vagyis az id6fiig-
g6 kvazistatikus ers helyett elegendé annak kx,,q, maximumét teherként
alkalmazni a szerkezeten.

o (Rezgésfeladatrol 1évén szo6 a legnagyobb terhet altalaban tetszéleges el6-
jellel elképzelhetének tartjuk, és a teherkombinacioban vessziik figyelembe
a két lehetséges iranyt. Ilyenkor a maximalis kitérést a legnagyobb abszo-
latértékd kitérésként értelmezziik, azaz pa. = |x(t)]

2.5.4.1. Elmozdulas valaszspektrum

Szerkezetcsaladok vizsgalatakor sziikség lehet szerkezeti paraméterek fiiggvé-
nyében tobb szerkezeten is az igénybevételek, vagy mint lattuk az elmozdulasok
szélsGértékeire. Ennek kezelésére vezessiik be a vdlaszspektrum fogalmat. Te-
gyiik fel, hogy azonos m tomegl, de kiilonb6z6 k merevségi szerkezeteknek
meghatéarozzuk az x,(t) valaszat ugyanannak a ¢(¢) tehernek a hatésara. A va-
laszok, és azok maximuma csak a merevségtsl, vagy az azonos tOmeg miatt a
sajatkorfrekvenciatol fligg. Ugyanigy a valaszok maximuma is csak a sajatkor-
frekvenciatol fiigg, azaz:

Tg,maz(wo) = max|zy(t,wo)] (2.337)

A frekvenciafiiggé mennyiségeknek a frekvenciafiiggését a spektrummal fejezziik
ki. A gyakorlatban a frekvenciafiiggést a sajatkorfrekvencia helyett a terhelt
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2.32. abra. Az elmozdulas valaszspektrum szarmaztatasa. a) Kilénbozg szer-
kezetek valasza. b)-c) A vélaszok abszolutértékei kiilonb6zs nézetekben. d) A

szerkezet sajatperiddusanak fiiggvényében szoktak megadni, az igy kapott
Sy (To) = max|xy(t, Tp)| (2.338)

fiiggvény a q(t) teher elmozdulds-vilaszspektruma.

A valaszspektrum szarmaztatasat szemlélteti a 2.32. abra. A kiillonb6z6 me-
revségek (és igy sajatkorfrekvenciak, valamint sajatperiodusok) esetén szamitott
x(t) valaszfiiggvények lathatok az a) abran. A b) abran ezek abszolutértékét ab-
razoltuk, ami a zérusértékeknél lathato torésekben jelenik meg. Az igy kapott
diagramokat a c¢) dbran a Ty tengely iranyabol nézve mutatjuk, ekkor az egyes
palcikdk egy-egy szerkezet vélaszanak elmozdulas-idé diagramjai. Az elmoz-
dulas valaszspektrum ezeknek a palcikdknak a maximumeértékei, amit végtelen
stirt palcikakiosztassal, vagy az egyes pontok kozotti interpolacioval tehetiink
teljessé, utobbit mutatja a d) abra.

Az elmozdulas-valaszspektrum hasznalata A (2.338 szerint definialt
elmozdulas valaszspektrum hasznalata az elgallitas moédja alapjan magatol érte-
t6d6. Az azonos m tOmegi szerkezetnek meghatarozzuk a k merevségét, majd
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2.33. abra. Az elmozdulas valaszspektrum hasznélata. a) Szerkezet jellemzsinek
szamitasa. b) A vélaszspektrum értékének leolvasasa. c¢) A szerkezet terhelés a
maximalis kitérést okozoé statikus erével.

a sajatkorfrekvenciajat és abbol a periodusidejét. A periodusidé fliggvényében
leolvassuk a 2.32.d) abrabol a hozza tartozé legnagyobb elmozdulast, majd a
szerkezetre miikodtetjiik az ezt létrehozo

Fmaz =k - Sy(Tp) (2.339)

nagysagu er6t, és meghatarozzuk az abbol szarmazé igénybevétel-szélsGértéke-
ket. A teherkombinaciok képzésekor ezeket a szélsGértékeket 41 szorzoval kell
figyelembe venniink, hogy a rezgés jelleget kivessiik. Ezeket a lépéseket szem-
lélteti a 2.33. abra

Megjegyezziik, hogy az x(t) elmozdulasbol szarmaztatott elmozdulas-véalasz-
spektrumhoz hasonlé moédon lehet az @(t) sebességbdl sebesség-valaszspekt-
rumot, illetve az #(t) gyorsulasbol gyorsulas-valaszspektrumot képezni: kiilon-
boz6 szerkezeteken a valaszbol szamitjuk az az abszolutérték maximumat és a
periodusidé fliggvényében abrazoljuk. Ezeket azonban az épitémérndki gyakor-
latban nem hasznaljuk, ezért nem is mutatunk ra példat.

2.5.4.2. Pszeudogyorsulas, pszeudogyorsulas-valaszspektrum

Az el6z6 pontban bemutatott elmozdulas-valaszspektrum hasznalata soran két
olyan probléma van, ami neheziti, vagy pontatlanné teszi a szamitast. Az egyik,
hogy az Gsszes szerkezetnek, amire hasznalni tudjuk a spektrumot, ugyanakkora
tomegiinek kell lennie. A masik, hogy a névekvs Tj, azaz csokkend merevség
mellett az elmozdulédsok maximuma meredeken névekszik, igy a kisebb értékeket
csak pontatlanul tudjuk leolvasni, a nagyobb értékek akar a végtelenbe tartanak.

Mindkét probléman segit, ha bevezetjiik a pszeudogyorsulds fogalméat, mint
a kitérésnek és a sajatkorfrekvencia négyzetének a szorzatat:

ap(t,wo) = wd - 24 (t,wo)- (2.340)

A definicié alapjan megallapithatjuk, hogy a pszeudogyorsulas mértékegysége
valoban m/s?, de az elallitds modja szerint nem azonos a gyorsulassal. A psze-
udogyorsulasnak is meghatarozhatjuk a szélsGértékét, és igy a pszeudogyorsulas-
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2.34. 4bra. a) Elmozdulas-valaszspektrum. b) Pszeudogyorsulas-valaszspekt-
rum.

valaszspektrumot a peridédusidé fiiggvényében. Kénnyt belatni, hogy a pszeudo-
gyorsulas-valaszspektrum az elmozdulés-valaszspektrumbol a sajatkorfrekvencia
négyzetével vald szorzéassal kaphatoé.

Spa(To) = max|wd - 2,4(t, Tp)| = wi max|z,(t, Tp)| = wiSx(To) (2.341)

A 2.34. dbran mutatjuk egymas mellett a korabban latott elmozdulés-valasz-
spektrumot és a hozza tartozd pszeudogyorsulas-valaszspektrumot. Lathato,
hogy a végtelenbe tartd szélsGértékek eltiintek.

A pszeudogyorsulas-valaszspektrum hasznalata Kordbban mér lat-
tuk, hogy az elmozdulas-valaszspektrum ismeretében az

fmaw =k- Sw(TO) (2.342)

képlettel szamolhatjuk azt a statikus er6t, ami a rezgés kozbeni legnagyobb
igénybevételekkel azonos igénybevételeket okoz. Helyettesitsiik be a fenti egyen-
letbe a k = mw? dsszefiiggést

fmaz =m: wg . Sz(TO) (2343)

A képlet jobb oldalan levs két tag szorzata a pszeudogyorsulas-valaszspektrum
(lasd (2.341)), azaz a helyettesiits statikus erét a

fmam =m:- Spa(TO) (2344)

képlettel szamolhatjuk, majd meghatarozzuk az abbdl szarmazoé igénybevétel-
szélsGértékeket. A teherkombinaciok képzésekor ezeket a szélsGértékeket +1
szorzoval vessziik figyelembe, hogy a rezgés jelleget kovessiik. Ezeket a lépéseket
szemlélteti a 2.35. dbra

A kiilonbo6z6 tomegl szerkezetek miatti eltéré szamitas probléméajat ezzel
még nem oldottuk meg. Azonos peridédust, de kiillonbo6z6 tomegl szerkezetek-
nek a tomegiikkel forditottan aranyos az ugyanazon ¢(t) teherre adott x,4(t)
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2.35. abra. A pszeudogyorsulas-valaszspektrum hasznalata. a) Szerkezet jellem-
z6inek szamitasa. b) A valaszspektrum értékének leolvasasa. c¢) A szerkezet
terhelése a maximalis kitérést okozo statikus erével.

valasza, ezért a valaszpektrumokbol is a ténylegeshez képest eltérs elmozdulas-,
illetve pszeudogyorsulasértéket olvasnank ki (nagyobb tomeg esetén nagyobbat,
kisebb tomeg esetén kisebbet). A ¢(t) dinamikus terhet helyettesits erd esetén
a leolvasott értéket ezért a referenciatomeghez képest megfelelGen skalazni kell.

2.6. Tamaszmozgassal gerjesztett egyszabadsagfo-
ki1 rendszerek rezgése

2.6.1. A mozgasegyenlet alakja a tAmasz mozgasa esetén

Vizsgéljuk meg, hogyan hatarozhatd meg a szerkezet mozgasa, ha az egyszabad-
sagfokii rendszerben a tdmasz z(t) fiiggvény szerint mozog’”. Az egyszabadsag-
foku csillapitatlan rendszert és az elkiilonitését ebben az &allapotban mutatja
a 2.36. abra.

Irjuk fel Newton masodik mozgéstorvényét:

—fo(t) = mi(t). (2.345)

A rugoerd a rugbd megnyulasaval aranyos ((2.5) szerint f,.(¢t) = ku(t), ahol u(t)
a rugod alakvaltozasa), igy az ismeretleneket azonos oldalra rendezve azt kapjuk,
hogy:

mi(t) + ku(t) = 0. (2.346)

A rugd megnyulasa (a szerkezet rugalmas alakvaltozasa) a tdmasz mozgasa mi-
att most nem azonos a tomeg elmozdulasaval, ezért a megoldashoz az egyiket
ki kell fejezni a masikkal. Ennek megfelelen fogjuk elallitani az x(t) elmozdu-
lasra, illetve az u(t) alakvaltozasra vonatkozo differencidlegyenletet.

Mindkét eljarasnak az lesz a tanulsidga, hogy a tamaszrezgés gerjesztett rez-
gésként kezelhetd.

55Emlékeztetiink ra, hogy helyettesitd rugd hasznalatakor a tdmasz az a merevnek tekintet
szerkezetnek a rugbéhoz kapcsolodo pontjat jelenti, igy a tényleges tdmasz mozgésa a topolo-
giatol fiiggben eltérhet z(t)-t8l.



2.6. TAMASZMOZGAS 89

a) b)
1) 0 el
m 4_ m
VIV -
OO o0

2.36. adbra. Tamaszmozgassal terhelt csillapitatlan rendszer. a) TOmeg-rugd
modell. b) Elkiiloniteés.

2.6.1.1. Az elmozdulasokra vonatkoz6 mozgasegyenlet

Ha az elmozdulasfiiggvényt és annak detrivaltjait akarjuk megtartani az isme-
retlenek kozott, akkor az wu(t) alakvaltozéast kell kifejezniink az x(t) és a z(t)
segitségével. A modellbdl kiolvashato, hogy a rugd megnytlasa’®:

u(t) = z(t) — z(¢). (2.347)

Ha ezt behelyettesitjiik a (2.346) egyenletbe és a kz(t) tagot atvissziik a tilol-
dalra, akkor a
mi(t) + kx(t) = kz(t) (2.348)

differencidlegyenletet kapjuk, ami az elmozdulésra vonatkozo egyenlet a tamasz
z(t) mozgésa esetén.

Az egyenlet formailag egy gerjesztett rezgés differencidlegyenletével egyezik
meg (lasd (2.25)), ahol a gerjeeszters a rugomerevségtsl és a tamasz mozgasatol
fligg.

Az elmozduléasra vonatkozo differencialegyenlet megoldéasaként elsGsorban az
elmozdulasfiiggvényt kapjuk meg, abbdl szarmaztathatjuk a sebesség-, illetve a
gyorsulasfiiggvényt. Ennek megfelelGen ezt a formét elsGsorban akkor hasznal-
juk, ha ezen mennyiségekre van sziikség (példaul a rugalmas megtamasztéasra
helyezett gép, vagy miiszer megfelel6 miikodéséhez korlatozni kell a kornyezetbol
atadodo rezgések miatti sebességet, vagy gyorsulast). Ugyan a (2.347) kifeje-
zéssel a rugd alakvaltozésa is szdmolhato, és abbdl a rugbderst, igénybevételeket
lehet szamolni, ezeket a mennyiségeket egyszertibb a kévetkez alpontban leirt
modszerrel szamolni.

2.6.1. Példa (Elmozdulasok harmonikus tamaszmozgasbol). Hatdrozzuk meg
a tdmasz z(t) = zpcos(wt) mozgdsa miatt kialakulo dllanddsult rezgés sordn
az m tomegl és k merevségii rendszerben a szabadsdgfok legnagyobb kitérését,
sebességét, gyorsuldsdt!

Megoldas
A tamasz mozgasa egy gerjesztSerdvel helyettesithets, azaz a feladatunk az

mi(t) + kx(t) = kzo cos(wt) (2.349)

56 A két mennyiség koziil x(t) névelése noveli a megnytlast, z(t) novelése pedig Gsszenyomo-
dast eredményez, azaz csokkenti a megnytulést, ezért az elsének pozitiv, a masodiknak negativ
az elGjele.
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megoldasa. Ezt a 2.4.1. szakaszban vezettik le, a (2.175) szerinti megol-
dasban a qg helyére kell a kzg-t beirnunk, azaz a vélasz

k 1 1
Tau(t) = ﬁig cos(wt) = zg——5 cos(wt). (2.350)
g g

Az allandosult rezgésrész tehat egy harmonikus rezgés lesz, ahol a tdmasz
amplitudojat egy, a rezonanciatényezivel azonos taggal kell megszorozni,
hogy a kitérés amplitudojat megkapjuk, vagyis

[T =1750) 2351

A sebességet és a gyorsulast az id§ szerinti els6 derivaltbol kapjuk:

1
Tau(t) = 20 — (—w) sin(wt), (2.352)
W
) 1 )
xall(t) =20 o2 (7‘*] )COS(Wt)a (2353)
-4

a maximumok pedig rendre a tAmasz maximalis sebességének és maximalis
gyorsulasanak, valamint a rezonanciatényezének a szorzata lesz:

Umaz = M * (WZO) ‘7 Umaz = M (W2ZO) . (2354)

2.6.1.2. Az alakvaltozasokra vonatkoz6é mozgasegyenlet

Ha az alakvaltozasfiiggvényt és annak derivaltjait akarjuk megtartani a (2.346)
egyenletben, akkor ki kell kiiszobolniink az % (t) gyorsulast. A (2.347) egyenletet
az 1dg szerint kétszer derivalva

i(t) = #(t) — £(t) (2.355)

adodik, amibdl
Z(t) = a(t) + 2(t) (2.356)

Ha ezt behelyettesitjiik a (2.346) egyenletbe és az mZ(t) tagot atvissziik a tal-
oldalra, akkor az
mii(t) + ku(t) = —mZ(t) (2.357)

differencidlegyenletet kapjuk, ami az alakvaltozasra vonatkozo egyenlet a tamasz
z(t) mozgasa esetén.

Az egyenlet formailag egy gerjesztett rezgés differencidlegyenletével egyezik
meg (lasd (2.25)), ahol a gerjesztGers a tomegtdl és a tamasz mozgasatol (egészen
pontosan annak gyorsulasatol) fiigg.

Az alakvaltozéasra vonatkozo differencialegyenlet megoldasaként elsGsorban
az alakvéltozasfiiggvényt kapjuk meg, abbdl szarmaztathatjuk a helyettesité
terhet, illetve az igénybevételeket. Ennek megfelelGen ezt a forméat elsGsorban
akkor hasznéljuk, ha ezen mennyiségekre van sziikség (példaul a rugalmas meg-
tamasztast nyujto szerkezet méretezéséhez, vagy ellenérzéséhez kell szamolnunk
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2.37. abra. A harmonikus tamaszmozgassal terhelt rendszer szorzotényezsi. a)
Az elmozdulashoz sziikséges p szorzotényezs . b) Az alakvaltozashoz sziikséges
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annak igénybevételeit). Ugyan a (2.347) kifejezéssel a tomegpont mozgésa is
szamolhat6, és abbol a sebességet, gyorsulast lehet szamolni, ezeket a mennyi-
ségeket egyszeriibb az el6z6 alpontban leirt modszerrel szamolni.

2.6.2. Példa (Alakvaltozasok harmonikus tamaszrezgésbdl). Hatdrozzuk meg
a tdmasz z(t) = zgcos(wt) mozgdsa miatt kialakulo dllanddsult rezgés sordn
az m tomegld és k merevségi rendszerben a rugé maximdalis megnyildsdt és a
mazximalis rugderdt!

Megoldas
A tamasz mozgasa egy gerjesztSerdvel helyettesithets, azaz a feladatunk az

mii(t) + ku(t) = mw? 2 cos(wt) (2.358)

differencidlegyenlet megoldasa. (Az egyenletbe méar behelyettesitettiik a
tamaszmozgas masodik derivaltjit, azaz a 2(t) = —zow? cos(wt) fiiggvényt.)
Ezt a 2.4.1. szakaszban vezettik le, a (2.175) szerinti megoldasban a ¢
helyére kell a mw?zy amplitudét beirnunk, azaz a vélasz

mw?zg 1 w 1
A - %2 cos(wt) = ZO(;T%@ cos(wt) (2.359)
0 0

uqu(t) =

lesz. (Az atalakitasnal felhasznaltuk, hogy a sajatkorfrekvencia definicio-
jabol w3 = k/m.) Az allandosult rezgésrész tehat egy harmonikus rezgés

lesz, ahol a tdmasz amplitudéjat egy, a rezonanciatényezével azonos tag-
2
gal, valamint az 5—8 taggal kell megszorozni, hogy a kitérés amplitadojat

megkapjuk, vagyis

Umaz = i—5 * 20 | (2.360)
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A maximalis rugéerd ennek a k-szorosa, azaz

w2

fmax =M= k-2 (2361)
Wo

A szorzotényezd megértéséhez és magyarazatahoz a 2.37 dbran abrazol-
tuk az elmozdulasra (2.37.a) abra, lasd (2.351) képlet) és az alakvaltozasra
(2.37.b) &bra, lasd (2.360) képlet) kapott szorzotényezét. A szélsé hely-
zetekrdl azt allapithatjuk meg, hogy alacsony gerjesztéfrekvencia esetén
a tomegpont szinte egyiitt mozog a tamasszal, mikoézben az alakvaltoza-
sok elhanyagolhatok (a merev, vagy kis tOmegt szerkezet koveti a tdmasz
lasstt mozgasat), mig magas gerjesztSfrekvencia esetén a tomegpont szin-
te mozdulatlan marad, de az alakvéltozasok azonos nagysaguak a tamasz
mozgésaval (a lagy, vagy nagy tomegt szerkezet tomegpontja alig mozog,
mert nem tudja kovetni a tamasz gyors mozgésat).

2.6.1.3. A csillapitas hatasa a mozgasegyenletekre a tamaszmozgas
esetén

Csillapitott rendszer esetén a dugattyuban ébreds cu(t) erst kell figyelembe
venni a (2.346) egyenletben:

mi(t) + ciu(t) + ku(t) = 0. (2.362)

Mivel a dugattya alakvaltozasanak u(t) sebessége nem egyezik meg a tomeg-
pont (t) sebességével, ezért az elmozdulésra felirt egyenletben a teher oldalara
bekeriil egy, a tAmasz sebességétdl fiiggs tag:

mi(t) + ci(t) + kx(t) = kz(t) + c2(¢). (2.363)

Az alakvaltozésra felirt egyenletben a teher oldalat nem moédositja a csilla-
pitas figyelembevétele, igy ott azt kapjuk, hogy

mii(t) + ci(t) + ku(t) = —mZ(t) (2.364)

Ezekre az esetekre is igaz, hogy a tamasz mozgasa egy gerjesztésnek te-
kinthetd, a gerjesztSerdt az elsGdlegesen keresett mennyiség fiiggvényében kell
meghatarozni.

2.6.2. Tamaszmozgéassal gerjesztett szerkezetek valasza

Ahogy a 2.5.4 szakaszban lattuk, egy ¢(t) teherhez létre lehet hozni egy va-
laszspektrumot, aminek a segitségével barmilyen szerkezetre meghatarozhato a
dinamikus terhet helyettesits statikus teher értéke. Ilyen valaszspektrumot a téa-
maszmozgas okozta gerjesztésre is elgallithatunk, ehhez az alabbi szempontokat,
modositasokat hajtsuk végre. A valaszspektrumot a maximaélis igénybevételek
meghatarozasahoz fogjuk hasznalni, ezért a (2.357), vagy csillapitott esetben
a (2.364) egyenletbdl induljunk ki:

mii(t) + cu(t) + ku(t) = —mz(t). (2.365)
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Osszuk el az egyenlet mindkét oldalat az m tomeggel és helyettesitsiik be a
csillapitas és a merevség helyére a sajatkorfrekvenciaval kifejezhetd értékeket:

ii(t) + 26wou(t) + wiu(t) = —£(t). (2.366)

Ebben a formaban az egységnyi tomegil rendszerekhez tudjuk meghatarozni
a (2.341) egyenlet szerinti pszeudogyorsulas-valaszspektrumot a teher és az el-
mozdulasfiiggvény értelemszerti behelyettesitésével. Kiilonbozd sajatkorfrekven-
ciaju, de azonos & csillapitasi hanyada (azaz azonos anyagu) szerkezeteknek
meghatarozzuk az u,(t) valaszat, majd az alakvaltozasi valaszspektrum értékét
az

Su(T()vg) = ma’X‘uZ(LTOag)L (2367)

a pszeudogyorsulas-valaszspektrum értékét pedig az
Sa(TO7 é-) = wgsu(T07 é-) = wg maX|uZ (ta T07 g)l’ (2368)

képlettel szamoljuk’’. Mivel a megoldashoz hasznalt (2.366) egyenletben a
rendszer tomege nem jelenik meg, ezért tetszbleges tomegi szerkezetre ugyan-
az a (2.368) szerinti pszeudogyorsulas érték adodik, igy a z(t) tdmaszmozgas
okozta legnagyobb alakvaltozést tgy tudjuk szdmolni, hogy a szerkezet Ty peri-
odusidejéhez leolvassuk a valaszspektrum S, (Tp, §) értékét, majd a szerkezetet
az

for =m - SulT,€) (2.369)

helyettesits statikus erével terheljiik és abbol a reakcidkat, igénybevételeket sza-
moljuk.

2.6.2.1. Foldrengésvizsgalat mechanikai hattere

A foldrengés a kézetlemezek egymas melletti géatolt elcstszasakor a sturloda-
si hatarnak, vagy valamely tartomény hatarfesziiltségének a meghaladasakor
kialakul6é hirtelen elmozdulis, majd annak a Fold egyes rétegeiben”® halado
hullamok formajaban torténd terjedése. A szerkezetet tehat a korabban moz-
dulatlannak tekintett alapok, mint megtamasztéasok mozgasa révén terheli. A
hullamok terjedése néhany km/s sebességgel torténik, ezért a szokisos mére-
td épitmények esetén feltételezhetjiik, hogy mindegyik tamaszt azonos idGben,
azonos fazissal és kitéréssel ér el a foldrengés. A szerkezet szempontjabol tehat
a foldrengésre méretezés a tdmasz mozgasara torténd méretezést jelenti.

A tervezés soran a foldrengésrsl nem csak azt nem tudjuk, mikor lesz, hanem
azt sem, hogy mekkora lesz az intenzitésa, milyen lesz az idGbeli lefolyasa. Ezért
nem lehet a kovetkezd rengés valaszspektruméat kiszdmolni. Rendelkezésre all-
nak azonban korabbi rengések soran rogzitett talajgyorsulas-fliggvények, amik
felhasznalhatok akar teherfuggvény, akar valaszspektrum formajaban.

Torténeti talajgyorsulas valaszspektrumat hasznélva azt lehet megfigyelni,
hogy a spektrumban hirtelen valtozasok is el6fordulhatnak. Az ilyen ugrasokat
a tervezés soran el kellene keriilni, hiszen ez azt jelentené, hogy a periédusidé
kismeértéki valtozésa (példaul a beépitett beton rugalmassagi moduluszanak

57 Az alapul szolgalo (2.341) és (2.338) egyenletek csillapitatlan esetre vonatkoztak. A csil-
lapitas £ értéke befolyasolja a valaszt és igy a valaszspektrumot is, ezt jelezziik a zaréjelekben
feltiintetett &-vel.

58K iviilrsl befelé haladva: kéreg, kopeny, mag.
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valtozésa miatti merevségvaltozas miatt) a terhek és akar a megfelelgség nagy-
mértékd megvaltozasahoz vezetne.

A szabvany altal megadott valaszspektrum ezért korabbi eredmények sta-
tisztikai alapon torténd kisimitasaval adodott, alacsony periodusids esetére egy
linearisan névekvs pszeudogyorsulés értékkel, majd a névekvs periddusids mel-
lett egy platoja van a spektrumnak, amit egy 1/7} szerint valtozo hiperbolikusan
csokkend, végiil egy 1/T3 szerint csokkend szakasz kovet. Az egyes szakaszok
hatarait és értékeit a talajtipus figyelembevételével kell felvenni. A hiperbolikus,
illetve a négyzetesen hiperbolikus szakasz a pszeudosebesség-valaszspektrumon,
illetve az elmozdulas-valaszspektrumon rendre egy-egy platét eredményez, ahol
a a legnagyobb sebességek, illetve elmozdulasok alakulnak ki. Ezek miatt a
platok miatt lehet beszélni elmozduldsérzékeny, sebességérzékeny és gyorsulds-
érzékeny szerkezetekrdl attol fliggden, hogy az alapperiodus melyik spektrum
platojara esik.

A szabvany szerinti spektrumokban tovabbi hatésokat is figyelembe vesznek.

e Az épiilet fontossagatol fiiggden nagyobb, vagy kisebb foldrengésteherre
kell méretezni. (Ezt fejezi ki a «; fontossdgi tényezd.)

e A foldrengés epicentruméatol valo tavolsag egyik hatasa, hogy a kézet maxi-
malis gyorsulésa eltérs: ezt egy szikldn mért talajgyorsulds (agr) megadé-
saval szabalyozzak, ahol agr értékét a helyszin fiiggvényében kell felvenni.
Az agp-t gyakran a g gravitacios gyorsulds hanyadaként adjak meg.

e A foldrengés epicentrumatol valod téavolsdg masik hatasa, hogy a kozeli
foldrengés esetén az alacsonyabb periddusokat jobban gerjeszté tamasz-
rezgés éri el a szerkezetet, ezért kiillon gorbe tartozik a kozeli és a tavoli
rengésekhez.

o A szerkezetet elérd hullamok a talaj tomor, vagy szemcsés voltatol fiiggéen
eltéréek lehetnek, ez a spektrum alakjat megadd gorbét, igy az abbol
kiolvashaté 8(To, &) tényezs értéket befolyasolja. (Ezt fejezi ki a spektrum
gorbéjének jellegzetes pontjai és az S talajszorzo.)

e A kiilonb6z6 csillapitasi hanyadokhoz méas gorbék tartoznak.

o A szerkezet képlékenyedését egy g viselkedési tényezdvel valo osztéassal ve-
szi figyelembe a szabvany. A rugalmas helyett képlékeny alakvaltozasokat
is szenveds szerkezetben az igénybevételek legfeljebb a képlékeny hatarig
novekedhetnek, mig az elmozdulasok az anyag duktilitasatol fiiggéen a
rugalmas hatarnél tovabb is.

Fentieket figyelembevéve a foldrengés statikus terhét a
1
f= mgVIagRSB(ng) (2.370)

alakban irja el§ a szabvany. A kifejezésben a yrayr szorzat a tdmasz maximéa-
lis gyorsulédsa, az yragrSB(To, &) szorzat pedig a rugalmas pszeudogyorsulas-
valaszspektrum értéke Se;(Tp, ). A témeget szorzo Se(To, £)/q érték a tervezési
(pszeudogyorsulas) valaszspektrum (Sp(Tp,§), amivel a fenti teher:

f=mSa(Ty, &) (2.371)
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A foldrengésbdl szarmazo terhet szétvalaszthatjuk a vizszintes és a fliggéle-
ges rezgés miatti terhekre. A fiiggdleges rezgést a hazai vizsgalatokban altalaban
elhagyjuk a kévetkezd megfontolasok alapjan. A sziklan mért fiiggsleges gyor-
sulds tervezési értéke ayzr ~ 0, 1g nagysidgrendd. A gyorsuldst névels (3 tényezd
értéke a platon 2,5 korili érték. Rugalmas szamitést, atlagos fontossagot és
talajt szdmolva a pszeudogyorsulés tervezési értéke 0,25¢ koriil varhato, az eb-
bél szarmazo fiiggbleges teher pedig 0, 25mg nagysagu. A foldrengés rendkiviili
teher, igy a teherkombinéciéban az mg nagysagu onsily biztonsagi tényezdje 1,
a foldrengésé szintén annyi, igy a ketts Osszege 1, 25mg nagysagu teher. Ehhez
képest a teherbirasi teherkombinaciojaban az 6nsily biztonsagi tényezGje 1, 35,
azaz az abbol szdrmazo6 teher 1,35mg lenne. Vagyis a fiiggéleges rengés nem
mértékado teher.

A foldrengésbdl szarmazo terhek és igénybevételek szamitasara a tobbsza-
badsagfoku szerkezetek vizsgalata soran meég visszatériink.
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3. fejezet

Tobbszabadsagfoku
rendszerek mechanikai
rezgésel

3.1. Tobbszabadsagfokil rendszerek modelljei

Ebben a fejezetben csak csillapitatlan szerkezetekkel foglalkozunk. To6bbsza-
badsagfoki rendszerek esetén a mozgasegyenletek felirdsdhoz harom kilénbo6zé
modellt kellene figyelembe venni. A mozgésegyenlet alakja, megoldasi modsze-
re azonban ugyanaz lesz, ezért a részletes levezetést csak egy esetben mutatjuk
meg, a tovabbi modellekhez pedig a omzgésegyenlet elemeinek elGallitasi modjat
fogjuk megmutatni.

A harom modell:

e a rugdkkal egymashoz és a tamaszhoz kapcsolt tdmeg-rugd-modell.

e az egyes tomegek, illetve egyes alakvaltozasok elhanyagolasaval kapott
diszkrét modell,

e a megoszld tomeg szabadsigfokokba redukélasaval kapott diszkretizdlt
rendszer.

A 3.1. abran mutatunk ezekre a modellekre néhany példat. Az a) és b) abra-
kon tomeg-rugd modellek lathatok: az a) Abran egymaés utan kapcsolt tomegpon-
tok mozoghatnak vizszintesen, itt a vizszintes eltolodasok a szabadségfokok, a
b) abran minden egyes tomegpont eltolodhat két iranyba, itt tdmegpontonként
két szabadsagfoka van a rendszernek. A c¢) abran lathaté tobbszintes szerke-
zeten az oszlopok tomegét és a fodémek alakvaltozasat, valamint az oszlopok
Osszenyomodasat elhanyagoljuk, ezzel egy olyan diszkrét modellt kapunk, ahol
a szintenkénti eltolodasok lesznek a szabadsagfokok. A d) abran a folytonos
gerendat osztottuk fel szakaszokra, és az egyes szakaszok tomegeit a szakaszok
végpontjaiba redukaltuk, ezzel egy olyan diszkretizalt modellt kaptunk, ahol a
szakaszok végpontjainak az eltolodasai a szabadsagfokok. Az e) abra egy mé-
sik valtozatat mutatja a diszkretizadlasnak, amikor az elemekre bontott keret
csomopontjaiban eltolodasok és elfordulas alkotjak a szabadsagfokokat.

97



98 3. FEJEZET. TOBBSZABADSAGFOKU REZGESEK

a) | X, | X, | X3
O O O O (@) (@)
)
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X3
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1
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L™

3.1. dbra. Tébbszabadsagfoku modellek. a)-b) Témeg-rugé modellek. c) Diszk-
rét szerkezet. d)-e) Diszkretizalt szerkezet.

3.1.1. Tomeg-rug6é modellek

A mozgasegyenlet levezetéséhez tekintsiik a 3.2.a) dbran lathato rendszert. A
négy tomegpont (mgq, mp, M., mq) Ot rugoval van egymashoz, illetve a falhoz
kapcsolva az abra szerint. A rugdk merevsége ka, kg, ko, kp, kg. A rendszer
szabadsagfokai a négy tomegpont vizszintes eltolodasa: x1(t), x2(t), z3(t), x4(t).
Az egyes szabadsagfokokra hato gerjesztGersket jeldlje q1(t), qa2(t), qs(t), qa(t)".
Az egyes tomegpontok elkiilonitését mutatja a 3.2.b) abra. A rugokban ébredd
fa, B, fo, fp, [r eréket huzderdnek tételeztiik fel (igy majd a megnyulasokkal
lesznek aranyosak), és szaggatott vonallal jeloltiik a gyorsulasokat, ezek mindig
az elmozdulasok id§ szerinti masodik derivaltjai lesznek.

3.1.1.1. Mozgasegyenlet, a mozgas matrix-differenciidlegyenlete

Az elkiilonités alapjan felirhato a négy szabadsagfok mozgasanak iranyaba New-
ton masodik mozgastorvénye:

—fa(t) + fB(t) + q1(t) = madi(t),
—fB(t) + fo(t) + q2(t) = mpda(t
fe@) + fp(t) + q3(t) = mc@s(t

(t) (t) (t) (

th +fEt —|—(J4t :mdi4t.

)

)
)s
| (3.1)
)

1A példankban a témegpontok és a szabadsagfokok szama megegyezik, de ha nem igy lenne,
a gerjesztSerSk akkor is a szabadsagfokokra hatnanak, igy az indexelésiik az x-ek indexelését
kovetné.
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3.2. abra. Négyszabadsagfoku tomeg-rugd modell. a) A mechanikai modell. b)
Az elkiilonitett tomegpontok.

Az egyes rugok megnytulasat Au-val jeldlve az azonosan indexelt rugoersk:

fa(t) =kalua(t),  fB(t)=kpAup(l),  folt)=kcAuc(l),
fD(t) = k‘DAU,D(t), fE(t) = kEAuE(t)

Az ismert, illetve ismeretlen tagokat kiilon oldalakra rendezve (3.3) egyenleteibdl
azt kapjuk, hogy:

(3.2)

mei1(t) + kalAua(t) — kpAup(t) = q1(t),
mpZa(t) + kpAup(t) — kcAuc(t) = ¢a2(t), (3.3)
med3(t) + kcAuc(t) — kpAup(t) = gs(t),
maZa(t) + kpAup(t) — kpAug(t) = q4(t).

A rugok megnyulasait kifejezhetjiik a szabadsagfokok elmozdulésaival:

Aua(t) = x1(t), Auc(t) = z23(t) — za(t), Aug(t) = —x4(t).

Aup(t) = zo(t) — z1(1), Aup(t) = x4(t) — x3(t), (34)
majd behelyettesithetjiik (3.3)-ba:
mai1(t) + ka1 (t) — kp(w2(t) — 21(t) = @1 (t),
mpiia(t) + kp(x2(t) — 21(1)) — ko(as(t) — x2(t) = q2(1), (3.5)
meis(t) + ko(ws(t) — x2(t) — kp(za(t) — x3(t) = qs(t),
maZa(t) + kp(za(t) — x3(t)) — kp(—24(t)) = qa(t).

Alakitsuk at a fenti egyenleteket gy, hogy a zarojelek felbontasa utéan gytijtsiik
egybe az egyes x-ek egylitthatoit:

mail( )+ (ka +kp)zi(l) — kpz2(t) = a1 (t),
mpda(t) — kpxi(t) + (b + ko)x2(t) — kexs(t) = qa(t), (3.6)
meis(t) — kcxz(t) (kc + kp)xs(t) — kpxa(t) = q3(t),

maia(t) — kpxs(t) + (kp + kr)xa(t) = qa(t).
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A négy egyenletet egyetlen matrixegyenletként is irhatjuk:

Ma 0 0 0 Z1(t)
0 my, O 0 Za(t)
0 0 me 0] |ist)] "
0 0 0 mg| |Za(t)
ka+kp —kp 0 0 a:l(t) ql(t)
B T R 0 | |20] _|e®] 55
0 ko kc+kp —kp z3(t) q3(t) '
0 0 —kp kp + kg 1’4(t) q4(t)

A fenti egyenletben megjelend vektorok és matrixok elnevezése és jelolése az
alabbi”. Az

|
) (3.8)

vektort a szabadsagfokok elmozdulasait tartalmazo vektornak, vagy révidebben
az elmozduldsok vektordnak nevezziik’. A

1(t)
: io(t)
t)=|. 3.9
Z(t) i5(t) (3.9)
Ea(t)
vektor a (szabadsagfokonkénti) gyorsuldsok vektora, a
[a1(t)
q2(t)
t) = 3.10
alt) as(t) (8.10)
1 ga(t)
vektor a (szabadsagfokonkénti) tehervektor. Az
mg, 0 0 0
{0 my 0 O
M=10 0 m o0 (3.11)
0 0 0 mg
matrix a szerkezet témegmdtriza, végil a
ka+kp —kp 0 0
. —kp kg + k¢ —kc 0
E=1 ke he+hkp  —kp (812)
0 0 —kp kp + kg

méatrix a szerkezet merevségi mdtriza. A vektoroknak mindig annyi elemiik
van, ahény szabadsagi foka van a rendszernek, a maéatrixok pedig kvadratikus
maétrixok, a sorok és az oszlopok szama egyarant megegyezik a szabadsagfokok

2Bar nyomtatasban a vektorok és méatrixok jelSlésére a félkovér szedésmod a jellemzé (pl
a, A), ebben a konyvben a kézi jegyzeteléshez kozelebb allo modon a vektorokat egyszeres
(pl. b), a matrixokat pedig kétszeres (pl. A) aldhtzassal jeloljik.

3Gyakran hivatkoznak ra elmozdulasvektorként is: ha nem keverjiik dssze egy tényleges
elmozdulasvektorral, akkor ez is egy lehetséges megnevezés.
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szamaval. Az elGallitas modjabol nem latszik, de a két matrixnak szimmetri-
kusnak kell lennie.

A fenti jelolésekkel a (3.7) szerinti mozgasegyenlet az alabbi matrix-differen-
cidlegyenletként irhato:

Mi(t) + Kx(t) = q(t). (3.13)

Tébbszabadsagfoku szerkezetek esetén a mozgasegyenleteket mindig a (3.13
szerinti alakban tudjuk felirni. A matrixegyenlet egy-egy sora mindig az adott
szabadségfokhoz tartozé mozgasegyenlet. A bemutatott eltolodasi szabadség-
fokok esetén az egyenletek Newton masodik mozgéstorvényébdl szarmaznak és
az egyes tagok erdk. Elfordulasi szabadsagfok esetén az egyenlet egy perdiilet-
tételnek felel meg, igy az annak megfelel6 sorban nyomatékok szerepelnek.

A tovabbiakban nézziikk meg, hogy diszkrét, vagy diszkretizalt rendszerek
esetén hogyan hatarozzuk meg a tomegmatrixot és a merevségi matrixok.

3.1.2. Tomegmatrix

Diszkrét rendszer esetén a tomegmatrix egy diagondlmatrix, aminek a f6atlo-
jaban mindig a szabadsagfokokban elhelyezkedd tomeg jelenik meg. Itt két
dologra kell iigyelni. Ha egy toémegpont tobb iranyba is elmozdulhat, akkor
tobb szabadsagfok tartozik hozzé, ezen szabadsiagfokok mindegyikéhez ugyan-
az a tomeg tartozik, tehat ugyanazt a tomeget esetleg tObbszor is be kellene
irni a f64tlo egy-egy helyére. Ha pedig elfordulési szabadsagfokunk van, akkor
ott az z(t) vektor megfelels eleme egy szoggyorsulds, amit a szabadsagfokhoz
tartozé tomeg tehetetlenségi nyomatékéaval kell szorozni a perdiilettételben, a
tomegmaétrix f6atlojaban tehat tehetetlenségi nyomaték lesz.

Diszkretizalt szerkezet esetén ha a diszkretizalast a szakaszokra bontas utan
a tomegek szabadsagfokra redukalasaval végezziik, akkor az igy kapott tomegek
keriilnek a féatloba. Keretek matrix-elmozdulasmodszerrel vald vizsgalatakor,
vagy végeselemmodszer alkalmazasakor ennél 6sszetettebb modszerek is léteznek
a (pontosabb) tomegmaéatrix eldallitasara, errdl a 3.4. alfejezetben fogunk béveb-
ben beszélni, igy a tovibbiakban altalaban diagonal témegmatrixunk lesz, de a
megoldasi mdédszereknél ezt nem fogjuk kihasznalni..

3.1.3. Merevségi matrix
3.1.3.1. Jelentése diszkrét rendszerben

A merevségi matrix legfontosabb tulajdonsaga és elGallitdsanak lehetséges alap-
ja a fizikai jelentése. Keressiik a (3.13) matrix-differencidlegyenletnek egy sta-
tikus g(t) = ¢, teherre az egyensilyi z(t) = z,, megoldasat. Az egyensilybol
kovetkezik, hogy &(t) = 0, igy az egyenlet az alabbi alakra egyszertisodik:

Ko, =q,,. (3.14)

A kapott egyenletbdl kiolvashatd, hogy ahhoz, hogy a rendszer egy z,, elmoz-
dult allapotban egyensilyban legyen, arra van sziikség, hogy a szabadsagfokaira
rendre a g, = Kz, vektor elemeinek megfelels er6 hasson. Ha az elmozdult
allapot spemahsan olyan, hogy a j-edik szabadsagfok elmozdulésa egységnyi,
az Osszes tobbié pedig nulla, akkor az z,, vektor a j-edik egységvektor lesz, a
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Kz, = Ke; szorzat pedig a merevségi métrix j-edik oszlopa, amit jeloljiink
Ej—vel. Az ebben a vektorban szerepls erckkel tudjuk fenntartani a fenti specia-
lis egyensulyi helyzetet, tehat a merevségi mdtriz j-edik oszlopa megadja azokat
az erdket, amiket egyidejileg statikusan mikodtetni kell a szabadsdgfokokra ah-
hoz, hogy a j-edik szabadsdgfok elmozduldsa egységnyi legyen, mikézben a tobbi
szabadsdgfok nem mozdul el. Ez a merevségi métrix j-edik oszlopanak fizikai
jelentése.

A merevségi méatrixot a fenti fizikai jelentés alapjan is el§ lehet allitani.
Minden egyes szabadsagfokon végig kell menni, a szabadsagfok egységnyi el-
mozdulasa esetére meg kell hatérozni a rugok alakvaltozasat és abbdl az egyes
szabadsagfokokra hato rugoersket. Ezeket az eréket a q; erékkel kell szabadsag-
fokonként egyensilyozni, és a kapott er6kbdl kapjuk meg egy-egy szabadsagfok
kimozditasa esetén a hozzéa kapcsolédéd oszlop elemeit. A modszerrel természe-
tesen ugyanazt a métrixot kell kapjuk, mint a mozgasegyenletek levezetésével.

3.1.1. Példa (Merevségi matrix oszlopa). Hatdrozzuk meg a 3.5.a) dbrdn ldt-
hatd rendszer merevségi mdtrizdanak mdsodik oszlopat!

Megoldas
A masodik oszlop szamitasdhoz a masodik szabadsagfokot kell egységnyivel
kimozditani, mikdzben a t6bbi szabadsagfok a helyén marad. Ezt a kimoz-
ditott allapotot mutatja a 3.3.b) dbra. Az abra alapjin az egyes rugok
megnytlasa:

Auy =0, Aup =1, Auc = —1, (3.15)

az egyes rugbdkban ébredd erck pedig:
fa=0, B =kg, fo = —kc. (3.16)

A 3.3.¢c) dbran mutatjuk az egyes tomegpontok elkiilonitését a behelyet-
tesitett a rugoderdkkel (a negativ elGjel nyomott rugot jelent). Az egyes
szabadsagfokok egyenstlyi egyenleteibdl:

O+kg+q =0 — q=—kp
—kp—kc+qgp =0 — ¢ =kg+kc (3.17)
kc+q3=0 - q3=—kc

Az egyes csomopontokra hatd ¢ erdket kell a métrix megfelel6 oszlopaban
felsorolni, igy a métrix masodik oszlopa:

—kp
ky = |kp + ke (3.18)
—ko

Az igy kapott oszlop természetesen megegyezik azzal a masodik oszlop-
pal, amit akkor kaptunk volna, ha a teljes rendszer elkiilonitése utan a
szabadsagfokokra felirt Newton méasodik térvényekbdl kifejezziik az xo(t)
egylitthatoit.
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a)

—»x: q > X q > X3 g
5, %, 3
q;
) q, q> qs
> > >
ma mb m
= — — — ™
O Ok, Kk, O O ke kOO

3.3. abra. Haromszabadsagfoku tomeg-rugd modell merevségi méatrixanak egy
oszlopa: a) a mechanikai modell; b) a jelentésnek megfelelden kitéritett allapot;
c) az elkiilonitett témegpontok.

3.1.2. Példa (Merevségi matrix oszlopa). Hatdrozzuk meg a 5./.a) dbrdn ldtha-
té hdromszintes szerkezet merevségi mdtrizdnak elsd oszlopdat! A merev fodémek
miatt a szabadsdgfokok a szintek vizszintes eltoldddsai, az oszlopok hajlitomerev-
sége EI, magassdguk h.

Megoldas

A merevségi matrix elsé oszlopanak szamitasahoz az els§ szabadsagfokot
kell egységnyivel kimozditani, mikézben a t&bbi szabadsagfok elmozdulé-
sat megakadalyozzuk. Ezt a kimozditott allapotot mutatja a 3.4.b) abra.
Az oszlopok alakvaltozasa miatt a szabadsagfokokra olyan erék hatnak az
oszlopok nyiréerejébdl, amely erGk okozta elmozdulasok az oszlopok ki-
egyenesedését eredményeznék. Ez alapjén lettek berajzolva az elkiilonitett
szintekre hato oszloperdk iranya a 3.4.d) dbran: a legalso szint oszlopainak
teteje jobbra lett elmozditva az oszlopok alsd végiikhoz képest, ezért e fent
hat6 erék balra mutatnak. A kozépss oszlopok teteje balra lett elmozditva
az also végiikkhoz képest, ezért az ezekrdl az oszlopokrol felil dtadodo ersk
jobbra mutatnak, mig az oszlopokrol az alattuk levs szintre atadodo erdk
balra mutatnak. A legfels6 szint oszlopai nem szenvednek alakvaltozést,
igy azokrol az oszlopokroél zéruserSk adddnak at az alattuk és a felettiik
lev§ oszlopokra is.

Az egy-egy oszlopban ébredd visszatérits eré az oszlop alakvaltozasatol
és a helyettesité merevségtsl fiigg. Az alakvaltozasok értéke jellemzGen
1, vagy 0. A helyettesit6 merevség az oszlop megtamasztési viszonyaitol
fligg. Ebben a példaban a modell szerint az als6 oszlopok alul csuklos, feliil
befogott kapcsolatiak, a tobbi oszlop mindkét végén befogott. A 3.4.c)
abran mutatjuk egy-egy ilyen oszlop alakvaltozasat és a végeken mikods
reakciokat, valamint azok ellenerejét, ami a szabadsagfokra hat. A Tartdk
statikdja targybol tanultak szerint a visszatérité erd és a kitérés kozotti
hanyados, vagyis egy oszlop helyettesité rugéomerevsége csuklos-befogott,
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3.4. dbra. Haromszintes épiilet modellje és merevségi matrixanak egy oszlopa:
a) mechanikai modellje; b) a merevségi matrix els§ oszlopanak szamitasédhoz
hasznalt kitéritett alak; c) csuklos-befogott, illetve befogott-befogott oszlop he-
lyettesité rugomerevsége; d) az oszlopokbol az egyes szintekre hato ersk a kité-
ritett helyzetben.
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illetve befogott-befogott oszlopvégek esetén:

3E1 12E1

kes—p = R b= g

(3.19)
(A mindkét végén csuklos oszlop rudként viselkedik, igy az vizszintes erdt
nem tud atadni, helyettesité merevsége nulla.) A 3.4.d) &dbran az erdk
nagysagat ennek megfelelGen tiintettiik fel.

Ezek utan fel kell irni és meg kell oldani a harom szabadsagfok egyen-
sulyi egyenletét:

—kes—t — kes—b —kp—p —kp—p +q1 =0 — g =302

h3
Kyt +kp—p+q2=0 — g =247 (3.20)
g3 = 0 — g3 = 0.

A merevségi matrix elsé oszlopa tehat:

30
EI
0

Felhivjuk a figyelmet, hogy a diszkrét modell megfeleltethets egy tomeg-
rug6 modellnek. A most vizsgalt haromszintes épiilet esetén a szabadséagfo-
kok kozotti rugalmas elemek helyettesité merevségeinek Gsszege (a szinten-
kénti merevségek, alulrol felfelé 6 E1/h?, 24E1/h? és 24E1/h3) megfelelnek
a 3.1.1. példaban vizsgalt rendszer k4, kg és ko rugémerevségeinek.

3.1.3.2. Merevségi matrix kompilalasa diszkrét rendszerben

A merevségi métrix jelentés alapjan torténd elgallitasanak lépéseit végiggondol-
va azt tapasztalhatjuk, hogy az egyes rugok helyzete csak a sajat rugémerevsé-
gliknek a merevségi matrixon beliili megjelenését befolyésolja, a tobbi rugdéra
nincs hatéassal. Ez egyszertien abbol fakad, hogy a rendszeriink linearis, igy a
jelentés alapjan torténd elGallitas soran az egyes rugok hatasa szuperponalhato:
a teljes rendszer merevségi méatrixa elGallithato az egyes rugdkbol kiilon-kiilon
szarmazo merevségi méatrixok Osszegeként. A bevezets példaban latott merev-
ségi matrix (lasd (3.12)) példaul az alabbi modon:

K=K, +K +K +K +K_, (3.22)
ahol aK K. K K K. maéatrixok rendre a csak az A, B, C, D, E rugdkat
tartalmazo rendszerek merevségi matrixai®:

ka 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0]

1o o0 0 o0 0o ke —ke O oo 0o o0
Ei=10 0 0 o/'Z=|0o ke ke 0o/'Zz=]0 0 0 o
0O 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 kg

T (323)
kp —kp 0 O 0 0 0 0
|-k ks 0 0 oo o 0
éB o 0 0 0 0 ’éD* 0 0 kp —kp |’
0 0 0 0 0 0 —kp kp |

4A tobbi rugd elvételével a szabadsagfokok egy része szabadon marad, ezek egységnyi
elmozditésa ellenallas nélkiil elvégezhetd, igy azokban a matrixoszlopokban nullak szerepelnek.
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I
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3.5. abra. Otszabadsagfokt tomeg-rugd modell.

Egy | és m szabadsagfokot Gsszek6td rugoban csak akkor keletkezik erd, ha
valamelyik vége elmozdul, azaz csak az [-edik és az m-edik oszlopban lesz hatasa
annak a rugénak. Az ugyanezen rugdban ébredd erdrdl azt istudjuk, hogy az
biztosan csak az [-edik és az m-edik szabadsagfokra hathat, ezért a rugbomerev-
sége csak az [-edi és az m-edik sorban jelenik meg. Fentiek alapjan kijelenthetd,
hogy az | és m szabadsagfokot 6sszekdts rugd merevsége a merevségi matrixnak
csak az -1, I-m, m-l, m-m elemeit befolyasolja: a f6atlobeli két elemhez mindig
hozzé kell adni a merevséget, a f6atlon kiviili két elemhez pedig a merevség
ellentettjét kell hozzaadni. (Kivételt képez az az eset, ha a két szabadsagfok
egyméssal szembe mutat: ekkor a féatlon kiviili tagokhoz is hozzaadni kell a
merevséget. Ennek részletes magyarazatat majd a 3.2.6.1. alpontban mutatjuk
be.) Ha egy rugd egy szabadséagfokot a tamaszhoz kapcsol, akkor annak merevsé-
gét egyetlen elemhez adjuk hozza, mégpedig a megtamasztott szabadsagfoknak
megfelel§ f6atloelemhez. KésGbb, a tamaszrezgésnél latni fogjuk, hogy a ta-
maszhoz kapcsolodo rugdk, rugalmas elemek is kezelhetSk azonos moédon, ha a
tamaszokat is szabadsagfokoknak tekintjiik, de ezek elmozdulasai és egyenletei
kikiiszobolhet6k a mozgasegyenleteinkbdl.

A merevségi matris ilyen modon torténd elGallitasat kompildldsnak nevez-
ziik. A szerkezet Osszes rugdjan végigmenve az eredetileg nullakkal feltoltott
merevségi méatrixhoz a fentiek szerint hozzidadjuk az egyes rugdk hatasat.

A kompilalas menetébdl kovetkezik, hogy ha két szabadsagfok kozott nincs
kozvetlen 6sszekotd rugd, akkor a két szabadsagfoknak megfelels, fatloelemen
kiviili elemek értéke nulla marad. Igy a merevségi matrix strukturajat (a zérus,
illetve nemzérus elemek helyét) az egyes rugémerevségek szamszerd ismerete
nélkiil is meg tudjuk hatarozni pusztan a szerkezet topoldgiaja alapjan.

)

3.1.3. Példa (Merevségi matrix kompilalasa). Hatdrozzuk meg a 3.5. dbrdn
lathato rendszer merevségi mdtrixdnak struktirdjdt, majd a merevségi mdtrixot
kompildldssal!

Megoldas
A merevségi matrix strukturajahoz azt kell eldonteniink, hogy melyik sza-
badsagfokok nincsenek Osszekotve egyméssal kozvetleniil, hiszen a nekik
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megfelels f6atlon kiviili elemek maradnak nulldk. Mivel nincsenek Ossze-
kapcsolva egymaéssal az 1-3, 1-4, 1-5, 2-4, 2-5 és 4-5 szabadséagfok-parok
ezért zérus marad a merevségi matrix 1-3, 3-1, 1-4, 4-1, 1-5, 5-1, 2-4, 4-2,
2-5, 5-2, 4-5, 5-4 eleme. A tobbi elem valamilyen értéket vesz fel, igy a
merevségi matrix strukttraja az alabbi lesz (X jeloli a nemzérus, O pedig
a zérus elemeket):

X X 0O O O

X X X 0 O
K=|0 X X X X|. (3.24)
~ o o X X o

0O 0 X 0 X

A kompilalast a merevségi matrix nullakkal valo feltoltésével kezdjiik:

K= (3.25)

OO O OO
OO O OO
OO O OO
OO O OO
OO O OO

Ezutan végig kell menniink az Osszes rugén és a merevségek hatésat hoz-
zdadni a megfelel§ tagokhoz. Az A rugo az 1. és 2. szabadsagfokokat koti
Ossze, igy a k4 merevséget hozzaadjuk az 1-1 és 2-2 elemhez, illetve kivon-
juk az 1-2 és 2-1 elembdl:

ka —ka 0 0 0

ks ka 0 0 O
K=1|0 0 0 0 0 (3.26)
o 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

A B rugo a 2. és 3. szabadsagfokokat koti Ossze, igy a kp merevséget hoz-
zdadjuk a 2-2 és 3-3 elemhez, illetve kivonjuk a 2-3 és 3-2 elembdl:

ka —ka 0 0 0

—kyg ka+kp —kg 0 O
K=1]0 —kg kg 0 0 (3.27)
o 0 0 0 00

0 0 0 00

A C rugd is a 2. és 3. szabadsagfokokat koti Ossze, igy a k¢ merevséget
hozzdadjuk a 2-2 és 3-3 elemhez, illetve kivonjuk a 2-3 és 3-2 elembdl:

ka —ka 0 0 0
—ka kat+kp+kec —-kp—kc 0 O

K= 0 —kp — k¢ kp+kc 0 0 (3.28)
o 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

A D rug6 a 3. és 4. szabadsagfokokat koti Gssze, igy a kp merevséget
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hozzaadjuk a 3-3 és 4-4 elemhez, illetve kivonjuk a 3-4 és 4-3 elembdl:

ka —ka 0 0 0
—ka ka+kp+Ekc —kp — k¢ 0 0

K= 0 —kp — k¢ kg+kc+kp —kp O (3.29)
o 0 0 —kp kp 0
0 0 0 0 0

Az E rugbd a 3. és 5. szabadsagfokokat koti Gssze, igy a kg merevséget
hozzédadjuk a 3-3 és 5-5 elemhez, illetve kivonjuk a 3-5 és 5-3 elembdl:

ka —ka 0 0 0
—ka ka+kp+Ekc —kp — k¢ 0 0

K= 0 —kp — k¢ kg +kc+kp+kg —-kp —kg|. (3.30)
o 0 0 —kp kp 0
0 0 —kg 0 kg

Az F rugd a 4. szabadsagfokot a megtdmasztassal koti Ossze, igy a kg
merevséget hozzdadjuk a 4-4 elemhez:

ka —ka 0 0 0
—ka kat+kp+kce —kp — k¢ 0 0
K= 0 —kp — k¢ kp+kc+kp + kg —kp —kg
B 0 0 —kp kp+kp 0
0 0 —kg 0 kg

(3.31)
Végiill a G rugbd az 5. szabadsagfokot a megtamasztassal koti Gssze, igy a
kq merevséget hozzédadjuk az 5-5 elemhez:

ka —kg 0 0 0
—ka ka+kp+ke —kp — k¢ 0 0
K=1| 0 —kp—kc kp+kc+kp+ke —kp —kg
B 0 0 —kp kp + kp 0
0 0 —kg 0 kg + kg

(3.32)
Mivel nincs tobb rugo, ezért ez egyben a teljes rendszer merevségi méatri-
Xa.

3.1.4. Példa (Merevségi matrix kompilalasa). Hatdrozzuk meg a 3.0.a) dbran
lathato kétszintes épiilet merevségi mdatrizdt kompildldssal! A merevitérid nor-
mdlmerevsége EA, a vizszintessel bezdrt hajldsszige o, a szintek magassdga h.

Megoldas

Az oszlopok a fédémekhez csuklosan kapcsolodnak, igy azokbol nem szar-
mazik merevség, ezért a merevité rudak hataséat kell beépiteni a merevségi
matrixba. Egy merevit6 rad egységnyi alakvaltozasat mutatja a 3.6.b) ab-
ra, ahol a fels§ végpontot egységnyivel elmozditottuk. A rid megnyiléasa
ennek az elmozdulasnak a rad iranyara vett vetiiletével lesz egyenld, azaz
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a) —
Xy
h
+ —>
XZ
h
1 a

3.6. abra. Kétszabadsagfoku épiilet 4t16s merevitéssel: a) mechanikai modell; b)
atlos merevitériud merevsége.

1-cosa lesz. A rud hossza h/sina, igy a radban ébredd erd:

EA-1-cosa

S=—r7——. (3.33)
h/sin«

Ennek az erének a vizszintes vetiilete lesz a szabadsagfokot visszatérits erd,

igy a merevitérid helyettesité merevsége:

EA - si 2
km = Scosa = w. (3.34)

Ezutan elvégezhetjiik a kompilalast, amit a merevségi matrix nullakkal
valo feltoltésével kezdjiik:

i

:BS} (3.35)

Ezutan végig kell menniink az 6sszes rugalmas elemen. A fels§ szint mere-
vit6 rudja az 1. és 2. szabadsagfokokat koti Gssze, igy a merevséget hozza
kell adnunk az 1-1, 2-2 elemekhez és levonnunk az 1-2 és 2-1 elemekbdl:

= [ Fom _kM] . (3.36)

[

-k Ekny

Az also6 szint merevité rudja a 2. szabadsagfokot koti a tamaszhoz, igy a
merevséget hozza kell adnunk a 2-2 elemhez:

km *km
:Lm/m+M] (3.37)

1=

Mivel most mindegyik szinten azonos a k,, merevség, ezért az Gsszevonast
paraméteresen is elvégezhetjiik, és a szerkezet merevségi matrixa az alabbi
lesz:

K- EAsinacos? o [ 1 —1]

; 1 (3.38)

3.1.3.3. Diszkretizalt rendszerben jelentés alapjan

Ha a folytonos rendszert ugy diszkretizaltuk, hogy a szakaszokra bontott szer-
kezet megoszld tomegeit a szakaszok végpontjaiba redukéltuk, igy képezve a
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3.7. abra. a) Kéttamasza gerenda. b) Diszkretizalt gerenda szabadsagfokai. A
merevségi matrix harmadik oszlopanak fizikai jelentése: c) a keresett erck; d)
paraméteres nyomatéki abra; e) elmozdult alak harom feltétellel.

szabadsagi fokokat, akkor a merevségi matrix fizikai jelentése ugyan nem val-
tozik, viszont a jelentés hasznélata a szabadsagfokok szaménak névekedésével
hatvanyozottan nehezedik.

A 3.7.a) abran lathato kéttamaszu tartot a b) abra szerinti felbontassal ha-
romszabadsagfoka diszkretizalt rendszerként kezelhetjiik. A merevségi matrixot
a jelentése alapjan szamolva a harmadik oszlop ki3, ko3, k33 elemeit tigy lehetne
szdmolni, hogy a 3.7.c) abranak megfelelden mikodtetnénk a tarton a harom
(ismeretlen) erdt, amikbdl paraméteresen meghataroznank a d) abran lathato
nyomatéki dbrat, amibdl (még mindig paraméteresen) meghataroznank az e)
abra szerinti elmozdult alakot, legalabbis annak a szabadsagfokok alatti harom
értekét, azaz e;-, es-, eg-at (még mindig paraméteresen). A merevségi matrix
jelentése alapjan a harmadik oszlop esetén e; = 0, e = 0, e3 = 1, és ebbdl a
harom egyenletbdl kell kiszamolni k13, kog, k33-t. A paraméteres igénybevétel-
és elmozdulasszamitas miatt ezt az eljarast senkinek sem ajanljuk, ezért példat
sem mutatunk ré.

3.1.3.4. Diszkretizalt rendszerben engedékenység alapjan

Ahogy az el6z6 pontban vazoltuk, diszkretizalt rendszerekben a szabadsagfokok
teljes Osszekapcsoltsaga miatt nem célszerid a merevségi matrix jelentésébdl kiin-
dulva meghatarozni azt. Ehelyett forditsuk meg a hatast, és a merevség helyett
a szerkezet engedékenységét hasznaljuk. Vezessiik be a hajlékonysdgi matrizot
(F), mint a merevségi matrix inverzét:

F=K" (3.39)

Ezt a matrixot szokas engedékenységi métrixnak is hivni. Szorozzuk be a (3.14)
egyenlet mindkét oldalat balrél a merevségi matrix inverzével”:

z, =K g, (3.40)

5Nem tudom kell6képpen hangstlyozni a vektor- és matrixszamitas érzékenységét a miive-
letek sorrendjére és elvégezhetGségére, amibdl kiemelem, hogy méatrixszal nem szabad osztani,
hanem az inverzével kell szorozni, ami aztan egy egységmatrixot eredményez, az meg gyakran
elhagyhato.



3.1. TOBBSZABADSAGFOKU RENDSZEREK MODELLJEI 111

azaz a hajlékonysagi matrix segitségével:
Ty = Qst, (3.41)

A kapott egyenletbdl kiolvashato, hogy ha a rendszerben a ¢ o statikus erék
miikddnek a szabadsdgfokokra, akkor az z,, = Fgq o elmozdult allapotban lesz
egyensilyban. Ha a tehervektor speciélisan olyan, hogy a j-edik szabadsag-
fokra hat egy egységerd, a tobbi szabadsagfok pedig terheletlen, akkor a ¢_
vektor a j-edik egységvektor lesz, az Fq = Fe. szorzat pedig a faJlekonysa—
gi matrix j-edik oszlopa, amit Jeloljunk f -vel. Tehat a hajlékonysdgi mdtriz
j-edik oszlopa megadja azokat az egyensulyi elmozduldsokat, amik akkor alakul-
nak ki a szabadsdgfokokban, ha a j-edik szabadsdgfokra egy statikus egységnyi
terhet miakodtetiink, mikdzben a tobbi szabadsdgfokra nem hat kiilsd teher. Ez a
hajlékonysagi matrix j-edik oszlopanak fizikai jelentése.

A hajlékonysagi méatrixot a fizikai jelentése alapjan konnyebben tudjuk elGal-
litani, hiszen csak a szabadsagfokok szaméanak megfelels szamu teheresetet kell
szamolni. Minden esetben az egyik szabadsigfokra mikodtetett egységer6bdl
kell meghatarozni az igénybevételeket, majd azokbdl a szabadsagfokok elmoz-
dulésait. Miutan megvan a hajlékonysagi méatrix sszes eleme, a (3.39) definicid
megforditasaval megkapjuk a merevségi méatrixot:

K=F" (3.42)

3.1.5. Példa (Hajlékonyséagi matrix). Hatdrozzuk meg a kordbban a 3.6.a) dbrdn
latott kétszintes éptilet merevségi mdtrixzdt a hajlékonysdgi mdtriz invertdldsd-
val! A merevitérid normdlmerevsége EA, a vizszintessel bezdrt hajlisszoge o, a
szintek magassdaga h.

Megoldas

A szabadsagfokora hato egységerSk miatti elmozdulasok szamitédsahoz az
egyes merevitérudak engedékenységére van sziikség, ami a merevség recip-
roka. A 3.1.4 példdban bemutatott merevség alapjan ha egy szinten az
eltoloers egységnyi, akkor a szint eltolodasa:

1 h
=== 3.43
f k., EAsinacos?a ( )
A 3.8.a) abran lathato az els6 szabadsagfokra hato egységerd hatasa. A
fels6 szint oszlopait és merevitérudjat elvagva az egyensilybol kovetkezik,
hogy a fels6 merevitérudban egységnyi vizszintes er6komponens ébred, az-
az a szint alakvaltozasa f. Az eredeti szerkezeten az alsé szint oszlopait és
merevitérudjat elvagva az egyensulybol kovetkezik, hogy az alsé merevits-
radban is egységnyi vizszintes er6komponens ébred, azaz ennek a szintnek
is f az alakvaltozéasa. A masodik szabadsagfok elmozdulasa tehat f, az el-
s6é pedig f + f = 2f lesz, vagyis a hajlékonysagi (engedékenységi) matrix
els6 oszlopa:
h 2
== . 3.44
1y EAsin acos? a [1} (3.44)
A 3.8.b) abran lathato a méasodik szabadsagfokra hato egységers hatasa. A
felsG szint oszlopait és merevitéridjat elvagva az egyensilybol kovetkezik,
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1
a) N | . b) | .
1 1

— — —
X) X)

3.8. abra. a) A szintek eltolodasai az els6 szabadsagfokra hato egységerd miatt.
b) A szintek eltolédasai a méasodik szabadsagfokra hato egységerd miatt.

hogy a fels6 merevitériadban nem ébred erd, azaz a szint alakvéltozasa 0.
Az eredeti szerkezeten az alsé szint oszlopait és merevitéradjat elvagva az
egyensilybol kovetkezik, hogy az als6 merevitérudban egységnyi vizszintes
er6komponens ébred, azaz ennek a szintnek f az alakvaltozasa. A masodik
szabadsagfok elmozdulasa tehat f, az els6é pedig ugyancsak f lesz, vagyis
a hajlékonysagi (engedékenységi) matrix masodik oszlopa:

I BN H . (3.45)

2 FAsinacos? o

Fentiek alapjan a hajlékonysagi matrix:

h 21
£= EAsinacos? a [1 1} ’ (3.46)

a merevségi matrix pedig ennek inverze:

é:

EAsinacos? o [2 1}1 _ EAsinacos®a [ 1

-1
. L1 . . 2]. (3.47)

Az eredmény természetesen megegyezik a 3.1.4. példaban kapottal.

A szabadséagfokok elmozdulasanak szamitasahoz raadasul jol hasznalhatod a
virtuélis erck tétele®. Valamely szabadséagi fok elmozduldsainak szamitasahoz a
ra mikodtetett egységerd altal létrehozott egyensulyi erérendszer alkalmas egy
olyan virtualis erérendszer szerepére, amelyen csak a keresett elmozdulas vé-
gez kiils6 kiegészité munkat, igy a keresett elmozdulas az alakvéltozasoknak a
virtualis bels6 er6kon végzett kiegészité munkajanak ellentettjével lesz egyenld.
A bels6 munka definicidja és az ellentett miatti két minuszjel szorzata ered-
ményeként az elmozdulas az alakvéltozasok és bels§ erék szorzatintegraljaként
szamithato”. Ebbél az el6allitasbol az is kovetkezik, hogy a hajlékonysagi matrix
szimmetrikus lesz, a szimmetrikus matrix inverzébdl pedig az, hogy a merevségi
maétrix is szimmetrikus lesz.

6Egy geometriailag lehetséges elmozdulasrendszer bdrmely virtualis erérendszeren végzett
kiegészité munkaja zérus.

"Bzt leggyakrabban (hajlitott gerendak esetén) két nyomatéki abra szorzatintegraljanak
EI-vel valo leosztasaval szamoljuk.
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)
I ()
SRR S )
L, L L , L % b %
b) d)
@‘WMMW @WMW
L 4 4 L
3L 3 2 3L
4 4

3.9. abra. a) Kéttamaszu tarté harom szabadsagfoka modellje. b)-d) Az egyes
szabadséagfokokra mikoddtetett egységersbdl szarmazd nyomatéki abrak.

a)

3.1.6. Példa (Hajlékonysagi matrix). Hatdrozzuk meg a 3.9.a) dbrdn ldthatd
gerenda hdrom szabadsdgfoki modelljének hajlékonysdgi és merevségi mdtrizdt!
A gerenda hajlitomerevsége E1, a tdmaszkoz 4L.

Megoldas
A 3.9.b)-d) abrakon felrajzoltuk az egyes szabadsagfokokon miikddtetett
egységerSkbdl szarmazd nyomatéki abrakat. Ezeknek ET-ad része az egyes
szakaszokon a gorbiilet, de egyben ugyanezek az abrak hasznalhatok virtu-
alis nyomatéki abrakként is.

A hajlékonysagi matrix f11 elemének szamitasahoz (ami az els§ szabad-
sagfok elmozdulasa az els6 szabadsagfokra miikddtetett egységers hatasara)

az
My M,y

EI

integralast kell elvégezni. Emlékeztetiink, hogy ha egy szorzatintegral egyik
fliggvénye linearis, akkor az integralt tgy is megkaphatjuk, ha a masik
fiiggvény alatti teriiletet szorozzuk a linearis fiiggvénynek a masik fligg-
vény sulypontjaban leolvasott értékével. Mivel a virtualis er6kbdl szarma-
76 igénybevételi dbra egyenes szakaszokbol all, ezért a fenti segédtételt az
integralasi tartoméany és a fliggvények felbontasaval mindig fel tudjuk hasz-
nalni. Az els§ elem szamitasahoz két-két szakasszal kell csak dolgoznunk:

fin = dL (3.48)

313

fll *Zﬁ

1 |1.3L L 1__3L L
{L3~ 5L (3.49)

. ST § i

ElI|2 4 2 + 2 3 4 2 ]
A hajlékonysagi matrix fo; elemének szamitasahoz (ami a méasodik szabad-
sagfok elmozdulasa az els6 szabadsagfokra mitkodtetett egységers hataséara)

az
My My

EI
integrélast kell elvégezni. Balrél a masodik L hosszisagu szakasznél ugyan

mindkét adbra linearis, a trapéz silypontja viszont kevéssé kozismert, ezért
ezen a szakaszon két haromszogre bontjuk az M; abréat és azok teriiletét,

for =

dL (3.50)
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stulypontjat hasznaljuk. A végeredményt nem befolyésolja, de a kdvethets-
ség értekében a masi két szakaszon is az M; abran szamolunk teriiletet és
sulypontot:

1 11.3L L 1 3L 2L 1_L 5L 1__L 2L
=gttt o Tty e Tt )
11 L3

A hajlékonysagi matrix f3; elemének szamitasahoz (ami a harmadik sza-

badsagfok elmozdulasa az els¢ szabadsagfokra mikodtetett egységerd ha-

tasara) az

M3 M,y
EI

integralast kell elvégezni. A kozéps6 2L hosszisagu szakasznél most is két
trapéz kell Osszeszoroznunk, az el6z6hoz hasonléan most is az M; abrat
hasznéljuk a teriiletek, stilypontok szamitasahoz:

fs1 =

dL (3.52)

1 (1.3 L 1 3L 5L 1 L 7L 1.L L
S ) i) § i) ) i il jhdiiu)
=gt s Tttt g
7 L3
= 5pp (353

A hajlékonyséagi méatrix f12 eleme a méatrix szimmetridja miatt méar ismert:

3
fr2 = fa = %% (3.54)
A hajlékonysagi matrix foo elemének szamitasidhoz (ami a masodik sza-
badsagfok elmozdulasa a maéasodik szabadsagfokra miikodtetett egységerd
hatéséra) az
Ms Mo
EI

integralast kell elvégezni. Most is csak két-két szakasszal kell csak dolgoz-
nunk:

faz =

dL (3.55)

- —|Zorn.L-Z 4 oL 22| =22,
F2 =77 3 3EI

1 J1 2L 1 2L 4 L3
[ 5 3 3 } (3.56)
A hajlékonysagi matrix f3o elemének szamitasahoz (ami a harmadik sza-
badsagfok elmozdulasa a masodik szabadsagfokra mikodtetett egységerd
hatasara) az

M3 M,
fon= [ 22

integralast kell elvégezni. A szerkezet szimmetridja miatt ez a szorzatin-
tegral azonos lesz az fio értékével (3.54), azaz:

dL (3.57)

1113

fo2=fe= 557 (3.58)
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A hajlékonysagi matrix fi3 eleme a matrix szimmetridja miatt mar ismert:

7 L3
= =, 3.59
fis = fa1 5Bl (3.59)
A hajlékonysagi matrix fo3 eleme a matrix szimmetridja miatt mar ismert:
11 L3
= == 3.60
Joz = fa2 D EI (3.60)

Végiil hajlékonysagi matrix f33 elemének szamitasahoz (ami a harmadik

szabadsagfok elmozdulasa a harmadik szabadsagfokra miikodtetett egység-

er6 hatasara) az

Mz M;
EI

integralast kell elvégezni. A szerkezet szimmetridja miatt ez a szorzatin-
tegral azonos lesz az fi; értékével, azaz:

fas = dL (3.61)

3 L3
fas = fun = 15T (3.62)

A fenti eredményeket Gsszegezve a szerkezet hajlékonysagi matrixa:

s [9 1107
F=-—— |11 16 11 (3.63)
=T 2B |- ]

A merevségi matrixhoz az invertalasnal felhasznalhatjuk, hogy a kiemelt
skalarszorzo reciproka lesz a megmaradt 3 x 3-as matrix inverzének szorzoja:

gy [69 —66 27
K=r"'= =73 |66 96 —G6 (3.64)
27 —66 69

3.2. Tobbszabadsagfokii rendszerek szabadrezgése

A tobbszabadséagfoku rendszerek (3.13) szerinti egyenletének altalanos megol-
dasa az egyszabadsagfoki rendszerekhez hasonloan két részbdl tevddik Ossze.
Egyik a gerjesztett rezgés inhomogén egyenletének egy partikularis megolda-
sa, a masik pedig a kiegészit6 differencidlegyenlet altaldanos megoldasa. Utobbi
egyenletet agy kapjuk, ha az egyenlet jobb oldalan a tehervektor helyére zérus-
vektort irunk. Az igy kapott egyenlet egyben a terheletlen szerkezet szabadrez-
gésének a differencidlegyenlete, ezért elGszor itt is ezt az esetet vizsgaljuk meg.
A tobbszabadsagfoku rendszer szabadrezgésének a matrix-differencialegyenlete:

Mi(t) + Ka(t) =0, (3.65)
aminek olyan megoldasat keressiik, ami kielégiti az alabbi kezdeti feltételeket:

z(to) =z,  i(to) = vy, (3.66)
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azaz a kezdeti t( pillanatban a szabadsagfokok elmozdulésai és sebességei rendre
az x; és v, vektorok szerinti értékeket veszik fel.

Konnyti belatni, hogy ha z, = 0 és v, = 0, akkor az z(t) = 0 lesz a megol-
dasa a feladatnak, amit trivialis megoldasnak hivunk. (Ez végs6 soron Newton
1. mozgastorvényének egy specidlis esete.) A tovabbiakban nemtrivialis megol-
dasokat keresilink, ezért feltételezziik, hogy z, és v, vektorok koziil legalabb az
egyik kiilonbozik zérustol.

3.2.1. A megoldas feltételezett alakja

A (3.65) differencislegyenlet az ismeretlen z(t) elmozdulasokat és azok id6 sze-
rinti masodik derivaltjait tartalmazza, igy az egyszabadségfoku rendszereknél
szerzett tapasztalataink alapjén idében harmonikusan valtozo szabadrezgésre
szamithatunk. Keressiik ezért a megoldast

z(t) = h(t)v (3.67)

alakban, ahol h(t) egy egyel6re ismeretlen wy sajatkorfrekvencia szerint valtozo
fliggvény®, mig a v vektor az egyes szabadsagfokok kitéréseinek egymashoz valo
hanyadat hatérozza meg. (Ezzel szétvalasztottuk a megoldasban az idsfliggést
és a helyfiiggést.)

A feltételezett megoldas id§ szerinti kétszeri derivalasakor a lancszabalynak
megfelelGen az wy kétszer szorozza a fliggvényt, a harmonikus fiiggvény masodik
derivaltja pedig 6nnmaga ellentettjévé valik, azaz:

i(t) = —wih(t)v. (3.68)
Ezt és a feltételezett alakot behelyettesitjiik a (3.65) differencialegyenletbe:
M (—wih(t)o) + K (h(t)v) = 0. (3.69)

Ennek az egyenletnek a h(t) # 0 pillanatokban is igaznak kell lennie, ami csak
akkor teljesiil, ha:
M (—wgv) + Kv = 0. (3.70)

Ebben az egyenletben mind az M matrix —w@-szeresét, mind a K matrixot
jobbrél szorozzuk ugyanazzal a v vektorral, ezért az egyenlettel egyenértéki a

Ko = wiMv, (3.71)
egyenlet, illetve az alabbi homogén egyenlet is”:
(K —wgM)v =0, (3.72)

A v vektor elemeit és az wy sajatkorfrekvenciat ismeretlenként tartalmazo
(3.71), ill.  (3.72) egyenleteket dltaldnositott sajdtértékfeladatnak nevezziik',
ahol v a sajatvektor és w? a sajatérték.

8Tz a korabbiak szerint sokféle alakban megadhato: pl. h(t) = acos(wot), h(t) = bsin(wot),
h(t) = ccos(wot) + dsin(wot), h(t) = f cos(wot — ¢), stb.

9FErdemes megjegyezni, hogy a homogén differencidlegyenlet megoldasa kizben egy homo-
gén linedris egyenletrendszerre jutottunk.

10 A szokvanyos sajatértékfeladatban Av = v, amit homogén alakra hozva a (é — )\£> v=0

egyenlet adodik. Ebben az alakban latszik legjobban az altalanositas: az I egységmatrix
helyett az altalanositott sajatértékfeladatban a nem is feltétleniil diagondl M métrix szorozza

az w% sajatértéket.
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3.2.2. Az aAltalanositott sajatértékfeladat megoldasa

3.2.2.1. A nemtrivialis megoldas 1étezésének feltétele

Lineéaris algebrabol tudjuk, hogy a (3.72) egyenletrendszernek csak akkor van a
trivialis v = 0-t6l eltéré megoldésa, ha

o a (K — wiM) egyiitthatomatrix szinguléris,

e a (£ — wgﬂ ) egyitthatomatrix sorai nem linearisan fliggetlenek egymas-
tol (legalabb az egyik kifejezhets a t6bbi linearis kombinaciojaként),

e a (K — wiM) egyiitthatomatrix determinansa nulla.

A fenti harom feltétel egynértékii, ha az egyik teljesiil, akkor a masik kettd is.

3.2.2.2. A determinans kifejtése

Az altalanositott sajatértékfeladat kézi megoldasanak elss lépése a (3.72) egyen-
let egyiithatématrixanak determinansabol indul ki:

|K — wiM]| =0. (3.73)

Ebben az egyenletben csak az w3 az ismeretlen. A determinanst kifejtve a tmeg-
matrix {6atlobeli nemzérus elemei miatt az eredmény tipikusan egy N-edfokt
polinomegyenlet lesz wi-re. Az algebra alaptétele szerint egy N-edfoki poli-
nomnak a t6bbszoros gyokok multiplicitasat figyelembe véve pontosan N gyoke
van. Az épitémérnoki szerkezeteinknél elgforduld K és M méatrixok esetén ezek
a gyokok raadasul nemnegativ valos szamok. Rendezziik a gyokoket nagysag
szerint sorba:

0<wh Swip Swiy <+ <win- (3.74)

Az w3, = 0 érték arra utal, hogy a szerkezet valamilyen merevtestszert elmoz-
dulasra képes. Epitémérnoki tartoszerkezet esetén ilyen nem fordulhat els, ha
mégis, akkor a modellben (a merevségi matrixban) van valami hiba, amit ki kell
kiiszobolni. A targyalasmodot konnyitends a tovabbiakban azt is feltételezziik,
hogy nincsenek tobbszoros gyokok, azaz (3.74) egyenlStlenségeiben kizéarjuk az
egyenlGségeket:

0<wd <wl<wiy < <wiy. (3.75)

A 3.2.6.3 alpontban kés6bb megmutatjuk, hogy mit tehetiink, illetve mit kell
tennilink a t6bbszoros gyokok esetén.
3.2.2.3. A sajatkorfrekvenciak

A (3.75)-ben felsorolt gyokok pozitiv négyzetgyokeit nevezziik a tobbszabadsig-
fokt rendszer sajdtkorfrekvencidinak:

0<wyp <wge <wpz < -+ < WHN - (3.76)

Megallapithatjuk, hogy a tébbszabadsagfoki rendszernek annyi sajatkorfrekven-
cidja van, ahdny szabadsdgfoka. Minden sajatkorfrekvencidhoz kiilon h(t) har-
monikus fiiggvény tartozik, és a (3.72) egyenletbe valo visszahelyettesités utan
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més lesz az egylitthatomaéatrix és ezzel a sajatvektor is. A megoldas tehat nem
a (3.67) képlet szerinti lesz, hanem az N kiilonboz6 tag Osszege:

N
z(t) =Y h;(t)y; (3.77)

Az egyes harmonikus fiiggvényekhez meghatarozhato egy-egy periodusidé:

2T 2T 2T 2T
Tor=—, Too=—, Toz=—,....70n=—, (3.78)
wo1 wo2 wo3 WoN

melyekre (3.76) egyenl6tlensége alapjan teljestil, hogy:
Tor > Tog > Tps > --- > TpN- (379)

Az els6 periodusidét alapperiddusnak nevezziik''.

3.2.2.4. A sajatvektorok szamitasa

Mindegyik wo; sajatkorfrekvenciahoz kiilon-kiilon ki kell szamolni a v; sajat-
vektort a
(K —wj;M)v; =0 (3.80)

egyenletbsl A linearis algebra szerint ha a (3.80) homogén egyenletrendszer-
nek létezik nemtrividlis megoldasa, akkor végtelen sok létezik, amik egymaés
skalarszorosai'”. Ennek oka az, hogy az w; sajatkorfrekvenciat pontosan ugy
hataroztuk meg, hogy az egyiitthatéméatrix szingularis legyen, azaz sorai ne le-
gyenek linedrisan fuggetlenck. Emiatt a (3.80) egyenletrendszerben csak N — 1
fuggetlen egyenlet van, mikézben a v; vektorban pedig N ismeretlen, azaz az
egyiket szabad paraméterként lehet felvenni.

Kézi szamitas esetén pontosan ez az egyik lehetséges jarhatod ut. A keresett
v, sajatvektor egyik elemének (az els6nek, az utolsonak, a j-ediknek) rogzitjiik
az értékét (1-re, —10-re, 1/N-re), majd a fennmarad6 N — 1 ismeretlen elemet
kiszamoljuk a (3.80) egyenlet N — 1 kivalasztott egyenletébdl alkotott egyen-
letrendszer megoldasaval. Egy ilyen szamitas menet kozben két okbol akadhat
el:

e Haaw; vektor olyan elemének rogzitettiik az értékét, ami a sajatvektorban
nulla lenne, akkor olyan vektort kellene kiszdmolnunk, ami egy tényleges
v, sajatvektor akkorara skalazott skalarszorosa lenne, hogy a zérus elem
az eldirt értékivé valna. Ehhez végtelenszeres nytujtast kellene alkalmaz-
ni, a véges elemek tehat végtelenné valnanak, vagyis a szamitasok soréan
valamikor nullaval kellene osztanunk. Ez természetesen hasznalhatatlan
eredményre vezetne, ezért ilyenkor masik elem értékét kell elGirnunk.

1A zérus wop itt végtelenbe tarté periédusidét eredményezne. Visszaemlékezve a perio-
dusidé jelentésére (a kitéritett szerkezet mennyi id6 utan tér vissza azonos &allapotaba), ez a
végtelen azt jelenti, hogy sosem, mert a kitéritett allapotaban, egy Gj egyensulyi helyzetben
marad.

12Ez kénnyen belathato, hiszen ha v; megoldésa a (é — ng M> v; = 0 egyenletnek, akkor

barmilyen skalar a-val av; is az, hiszen (é — w(z]jﬂ) av; =« (é — ngﬂ) v; =0a0=0.
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e A (3.80) egyenlet N sorabdl ugyan csak N — 1 linearisan fiiggetlen, de
attol még eléfordulhat olyan sor, ami linearisan fiiggetlen a tobbi N — 1-
t6l. Ekkor a fennmarad6 N —1 sorboél csak N — 2 lesz linearisan filiggetlen,
és ha éppen ezeket a sorokat vélasztjuk ki a v; elemeinek szamitésara,
akkor nem kapunk egyértelmi megoldast, kézben viszont az egyik egyenlet
folossé valik. A megoldas ilyenkor az, hogy méasihogyan valasztjuk az N —1

egyenletet.

Ha a fentieket kovetve meghataroztunk egy v; sajatvektort, akkor azt ellen-
orizhetjiik a (3.80) egyenletrendszer kihagyott egyenletébe torténd visszahelyet-
tesitéssel (ezzel nem csak a vektort, de a sajatkorfrekvenciat is ellendrizziik).

3.2.2.5. A sajatvektorok egyértelmiisége

A (3.80) egyenletrendszer fent bemutatott megoldésaként kapott v; sajatvektor
az elGallitds modja miatt nem egyértelmi: a kézi szamitas soran barmelyik elem
értékét rogzithetjiikk barmilyen értékre. A kés6bbi hasznalat érdekében sziikség
lehet arra, hogy a kapott sajatvektorokat tigy skaldzzuk, hogy azok egyértelmtien
mindig ugyanazzal a tulajdonsaggal rendelkezzenek. Az egyértelmiivé tételnek
az alabbi modjait hasznalhatjuk:

e A vektor egy kivalasztott elemének legyen rogzitett az értéke, példaul az
els elem legyen 1. Ez a modszer csak akkor miikddik, ha a kivalasztott
elem biztos nem lesz nulla egyik rezgésalakban sem, hiszen ha a kivalasz-
tott elem nulla, akkor nem tudjuk tgy skalazni a vektort, hogy az elem
értéke 1 legyen.

e A legnagyobb abszolutértékd elem értéke legyen 1. (Ezt ugy is mondjak,
hogy a vektor L(°®)-norméja 1.) A sajatértékfeladatok megoldasara szol-
gald szamitdgépes algoritmusok egy része olyan iterdciés eljaras, aminek
a pontossagat javitja, ha az iterdcié6 minden 1épésében egy ilyen skalazést
hajtunk végre.

e A vektor hossza legyen 1. (Ezt tgy is mondjak, hogy a vektor L(?)-norméaja
1.) Ennek a modszernek hatranya, hogy a diszkretizalas stiritésével a tobb
szabadsagfok miatt a vektor elemszama nd, igy a szamértékek csokkenni
fognak.

e A vektor hossza legyen akkora, hogy a Qf@j szorzat értéke legyen 1:

v Mu; =1 (3.81)

Ekkor azt mondjuk, hogy a sajatvektor a tomegmatrixra normaélt.

Ebben a konyvben a tovabbiakban a tomegmdtrizra normdlt sajdtvektorokat
fogjuk hasznélni, ezért nézziik meg, hogy egy tetszéleges algoritmussal kapott
Qj sajatvektort hogyan tudunk a tomegmaétrixra normalni. A skalézast végezziik

egy « paraméterrel, azaz legyen

v; = ad;. (3.82)

Irjuk fel a tomegmatrixra normaltsag feltételét és helyettesitsiik be a fenti ské-
lazast:

_ T _ ~ \T
1 =uv; Mv; = (az;)

~ N 2T~
;) M(ad;) = o”v; Mo, (3.83)



120 3. FEJEZET. TOBBSZABADSAGFOKU REZGESEK

Oldjuk meg a fenti egyenletet a-ra:

o= L (3.84)

V2 M,

A skalazas paramétere tehat mindig az aktuélis kiszamolt sajatvektortol fiigg,
amibdl egy nem tomegmatrixra normélt v; sajavektorbol a

1
v, = 7’{).' (3.85)

=J =J
T Ay~
VY5 M,

képlettel készithetliink tomegmaétrixra normalt sajatvektort.

Megjegyzés: a fenti egyértelmiivé tétel sem egészen egyértelmii: a sajatvektort —1-gyel
szorozva szintén egy tomegmatrixra normalt sajatvektort kapunk. Ennek kikiiszobolése azon-
ban tulmutat e kényv keretein, ezért a tovabbiakban tételezziik fel, hogy a sajatvektoraink

valoban egyértelmdek.

3.2.2.6. Példak sajatkorfrekvenciak, sajatvektorok szamitasara

3.2.1. Példa (Sajatértékfeladat megoldasa). Hatdrozzuk meg a 5.1./. példa két-
szintes éptiletének sajatkorfrekvencidit és témegmadtrizra normdalt sajdtvektorait,
ha az egyes szintek tomege m = 6t, a szintek magassdga h = 3m, a merevitdrid
normdlmerevsége EA = 2000kN, a vizszintessel bezdrt hajldsszdge o = 30°.

Megoldas
A 3.10.a) 4bran megismételtiik a szerkezetet. A tomegmatrix mindkét ele-
me 6 lesz:

M= {g g} . (3.86)

A merevségi matrix kompilalasahoz sziikségiink van a merevitéradbol szar-
maz6 szintenkénti merevségre. Ez (3.34) alapjan:

_ EA - sinacos? a _ 2000sin 30° cos? 30° — 250kN/m (3.87)

K
h 3

Az ebbdl kompilalt merevségi matrix:

K:

{ 250 250} . (3.88)

—250 500

A sajatétékfeladat megoldasahoz fejtsiik ki az egylitthatoméatrix deter-
minansat:
250 — 6w? —250

— 2 —
E-wo M| =" o50 * 500 - 63

= (250—6w3) (500 —6w? ) — (—250)(—250). (3.89)

A sajatkorfrekvencidknal ez egyenls nullaval, azaz
|K — wdM|=6-6-wj+ (—6-500 — 6 - 250)w3 + 250 - 500 — (—250)(—250) = 0

36wi — 4500w + 62500 = 0
(3.90)
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Ebb6l wi-re két megoldast kapunk:

9 4500 £ /45002 — 4 - 36 - 62500 4500 + 3354 [ 15.915
Wo,1-2 = 2.36 o 72 o 109,08
(3.91)

A gyokvonas utan a sajatkorfrekvenciak (a kisebb az els§, a nagyobb a
masodik):

|wor = 3,989rad /s, wop = 10, 44rad/s. | (3.92)

o Az elsé sajatvektorhoz az wy; = 3,989 értéket kell hasznalnunk, ami-
nek a négyzete 15.915. Keressiik a sajatvektort [1  ¢;]T alakban, igy
a sajatértékfeladat egyenletrendszere az alabbi lesz:

(é - ngﬂ)ﬁl =

250 — 6 15,915 ~250 1] _[o
- ~250 500—6-15,915} ' [01] - [0] - (399)

Az els6 egyenletbdl:

250 —6-15,915

950 — 6-15,915) - 1 — 250¢; = 0 — ¢1 —
( ,915) “ “ 250

=0, 6180,

(3.94)
a masodik egyenlettel pedig ellendrizhetjiik az eddigi szamitasainkat
(a kerekitések miatt a zérussal vald egyenl@séget a tobbi mennyiség
nagyséagrendjéhez viszonyitjuk):

—250 - 1+ (500 — 6 - 15,915)0, 6180 = —0,01 ~ 0 (3.95)

A toémegmatrixra normalashoz sziikségiink van az alabbi szorzatra:

vf Mv, = [10,6180] {8 g] [0 61180] = 8.292 (3.96)
A normalashoz ennek négyzetgyokével kell leosztanunk a szamolt vek-
tort, azaz
1 1 0.3473
U= R0 [0,6180} = [0.2146] (3:97)

e A maésodik sajatvektorhoz az wpe = 10,44 értéket kell hasznalnunk,
aminek a négyzete 109.08. Keressiik a sajatvektort [1 ¢z alakban,
igy a sajatértékfeladat egyenletrendszere az alabbi lesz:

(£ - Wgzﬂ)ﬂz =

250 — 6 - 109, 08 ~250 1] o
- ~250 500 — 6 - 109,08} ' [02] - {0] - (398)
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b) 0
—
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3.10. 4bra. a) A kétszintes szerkezet modellje.b)-c) A szamitott sajatvektorok-
nak megfelels alakok egy-egy oszlopsoron.

Az els6 egyenletbdl:

250 — 6 - 109, 08

— %m0 —1,6180,
(3.99)

a méasodik egyenlettel pedig ellenérizhetjiik az eddigi szamitasainkat

(a kerekitések miatt a zérussal valé egyenl@séget a tobbi mennyiség

nagysagrendjéhez viszonyitjuk):

(250—6-109,08)-1—250c; =0 — ¢; =

—250 - 1+ (500 — 6 - 109, 08)(—1,6180) = —0,05~0  (3.100)

A tomegmatrixra normaléshoz sziikségiink van az aldbbi szorzatra:

vy Mu, = [1 —1,6180] {8 (6)} {_1716180} =21.71 (3.101)

A normaléashoz ennek négyzetgyokével kell leosztanunk a szamolt vek-
tort, azaz

1 1 0.2146
U2 = A [—1,6180] 2= {—0.3473} (3.102)

A kiszamolt alakokat a 3.10.b)-c) abrakon mutatjuk be.

3.2.2. Példa (Sajatértekfeladat megoldasa). Hatdrozzuk meg a 5.11.a) dbrdn
lathato hdromszintes épiiletnek a sajdtkorfrekvencidit és tomegmdtrixra normdlt
sajdatvektorait, ha az egyes szintek témege m = 2t, a szintek magassiga h = 3m,
az oszlopok hagjlitémerevsége EI = 1500kNm?.

Megoldas
A témegmatrix mindharom eleme 2t lesz:

(3.103)

S

Il
oo
oo
v O o
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A merevségi matrix kompilalasahoz sziikségiink van a befogott-befogott
oszlopokbdl szarmazo6 szintenkénti merevségre. Ez (3.19) alapjan oszlo-
ponként:

12E1T  12-1500
-3 33
Szintenként harom oszlop van, ezért ennek haromszoroséaval kell szamolni.
A kompilalt merevségi matrix:

kom = 666.67kN /m. (3.104)

4000  —2000 0
K = [-2000 4000 —2000f . (3.105)
0 —2000 2000

A sajatértékfeladat megoldésahoz elGszor ki kell fejteni a

4000 — 2w —2000 0
K —w2M|=| —2000 4000 -2-w2  —2000 |. (3.106)
0 —2000 2000 — 2 - w?

determinédnst, majd egyenl6vé tenni nullaval:
—8wl + 40000wy — 48000000w? + 8000000000 = 0. (3.107)

Harmadfoku egyenlet megoldoképletét nem kell tudni, de szdmos numerikus
eljaras rendelkezésre all, amibsl w2-re harom megoldast kapunk:

wi =198.06,  wd, =1555.0,  wi, = 3247.0. (3.108)

Gyokvonas utan pedig megkapjuk a sajatkorfrekvenciakat:

wor = 14.07Trad/s,  wep = 39.43rad/s,  wp3 = 56.98rad/s.\ (3.109)

o Az els6 sajatvektorhoz az wy; = 14.07 értéket kell hasznalnunk, és
annak négyzetét, ami 198.06. Keressiik a sajatvektort [I ¢ co]”
alakban, igy a sajatértékfeladat egyenletrendszere az alabbi lesz:

3604  —2000 0 1 0
(K — w2 M)v, = [-2000 3604 —2000| = || = |0
0  —2000 1604 ¢ 0

(3.110)

Az egyenletek koziil barmelyik kettst valaszthatjuk a két ismeretlen
meghatarozasara, de ha a matrix szerkezete specialis, akkor konnyebb
a szamitas. Esetiinkben az els egyenletben csak egy ismeretlen sze-
repel, igy abbdl:

3604 - 1 —2000¢; =0 — ¢; = 1.802, (3.111)
majd ezutdn a harmadik egyenletbdl:

—2000 - 1.802 + 1604cy = 0 — ¢5 = 2.247. (3.112)

123
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Utébbit természetesen szamolhattuk volna a méasodik egyenletbdl is,
igy most azzal ellenérizhetjiik az eredményt:

—2000 -1 4 3604 - 1.802 — 2000 - 2.247 = 0.4 =~ 0. (3.113)

A tomegmatrixra normaléshoz sziikségiink van az aldbbi szorzatra:

2 0 0 1
y{@l = [1 1.802 2.247] 0 2 0f [1.802] =18.59 (3.114)
0 0 2| |2.247
A normaléashoz ennek négyzetgyokével kell leosztanunk a szamolt vek-
tort, azaz
1 1 0.2319
v, = 1.802 — v, = |0.4179 (3.115)
VI8.59 19 947 0.5211

e A masodik sajatvektorhoz az wgs = 39.43 értéket kell hasznalnunk,
és annak négyzetét, ami 1555. Keressiik a sajatvektort [I c3 c4]”
alakban, igy a sajatértékfeladat egyenletrendszere az alabbi lesz:

890.1 —2000 0 1 0

(K — wiyM)v, = |—2000 890.1 —2000| = |c3| = [0

o o 0 —2000 —1110 4 0
(3.116)

Az egyenletek koziil barmelyik kettot valaszthatjuk a két ismeretlen
meghatarozéaséara, de ha a matrix szerkezete specialis, akkor konnyebb
a szamitas. Esetiinkben az els egyenletben csak egy ismeretlen sze-
repel, igy abbol:

890.1 -1 —2000c3 = 0 — c3 = 0.4450, (3.117)
majd ezutén a harmadik egyenletbdl:
—2000 - 0.4450 — 1110c4 = 0 — ¢4 = —0.8019. (3.118)

Utobbit természetesen szdmolhattuk volna a méasodik egyenletbdl is,
igy most azzal ellendrizhetjiik az eredményt:

—2000 - 1+ 890.1 - 0.4450 — 2000 - (—0.8019) = —0.1 ~ 0. (3.119)
A tomegmatrixra norméalashoz sziikségilink van az alabbi szorzatra:

0 0 1
2 0 0.4450 | = 3.682
0 2| |—0.8019

vy Mv, =[1 04450 —0.8019]

O O N

(3.120)
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A normalashoz ennek négyzetgyokével kell leosztanunk a szamolt vek-

tort, azaz
1 0.5211
vy = 0.4450 v, = | 0.2319 (3.121)
V3.682 | _( 8019 —0.4179

e A harmadik sajatvektorhoz az wgsz = 56.98 értéket kell hasznalnunk,
és annak négyzetét, ami 3247. Keressiik a sajatvektort [c5 1 cg]7
alakban (hogy ne mindig az elsé elem legyen 1), igy a sajatértékfeladat
egyenletrendszere az alabbi lesz:

—2494 —2000 0 cs 0
(K — w2 M)v, = | ~2000 —2494 —2000| = | 1| = |0
0 —2000 —4494 c6 0

(3.122)

Az egyenletek koziil barmelyik kettst valaszthatjuk a két ismeretlen
meghatarozaséara, de ha a matrix szerkezete specialis, akkor konnyebb
a szamitas. Esetlinkben az els§ egyenletben csak egy ismeretlen sze-
repel, igy abbdl:

—2494 - ¢5 —2000-1 =0 — ¢5 = —0.8019, (3.123)
majd a harmadik egyenletbdl:
—2000 - 1 —4494¢c¢ = 0 — ¢ = —0.4450. (3.124)

Utobbit természetesen szamolhattuk volna a masodik egyenletbdl is,
igy most azzal ellendrizhetjiik az eredményt:

—2000 - (—0.8019) — 2494 - 1 — 2000 - (—0.4450) = —0.2 ~ 0. (3.125)

A tomegmatrixra normélashoz sziikségiink van az alabbi szorzatra:

2 0 0] [—0.8019
v Mvy = [-0.8019 1 —0.4450] |0 2 0 1 = 3.682
0 0 2| [-0.4450
(3.126)
A normaéléshoz ennek négyzetgyokével kell leosztanunk a szamolt vek-
tort, azaz
1 —0.8019 —0.4179
Vg = 1 —|ug = | 0.5211 (3.127)
V36821 _0 4450 —0.2319

A kiszamolt alakokat a 3.11.b)-d) dbrakon mutatjuk be egy-egy oszlopso-
ron.

“Mindig figyelni kell a szabadsagfokok sorrendjére: most a legals6 az elsd.




126 3. FEJEZET. TOBBSZABADSAGFOKU REZGESEK
a) b) C d)
—> i
X; 7

— AN

v, v, v,

7777 77777

3.11. abra. a) A haromszintes szerkezet modellje. b)-d) A szamitott sajatvek-
toroknak megfelel6 alakok egy-egy oszlopsoron.

3.2.3. Példa (Sajatértékfeladat megoldéasa). Hatdrozzuk meg a 3.1.0. példa ge-
renddjinak sajatkorfrekvencidit és témegmdtrizra normdlt sajdtvektorait, ha az
egyes szabadsdgfokokban redukdlt témegek m = 3t, a gerenda hajlitémerevsége
EI = 1400kNm? és L = 2m.

Megoldas

A 3.12.a) abran megismételtiik a szerkezetet. A tomegmatrix mindharom

eleme 3t lesz:

3 00

=10 3 0f. (3.128)
0 0 3

=

A merevségi matrix szamitasihoz hasznaljuk fel a 3.1.6. példa eredményét,
azaz (3.64)-t:

EI 69 —66 27 1725 —1650 675
K= I —66 96 —66| = |—1650 2400 —1650 (3.129)
2T  —66 69 675  —1650 1725

A sajatértékfeladat megolddsahoz most is ki kellene fejteni a |K — wiM|
determinanst, egyenl6vé tenni nullaval és valamilyen modszerrel megoldani
wi-re. Ezutan a gydkvonassal kapott harom sajétkérfrekvencigval a sajat-
vektorokat lehet kiszdmolni, bar megjegyezziik, hogy most mindenképpen
kétismeretlenes egyenletrendszereket kellene megoldani.

A szerkezet szimmetriajat kihasznalva a feladat megoldhat6 kézi szami-
tassal is. Ezt mutatjuk be az aldbbiakban. Mivel a geometria szimmetrié-
jan til a merevségek és a tomegek is szimmetrikusak, ezért a rezgésalakoktol
is azt varjuk, hogy vagy szimmetrikusak, vagy ferdén szimmetrikusak lesz-
nek. Szimmetrikus esetben az els6 és a harmadik szabadsagfok elmozdulésa
azonos, igy a szerkezet kozepére valo tiikrézéssel azonos alakot kapunk. Fer-
dén szimmetrikus esetben az els és a harmadik szabadsagfok elmozdulésa
egymésnak ellentettje és a méasodik szabadsagfok elmozdulasa zérus, igy a
szerkezet kozepére valo tiikrozéssel ellentett alakot kapunk.
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e Szimmetrikus esetben tehat a sajatértékfeladatot

1725 — 3w2  —1650 675 o 0
~1650 2400 — 3w2  —1650 | =10 (3.130)
675 —1650 1725 —3w?| |y 0

alakban irhatjuk, de a harom egyenlet

(2400 — 3w?)c; — 1650c = 0
—3300c; + (2400 — 3w])e2 = 0 (3.131)
—1650c + (2400 — 3w2)c; = 0

koziil az els6 és az utolsé azonos, egyiket elhagyhatjuk. A maradék
két fliggetlen egyenletet irhatjuk

2400 — 3w2  —1650 | [ei] [0
—3300 2400—30;3} [CQ ~ 0 (3.132)

alakban, ami mar egy kétismeretlenes altalanositott sajatértékfeladat.
Az egyiitthatomatrix determinénsat kifejtve és azt egyenlévé téve nul-
laval:

9wg — 14400w? + 315000 = 0 (3.133)

egy masodfoki egyenletet kapunk w3-ra, aminek két megoldasa (egy-
elére nem tudjuk, hogy a ferdén szimmetrikus alak sajatkorfrekven-
cidja hogyan viszonyul ezekhez, ezért az indexeléssel utalunk arra,
hogy ezek szimmetrikus alakok sajatkorfrekvenciai):

Wasrim1 = 22.18, Wi ,ima = 1578. (3.134)
Gyokvonas utan a sajatkorfrekvenciak:

Woszim1 = 4.710rad/s, Woszim2 = 39.72rad/s. (3.135)

]

A sajatkorfrekvencidkat kiilon-kiilon visszahelyettesitve (3.132)-be,
c1 = 1 esetén megoldjuk az egyenletet co-re, igy a szerkezet két szim-
metrikus sajatvektora:

1 1
Verimy = | 1.414] , Verima = | —1.414 1| . (3.136)
1 1

A témegmatrixra normalas utan pedig azt kapjuk, hogy:

0.2887 0.2887
0.4083|,  woime = |—0.4083| . (3.137)

0.2887 0.2887

Vsziml =
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e Ferdén szimmetrikus esetben a sajatértékfeladatot

1725 — 3w —1650 675 cs 0
~1650 2400 — 3w2  —1650 0 |=|0o] (3138
675 —1650 1725 — 3w?| | —cs 0

alakban irhatjuk, de a harom egyenlet

(1050 — 3w?)c; =0
Oc; =0 (3.139)
(1050 — 3w?)e; = 0

koziil egy azonossag, az els§ és az utolsé azonos, és csak akkor lehet
nemtrivialis megoldas, ha

1050 — 3w? = 0. (3.140)

Ezt megoldva a ferdén szimmetrikus alakhoz tartozo sajatkorfrekven-
cia négyzetére
wy = 350 (3.141)

adodik, amit Osszevetve a két szimmetrikus alakhoz tartozo értékkel
(3.134) képletében, lathato, hogy ennek gyoke a masodik sajatkor-
frekvencia lesz:

w2 = 18.71rad/s. (3.142)

Mivel az egyetlen ferdén szimmetrikus alakban csak egyetlen szabad
paraméter van, ezért a sajatvektort mar nem is kell szdmolnunk, csak
a tomegmatrixra normalni:

3.0 0][1
vy Mv,=[1 0 —1] (0 3 0] |0 | =6, (3.143)
0 0 3] [-1
Igy a sajatvektor
[0.4083 ]
vy = 0o |. (3.144)
| —0.4083 |

Osszegezve a rendszer sajatkorfrekvenciai:

wo1 = 4.7101‘&(1/87 Wo2 = 18.71rad/s, wo3 = 39721‘&(1/8 ‘ (3145)

Tomegmatrixra normalt sajatvektorai pedig:

0.2887 0.4083 0.2887
v, = 104083, wy,=| 0 |, wuy=[-0.4083|.| (3.146)
0.2887 —0.4083 0.2887

A kiszamolt vektorokat a 3.12.b)-d) abrakon mutatjuk be.
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a)

3.12. dbra. a) A haromszabadsagfoku gerendamodell. b)-d) A szamitott sajat-

vektoroknak megfelels alakok.

3.2.4. Példa (Sajatkorfrekvencidk a sajatvektorokbol). Adottak a 5.13. dbra

szerinti Otszintes szerkezet sajdtvektorai:

1.00000 1.00000
1.91899 —1.68251

v; = [2.68251|, v, = | 1.83083
3.22871 —1.39788
3.51334 0.52111
1.00000

0.28463

v, = [—0.91899

—0.54620

0.76352

)

[ 1.00000 ]
—0.83083
v, = [—0.30972
1.08816
| —0.59435

[ 1.00000 ]
1.30972
0.71537
—0.37279

S
I

| —1.20362]

(3.147)

Normdaljuk a sajdatvektorokat a témegmdtrixzra, hatdrozzuk meg a szerkezet sa-
jatkorfrekvencidit és a sajdtvektorok sorszdmdt (j,k,l,m,n)! A szintenként az
egyes szabadsdagfokokba redukdlt témegek m = 2t, az oszlopok hajlitomerevsége

EI = 2400kNm? a szintek magassdga h = 3.6m.

Megoldas

ﬂ:

SO O o NN
oSO oo NN O
S o NO O

A tomegmatrix mindegyik eleme 2t lesz:

oON O OO

v Mv; =69.29,  vi Mu, =18.82,
v My, = 5.614,

OO OO

A tomegmatrixra normaldshoz masra nincs is szokség. Minden sajatvek-
torhoz ki kell szamolnunk a QTM v szorzatot:

v} Mu, = 6.647,
v} Mo, = 9.630,

(3.148)

(3.149)
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és a gyokével leosztani a sajatvektort:

1.00000] [0.1201
1 1.91899 0.2305
v, = 2.68251| = [0.3223] , (3.150)

)
V69.29 |3 99871 0.3879
3.51334|  |0.4221

1.00000 7 [ 0.2305
—1.68251 —0.3879

v 1.83083 | = | 0.4221 (3.151)
V1882 | _1 39788 ~0.3223
0.52111 | | 0.1201
1.00000 0.3879
—0.83083 —0.3223

v, —0.30972| = |[—0.1201 (3.152)
VB.647 | 1 03316 0.4221
—0.59435 —0.2305
1.00000 0.4221
0.28463 0.1201

~0.91899| = | —0.3879] , (3.153)
—0.54620 ~0.2305
0.76352 0.3223
1.00000 0.3223
1.30972 0.4221

v, = —— | 0.71537 | = | 0.2305 |. (3.154)
V9.630 | _( 37979 ~0.1201
—1.20362 —0.3879

A sajatkorfrekvenciakhoz mar kell a merevségi métrix is, amit kompilé-
lassal allitunk elg. Ehhez sziikségilink van a befogott-befogott oszlopokbol
szarmazé szintenkénti merevségre, ami (3.19) alapjan oszloponként:

12B] 122400

bm =5~ = 3¢

= 617.3kN /m. (3.155)

Szintenként két oszlop van, ezért ennek kétszeresével kell szdmolni. A kom-
pilalt merevségi méatrix:

2469.1 —1234.6 0 0 0
—1234.6  2469.1 —1234.6 0 0
K= 0 —1234.6  2469.1 —1234.6 0 . (3.156)
B 0 0 —1234.6  2469.1 —1234.6
0 0 0 —1234.6 1234.6

Mindegyik sajatvektorhoz tartozo sajatkorfrekvenciat a vele felirt (A —
w%% Jv = 0 sajatértékfeladatbol szamolhatjuk, de két nagyon fontos egysze-
riisitési lehetéségre hivjuk fel a figyelmet. Az egyik, hogy a matrix alakban
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3.13. dbra. Az Gtszintes épiilet modellje.

megfogalmazott egyenletek mindig 6t egyenletet tartalmaznak, de ha a sa-
jatvektort ismerjiik, akkor ez az 6t egyenlet ugyanazt a sajatkorfrekvenciat
szolgaltatja, tehat elegendd mindig csak az egyik sort felirni és megoldani.
A masik, hogy az egyenlet barmelyik sajatvektorral igaz, nem sziikséges
hozzéa a tomegmatrixra normalt sajatvektor. Fentieket figyelembe véve az
eredetileg megadott vektorokat helyettesitjiik be az els§ egyenletbe, majd
oldjuk meg w3-re:

(2469.0 — ng) -1 —-1234.6-1.91899 =0 — w(Q)j = 50.01,
(2469.0 — wl,) -1 —1234.6- (—=1.68251) =0 — w?, = 2273,
(2469.0 — w3)) - 1 —1234.6 - (—0.83083) =0 —  wl, = 1747, (3.157)
(2469.0 — w2 )-1—1234.6-0.28463 =0 — w2 = 1059,
(2469.0 —w?2,) -1 —1234.6-1.30972 =0 — w2, =426.1.
A sorrendbdl latszik, hogy
j=1, k=5 1=4, m=3  n=2] (3.158)

A sajatkorfrekvencidk pedig a sajatvektorok megadott sorrendjében:

wor = T.0T17,  wos = 4T.6776,  woq = 41.8022,

(3.159)
wos = 32.5403,  wpa = 20.6421.

3.2.2.7. A szabadrezgés altalanos megoldasa

Ahogy lattuk, a (3.67) alakjaban keresett megoldésra a szabadsagfokok N sza-
méaval megegyezd szamu sajatkorfrekvenciat és sajatvektort kaptunk. Emiatt a
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megoldast ezen megoldasok linearis kombinécidjaként keressiik:
z(t) = hi(b,, (3.160)

ahol h;(t) az wo; sajatkorfrekvenciaju harmonikus fiiggvény, masképpen a j-edik
moddlis koordindta. A harmonikus fliggvényt az altalanos alakkal behelyettesit-
ve:

z(t) = Zyj (a; cos(wo;t) + bj sin(wo;t)) |, (3.161)

N
Jj=1

ahol az aj, b; paramétereket a kezdeti feltételek fiiggvényében kell meghatarozni.
A (3.160) szerinti 6sszegzés kompakt felirdsdhoz vezessiik be a V. moddlmdt-
rixot, vagy moddlis mdtrizot az alabbiak szerint:
V=1[v v, vs ... wvy], (3.162)
és gytijtsiikk a harmonikus fiiggvényeket a h(t) = [hi(t)ha(t)hs(t) ... hy(t)]T
vektorba. Igy a szabadrezgés fenti altalanos megoldasa:

x(t) = Vh(t). (3.163)

3.2.2.8. A tobbszabadsagfoku rendszer rezgésalakjai

Amennyiben a szabadrezgés kezdeti feltételei olyanok, hogy a (3.161) szerinti
megoldasban egy kivételével az Osszes j értékhez a; = b; = 0, akkor a megoldas

z(t) = vy, (ar cos(wort) + by sin(woit)) , (3.164)

alakd lesz (a k indexszel jeloljiik, hogy ez az egyetlen index, amihez nemzérus
ay, vagy by tartozik.

Ez a megoldas egy harmonikus rezgést eredményez woy, sajatkorfrekvenciaval,
melynek soran a szabadsagfokok kitéréseinek ardnyai végig a v, sajatvektor
altal meghatarozott ardnyokkal lesznek egyenlk. Azt mondhatjuk tehat, hogy
megfelels kezdeti feltételek esetén a v, sajatvektor megadja a rezgés alakjat.
Emiatt a sajatvektorokat rezgésalaknak is hivjak. Amikor egy rezgésalak szerint
rezeg a rendszer, akkor azt egy rezgésmaddnak nevezziik. A rezgésmod elnevezés
all a korabban bevezetett V modalmétrix elnevezésének a hatterében is.

3.2.2.9. A sajatvektorok tulajdonsagai

Vezessiink le harom tulajdonsagot, amiket a sajatvektorok tomegmatrixra nor-
maéltsagaval egyiitt a tovabbiakban gyakran felhasznalunk majd.

A tdmegmatrixra normaltsag kdvetkezménye Legyen v, egy tomegmat-
rixra normalt sajatvektor, ami tehat az wo; sajatkorfrekvenciaval egyiitt kielégiti
a (3.71) altalanositott sajatértékfeladatot, azaz:

Kuv; = wp;Muv;. (3.165)

=)



3.2. TOBBSZABADSAGFOKU RENDSZEREK SZABADREZGESE 133

Szorozzuk be az egyenlet mindkét oldalat balrol a QJT vektorral (az ng SZ0rz0-
tényez6 skalar, igy annak és a vektornak a sorrendje szabadon felcserélhetd):

v; KU —wojv Mv (3.166)

A tOomegmatrixra normaltsag miatt a QJTM v; szorzat értéke 1, igy azt kapjuk,
hogy

v] Kv; = wg; | (3.167)

Ezt a tulajdonsagot felhasznalhattuk volna 3.2.4. példa megoldasakor, bar lé-
nyegesen nagyobb szamitasi igénnyel jart volna a vektor-matrix-vektor-szorzat
elsallitasa, mint az egyenlet megoldasa, amit ott csindltunk.

Sajatvektorok ortogonalitasa a tdmegmatrixra Legyen v, és v, egy-egy
tomegmatrixra normalt sajatvektor, amik az wg; # wor sajatkorfrekvencidkkal
egylitt rendre kielégitik a (3.71) altalanositott sajatértékfeladatot, azaz:
2
Kv; = wp;Mvy;,

, (3.168)
Kv;, = worp Moy

Szorozzuk be az els egyenlet mindkeét oldalét balrél a v} vektorral, a méasodik

egyenlet mindkét oldalat balrol a yf vektorral:

v Kv; = wivp Mo,
o o o (3.169)
vj Koy, = wopvj Moy

A Q?Qk és a yf@k szorzatok skalarok, és a skalarok (1 x 1-es matrixként)
megegyeznek a sajat transzponaltjukkal. Ezt felirva is kifejtve a szorzatot'®
valamint felhasznalva, hogy a matrixok szimmetrikusak, a vektor transzponalt-
janak transzponéltja pedig maga a vektor:

vf Kuy = (0 Kuy) " = 0f KT (vf)" = vf Ku,. (3.170)
vl My, = (v Muy)" = of M" (01" = v{ Mu,. (3.171)
Helyettesitsiik be ezt a két osszefiiggést (3.169) masodik egyenletébe:
v Kv = w? Mv
“k Sy = Lot (3.172)
vt Kv; = wijoi Mu;.
Vonjuk ki a két egyenletet egymasbol és emeljiik ki a jobb oldalon vy Mv M v;-t:
0= (wg; — wir) vk Mu;. (3.173)

Mive a kezdeti feltételezésiink szerint wo; # woy, ezért a zardjelben levs tag nem
zérus, tehat az azt szorzo skalarnak kell nullanak lennie:

v Mv; =0| (3.174)

A sajatvektorok ezen tulajdonsagat (kiilonbo6z8 sajatkorfrekvencidkhoz tartozod
sajatvektorok tomegmétrixszal képzett harmas szorzata zérus) gy hivjuk, hogy
a sajdtvektorok pdronként ortogondlisak a tomegmdtrizra.

13Sz0rzat transzponaltja a transzponaltak forditott sorrendben felirt szorzata.
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Sajatvektorok ortogonalitdsa a merevségi matrixra Legyen v, és vy
egy-egy tomegmatrixra normalt sajatvektor, amik az wo; # wor sajatkorfrek-
vencidkkal egyiitt rendre kielégitik a (3.71) altalanositott sajatértékfeladatot.
Ebbdl most is kovetkezik a (3.169) két egyenlete, utdna pedig a skalar tagok

szimmetridjanak behelyettesitése utan az alabbi két egyenlet:

v Kv; = wi;vp Mo,
; ok (3.175)
vy, Kv; = wyvp Mu;.

Vonjuk ki az els6 egyenlet w%k—szereséb()'l a méasodik egyenlet ng—szeresét, és
emeljiik ki a bal oldalon ygg -t

(wir — wi;) vt Kv; = 0. (3.176)

Mive a kezdeti feltételezésiink szerint wo; # wok, ezért a zardjelben levs tag nem
zérus, tehat az azt szorzo6 skaldrnak kell nulldnak lennie:

v Kv; =0| (3.177)

A sajatvektorok ezen tulajdonsagat (kiilonbozé sajatkorfrekvencidkhoz tartozo
sajatvektorok merevségi matrixszal képzett harmas szorzata zérus) ugy hivjuk,
hogy a sajdtvektorok pdronként ortogondlisak a merevségi mdtrizra.

Megjegyezziik, hogy a két ortogonalitéasi tulajdonsag a (3.169) egyenletbdl
kiolvashatoan Osszefiigg. A masodik bizonyitast annak a képletnek és az els6
ortogonalitasnak a segitségével is lehetett volna bizonyitani, az itt bemutatott
modon viszont egymastol fiiggetleniil is bizonyithatok.

Sajatvektorok tulajdonsagai tomoéren A (3.162) egyenlettel bevezetett V.
modalis matrix segitségével a sajatvektorok fenti tulajdonsagait kompakt mo-
don is kifejezhetjiik. Ehhez emlékeztetiink arra, hogy matrisszorzat esetén a
szorzat egy jk eleme mindig az elsé matrix j-edik soranak, az Osszes kozbensd
matrixnak és az utols6 maétrix k-adik oszlopanak a szorzataként adodik. A V.
matrix transzponaltjaban az egyes tomegmatrixra normalt sajatvektorok transz-
ponaltjai szerepelnek az egyes sorokban.

A KTM matrixszorzat jk eleme a Q]‘ka skalar lesz. A f&atlon kiviil
j # k, igy a szorzat a toGmegmatrixra valo ortogonalitas miatt nulla lesz, vagyis
a matrixszorzat eredménye diagonalméatrix lesz. A f6atloban j = k, igy a jj
elem értéke Qf@ﬁ ami a tOmegmaétrixra normalt sajatvektorok miatt 1. A

VT MV matrixszorzat tehat egy I egységmatrix lesz.

A VT KV matrixszorzat jk eleme a vT Kv, skalar lesz. A f6atlon kiviil j # k,
igy a szorzat a merevségi métrixra valo ortogonalitas miatt nulla lesz, vagyis
a matrixszorzat eredménye diagonélméatrix lesz. A féatloban j = k, igy a jj
elem értéke Q]TQJ», ami a tOmegmatrixra normalt sajatvektorok miatt ng. A
VT KV matrixszorzat tehat egy olyan diagonalmatrix lesz, aminek a f6atlojaban
a sajatkorfrekvenciak négyzetei vannak. Vezessiik be a spektralmdtrizot, ami egy

olyan diagonalmatrix, aminek a f6atlojaban a sajatkorfrekvencidk vannak:

Q = <(J.)01(.d02 ‘e WON> (3178)
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A fentiek szerint a KTK V szorzat ennek a matrixnak a négyzete'*.
A két matrixszorzattal a sajatvektorok tulajdonsagait ugy is irhatjuk roévi-
den, hogy:

"My =1 V'EKV=@ (3.179)

3.2.3. Kezdeti feltételek kielégitése
3.2.3.1. Kezdeti feltételek

Ahogy az alfejezet elején mondtuk, a (3.65) differencidlegyenletnek olyan meg-
oldasat keressiik, ami kielégiti a (3.60) kezdeti feltételeket, azaz'”

z(to) =29, &(to) = vo. (3.180)

A differencidlegyenlet altalanos megoldasanak (3.161) ismeretében ez az alabbi
egyenletrendszer megoldasat jelenti az aj, b; paraméterekre:

N

2= Y v; (a cos(wosto) + by sin(wojto)) ,
]:1 (3.181)

N
Yo = Zyj (—ajwoj sin(wojto) + bjwo; cos(wojto)) -
j=1

3.2.3.2. Paraméterek meghatarozasa a szabadsagfokok elmozdulasa-
bol és sebességébdl

A kezdeti feltételek (3.181) egyenlete altalanos esetben 2V linearis egyenletet je-
lent a 2N paraméter meghatarozasara. Tartoszerkezetek esetén ennek az egyen-
letrendszernek egyértelmii a megoldasa, de nagyszamu szabadségfok esetén a
szamitas hosszadalmas.

Csokkenthets az egyenletrendszer mérete és igy a szamitasi igény, ha a kez-
deti feltételeket specialis modon, a ty = 0 pillanatban vessziik fel. Ekkor az
egyenletrendszerben a sin(0) = 0 és cos(0) = 1 behelyettesitéseket elvégezve,
egyszerisités utan azt kapjuk, hogy:

N N
Ty = Zyj - aj, vy = Zyj - bjwo;. (3.182)
j=1

Jj=1

Az a; és a b; paraméterekre vonatkoz6 egyenletek tehat ilyenkor szétesnek, és
két N egyenletbsl allo linearis egyenletrendszert kell megoldani kiilon-kiilén.
Gauss-eliminacioval egy egyenletrendszer megoldasa N® nagysagrendit szami-
tasi igénnyel rendelkezik, tehat elmondhat6, hogy a ty = 0 kivélasztésaval a
megoldas lényegesen gyorsabban elvégezhets.

Az egyenletrendszerek szétesését a (2.76) képlethez hasonldo modon kihasz-
nalhatjuk tébbszabadsagfoktu rendszereknél is, ha a 3.161 egyenletben a ty-val

4 Diagonalmatrix esetén a méatrix négyzete a f8atloelemek négyzetébdl allo diagonalmatrix
lesz.

15Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a v, szimbélum a szabadsagfokok kezdeti sebességeinek
a vektora, nem pedig a nulladik sajatvektor.
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eltolt id6skalat hasznaljuk, azaz az altalanos megoldast az

N
z(t) =Y v; (a; cos(wo; (t — to)) + by sin(wo; (t — tn))) | (3.183)
j=1

alakban irjuk fel. Ekkor a kezdeti feltételek behelyettesitésénél a sin0 = 0 és
cos0 = 0 egyszertsitésekkel élhetiink, ami utan a paramétereket a (3.182) két
egyenletrendszerébdl tudjuk kiszamolni.

3.2.3.3. Paraméterek meghatarozasa rezgésmoédonként

A (3.161) altalanos megoldéas a; és b; paraméterei csak a j-edik rezgésalakhoz
kapcsolodnak. A rezgésalakok bemutatott tulajdonsagai miatt a paramétere-
ket rezgésalakonként is meg lehet hatarozni az aldbbiak szerint. Szorozzuk be
kezdeti feltételek (3.181) szerinti egyenletrendszerének mindkét oldalat balrél a
y{M vektor-matrix-szorzattal:

N
vf May =y vf Mu; (a; cos(wojto) + by sin(wojto))
j=1
N (3.184)
v Mu, = ZQ%@J- (—ajwo; sin(wo;to) + bjwoj cos(wojto)) -
j=1

A kapott jobb oldali Gsszegzésekben a ng v, szorzatok értéke k # j esetén
zérus lesz, hiszen a sajatvektorok a tomegmatrixra ortogonalisak, ezért egyediil
a j = k esetben lehet az 0sszegzendd tag zérustol kiillonbozs:

y{@() = Qfﬂk (ay cos(worto) + by sin(worto)) (3.185)
vi Muy = vj, Muj, (—agwor sin(worto) + brwok cos(worto)) - '

Raadasul, a sajatvektorok tomegmatrixra norméltsaga miatt y{@k =1,igya
k-adik rezgésalak két paraméterét az aldbbi egyenletrendszerbdl szdmolhatjuk:

yf%a:o = ay, cos(worto) + by sin(worto), (3.186)
v Mvy = —agwor sin(worto) + brwor cos(worto), .

azaz rezgésalakonként kell egy kétismeretlenes lineéris egyenletrendszert megol-
dani.

A kezdeti feltételek specialis, tg = 0 felvételével az a; és by paraméterek
egyenletei most is szétesnek a sin() = 0, cos0 = 1 behelyettesitéssel, {gy méar
kiilon-kiilon, egy-egy egyismeretlenes egyenletbdl lehet szamitani azokat:

v Mz = ay, v Mvy = brwog.- (3.187)

Ezeket felhasznalva az x(0) = z,, £(0) = v, kezdeti feltételeket kielégité megol-
déas

N vl My
z(t) = E v; (vJTMxO cos(wo;t) + == 0 sin(wojt)> . (3.188)
Jj=1

(.L)Oj
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Itt is megjegyezziik, hogy a ty # 0 esetre megadott kezdeti feltételek esetében
is hasznalhat6 az idGskéla eltolasa a paraméterek meghatérozasara, a részletek
bemutatésa nélkiil az elmozdulasfiiggvény ekkor

- T vy My,
z(t) = Zyj v; Mg cos(wo;(t —to)) + o; sin(wo;(t —to)) | . (3.189)

j=1
3.2.5. Példa (Tdbbszintes épiilet szabadrezgése). Hatdrozzuk meg a 5.2./. pél-
ddban ldtott dtszintes szerkezet szabadsdgfokainak kitérését az idd fiigguényében,
ha az dsszes szintet azonos mértékben bem-rel kitéritve zérus kezddsebességgel
magdra hagyjuk a rendszert.

Megoldas
A 3.14.a) abran a kezdeti kitéritett alakban abrazoltuk a szerkezetet. Em-
lékeztetsil a sajatkorfrekvenciak:

wor = 70717, woe = 20.6421. w3 = 32.5403,

(3.190)
Woq — 41.80227 wos = 476776,
és a tomegmatrixra normaélt sajatvektorok:
0.1201 0.3223 [ 0.4221 ]
0.2305 0.4221 0.1201
v, = 10.3223] ,, vy = | 0.2305 | ., vy = | —0.3879] ,
0.3879 —0.1201 —0.2305
0.4221 —0.3879 0.3223
- : (3.191)
0.3879 0.2305
—0.3223 —0.3879
v, = [—0.12011 ,, vy = | 0.4221
0.4221 —0.3223
—0.2305 | 0.1201 |
A kezdeti kitéritett alaknak az
0.05
0.05
zy = [0.05 (3.192)
0.05
0.05

vektor felel meg, a zérus kezdGsebességek miatt vy = 0. A (3.187) képletbe
behelyettesitve a rezgésalakok by paraméterei 0-k lesznek, az a; paraméte-
rek pedig:
a1 =v] Mz, =0.1482844,  ap = v] Mz, = 0.0466844,
az = vi Mz, = 0.0246047, a4 = vi Mx, = 0.0137016,  (3.193)
as = v3 Mz, = 0.0062601.
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IR

C) Xz(t)

3.14. abra. a) A kezdeti kitéritett alak. b-f) Az egyes szabadsagfokok kitérése
az id6 fiiggvényében.

Osszegezve az elmozdulésfiiggvény:

z(t) = 0.1482844w, cos(7.0717t) 4+ 0.0466844v, cos(20.6421¢)+
0.0246047v4 cos(32.5403t) 4+ 0.0137016v, cos(41.8022¢)+  (3.194)
0.0062601v5 cos(47.6776t)

Az eredmény tehat mindegyik szabadsagfok esetén 6t harmonikus fligg-
vény Osszege, de az egyes szabadsagfokok esetén a sajatvektorok miatt el-
térd egyiitthatokkal, igy a szabadsagfokok mozgasa sem lesz azonos, ahogy
a 3.14.b)-f) abrakon lathato.

3.2.4. Igénybevételek szamitasa szabadrezgés kézben

Ahogy lattuk, a tobbszabadsagfoku szerkezet elmozdulasai a szabadrezgés soran
a (3.163) egyenlettel frhatok fel:

£(t) = Vh(t), (3.195)

ahol V a modalmatrix, h(t) a modalis koordinaték vektora. Az igénybevételek
szamitasahoz két lehetséget mutatunk be.

A specidlis eset a tomeg-rugo-rendszer (és az olyan diszkrét rendszer, aminél
a merevségi matrix kompilalhato), amikor egy A jeld rugbéelemnek az alakval-
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tozasat, illetve annak a szabadsagfokok elmozdulésaitol fliggését a szerkezet
topologiajabol ki lehet olvasni, igy felirhatd egy olyan ¢, vektor, amivel

Aua(t) = tha(t) = thVA(D). (3.196)
Az elemben ébredd rugoerd pedig az idg fiiggvényében:
fra(t) = kathVh(t). (3.197)

A t1V szorzat egy olyan sorvektor, amiben a j-edik elem az A rugé alakvéltoza-
sat tartalmazza a v; elmozdulasok esetén, azaz a j-edik rezgésalakban. Vezessiik
be ennek a mennyiségnek a megnevezésére a moddlis megnyuildst:

Augj = thu, (3.198)

Igy a rugo teljes megnytlasat irhatjuk
N
Aua(t) = Auajhy(t) (3.199)
j=1
alakban, az elemben ébred§ erét pedig
N N
Fra(t) =ka Y Auashi(t) =Y kaluajh(t) (3.200)
j=1 j=1

alakban. Végiil, a kaAua; szorzat a j-edik rezgésalak hatésara a rugdban éb-
red§ erd, igy ezt elnevezhetjiik az A rugd j-edik modalis rugderdjének, amit
fraj-vel jelélve, a rugéerst az id§ fiiggvényében ugy irhatjuk, hogy:

N

N
Fra() =Y fraghi(t) =D fra; (a; cos(wost) + bysin(wost) . (3.201)
i=1

j=1

A rugéerd maximuma az f,4; modalis rugdersk mellett az egyes harmonikus
tagok amplitudéjatol és egyméshoz képesti fazisaitol fiigg. Fels becslést akkor
adhatunk ré, ha feltételezziik, hogymindegyik h; fiiggvény ugyanabban a pilla-
natban veszi fel az olyan elGjeli szélsGértékét, ami az f, 4;-vel szorozva pozitiv
lesz. A kiilonb6z6 frekvenciak és fazisok miatt ez nem biztos, hogy eléfordulhat,

ezért ez csak egy elméleti maximum:
fragyJai + b?‘ : (3.202)

Rezgésrol 1évén sz0, ugyanez negativ elGjellel a rugderd minimumat adja.

Az dltaldnos esetben a diszkretizalt rendszerben nem lehet kiolvasni a rend-
szer topologidjabol az alakvaltozasokat, rdadasul nem is csak egy-egy szabad-
sagfokot Osszekotd elem alakvaltozasat kereshetjiik, hanem a folytonos szerke-
zet tetszbleges S keresztmetszetének C' igénybevételét, amit Cg(t)-sel jeloliink.
Ilyenkor abbdl kell kiindulnunk, hogy mar meg tudjuk hatarozni azt a statikus
erérendszert, ami ugyanakkora elmozdulasokat okoz, mint az z(t) elmozdulas-
vektor. A merevségi matrix fizikai jelentése alapjan az

N
fralt) < e ="

j=1

[ () = Kz(t) (3.203)
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vektor elemeit statikusan miikodtetve a szabadsagfokokra ugyanazok az elmoz-
dulasok és alakvaltozasok lesznek a szerkezeten, mint az z(t) elmozdulasokbol,
igy a reakciokat és igénybevételeket is szamolhatjuk ezekbdl az er6kbél statiku-
san. Az elmozdulasok megoldéasat behelyettesitve a szerkezet igénybevételeinek
szamitasahoz az

N

N
Fo,O =K vhi(t) = Kuvhy(t) (3.204)

1

vektor elemeit kell miikodtetni a szabadsagfokokra és abbol a keresett igénybe-
vételeket szamolni. A képlet szerint az

Lo, = Ky, (3.205)
erérendszerek h;(t) kombinacioit kell mikodtetni és abbol a Cg igénybevételt

szamolni. A szuperpozici6 elve alapjan ez megyezik a Kv; erérendszerekbél
kiilon-kiilon szamolt Cs; moddlis igénybevételek:

Cs;j(Kv;) (3.206)
h;(t) kombinaciojaval:
N
Cs(t) =Y Csjhy(t) (3.207)
j=1

A modalis igénybevételeket a Kv; modalis erérendszerbdl kell szdmolni, ahol
a v; vektor a tobbszabadsigfokt rendszer sajatvektora, igy kielégiti a (3.80)
egyenletet (Kv; = wj; Muv;), azaz a Cg; igénybevételt az

f

Lst,j

= wh; M, (3.208)

modalis erérendszerbdl is szdmolhatjuk. Diagonal-tomegmaétrix esetén a matrix-
vektor szorzas elvégzése az utdbbi esetben lényegesen konnyebb, mint a (3.205)
képlettel.

Végezetiil itt is jelezziik, hogy a (3.207) szerint szamolt igénybevétel maxi-
muma a Cg; egylitthatoktol, valamint a rezgésmoédok amplittudojatol és fazisatol
fligg. Fels6 hatarként az azonos elGjeld szélsGértékek egyideji felléptét kell fel-
tételezniink, amibdl

N
Cs(t) < Cgor =% \csﬂ [a? + b?’ . (3.209)
j=1

Rezgésrdl 1évén sz0, ugyanez negativ elGjellel az igénybevétel minimumat adja.

3.2.5. Rayleigh-hanyados

3.2.5.1. Energidk a tobbszabadsagfoki rendszerben

Az z(t) elmozdulasfiiggvény szerint mozgd tobbszabadsagfokt rendszernek a
mozgasi (kinetikus) energiajat a

K(t) = 2" (t)Mi(t), (3.210)
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mig potencialis (alakvaltozasi) energiajat az
1
U(t) = sz" () Kz(t), (3.211)
képletekkel szamolhatjuk, a mechanikai energia pedig e két energia Gsszege:
K@)+ U(t). (3.212)

Ha az elmozdulésfiiggvényt a rezgésalakok modalis koordinatak szerinti kom-
binaciojaként irjuk fel (lasd (3.163)), akkor a fenti két energia kifejezhets a
modalis sebességekkel és koordinatakkal:

1. .
K(t) = §QT(t)£TMVh(t), U(t) = =h" (t)VT KVh(t). (3.213)
A sajatvektorok (3.179) szerinti tulajdonsagait felhasznalva a matrix-harmas-
szorzatokbol egy-egy diagondlmatrix lesz:

K(t)=<h ()Ih(t),  U(t) = -h" ()Qh(t), (3.214)

Mivel a matrixok diagonalmatrixok a szorzatokat atirhatjuk egyszerid Gsszegzé-

sekké:
|

1en .
K(t) =3 SR, Ul = 5 > wihi(b). (3.215)
j=1 j=1
Szabadrezgés soran a csillapitatlan rendszerben csak a bels§ erék végeznek
munkét, amik potencialis erdk, igy érvényes a mechanikai energia dllanddésdgd-
nak tétele, igy
K(tl) + U(tl) = K(tz) + U(tg) = all. (3216)

3.2.5.2. A Rayleigh-hanyados

Legyen v egy tetszdleges vektor az z-elmozdulédsok N-dimenzios terében. Ennek
a vektornak a Rayleigh-hdnyadosat az alabbi moédon definialjuk:

v Ko
R(v) =

= . 3.217

Konnyt belatni, hogy a Rayleigh hanyados ténylegesen a v vektor irdnydhoz
tartozik, hiszen a vektor barmilyen « skalarszorosdhoz:

0Ky oK
R(aw) = 2T Mo = oMo R(v). (3.218)

Tartoészerkezet esetén mind a szamlald, mind a nevezd pozitiv, igy a Rayleigh-
hényados is mindig pozitiv lesz.
3.2.5.3. A Rayleigh-hanyados jellemzdgi

Sajatvektor Rayleigh-hdnyadosa Tekintsiik a K merevségi matrixszal és
M tomegmatrixszal rendelkezs tébbszabadsagfoki rendszer v; témegmatrixra
normaélt sajatvektordnak a Rayleigh-hanyadosat:

R(v;) = 2="L. (3.219)
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A tomegmaétrixra normaltsag miatt a nevezGben levs szorzat értéke 1, a szam-
laloéban levé szorzat értéke pedig (3.167) alapjan w3j7 azaz

R(v;) = wp; | (3.220)

Ahogy (3.218)-ben bemutattuk, a Rayleigh-hdnyados egy iranyhoz tartozik, igy
nem csak a tomegmatrixra normalt sajatvektor esetén, hanem bdrmely sajdt-
vektor esetén a Rayleigh-hdnyados értéke megegyezik a sajatvektorhoz tartozo
sajdatkorfrekvencia négyzetével.

Rayleigh-hanyados alsé hatara Egy N-szabadsagfokt rendszer sajatvekto-
rai lineérisan fiiggetlenek egymastol, igy barmely v vektor egyértelmtien felirhato
a sajatvektorok linearis kombinéciojaként. Az egyes sajatvektorok egyiitthato-
jat y;-vel jelolve, vagy bevezetve ezen egyiitthatokra az y vektort:

N
v="> yu,=Vy. (3.221)

Jj=1

R(v(y)) = Lz;iﬂy, (3.222)
B yT'V> MVy

akkor a sajatvektorok tulajdonségai (lasd (3.179)) alapjan egyszertsithetjiik
mind a szamlalot, mind a nevezét:

T 02
y %y
R(y) = =57-

. 3.223
W= "y (3.223)

A diagonalmatrixoknak koszonhetGen a szorzatok egy-egy Osszeggé egyszertisod-
nek:

N 2,2 2,2 2 .2 2 2
2i—1%0Y;  wihiyd + whhyl + ..+ winvk

R(y) = = 3.224)
@ y? yi+ys + o Uy (
A szamlalo és ezzel a hanyados értékét valtozatlanul hagyva adjuk hozz4 a szam-
1al6hoz az wd yi — wi ys = 0 értékeket a k = 2,..., N indexekkel:

R = WOYL T Whays + -+ WGNYR + WhYs — Wiy -+ WYR — Whi
W= Y4+ ys+ ..+ Y3 ’
1 2 e N

(3.225)
A kibévitett szamlaloban emeljiik ki az wg; pozitiv egyiitthatoit, a tébbi tagnal
pedig az y,%—ek egytitthatoit:

R(y) = wit (Vi + 93+ +yk) + Wiy —wi)ys + -+ (Win — ng)y?v_
= Yryi+ ..ty
(3.226)
A szamlélo els6 tagja leosztva a nevezével wii-et ad. Az Osszes tobbi tag ese-
tében a pozitiv wg, — wd; kiilonbséget (a sajatkorfrekvencidkat gy rendeztiik
sorba, hogy wo1 legyen a legkisebb, lésd (3.76)) szorozzuk a nemnegativ y2-tel,
majd osztjuk a pozitiv nevezdével. Az utobbi tagok Osszege tehat nemnegativ
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mennyiség lesz: ha a v vektor parhuzamos az elsé sajatvektorral, akkor nulla,
minden mas esetben valamilyen pozitiv szam. A Rayleigh-hanyados tehat az
w2, és egy nemnegativ szdm Osszegeként mindig nagyobb, vagy egyenld lesz,
mint az els§ sajatkorfrekvencia négyzete:

R(v) > wgy. (3.227)

Rayleigh-hanyados felsg hatara A Rayleigh-hanyados szamitésara szolgé-
16 (3.224) képletet most modositsuk tugy, hogy adjuk hozza a szamlalohoz az
wWinY: — winy: = 0 értékeket a k= 1,..., N — 1 indexekkel (ezzel a szdmlélo
és igy a hanyados értékét most sem modositottuk):

R(y) =
Wo1YE + wiaYs + ... + WoNYN + WoNYE — WINYE + ...+ WINYR 1 — WINYN 1
vty +vd

(3.228)
A kibévitett szamlaloban emeljiik ki az wg, pozitiv egyiitthatoit, a tobbi tagnél
pedig az yi-ek egyiitthatoit:
R(y) =

wiy (Wi +y5+ . k) + (Wi —win)YE + -+ (Wi — WiN YR
3.2 3 :
yi+y3+ ...+ yy

(3.229)

A szamlalo elss tagja leosztva a nevezdvel wiy-et ad. Az sszes t6bbi tag ese-
tében a negativ w3, — wdy kiilonbséget (a sajatkorfrekvenciakat tgy rendeztiik
sorba, hogy won legyen a legnagyobb, lasd (3.76)) szorozzuk a nemnegativ y2-tel,
majd osztjuk a pozitiv nevezdvel. Az utobbi tagok dsszege biztosan nempozitiv
mennyiség lesz: ha a v vektor parhuzamos az utols6 sajatvektorral, akkor nulla,
minden més esetben valamilyen negativ szam. A Rayleigh-hanyados tehat az
w2y s egy nempozitiv szam Ssszegeként mindig kisebb, vagy egyenld lesz, mint
az utolso sajatkorfrekvencia négyzete:

R(v) < wiy. (3.230)

3.2.5.4. A Rayleigh-hanyados hasznalata, az elsé sajatkorfrekvencia
becslése

A Rayleigh-héanyados els6dleges hasznélata az elsd sajatkorfrekvencia meghata-
rozasara szolgal. A gerjesztett rezgéseknél latni fogjuk majd, hogy a tobbsza-
badsagfoki rendszereknél a magasabb (nagyobb sajatkorfrekvenciahoz tartozo)
rezgésalakok szerepe altalaban kisebb, mig az alacsonyabb (kisebb sajatkorfrek-
vencidhoz tartozo) rezgésalakok szerepe nagyobb: ezek koziil az els6 rezgésalak
és a hozza tartozo sajatkorfrekvencia a legfontosabb, egy kozelits szamitas so-
ran akar egyediiliként hasznélhato. Ugyanezért lehet az elsé sajatkorfrekvencia
szamitasara az Un. Osszegzési tételeket hasznalni. Ezen tételek bizonyitasa is
torténhet a Rayleigh-hédnyados segitségével.

Az els§ sajatrezgésalak kozelits felvételével a hozza tartozé Rayleigh-hanya-
dos az els§ sajatkorfrekvencia négyzetének egy felsé becslése lesz. Minél jobban
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3.15. abra. Altalanositott Mohr-korok kiilonb6zé dimenziokban, 2000 véletlen
pont alapjan. a) N =2,b) N =3,¢) N =4,d) N =5.

hasonlit a becsiilt alak a tényleges els6 rezgésalakra, annél jobb kozelitését kap-
juk a sajatkorfrekvencia négyzetének. Ez kiilonésen pontos megoldast eredmé-
nyezhet, ha a diszkrét szerkezet megfelel egy olyan folytonos szerkezet diszkrét
modelljének, aminek fiiggvényszertien ismerjiik a rezgésalakjat. Ilyenkor a foly-
tonos rezgésalaknak a szabadsagfokok helyén vett elmozdulasértékeit hasznalva
a kapott alak a diszkrét rendszer els6 sajatvektorahoz kozeli alak lesz, igy a
Rayleigh-hanyados egy jo kozelitése lesz az els sajatkorfrekvencianak.

Masik, latvanyos hasznalata a Rayleigh-hanyadosnak, ha véletlenszerten ve-
sziink fel v vektorokat az N-dimenzids térben, és azoknak a Rayleigh-hédnyadosa-
it szamoljuk. A kell6en sok érték koziil természetesen a legkisebb lesz a legjobb
kozelitése az els6 sajatkorfrekvencianak és a hozzé tartozo vektor pedig a leg-
jobb kozelitése az els6 rezgésalaknak. Ezt a keresést az teszi latvanyosabba, ha a
Rayleigh-hanyados mellett minden vektorhoz meghatarozzuk azt a hibat, amit
a (3.72) sajatértékfeladatba behelyettesitve kapnank az adott vektorral, majd
paronként abrézoljuk az (R(v),|(K — R(v)M) v|) pontokat. Ezzel az éltalano-
sitott sajatértékfeladat altalanositott Mohr-kérét kapjuk meg (az altalanositas
vonatkozik a korre is: a fliggtleges tengelyt megfelelGen kell skilazni azhhoz,
hogy valoban kort kapjunk), a 3.15 abran mutatunk erre példat 2-, 3-, 4- és
5-dimenzids esetre. Mindegyik esetben 2000 véletlenszeri vektorhoz hataroztuk
meg a kis korrel jelolt pontokat: mig 2-dimenziés esetben ez mér elegendd volt
a torzult félkor felrajzolasahoz, 5-dimenzids esetben még csak kozelitSleg vehets
ki az eredmény.

Rayleigh-Ritz-modszer A Ritz-modszer esetén a megoldast egy, a tényle-
ges megoldas dimenzidjanal esetleg kevesebb vektorboél all6 bazisban keressiik.
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Jelolje ezeket a bazisvektorokat Lo Lysee P, 18Y barmely iranyt kozelithetiink
gy, hogy:

v, + chgj, (3.231)
j=1

azaz a béazisvektorok terében a c; paraméterek hatarozzak meg egyértelmiien
az iranyt. A Rayleigh-Ritz-mddszer hasznalata esetén a c; paraméterek azon
kombinaciojat keressiik, amelyik minimalizélja a Rayleigh-hanyadost, ami ebben
az esetben az alabbi n-valtozos fiiggvény:

(‘POT + Z?:l ijjT)K(fo + Z;:l ijj)

R(ci,...,cn) = — . - , (3.232)
(EOT + Zj:l ij?)M(fO + Zj:l CJ’EJ-)

vagy kettds szummaként {rva a szorzatokat:

) 2 i—0 2 k=0 Cjckfjrgk
, C - n n )
DD DHIN Cjckf?@k

R(c,... (3.233)

A minimum feltétele, hogy a valtozok szerinti parcialis derivaltaknak nulldknak
kell lenni, igy az n paraméterre n egyenletet kapunk:

6R(Cl, PN ,Cn)

— —1,... 234
o 0, I=1,...,n (3.234)

A kapott egyenletrendszer azonban nemlinearis, ezért tobb megoldéasa is van.
Ezek a véges megoldasok a tobbi sajatkorfrekvencidhoz tartozo sajatvektorok
kozelitései a kivalasztott bazisban. Az els6 sajatkorfrekvencia kozelitéséhez a
sajatvektorokhoz tartozé Rayleigh-hanyadosokat kell kiszamitani, azok alapjan
lehet kivalasztani az elsét.

3.2.6. Egyebek

3.2.6.1. Szabadsagfok iranya

Nézziik meg, mi torténik a tobbszabadsagfoku rendszer matrixaival és azok fizi-
kai jelentésével, ha egyik szabadsagfok pozitiv iranyat forditva vessziik fel (pl. a
tomeg-rugd modellen az egyik szabadsagfok esetében a balra mutato eltolodast
valasztjuk pozitivnak, vagy a gerenda egyik szabadsagfoka esetén a lefelé he-
lyett a felfelé iranyt valasztjuk pozitivnak) Legyen a megforditott szabadsagfok
a k-jeld.

A szabadsagfokokhoz tartozo tomegek az iranyvaltoztatéastol fiiggetleniil azo-
nosak maradnak, igy a diagonal M tomegmatrix nem moddosul.

Az F hajlékonysagi matrix szamitasanal a k-adik oszlopot a megforditott
szabadsagfokra hato egységersbal létrejovs elmozdulasokkal toltjiik fel. Mivel az
er$ iranya ellentétes, ezért a fizikai elmozdulasa a szabadsagfokoknak ellentétes
lesz, igy a k-adik oszlop Gsszes eleme elGjelet valt, kivéve a féatloban levs tag,
hiszen annak az ellenkezd irdnyt elmozdulasat a szabadsagfok ellenkezd iranyt
pozitiv definiciojdhoz kell viszonyitanunk. A matrix t6bbi oszlopa esetén az
egységerd hatasara kialakulo fizikai alak valtozatlan marad, és egyediil a k-adik
sorban kell a szabadséagfok pozitiv definiciojanak a valtozasa miatt az elGjelet
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megforditani. Osszegezve tehat a k-adik szabadsagfok megforditasa esetén a k-
adik oszlopot és a k-adik sort kell beszorozni —1-gyel (a k, k-elemet igy kétszer
szorozzuk, azaz az valtozatlan marad).

A K merevségi méatrixot a hajlékonysagi matrix inverzeként is megkaphat-
juk. Az el6bb lattuk, hogy a szabadsagfok iranyanak megvaltoztatasa egy sor és
egy oszlop elGjelének a megvaltoztatasaval jar. Ugyanezt kell tenni a merevségi
maétrixszal is, tehat a k-adik szabadsagfok megforditasa esetén a k-adik oszlopot
és a k-adik sort kell beszorozni —1-gyel (a k, k-elemet igy kétszer szorozzuk, az-
az az valtozatlan marad). Természetesen ugyanerre jutunk a merevségi matrix
fizikai jelentését végiggondolva. A k-adik oszlopban azok az er6k szerepelnek,
amiket a szabadsagfokokra miikddtetni kell ahhoz, hogy annak elmozdulésa egy-
ségnyi, a tobbi elmozdulasa pedig nulla legyen. A szabadsagfok megforditasa
esetén ez az erérendszer éppen ellentettje lesz az eredetinek, azaz a k-adik osz-
lop elemeit —1-gyel kell szorozni, kivéve a k, k-elemet, hiszen ott a pozitiv irany
megfordult. A merevségi méatrix tobbi oszlopanak szamitasdhoz ugyanaz a fizi-
kai alak és ugyanazok a fizikai er6k tartoznak, de a k-adik szabadsagfokra hato
erdk esetén a pozitiv irany forditott, ezért az elGjeleket meg kell forditani abban
a sorban.

A szabadsagfok modositasa miatt megvaltozott merevségi méatrixszal meg-
oldva az altalanositott sajatértékfeladatot ugyanazokat a sajatkorfrekvenciakat
kapjuk, hiszen azok a tobbszabadsagfoku rendszer altal meghatéarozott rezgés-
feladat jellemzd&i, nem pedig a koordinatarendszeréi.

Ugyancsak valtozatlanok maradnak a sajatvektorok fizikai alakja, viszont az
azonos alakbol a k-adik koordinatat forditott elGjelszabély szerint szamoljuk,
igy a sajatvektorok k-adik elemei (a V matrix k-adik sora) forditott elGjeld lesz.

3.2.6.2. Szabadsagfokok sorrendje

Két szabadsagfok sorrendjének felcserélésekor elsGsorban az x elmozdulasvek-
torban cseréljiik fel a két elemet, példaul a k-adikat és az l-ediket. Mivel ugyan-
azokat a szorzatokat akarjuk kapni a Kz képletbdl, ezért a merevségi matrix
k-adik és I-edik oszlopdt is fel kell cserélniink egymassal. Az elmozdulasok fel-
cserélésével egyidejtleg fel kell cserélniink az 2 gyorsuldsvektorban is a k-adik
és az l-edik elemet, és ahhoz, hogy az M képlet ugyanazt adja, a tomegmat-
rix k-adik és l-edik oszlopdt is fel kell cserélniink egymassal. A matrixokkal
felirt egyenletrendszerben az egyenletek sorrendje célszeriien a szabadsagfokok
sorrendje, ezért a fenti csere esetén ki kell cserélniink egymaéssal a merevségi
métrix k-adik és l-edik sordt, a tomegmatrix k-adik és l-edik sordt, és ha van ¢
tehervektor, akkor annak is a k-adik és l-edik elemét. ;
A fizikai rendszer ett6l még valtozatlan marad, igy a sajatkorfrekvencidk
valtozatlanok maradnak a cserétdl fliggetleniil, ahogy a fizikai rezgésalakok is,
igaz, ezek leirdsahoz a sajatvektorok k-adik és [-edik elemét fel kell cserélni.

3.2.6.3. Azonos nagysagu sajatkorfrekvenciak

A sajatvektorok meghatarozasakor és tulajdonsagaik bizonyitésakor feltételez-
tiik, hogy a sajatkorfrekvencidk egymastol kiillonboznek. Az egybeess sajatkor-
frekvencidk ugyanis azt jelentenék, hogy valamelyik wy; a (3.73) egyenletnek egy
t6bbszoros (példaul I-szeres) gyoke lenne. Ahhoz, hogy megkiilonboztessiik ket,
és a sajatkorfrekvencidk Osszes szama megegyezzen a szabadsagfokok szaméval,
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jelolhetjiik ezeket a sajatkorfrekvencidkat wo; = woj+1 = ... = woj4i—1-ként is.
Ennek kovetkeztében a (3.80) egyenlet megoldésai, azaz a sajatvektorok nem
egyetlen iranyt jelolnének ki (amibdl a tomegmatrixra normalizalassal valaszt-
juk ki a sajatvektort), hanem egy I-dimenzios hipersikot. Ebben a hipersikban
pontosan [ darab linearisan fiiggetlen sajatvektort tudunk meghatérozni, illetve
a tomegmatrixra normalni, viszont ezek a sajatvektorok altalaos esetben nem
teljesitik a sajatvektorok (3.174) és (3.177) szerinti ortogonalitasi tulajdonsa-
gait. Az ortogonalitasi tulajdonsagokat tovabbra is ki akarjuk hasznalni, ezért
ilyen esetben az azonos sajatkorfrekvenciahoz tartozé kiilonbézé sajatvektoro-
kat is ugy hatarozzuk meg, hogy teljesitsék a tomegmaétrixra valdé paronkénti
ortogonalités feltételét, azaz legyen

Ui kMu; ., =0, (3.235)

ahol k =0,....,0—2én=Fk+1,...,1 — 1. A merevségi matrixra valo or-
togonalitas a fenti feltételbsl mar kdvetkezik, a tobbi sajatvektor esetén pedig
az eltérg sajatkorfrekvenciak miatt teljesiil mindkét ortogonalitasi feltétel. Az
igy meghatarozott sajatvektorokkal a tovabbi szamitasok méar a t6bbszoros gyok
hatasatol fliggetleniil végezhetdk.

3.3. Tobbszabadsagfokti rendszerek gerjesztett
rezgése

Ahogy azt a 3.2. fejezet bevezetGjében mar emlitettiik, a tobbszabadsagfoku
rendszer (3.13) szerinti

Mi(t) + Ka(t) = q(t) (3.236)

matrix-differencidlegyenletének altalanos megoldasat a kiegészits egyenlet alta-
lanos megoldasanak és az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasanak
Osszegeként keressiik:

z(t) = z4(t) + 24(t), (3.237)

ahol z,(t) a szabadrezgés dltalanos megoldasaval (3.161) egyezik meg, z,(t) pe-
dig a gerjesztésre adott valasz. A szabadrezgésbdl szarmazo tag paramétereivel
kell kielégiteniink a teljes megoldasban az

z(to) =29, &(to) = vy, (3.238)

kezdeti feltételeket. A tovabbiakban elsGsorban a partikularis megoldasok meg-
hatarozasanak modszereit mutatjuk be kiilonbo6z6 terhek esetén.

3.3.1. Tobbszabadsagfoka rendszerek harmonikus gerjesz-
tése

Tébbszabadsagfokt rendszer esetében akkor beszélhetiink harmonikus gerjesz-
tésrsl, ha mindegyik szabadsigfokra ugyanolyan korfrekvenciaji gerjesztGerd
hat, és az amplitadé elGjelével elérhetjiik, hogy mindegyik gerjesztSers ugyan-
olyan fazisban legyen. A harmonikus fliggvény, ahogy korabban lattuk lehet
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példaul egy cos(wt) fiiggvény, ekkor a (3.236) egyenletben a tehervektor alakja
az alabbi lehet:

qo,1 - cos(wt) qo,1
qo,2 * cos(wt) qdo,2

q(t) = . =1 . | -cos(wt) =g, cos(wi), (3.239)
qo,N - cos(wt) qo,N

ahol a 4, vektor a gerjesztderd amplitiddjanak vektora. Ha az id6fiiggeés sin(wt),
vagy cos(wt — ¢) szerint irhato fel az Gsszes szabadsagfok esetén, akkor csak a
harmonikus fiiggvényt kell lecserélni a fenti képletben és a tovabbiakban, ezért
a levezetésekben csak a cos(wt) gerjesztést mutatjuk be részletesen.

A gerjesztés amplitudojanal felhivjuk a figyelmet a terheletlen szabadsagfok
esetére. Az ilyen szabadsagfok gerjesztése szabadon frhato 0 - cos(wt) alakban,
azaz a terheletlen szabadséagfok tetszéleges frekvenciaval, de nulla amplitudoval
gerjesztett szabadsagfokként kezelhets, igy a rendszer teljesiti a harmonikus
gerjesztés feltételeit.

A harmonikus gerjesztésre adott valasz meghatarozasa tehat az

Mi(t) + Ka(t) = g, cos(wt) (3.240)

egyenlet partikularis megoldésat jelenti.

3.3.1.1. Rezgésegyenlet kozvetlen megoldasa

Keressiik a (3.240) egyenlet megoldésat az id6tol a gerjesztéshez hasonloan fliggd
alakban:
ng,l

ng,2
z,(t) = . -cos(wt) = 2, - cos(wt), (3.241)

Lg0,N
azaz a valasz amplitadojanak z , vektora és a gerjesztés id6fliggése szorzataként.
A feltételezett alakban szétvalasztottuk a helyfliggést és az id6fliggést, igy az
id§ szerinti derivalaskor csak a skalar tagokat kell derivalni, ezért a gyorsulasok

vektora:
Z(t) = ggo(—w2) cos(wt). (3.242)

Helyettesitsiik be a feltételezett alakot és a mésodik derivaltjat a mozgasegyen-
letbe:
Mz o (—w?) cos(wt) + Kz cos(wt) = g, cos(wt). (3.243)

Mivel mindharom tagot ugyanazzal a cos(wt)-vel szorozzuk, ezért leoszthatjuk
mindkét oldalt vele:
@gO(*wz) + ng =4y (3.244)

majd a baloldalon kiemelhetjiik a jobbrol szorzo z,, vektort (a —w? skalar, igy
azt szabadon mozgathatjuk, akar elérevihetjiik a tomegmatrix elé):

(- M + K) 249 = g, (3.245)
A kapott kifejezésben a bal oldalon megjelené

K, =K-uwM (3.246)

=din
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egylitthatomatrixot dinamikus merevségi mdtriznak nevezzik. A dinamikus me-
revségi matrix frekvenciafiiggs, az adott frekvenciaju gerjesztés esetén adja meg
az elmozdulasok amplitidoi és a gerjesztSersk amplitidoi kozott kapesolatot, a
K, T4 =4, (3.247)
alakbol pedig kiolvashato annak fizikai jelentése is: egy j-edik oszlopat akkor
kapjuk meg, ha a j-edik szabadsagfok amplitudéja 1, a tobbié pedig nulla, és az
ilyen rezgést létrehozo szabadsagfokonkénti gerjesztGeré-amplitadok alkotjak a
jobb oldalt és igy a j-edik oszlopot.
Visszatérve a
(K —w’M) Tyo = g, (3.248)

egyenlethez, annak megoldasa soran harom lehetséges eset fordulhat els:
Az egyiitthaté matrix rangja megegyezik a méretével FEkkor a dina-

mikus merevségi matrix (£ —w?M ) nem szinguléris, determinansa nem nulla,
igy létezik az inverze és igy a (3.248) egyenletnek egyértelmt megoldéasa van:

g0 = (K —w’M) " g, (3.249)

Ez az eset a leggyakoribb, nézziik meg, mikor fordulhat el6. A szabadrezgés
altalanositott sajatértékfeladatanak megoldasdbol tudjuk, hogy a (K —wiM )
matrixnak akkor nulla a determinédnsa, ha az wg éppen a szerkezet valamelyik
sajatkorfrekvencidja. Nem zérus determinans és ezzel invertalhato (£ — wzﬁ )
matrix tehat akkor fordul eld, ha a gerjesztés w korfrekvenciaja nem egyezik meg
a szerkezet egyik sajatkorfrekvenciajaval sem. Ilyenkor hasznalhato a (3.249)
szerinti megoldas az amplitudora.

Az egyiitthaté matrix rangja kisebb a meéreténél, de megegyezik a
{é dm\g 0] matrix rangjaval Ekkor az egyiitthatématrix determinansa 0, a
gerjesztés w korfrekvenciaja megegyezik a rendszer k-adik sajatkorfrekvenciaja-
val, azaz wgg-val, mégsem kovetkezik be rezonancia, mert a tehervektor ortogo-
nélis az ehhez tartozé sajatvektorra yggo = 0. Ilyenkor a (3.248) egyenletnek
létezik x40 megoldasa, de az nem egyértelmi: v, tetszSleges skalarszorosat hoz-
zédadhatnank.

Az egyiitthaté matrix rangja kisebb a méreténél, és kisebb a [£ sin] QO}
matrix rangjanal Ekkor az egyiitthatoméatrix determinansa 0, a gerjesztés w
korfrekvencidja megegyezik a rendszer k-adik sajatkorfrekvencidjaval, azaz wog-
val, és rezonancia kovetkezik be, mert a tehervektor nem ortogonélis az ehhez
tartozé sajatvektorra Q;‘fgo # 0. Ilyenkor a megoldast nem a (3.241) szerinti
feltételezett alakban kellene keresni, hanem azt ki kellene béviteni a rezonans
vy, alak t - sin(wt)-szeresének megfelels taggal (lasd (2.167)).

Amennyiben tehat van z 4 megoldasa a (3.248) egyenletnek, akkor a szerkezet
valasza a feltételezett alaknak megfelelgen

z,(t) = 2,0 - cos(wt) (3.250)

=9
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lesz. Ahogy egyszabadsagfoki szerkezeteknél bevezettiik az allandosult rezgés-
rész fogalmat, ugy itt is elmondhatjuk, hogy a kezdeti feltételek lecsengése utan,
vagy specialis felvétele esetén ez egyben az allandosult rezgés lesz:

Zoy(t) = 2y - cos(wt), (3.251)
annak amplitiddja pedig az z,, vektor lesz.

3.3.1. Példa (Tobbszabadsagfoka rendszer harmonikus gerjesztése). A 3.16.a)
abrdn ldthato hdromszintes épiilet mindhdrom szintjén azomos gerjesztderd mai-
kodik:

a1(t) = q2(t) = g3(t) = qo cos(wt). (3.252)

Szamitsuk a szerkezet vdlaszdt, ha az egyes szintek témege m = 2t, a szintek
magassdga h = 3m, az oszlopok hajlitémerevsége EI = 1500kNm?, qo = 10kN, a
gerjesztés korfrekvencidja pedig a) w = 12rad/s, b) w = 32rad/s, ¢) w = 52rad/s.

Megoldas

rixot és a merevségi matrixot onnan vessziik at:

2 00 4000  —2000 0
M= |0 2 0f, K = [-2000 4000 —2000] . (3.253)
0 0 2 0 —2000 2000

Mivel mindharom szabadséagfokra azonos gerjesztSerd hat, ezért a gerjesz-
téeré amplitudojanak vektordban az amplitadokat soroljuk fel:

10
q,= |10| kN. (3.254)
10

e a) Amikor w = 12, akkor a dinamikus merevségi matrix (3.246):

4000 — 2 - 122 —2000 0
(K —w?M) = —2000 4000 — 2 - 122 —2000 =
0 —2000 2000 — 2 - 122

3712 —2000 0
—2000 3712 —2000

0 —2000 1712
(3.255)
A valasz amplitadoja (3.249):
3712 —2000 0 ' T10 0.051643
Zgo = [—2000 3712 —2000 10| = [0.090850 | m. (3.256)

0 —2000 1712 10 0.111974
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Ebbdl a szerkezet valasza:

0.051643
xg(t) = 0.090850 | cos(12t). (3.257)
0.111974

e b) Amikor w = 32, akkor a dinamikus merevségi matrix (3.246):

4000 — 2322 —2000 0
(K—-w?M)=| —2000  4000-2-322  —2000 | =
0 ~2000 2000 — 2 - 322

1952 —2000 0
—2000 1952  —2000

0 —2000 —48
(3.258)
A valasz amplitadoja (3.249):
1952 —2000 0 ' 110 0.00024323
Zgo = [—2000 1952  —2000 10| = | —0.00476260 | m.
0 —2000 —48 10 —0.00989154
(3.259)
Ebbdl a szerkezet valasza:
0.00024323
by —
z,(t) = | —0.00476260 | cos(12t). (3.260)
—0.00989154

e ¢) Amikor w = 52, akkor a dinamikus merevségi matrix (3.246):

4000 — 2522 —2000 0
(K—w?M)=| —2000  4000-2-52  —2000 | =
0 ~2000 2000 — 2 - 522

—1408 —2000 0
—2000 —1408 —2000

0 —2000 —3408
(3.261)
A valasz amplitudoja (3.249):
—1408 —2000 0 ' T10 —0.00161303
Zgo = [—2000 —1408 —2000 10| = [—0.00386443 | m.
0 —2000 —3408 10 —0.00066641
(3.262)
Ebbdl a szerkezet valasza:
—0.00161303
2¢(t) = | —0.00386443 | cos(12t). (3.263)

=9

—0.00066641
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w=32rad/s

3.16. abra. a) Haromszintes épiilet modellje. b)-d) Rezgésalakok w = 12rad/s,
w = 32rad/s, w = H2rad/s frekvenciaknal.

Az eredményekb6l arra hivjuk fel a figyelmet, hogy az z, vektorok eleme-
inek elGjele az adott szabadségfok fazisat mutatja a gerjesztéshez képest.
Az w = 12rad/s esetben mindharom szabadségfok azonos fazisban mozog
a gerjesztéssel: amikor az erck pozitiv irdnyba (jobbra) mutatnak, akkor
a szabadsagfokok kitérése is pozitiv (jobbra torténik). A maésik két eset-
ben az amplitudok lényegesen kisebbek, és el6fordul olyan szabadsagfok is,
amelyik a gerjesztéssel ellenfazisban mozog.
A héarom alakot a .b)-d) abrakon mutatjuk.

3.3.2. Példa (Tobbszabadsagfokt rendszer harmonikus gerjesztése). A .a)
dbrdn ldthato kétszintes szerkezet also fodémén egy gép mozgdsdbdl szdrmazo
harmonikus g2(t) = qo cos(wt) gerjesztéerd mikodik. Hatdrozzuk meg a szerke-
zet vdlaszdban az egyes szabadsdgfokok amplituddjdt a gerjesztéerd korfrekvenci-
dajanak fiigguényében, ha az egyes szintek témege m, a szintenkénti helyettesitd
merevség pedig k!

Megoldas
A szerkezet tOmegmatrixa

IS
I

{m 0] . (3.264)

0 m
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A merevségi matrixot kompilélassal kaphatjuk, melynek eredménye most:

K= [ _kk ;ﬂ . (3.265)
A gerjesztSers amplitudovektora:
0
= ) 3.266
4o |:QO:| ( )
A dinamikus merevségi méatrix:
k — mw? —k
K — WM = { et mwQ} , (3.267)
aminek az inverze:
(K -w’M)™! =
1 2k — mw? k
. (3.268
(k= mw?) 2k — ma?) — (—k)(—F) { k k—mwQ} (3.268)
A 4, vektorral valé beszorzés és a skalarszorzé nevezdjének egyszertisitése
utén: )
d0
L90 = 12 " 3kmw? + m2wt [k‘ - WWQ] ’ (3.269)
vagy kiemelve gy = k-t:
%
1—3me? | miw
2= %0 Vw2 (3.270)

2 2,4
ma?  mZ
1-3meZ | my

Utobbi alakbol jol latszik, hogy a go/k hanaydoson kiviil csak egy mw? /k
értektol fiigg a szabadsagfokok amplitudoja. A 3.17.b)-c) dbrakon felraj-
zoltuk ezeket a fliggvényeket. A képletek és a fliggvények alapjan az alabbi
megallapitasokat tessziik:

o Két gerjesztGerd-frekvencia esetén az elmozdulasok a végtelenbe tar-
tanak. Ez a két frekvencia az, ami a (3.269) képlet tortjében a nevezét
nullava teszi. A nevezd viszont a dinamikus merevségi matrix deter-
minansa, és tudjuk, hogy ha a K — w?M métrix determindnsa nulla,
akkor w éppen a rendszer egyik sajatkorfrekvenciaja. Ebben a két
pontban tehat rezonancia lép fel.

e A rezonanciatol eltekintve, alacsony frekvenciaju gerjesztés esetén
mindkét szabadsagfok azonos fazisban mozog a gerjesztéssel. Novelve
w-t az elsd sajatkorfrekvenciat elhagyva mindkét szabadségfok ellen-
fazisban mozog a gerjesztéshez képest, majd az w = \/k/m értéket




154 3. FEJEZET. TOBBSZABADSAGFOKU REZGESEK

b Xg0,1
) q,/k
1
a) 0 N —
I -1
Xy
—— L
x, © Wo1 V“L Wo2 w
Xg02
) qolk
1
0 P
1
0 Wo1 \“‘“ LS Wo2 w
| m

3.17. abra. a) Kétszintes épiilet modellje. b)-c) Az egyes szabadsagfokok kité-
résének szorzotényezGje a gerjesztés korfrekvenciajanak fiiggvényében.

elhagyva az elsg szabadsagfok ellenfazisban, a masodik azonos fazis-
ban mozog. Végiil, a masodik sajatkorfrekvenciat elhagyva az elsé
szabadséagfok azonos, a masodik pedig ellenfazisban mozog a gerjesz-
téshez képest.

Dinamikus rezgéscsillapitas A 3.3.2. példaban w = \/k/m korfrekvenciaju
gerjesztésnél a (3.269) képlet szerint a masodik (a gerjesztett) szabadsagi fok
amplitudoja zérus. (Ez latszik a 3.17.c) abréan is.) A zérus amplitido az allan-
dosult rezgés soran jelentkezik, és ekkor a gerjesztett szabadsagfokhoz kapcsolt
terheletlen szabadséagfok végez olyan frekvenciaja, fazisi és amplitadoju rezgést,
hogy annak reakcidja és a gerjesztés éppen kioltsak egymés hatasat a gerjesz-
tett szabadsagfokon. Ezt a jelenséget dinamikus rezgéscsillapitdsnak nevezziik,
és a gerjesztett szabadsagfokhoz kapcsolt terheletlen szabadsagfok frekvenciaja-
nak megfelel hangolasaval érhetd el, innen szarmazik az angol neve is: Tuned
Mass Damper. A terheletlen szabadsagfok a mozdulatlan szabadsagfokhoz, mint
tdmaszhoz kapcsolodik, igy a frekvencidja egy egyszabadsagfoki rendszer frek-
vencidjaként szdmolhatd, példankban a fels6 szint k& merevségébdl és az elsé
szabadsagfok m tomegébdl +/k/m.

A dinamikus rezgéscsillapitas tervezésekor tehat az els6dleges cél a megfelels
frekvencia eltalalasa, ami viszont a csillapitdéelem merevségének és tomegének
aranyatol fiigg csak. Ugyanazt a frekvenciat el lehet tehat érni kisebb tomegti
és kisebb merevségi, vagy nagyobb tomegii és nagyobb merevségii elemmel. A
dontést az befolyasolja, hogy kisebb tomeg és merevség esetén a csillapito elem
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amplituddja nagyobb lehet, nagyobb tomeg esetén viszont a teljes szerkezetet a
nagyobb onstulyra kell méretezni.

A dinamikus rezgéscsillapitas itt bemutatott elve harmonikus gerjesztésre és
csillapitatlan rendszerre vonatkozott. A gyakorlatban a terhek nem feltétlentil
harmonikusak, de lehet jellemz§ frekvenciatartomanyuk, melynek kérnyezetére
hangoljak a csillapitast. A ténylegesen meglevs viszkozus csillapitas hatésa is el-
keni a zérus amplitidot, de egy tartomanyban nagyon kis elmozdulasok érheték
el. Végiil megemlitjiik az aktiv vezérlést dinamikus rezgéscsillapitast, amikor a
terheléstdl fliggGen szabalyozzak a kapcsolt elem merevségét, illetve viszkozus
csillapitasat.

3.3.1.2. Rezgésegyenlet megoldasa modalanalizissel

A moddlanalizis azt jelenti, hogy a rezgésfeladat megoldasat a rezgésmodok line-
aris kombinaciojaként keressiik, és igy a feladatot visszavezetjiik a rezgésalakok,
mint egyszabadsagfoku rendszerek rezgésfeladatainak egymastol fliggetleniil szé-
mithato megoldasara, majd azok Osszegzésére. A modéalanalizis hasznalata ese-
tén tehat elézetesen meg kell oldani az altalanositott sajatértékfeladatot ahhoz,
hogy a (3.240) egyenlet megoldasat a rezgésalakok linearis kombinaciojaként
keressiik:

N
2, (8) = Yy, () = > 0,005 (2). (3.271)

Fenti képletben V a tomegmaétrixra norméalt sajatvektorokat tartalmazé modal-
métrix, y(t) pedig az egyes rezgésalakok modalis koordinatait tartalmazo vek-
tor. Mivel a rendszer K és M maétrixai id6ben allandok, igy a rezgésjellemzsk,
példaul a V matrix sem valtozik, ezért a gyorsulasok vektora

i, (t) = Vi (1), (3.272)

alakban irhato. A keresett alakot és a méasodik derivaltjat helyettesitsiik be
a (3.240) egyenletbe:

MV (t) + KVy (1) = g, cos(wt). (3.273)

0

és szorozzuk meg mindkét oldalt balrél a modalméatrix transzponaltjaval, azaz
ET—velz
lTMVi]g(t) + fKVyg(t) = Vg, cos(wt). (3.274)

A sajatvektorok (3.179) szerinti tulajdonsagait felhasznalva a bal oldalon két
diagonalmatrixot kaptunk:

Lij (1) + ggg(t) = Vg, cos(wt), (3.275)
a jobb oldalon pedig egy olyan vektort, aminek a j-edik eleme a j-edik sajat-
vektor transzponaltjanak és a tehervektornak a szorzata, azaz a tehervektor
vetiilete a v; sajatvektorra. Jeloljiik ennek a vetiiletnek az amplitadojat f;-
vel (azaz legyen f; = QJTQO), és gytijtsiik az f; értékeket az f vektorba, igy az
egyenletrendszert tgy irhatjuk, hogy:

Qy(t) + Q2yg(t) = fcos(wt). (3.276)
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A bal oldali diagonalméatrixok miatt az egyenletrendszer j-edik soraban csak
g5 (t) és yg;(t) szorzodik nullatol kiilénbozs értékkel, ezért az egyenletrendszer
szétesik N kozonséges differencidlegyenletté. A példaként mondott j-edik sorbol
az lesz, hogy:

g5 (1) + wiygi (t) = f; cos(wt), (3.277)
ami egy olyan harmonikus erével gerjesztett csillapitatlan egyszabadsagfoku
rendszernek a differencidlegyenlete, melynek a tomege egységnyi, a rugbmerev-
sége w%w igy a sajatkorfrekvencidja wgj, az w korfrekvencidju gerjesztés amp-
litadoja pedig f;. A (2.156) egyenlet megoldaséara kordbban levezetett (2.166)
megoldasba behelyettesitve a fenti paramétereket a modalis vélasz

Ygi(t) = Ygj,0 cos(wi) (3.278)
alaki, ahol a modalis amplitudoé:

fi 1

ygj70 = 5 3 (3279)
woj 1 — :’73]
lesz, ami a teher vetiiletének behelyettesitése utan:
1 1
Yg5,0 = y;fgoﬁiwz : (3.280)
-
a modalis valasz pedig:
1 1
Ygi(t) = vj ¢y —5 ——= cos(wt). (3.281)
wh; 1 — o
]

Egy rezgésalak valaszanak a modalis amplitudoja tehat négy tényezstol fligg:

e A tehervektor amplitidojanak a rezgésalakra vett QJTQO vetiiletétsl.

o A sajatkorfrekvencia négyzetének reciprokatol (w%)
0

1
w?
“;
gerjesztett wy; sajatkorfrekvencidji rendszer elGjeles rezonanciatényezdje.

e A statikus eltolodast szorzd : tényezG6tdl, ami egy w korfrekvenciaval

e A teher cos(wt) id6fiiggésétsl.

Rezonancia esetén w megegyezik valamelyik sajatkorfrekvenciaval. Ilyenkor a
rezonans alak esetében harmadik tag, a rezonanciatényezs a végtelenbe tartana,
de ha az elsé tag, a teher vetiilete nulla, akkor a rezonans rezgésalak nem lenne
gerjesztve, igy a végeredmény véges amplitudoja rezgés lenne.

A valaszt befolyasold tényezk koziil kiemeljiikk a masodikat. A sajatkor-
frekvencidkat nagysag szerint rendezziik sorba, igy a magasabb rezgésalakok-
hoz tartozik nagyobb sajatkorfrekvencia. A magasabb rezgésalakokat tehat egy
négyzetesen névekvs tényezdvel osztjuk le, igy a teljes megoldésban a szerepiik
egyre kisebb lesz. Ez lesz a kés6bbiekben az oka, hogy a részleges moddlanalizis
soran a megoldast csak az els6 néhdny'® sajatvektor kombinacidjaként keres-
siik. Raadasul az els6 sajatalakokat kdnnyebben és pontosabban lehet szamolni
a rendelkezésre all6 numerikus algoritmusokkal.

16 A néhany a feladat méretétdl fiiggSen jelenthet 1 — 10 — 100 — 1000 rezgésalakot
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A teljes megoldashoz a modalis megoldéasokat kell a sajatvektorokkal szorozni
és Osszegezni, azaz a rendszer valasza altalanos esetben:

N
1 1
z,(t) =Y vj0] ¢ —5 ——5 cos(wt). (3.282)
“Owh; 1 — e

Itt is igaz, hogy a kezdeti feltételek lecsengése utan, vagy specialis felvétele
esetén ez egyben az allandosult rezgés lesz:

1 1

T
ra®) = Yoo, e
wo,

cos(wt). (3.283)

Jol latni, hogy az allandosult rezgésrészben is az idéfiiggés megegyezik a ger-
jesztGerd idofiiggésével.

3.3.3. Példa (To6bbszabadsagfoku rendszer harmonikus gerjesztése). A 3.18.a)
abrdn ldthato hdromszintes épiilet mindhdrom szintjén azonos gerjesztéerd mai-
kodik:

@1(t) = q2(t) = g3(t) = qo cos(wt). (3.284)
Szamitsuk a szerkezet vdlaszdt, ha az egyes szintek tomege m = 2t, a szintek
magassdga h = 3m, az oszlopok hajlitmerevsége EI = 1500kNm?, qy = 10kN,
a gerjesztés korfrekvencidja pedig w = 12rad/s.

Megoldas
A szerkezet megegyezik a 3.2.2. példaban bemutatottal, ezért atvehetjiik
onnan a tomegmatrixot és a merevségi matrixot:

2 00 4000  —2000 0
M= |0 2 0f, K = 1-2000 4000 —2000f . (3.285)
0 0 2 0 —2000 2000

valamint a sajatkorfrekvencidkat és a tomegmaétrixra normalt sajavektoro-
kat:

wor = 14.07rad/s,  wpz = 39.43rad/s,  wos = 56.98rad/s. (3.286)

0.2319 0.5211 —0.4179
vy = 04179, vy, = | 02319 |, vy = | 0.5211 (3.287)
0.5211 —0.4179 —0.2319

Q

Az egyes rezgésmodok amplitadoja (3.280)-be valo behelyettesités utan:

10

1 1
Ygo1 = [0.2319 0.4179 0.5211] |10| ——— ———— = 0.21659,
10 14.07% 1 - 141.%72
(3.288)
0] 1
Ygo,2 = [0.5211  0.2319  —0.4179] | 10| so—5 —5— = 0.002375,
10| 394371 = 555

(3.289)
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3.18. abra. a) Haromszintes épiilet modellje. b) Rezgésalak w = 12rad/s
frekvencianal.

10
1
Yg0,3 = [—0.4179 0.5211 —().2319] 10 e T 1 = —0.000415.
10 56.98%1 — 561.982
(3.290)

A rezgésmodok Osszegzése:

0.2319 0.5211 —0.4179
z,(t) = [ 0.21659 |0.4179| +0.002375 | 0.2319 | —0.000415 | 0.5211 | | cos(12t) =

0.5211 —0.4179 —0.2319
0.050227 0.001238 0.000173
0.090513| 4 | 0.000551 | + [—0.000216 cos(12t).
0.112865 —0.000993 0.000096

Ebbdl a szerkezet valasza:

0.05164
z,(t) = [0.09085 | cos(12t). (3.292)
0.11197

A .b) abran felrajzoltuk az amplitidot. Ahogy a feladat megegye-
zett, ugy az eredmény is azonos . példa a) részével.

3.3.4. Példa (Tobbszabadsagfokt rendszer harmonikus gerjesztése). Hatdroz-
zuk meg .a) dbrdn ldthato gerenda vdlaszdt, ha a kiézépsd szabadsdgfokon
a q2(t) = qocos(wt) gerjesztderd mitkodik. Az egyes szabadsdgfokokban a redu-
kdlt témegek m = 3t, a gerenda hajlitémerevsége EI = 1400kNm? és L = 2m,
go = 50kN, w = 12rad/s.

Megoldas
A szerkezet megegyezik a . példdban bemutatottal, ezért atvehetjiink
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3.19. dbra. a) Kéttamaszi gerenda kozépen gerjesztve. b) Rezgésalak w =

12rad/s frekvencianal.

onnan a tomegmaétrixot és a merevségi matrixot:

3 00 1725 —1650 675
=1(0 3 0], K = |-1650 2400 —1650] (3.293)
0 0 3

1=

o 675 —1650 1725

valamint a sajatkorfrekvencidkat:

wWo1 = 4.7101‘&(1/8, wo2 = 18.71rad/s, Wop3 = 39.721‘&(1/8, (3294)

és a tomegmatrixra normaélt sajavektorokat:

0.2887 0.4083 0.2887
v, = 04083, w,=| 0 |, wvy=|-04083|. (3.295)
0.2887

0.2887 —0.4083

Az egyes rezgésmodok amplittidoja (3.280)-be valo behelyettesités utan:

0
1 1
Yg0,1 = [0.2887 0.4083 0.2887] (50| —s—— = —0.1676,
0 4.710% 1 — 12
(3.296)
W 1
Ygo,2 = [0.4083 0 —0.4083] |50 —5——5— =0,  (3.297)
0 18.71°1 — 181.2712
[0.2887 —0.4083 0.2887] 500 ! ! 0.01424
Yq0,3 = . —VU. . 20 952 - 122 = —0U. .
0 39.72°1 — 355
(3.298)

A rezgésmodok Gsszegzése:

0.2887 0.4083 0.2887
z (t)= | —0.1676 |0.4083| +0| 0 —0.01424 | —0.4083| | cos(12t) =

- 0.2887 —0.4083 0.2887
—0.04839 0 —0.00411
—0.06843| + |0| + | 0.00581 | | cos(12t).
—0.04839 0 —0.00411

(3.299)
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Ebbdl a szerkezet valasza:

—0.0525
z,(t) = [—0.0627 | cos(12t). (3.300)
—0.0525

A 3.19.b) abran felrajzoltuk az amplitadot. Mint latjuk, szimmetrikus szer-
kezet szimmetrikus gerjesztésére a valasz is szimmetrikus, a ferdén szim-
metrikus alak egyiitthatdja a ygqo = 0 szorzat miatt lett nulla. A valaszban
a negativ elGjelek azt jelentik, hogy minden szabadsagfok a gerjesztGerdvel
ellentétes fazisban mozog.

3.3.2. Tobbszabadsagfoku rendszerek gerjesztése egy alak-
kal

A nem harmonikus gerjesztések koziil el6szor nézziink egy olyan specialis ese-
tet, amikor a gerjesztGerd vektora a rezgés soran végig a j-edik sajatvektorbol
képzett Muv; vektor valamilyen skalar g;(t)-szerese, azaz a (3.230) differencial-
egyenletet agy irhatjuk, hogy:

Mi(t) + Ka(t) = Mu,q;(t). (3.301)

Keressiik ennek az egyenletnek a megoldasat

gg(t) = yjyj(t) (3.302)
alakban, és helyettesitsiik be a feltételezett alakot és annak
i (1) = v, (1) (3.303)

szerinti masodik derivaltjat a (3.301) egyenletbe
Mo, (1) + Kuv;(t) = Mu,q,(0). (3.304)

Mivel v; a (3.71) sajatértékfeladat megoldésa, ezért helyettesitsiik Kv;-t a vele
egyenl§ ﬂngyj—velz

Mu,5j;(t) + Mwjv;y;(t) = Mv,q;(t). (3.305)

Rendezziik egy oldalra az egyenletet és emeljiikk ki a mindharom tagot balrol
szorz6 Mu,; szorzatot:

Mu; (4(t) + wizy;(t) = g;(8) = 0. (3.306)
Mivel az M matrix nem szingularis, ezért a kapott egyenletnek csak a trivialis
v; (45 (8) + w5 (8) — 5(1)) = 0. (3.307)

lehet a megoldésa, és mivel a sajatvektor nem nullvektor, a zardjeles kifejezésnek
kell zérusnak lenni, ami egyenértékii az alabbi kbzonséges differencialegyenlettel:

3 () + wijys(t) = q;(1). (3.308)
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Ez formailag egy olyan csillapitatlan egyszabadsagfoki rendszer gerjesztett rez-
gésének a (2.25) szerinti differencidlegyenlete, ahol a tomeg egységnyi, a rugo-
merevség ng, igy a sajatkorfrekvencia wy;, a gerjesztSerd g;(t), a szabadsagfok
keresett kitérését pedig y; jeloli. Ennek megoldasara a 2.5. fejezetben mutat-
tunk modszereket, a Duhamel-integralt (2.299) hasznéalva példaul azt kapjuk,

hogy:

t .
v, (t) = / 95 G (woy (¢ — 7)) di, (3.309)
0o Woj
amit a feltételezett alakba visszahelyettesitve kapjuk a szerkezet valaszat:
" q4(7)
z(t) = v, / =2 sin (wo;(t — 7)) d, (3.310)
0 Woj

A specialis gerjesztésnek a hatasara tehat a szabadsagfokok kitéréseinek ara-
nya a mozgés soran végig allandé, mégpedig a rezgésalak altal meghatarozott
érték.

3.3.3. Tobbszabadsagfokt rendszerek altalanos gerjesztése

3.3.3.1. Modalanalizis
A (3.236)-ben levezetett

Mi(t) + Ka(t) = q(t) (3.311)
differencidlegyenletnek most keressiik a megoldasat teljesen dltaldnos gerjeszto-
erd esetén, azaz a q(t) vektor se id6ben, se térben ne legyen speciélis. A megoldas
célszerti modja ilyenkor a modélanalizis. A megoldas el6készitéseként elGzetesen
oldjuk meg a szabadrezgés altalanositott sajatértékfeladatat (lasd (3.71)), igy
rendelkezésre allnak a rendszer wy; sajatkorfrekvenciai és v; témegmatrixra nor-
malt sajatvektorai. A differencidlegyenlet megoldasat keressiik a rezgésalakok
linearis kombinaciojaként:

N
z,(t) = Vy (1) = Zyjygj(t)- (3.312)

Fenti képletben V a tomegmaétrixra normalt sajatvektorokat tartalmazé modal-
métrix, y(t) pedig az egyes rezgésalakok modalis koordinatait tartalmazo vek-
tor. Mivel a rendszer K és M matrixai id6ben allandok, igy a rezgésjellemzsk,
példaul a V matrix sem valtozik, ezért a gyorsulasok vektora

i, (t) = Vi, (#). (3.313)

alakban irhato. A keresett alakot és a mésodik derivaltjat helyettesitsiik be
a (3.311) egyenletbe:

MVi)g(t) + KVug(t) =q(t), (3.314)
és szorozzuk meg mindkét oldalt balrél a modalmatrix transzponaltjaval, azaz
gT—VeI:

VIMVy (t)+ YV EVy (t) =V q(t). (3.315)
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A sajatvektorok (3.179) szerinti tulajdonsagait felhasznalva a bal oldalon két
diagonéalméatrixot kaptunk:

— =9

Lj (t) + Q% (t) = Y (1), (3.316)

a jobb oldalon pedig egy olyan vektort, aminek a j-edik eleme a j-edik sajatvek-
tor transzponaltjanak és a tehervektornak a szorzata, azaz a tehervektor vetiilete
a v; sajatvektorra. Jeloljiik ezt a vetiiletet fj-vel (azaz legyen f;(t) = y?g(t)),
és gytjtsiik az f;(t) értékeket az f(t) vektorba, igy az egyenletrendszert agy
irhatjuk, hogy: B

Lj (1) + Q% () = f(b). (3.317)

=29

A bal oldali diagonalméatrixok miatt az egyenletrendszer j-edik soraban csak
g;(t) és yg;(t) szorzodik nullatol kiilénbozs értékkel, ezért az egyenletrendszer
szétesik N kozonséges differencidlegyenletté. A példaként mondott j-edik sorbol
az lesz, hogy:

g5 (1) + wiygs (8) = (1), (3.318)

ami egy olyan harmonikus erével gerjesztett csillapitatlan egyszabadsagfoku
rendszernek a differencidlegyenlete, melynek a tomege egységnyi, a rugdomerevsé-
ge ng, igy a sajatkorfrekvencidja wo;, és az f;(t) erd gerjeszti. A (2.25) egyenlet
megoldasara korabban levezetett tetszéleges megoldasba behelyettesitve a fenti
paramétereket a modalis valasz megkaphat6. A Duhamel-integrallal példaul:

_ [ L0

y;(t
0= | 5

sin (wo; (t — 7)) dr, (3.319)

amibdl a teljes megoldas a teher vetiiletének behelyettesitése és a rezgésmoddok
megoldasainak Osszegzése utan

N toTq(r
z(t) = Zyﬂ' : /O v 4(7) sin (wo, (t — 7)) dr, (3.320)

woj

Lathato, hogy ebben a megoldasban is megjelenik minden rezgésalak esetében
a sajatkorfrekvenciaval vald osztas, azaz a magasabb rezgésalakok hatéasa itt is
kisebb lesz.

3.3.3.2. Igénybevételek szamitasa

A tobbszabadsagfoki rendszer z,(t) vélaszdnak ismeretében ki kell tudnunk
szamolni egyes keresztmetszetek, szerkezeti elemek igénybevételeit is. Keressiik
tehat a folytonos szerkezet tetszéleges S keresztmetszetének C igénybevételét,
amit Cg(t)-sel jeloliink. Ahogy a szabadrezgésnél, most is abbol kell kiindul-
nunk, hogy mar meg tudjuk hatarozni azt a statikus erérendszert, ami ugyanak-
kora elmozdulasokat okoz, mint az z,(t) elmozdulasvektor. A merevségi matrix
fizikai jelentése alapjan az

I () = Kz, (t) (3.321)

vektor elemeit statikusan mikodtetve a szabadsagfokokra ugyanazok az elmoz-
dulésok és alakvéltozésok lesznek a szerkezeten, mint az z,(t) elmozdulasokbdl,
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igy a reakciokat és igénybevételeket is szamolhatjuk ezekbdl az erskbdl statiku-
san. Az elmozdulasok megoldasat behelyettesitve a szerkezet igénybevételeinek
szamitasdhoz az

N
T =KD v;905(1) (3.322)

vektor elemeit kell miikddtetni a szabadsagfokokra és abbol a keresett igénybe-
vételeket szamolni. A képlet szerint a Kv; erdrendszerek yg;(t) kombinécioit
kell mtikddtetni és abbdl a Cg igénybevételt szamolni. A szuperpozicio elve
alapjan ez megegyezik a Kv; er6rendszerekbdl kiilon-kiilon szamolt C's; modd-
lis igénybevételek y,;(t) egyiitthatokkal képzett kombinaciojaval:

N
Cs(t) =Y _ Cs;yq;(t) (3.323)

A Cg; modalis igénybevételeket most is az

f

_ _ 2
Lo ; = Ku; = wo; My, (3.324)

modalis erérendszerbdl kell szamolni. (A v; vektor a tébbszabadsagfoki rend-
szer sajatvektora, igy kielégiti a (3.80) egyenletet: Kv,; = ng@j.)
Végezetiil itt is jelezziik, hogy a (3.323) szerint szamolt igénybevétel maxi-

hatarként az azonos elGjeld szélsGértékek egyidejd felléptét kell feltételezniink,
amibél

N
Cs(t) < C§“" = Cs;lyg; ™" - (3.325)

Jj=1

Rezgésrdl 1évén szd, ugyanez negativ elGjellel az igénybevétel lehetséges mini-
mumat adja.

3.3.4. Tobbszabadsagfokii rendszerek gerjesztése tamasz-
mozgassal

Egyszabadsagfokiu szerkezeteknél lattuk, hogy a tdmaszrezgés gerjesztett rez-
gésként kezelhets. Azt is lattuk, hogy meg kell kiilonboztetniink azt az esetet,
amikor az elmozdulasokat, vagy az azokbol szarmaztatott mennyiségeket (sebes-
ség, gyorsulas), illetve azt az esetet, amikor az alakvéltozasokat és az azokbol
szarmaztatott mennyiségeket (igénybevételeket, fesziiltségeket) keressiik. Egy-
szabadsagfoku rendszereknél a két esetet a tamasz mozgésat helyettesits te-
hervektor szamitasa is megkiilonboztette, ugyanezt varjuk tébbszabadsagfoki
rendszerek esetén, ezért nézziik meg kiilon-kiilon, hogyan szamithatjuk a teher-
vektorokat a két esetben.

3.3.4.1. To6bbszabadsagfoka rendszerek gerjesztése tamaszmozgassal:
elmozdulasok

A tamaszrezgés kezeléséhez egészitsiik ki a diszkretizalt rendszeriinket kiilsd sza-
badsagfokokkal, amik legyenek a tamaszoknak az elmozduldsai. A meg nem
tamasztott szabadsagfokokat belsd szabadsagfokoknak nevezziik, és rendezziik
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a szabadsagfokokat ugy, hogy a belsd szabadsagfokok legyenek el6bb, igy az
elmozdulasok vektorat az alabbi, un. particiondlt alakban irhatjuk:

z= [xb(t)] (3.326)

Hasonl6 médon particionalhatjuk a g(t) tehervektort, a témegmatrixot és a
merevségi matrixot pedig a soraik és oszlopaik szerint is particionalhatjuk'’,
igy a mozgasegyenlet alakja az alabbi lesz:

b | ot it R R

Egy tobbszabadsagfoku rendszer szokdsos mozgéasegyenletéhez képest a (3.327)
egyenletben két fontos eltérésre kell felhivnunk a figyelmet. Az egyik, hogy
a kiilsé csomoépontok elmozdulasai, azaz az x;(t) vektor elemei ismertek, igy
azok masodik derivaltjai, azaz az Z,(t) vektor elemei is ismertek. A masik
eltérés, hogy a jobb oldali q, (t) vektorban, ahol a kiils6 csomopontokra hato
er6k szerepelnek, megjelennek a kiils6 reakciok is, amik ismeretlenek, igy ezt a
tehervektort irhatjuk a terhek és a reakciok Gsszegeként:

gk (t) = gk,teher(t) + Tk (t) (3328)

Az egyenletrendszerben tehat a szokéasostol eltéré modon mindkét oldalon meg-
jelennek ismert és ismeretlen id6fliged mennyiségek. Bontsuk szét az egyenlet-
rendszert blokksoronként a belsd és a kiils¢ szabadsagfokok egyenleteire:

s, ] [PO] <, £ [20] - o). @

[ﬁkb %kk] EZZH + [ékb ékk] BZE?)} = [ﬂk7teher(t) +£k(t)]. (3.330)

A felbontas alapjan a megoldasi stratégia az lehet, hogy a (3.329) egyenlet
alapjan meghatarozzuk a belsé csomépontok elmozdulasait, hiszen abban csak
azok szerepelnek ismeretlenként, majd annak ismeretében megoldjuk a (3.330)
egyenletet az 1, (t) reakciokhoz.

A (3.329) egyenletben bontsuk fel a szorzasokat:
ﬂbbib(t) + %bkik (t) + ébbgb(t) + ébkgk (t) = gb(t)7 (3331)

és vigylik 4t az ismert mennyiségeket a jobb oldalra:
%bbib(t) + ébbgb(t) = Qb(t) - gbkik (t) - gbkik) (t)) (3332)

A kapott egyenletrendszerben M, , K, métrixok és z,(t) vektor a csak a belss
csomopontok figyelembevételével szamolt tomeg- és merevségi matrix, és elmoz-
dulasvektor, amit kordbban indexek nélkiil M-mel, K-val és x(t)-vel jeloltiink.

A jobb oldalon a

4,(t) = q,(t) — K, 2,,(t) — M, &, (t) (3.333)

17Ezért lesz mindkét matrixnak bb-, bk-, kb-, és kk-blokkja, amik rendre a belsé-belsd,
bels6-kiilss, kiils6-belsd, kiils6-kiils6 blokkoknak felelnek meg.
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a) )
z(t I I EZ t l
wz(t)  wx, X, (t) ks 1250 1093.75 K
, L L L }
T T T '
b) d)
11250 l
X, le Ixz Vx, 108375 a

3.20. abra. Kéttamaszu tarté tamaszrezgése: a) a szerkezet modellje; b) a szer-
kezet modellje kiegészitve a kiils szabadsagfokokkal; c¢-d) a merevségi matrix
els és mésodik oszlopédnak elemeinek szamitésa.

tehervektor az, ami a bels6 csomépontokra hato q, (t) terhek mellett a tamasz-
mozgast helyettesits eréket is tartalmazza. A megoldas f6 lépése tehat az

M, &,(t) + K, z,(t) = g, (t) (3.334)

egyenletrendszer megoldasa. A reakcidkat a (3.330) egyenletbdl lehet meghata-
rozni, az igénybevételek szdmitasdhoz pedig az

f.tt) = Ebb Kbk] [xb(t)] (3.335)

kb ékk 24 (1)

ercket kell mikodtetni a szabadsagfokokra és abbol statikus modszerrel szamolni
az igénybevételeket.

A most bemutatott modszerrel tehat meghatarozhato az a gerjesztGers, amit
a szabadsagfokokra kell mikddtetni, hogy helyettesitsiik a tAmaszok mozgéasat
amikor az elmozdulasokra van sziikség. Megemlitjiik, hogy ha a tomegmatrixot
diszkrét rendszerben tomegpontokbdl, vagy diszkretizalt rendszerben a téme-
gek pontokba redukalasaval élh’tjuk els, akkor a tomegmatrix diagondlméatrix
lesz, igy az M, ~matrix (ésa M M, i is) zérusmatrix lesz, mérete a kiils§ és bel-
s6 szabadsagfokok szamatol fiigg. Ilyen esetben a tamaszmozgasbol szarmazo
gerjesztGerd dnmagaban a —K, (t) szorzat lesz, ami talan leginkabb hasonlit
az egyszabadsagfoki rendszereknel levezetett helyettesits gerjesztSerdre (lasd a
—kz(t) tagot a (2.348) egyenlet jobb oldalan).

Ha egy tamasz nem mozog, akkor a hozza kapcsolodod komponense az z,(t)
vektornak nulla, a K matrix neki megfelels oszlopa nullaval szorzodik, vagyis
abbol valoban nem keletkezik teher, viszont a reakciokat szamolhatjuk a (3.330)
egyenletbdl.

3.3.5. Példa (Tobbszabadsagfoku rendszer harmonikus tamaszmozgéasa). Szd-
mitsuk ki a 3.20.a) dbrdn ldthato kéttdmaszi tartd kétszabadsdgfoki modelljében
a szabadsdgfokok maximdlis gyorsuldsdt, ha a két tamasz azonos fazisban rezeg
a z(t) = 0.03cos(10t) harmonikus figguény szerint. Az egyes szabadsdgfokokba
redukdlt témegek m = 10t, a gerenda hajlitomerevsége ET = 1800kNm?, tdmasz-
kéoze L = 2.4m.
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Megoldas
El6szor a kétszabadsagfoki rendszer belsé szabadsagfokokhoz tartozé méat-
rixait kell kiszdmitani. A tomegmatrix diagonalmatrix:

10 0
M, = {0 10] (3.336)

A merevségi matrixot a hajlékonysagi matrixon keresztiil szamolhatjuk.
Virtualis ergk tételébsl utébbi elemei:

L3 [4 35
Invertéalast kovetGen a merevségi méatrix:
9ET 4 =35
o0 = 37508 [—3.5 1 ] (3.338)
amibe behelyettesitve az értékeket:
1250 —1093.75
Ky = [1093.75 1250 ] ! (3.339)

A kovetkezs lépésben a tdamaszmozgasbol szarmazd tehervektort kell
elgallitanunk. Egészitsiik ki a rendszert a tAmaszoknal a 3. és 4. kiils6 sza-
badsagfokokkal a 3.20.b) abra szerint, és irjuk fel a kiegészitett rendszer
matrixait. Diagonél tomegmatrix hasznélata esetén a kiilsG szabadséagfo-
kokra jutdé tomegek csak a reakcidkat befolyasoljak. Mivel csak egy-egy
L hossziisdgu szakasz kapcsolodik hozzajuk, tételezziik fel, hogy ezekbdl
szarmaz6 tomeg m/2 lesz:

10 0 0 O
0 10 0 O

M = 0 0 5 0 (3.340)
0 5

A kiegészitett rendszer merevségi matrixanak elemeihez a matrix fizikai
jelentését hasznalhatjuk. Az els§ oszlop elemei egyensilyi helyzethez tar-
toznak, a 3.20.c) dbra mutatja ezeket az erket. A végpontokra felirt nyo-
matéki egyenletekbdl:

kg1 -3L 4+1250-2L —1093.75- L =0 — k31 = —468.75

(3.341)
1250 - L —1093.75 - 2L + kg1 - 3L =0 —  kyy = 312.5.

A masodik oszlop elemei is egyensulyi helyzethez tartoznak, a 3.20.d) abra
mutatja ezeket az er6ket. A végpontokra felirt nyomatéki egyenletekbdl:

k3o - 3L —1093.75- 2L +1250- L =0 — k3o = 312.5

(3.342)
—1093.75 - L+ 1250 - 2L + kyp - 3L =0 —  kyy = —468.75.
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A merevségi méatrix szimmetrikus, igy az els§ és méasodik sor elemeit is
tudjuk, végiil a hianyz6 négy elem a harmadik és a negyedik oszlop jelentése
alapjan szdmolhato:

1250 —1093.75 —468.75 312.5
—1093.75 1250 312.5 —468.75
K= —468.75 312.5 208.33 —52.08 (3.343)
312.5 —468.75  —52.08 208.33
A megtamasztott szabadsagfokok elmozdulasai és gyorsulasai:
(1) = [883} cos(10),  @y(t) = [:g] cos(10¢). (3.344)

Ezeket felhasznélva a (3.333) szerinti tehervektor felirhato:

o [0] [-468.75 3125 ][0.03] . [0 0][-3
4,(t) = M [ 312.5 —468.75} {0.03] cos(10¢) {0 0] [—3} cos(10¢)
4.6875
= [4.6875} cos(10t).
(3.345)

A kibgvitett rendszer méatrixaibdl a tehervektor elgallitdsahoz rendre a
jobb felsd 2 x 2-es blokkokra lesz sziikség: a méretnél a sorok szama a belsg,
az oszlopok szama a kiils6 szabadsagfokok szamaval egyezik meg, az csak
véletlen, hogy ezek most megegyeztek.

A harmonikus helyettesit§ gerjesztGerd ismeretében a rezgésegyenlet
kozvetlen megoldasat (lasd (3.249)) hasznalhatjuk a valasz amplitadéja-
nak szamitasdhoz:

I 1250 — 102 - 10 —1093.75 -t 4.6875| | —0.005556
=90 ™ —1093.75 1250 — 102 - 10 4.6875| — | —0.005556 |’
(3.346)
amibdl a valasz:
—0.005556
gg(t) = {—0.005556] cos(10t). (3.347)

A negativ eljel a valasz fazisat mutatja: amikor a tdmaszok az egyensilyi
helyzethez képest lefelé mozdulnak el, akkor a szabadsigfokok az egyensii-
lyi helyzethez képest felfelé. A szabadsagfokok gyorsulasai az id§ szerinti
masodik derivalasbol:

) 05556
£,(t) = [0.5556

} cos(10t). (3.348)

3.3.4.2. Tébbszabadsagfoku rendszerek gerjesztése tAmaszmozgassal:
alakvaltozasok

Az alakvéaltozasok, illetve alakvaltozast okozéd elmozdulasok szamitasdhoz tar-
toz6 tehervektor levezetéséhez ugyanugy, mint az elbb, vezessiik be a bels§ és
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kiils6 szabadsagfokokat, és irjuk fel azok mozgasegyenletét particionélt alakban:

Ebb Mbk] [?b(t)} + [Kbb Kbk} {xb(tq — Eb(t)} (3.349)
Mkb gkk gk(t) ékb ékk gk(t) qk(t)

A tamaszok mozgaséra vezessiik be azt a korlatozast, hogy az Gsszes tdmasz
mozgésa egyetlen z(t) skalarfiiggvénnyel legyen ardnyos, és feleljen meg a té-
maszok merevtest-szeri elmozduldsanak. Ezt indokolhatja példaul az, hogy az
Osszes tdmasz azonos iranyban és azonos kitéréssel mozog, vagy az, hogy egy
olyan merev alaptesthez csatlakoznak, amelynek az elfordulasa (tn. billegs moz-

gésa) eredményezi a tamaszok elmozdulasait. Az egyparaméteres tdmaszmozgas
egyben azt jelenti, hogy a kiils§ szabadsagfokok elmozdulasat

2y (t) = 4,2(1) (3.350)

alakban irhatjuk, ahol az ¢, vektor a kiils§ csomoépontok mutatovektora, vagy
indexvektora, vagy hatdsvektora, és azt mutatja meg, hogy a tamaszoknak a
mozgas iranyaba torténd egységnyi elmozdulasa esetén mekkora az egyes kiilsé
szabadsagfokok elmozdulésa, mekkora az egységnyi tdmaszmozgas hatasa. Ha
csak vizszintes és fliggSleges eltolodasi szabadsagfokaink vannak, akkor egy viz-
szintes tamaszrezgés esetén a vizszintes mozgast leiro szabadsagfokok helyén 1,
a fliggbleges mozgast leird szabadsagfokok helyén 0 van az ¢, vektorban.

A mutatovektor a szerkezet jellemzGje, igy idéfiiggetlen, tehat a kiils6 sza-
badsagfokok gyorsulasa az alabbi lesz:

By(t) = 1 E() (3.351)

A bels6 szabadsagfokok elmozdulésat bontsuk két részre. Az elsé rész le-
gyen a bels6 szabadsagfokoknak a teljes szerkezet merevtest-szert elmozdulésa-
bol szarmazéd elmozdulasa, a masodik rész pedig az ehhez hozzaadodé elmoz-
dulasok, amik az alakvaltozasokat, azaz a tdamaszokhoz képesti elmozdulasokat
tartalmazzak.

e A teljes szerkezet merevtest-szeri elmozduldsat a tAmaszok, és igy a kiilss
szabadsagfokok kotott mozgasa miatt idében a z(t) fiiggvény hatarozza
meg. A bels6 szabadsagfokok mozgasanak merevtest-szerd részét az

Ty m (1) = 1,2(1) (3.352)

képlettel szdmithatjuk, ahol az ¢, vektor a bels6 csomépontok mutato-
vektora, vagy indexvektora, vagy hatdsvektora, és azt mutatja meg, hogy
a tamaszoknak a mozgés iranyaba torténd egységnyi elmozdulasa esetén
mekkora az egyes belss szabadsagfokok elmozdulasa, mekkora az egységnyi
tamaszmozgés hatasa. A kiils6 szabadsagfokokhoz hasonléan itt is igaz,
hogy ha csak vizszintes és fiigg6leges eltolodéasi szabadsagfokaink vannak,
akkor egy vizszintes tamaszrezgés esetén a vizszintes mozgast leird sza-
badséagfokok helyén 1, a fiiggbleges mozgast leird szabadsagfokok helyén 0
van az (, vektorban.

o Az alakvdltozdst okozd elmozduldsokat jeldljiik az u,(t) vektorral. Mivel a
merevtest-szeri mozgas a tamaszokkal egyiitt mozgd szerkezet elmozdu-
lasait tartalmazza, igy az w,(t) vektor elemei a tamaszokhoz képesti el-
mozdulasok lesznek, ez is indokolja, hogy a kiils6 szabadsagfokoknal nem
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emlitettiik az wy(t) vektort, hiszen az (a tdmaszok tamaszokhoz képesti
elmozdulasa) nullvektor lenne.

A teljes elmozdulas a ketts Gsszege lesz, azaz:
2y (1) = wy(£) + 2y, (1) = 1 (F) + ,2(2), (3.353)
mig a teljes gyorsulés:
iy (8) = i (1) + iy (1) = i1y () + 15 (0). (3.354)

Helyettesitsiik be a belsd és kiils6 szabadsagfokok most kifejezett elmozdu-
lasait és gyorsulasait a (3.349) egyenletbe:

(B 1) [0 4450 [ Bur] )20 _ [0,
M, M, uA(t) K, Ky 42 (t) qk(t)

(3.355)

Az egyenletrendszer ismeretlenei az w,(t) vektor fiiggvény elemei és a g, (¢)

vektorban rejt6z6 kiils6 reakciversk fliggvényei. A megoldasi stratégia most is

az, hogy elészor a belsd szabadsagfokok egyenleteit irjuk at és oldjuk meg, majd

az elmozdulasok ismeretében a reakcidkat a kiilsé szabadsagfokok egyenleteibsl
szamoljuk. A bels6 szabadsagfokok egyenletei:

(M, M, ] [u”(tzk%lf(t)] + K, K] {“b(’?;égz(t)} = [4,(1)] - (3.356)

Bontsuk fel a szabadsagfokok vektoraiban az Osszegzéseket az alabbi modon:

(M, ] [t (t)] + [E,,] [us(6)] +

o, o] [50] 45, 12,0 [250)] < [g0). @)

Az egyenletrendszer bal oldalan szerepld

[ébb ébk] [Zzz((g] (3.358)

szorzatban az elmozdulasok az Gsszes (kiils§ és belss) szabadsagfok merevtest-
szerl elmozdulasat tartalmazzéak. A merevségi méatrix fizikai jelentése szerint
azokat az erSket szamitja ki a matrixot szorz6 elmozdulasvektorbol, ami az
egyensilyi allapotot fenttartja, mivel az elmozdulas miatti alakvaltozasok hata-
sara a szabadsagfokok nem lennének egyensulyban. A merevtest-szerd elmoz-
dulés esetén viszont nincsenek alakvaltozasok, zérus erSkkel fenn lehet tartani
az egyensulyt, ezért a (3.358) vektor egy nullvektor lesz.

A (3.356) egyenlet maradék részében rendezziik egy oldalra az ismeretlen
u, (t)-t tartalmazo és nem tartalmazo tagokat:

iy E(t)
M, (8) + Ky (t) = ¢,(t) — (M, M,,] LZé(t)] (3.359)
A kapott egyenletrendszerben M bb? K b matrixok a csak a bels§ csomo-

pontok figyelembevételével szamolt tOmeg- és merevségi matrix, amit korabban
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indexek nélkiil M-mel és K-val jeloltiink. Az w,(t) vektor a bels§ csomoépon-
tok tamaszokhoz képesti elmozdulasa (mivel a tdmaszok tamaszokhoz képesti
elmozdulasa 0, igy gyakran csak wu(t)-ként jeloljiik), és bar az egyenlet hasonlit
a tobbszabadsagfoka rendszerek gerjesztett rezgésénél megszokott alakra, igy
a megoldasat is hasonlé médon hajthatjuk végre, de az u(t) mozgod koordina-
tarendszerben val6 definidltsdga miatt a tomegszer-gyorsulas tag nem tisztan
Newton masodik torvényének az m - a oldala. A (3.359) egyenlet jobb oldalan a

ty 4A(t)

60 =0 - (1, M, |25 (3.360)
tehervektor az, ami a bels6 csomépontokra haté g, (¢) terhek mellett a tamasz-
mozgast helyettesité erdket is tartalmazza. Ha csak a tdmaszmozgés terhét
nézziik, akkor a tehervektor

Ty 4E(t) _ Ly -
q,(t) = — [ﬂbb gbk] [L;gf’i(t) - @bb %bk} 0 (t) (3.361)
A Z(t) tagot szorzd matrix-vektor-szorzatot az m vektorral jeloljiik:
L
m = [gbb ﬂbk} L]j ) (3.362)

ez az id6tol fliggetlen, viszont a tdmaszmozgéas irdnyatol az . vektorokon ke-
resztiil fiiggd vektor a tamaszmozgds irdnydba mozgd szabadsdgfokonkénti tome-
gek vektora. Az m vektort tehat ugy kaphatjuk meg, hogy a teljes szerkezet
tomegmatrixat beszorozzuk a bels6 és kiils6 csomopontoknak az egységnyi ta-
maszmozgas hatasara merevtest-szert elmozdulasbol 1étrejovs elmozdulasokbol
képzett mutatovektorral, és a kapott vektornak vessziik a belsé csomépontokhoz
tartozo elemeit. A mozgd tomegek vektorat felhasznédlva a tamaszmozgés miatti
gerjesztést megadd tehervektor:

q)(t) = —m(t), (3.363)

ami formailag az egyszabadsagfoki rendszereknél levezetett (2.357) egyenlet
jobb oldalan megjelens —mZ(t) tagra hasonlit.

Tudjuk, hogy ha a tomegmétrixot diszkrét rendszerben tomegpontokbol,
vagy diszkretizalt rendszerben a tomegek pontokba redukalaséval allitjuk eld,
akkor a témegmatrix diagondlmétrix lesz, igy az M, —matrix (és a M, is)
zérusmatrix lesz, mérete a kiils§ és bels§ szabadsagfokok szamatol fligg. Ilyen
esetben a tamaszmozgésbol szdrmaz6 gerjesztGeré megegyezik a —M bkgbé(t)
képlettel szamolttal, a tomegek vektora pedig az M, ¢, szorzattal, azaz nem
kovetiink el hibat, ha tudatosan csak a belsé csomopontokkal dolgozunk.

A megoldas 6 lépése tehat az
ﬂbbgb(t) +£bb@b(t) = —mZ(t) (3.364)

egyenletrendszer megoldasa, majd az u(t) ismeretében a (3.355) egyenlet méso-
dik blokksorabol:

M, M, ] [Ub(tgkl_(iZ;Z(t)] +[K, K] [Ub(tzkl—(igz(t)] — [q,(8)] (3.365)

megoldasaként a g, (t) vektor elemeibdl a reakciokat lehet szamolni.
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a)

—>
77.687 KN
71.472kN
«—
83.405 kN
X4
) PR N
9.0963 kN 77.318 KN 9.4658 kN
+— 4+— +—
7.2947 KN 42.908 kKN 21.2696 kN
<+— 4+— —>
4.0482 kN 96.414 kN 17.0569kN

3.21. abra. Haromszintes szerkezet tamaszrezgése: a) a szerkezet modellje; b) a
kiils6 szabadsagfokkal kiegészitett modell; ¢) a maximalis alakvaltozasokat lét-
rehozo statikus erérendszer; d-f) a rezgésmodonként maximalis igénybevételeket
okozo6 erérendszerek.

3.3.6. Példa (Tobbszabadsagfokt rendszer harmonikus tdmaszmozgasa). Ha-
tdarozzuk meg a .a) dbrdn ldthato szerkezet oszlopaiban a maximdlis nyirderdt
és hajlitonyomatékot, ha a tdmasz vizszintesen 0.05cos(12t) [m] figgvény sze-
rint rezeg. Az egyes szabadsdgfokokba redukdlt tomegek m = 9t, egy-eqy oszlop
hajlitomerevsége ET = 1800kNm?, a szintek magassdga h = 4m.

Megoldas
Allitsuk el§ elGszor a belst szabadsagfokokhoz tartozo tomeg- és merevségi
matrixot. A témegmatrix:

9 0 0
M, =10 9 0f. (3.366)
009

A merevségi matrixhoz egy oszlop helyettesité merevsége az oszlopvégek
befogott-befogott kapcsolata alapjan:

_12EI 12-1800

Ko h3 43

= 337.5. (3.367)

Ezutan a merevségi matrix kompilalhato (szintenként két-két oszloppal kell
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szamolni):
675 —6750
K, =|-675 675 —675|. (3.368)
0 —675 1350

Szamoljunk modalanalizissel, ehhez numerikusan oldjuk meg az altalanosi-
tott sajatértékfeladatot. A sajatkorfrekvenciak:

wo1 = 3.8542rad/s, wo2 = 10.7992rad/s, wo3 = 15.6052, (3.369)

A tOmegmatrixra normalt sajatvektorok pedig:

0.24566 —0.19700 0.10933
v, = |0.19700|, wy, = | 0.10933 |, wv3= |—0.24566| . (3.370)
0.10933 0.24566 0.19700

A tamaszmozgast helyettesitd tehervektorhoz kiegészitjiik a rendszert
egy negyedik, kiils§ szabadsagfokkal a 3.21.b) abra szerint. A rendszer me-
revtestszeri elmozditasa esetén minden szabadsagfok egységnyivel mozdul
el, igy a mutatévektor

Ll _
M -

lesz. Mivel diagonal tomegmétrixot hasznalunk, ezért a kiils§ szabadsag-
fokok miatt kiegészitett tomegmaétrix belsé szabadsagfokoknak megfelels
soraiban csak nullak szerepelnek a kiils6 szabadsagfokok oszlopaiban, ezért
a tdmaszmozgas iranyaba mozgo6 tomegek vektora:

(3.371)

I S

9 0 0 0 1 9
m=10 9 0 0| |=]9 (3.372)
009 0 9
1_
A helyettesits terhek vektora (3.364) alapjan:
9 [64.8
q(t) = — |9 (—12)0.05cos(12t) = |64.8 | cos(12t). (3.373)
9 64.8

Az egyes rezgésmodokban (3.280) alapjan a vélasz amplitudoja:

64.8 1 1

Ygr0 = [0.24566 0.19700 0.10933] |64.8 =

2 122
64.8 3.8542% 1 — 3.85422

= —0.276967. (3.374)
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64.8

1 1
Yg20 = [—0.19700 0.10933 0.24566] |64.8 5 PER
6ag| 10799221 — A2
= —0.373925. (3.375)
64.8 1 1
Yg30 = [0.10933 —0.24566 0.19700] |64.8 5 T =
6ag| 19-6052% 1 — A2

=0.039504. (3.376)

A szerkezet valasza tehat az alabbi lesz:

0.009944
U, (1) = (V1Yg10 + Va¥g20 + V3Yg30) cos(12t) = [—0.1051485| cos(121),
—0.1143559
(3.377)
aminek az amplitadojit az alabbi statikus erérendszer hozza létre:

0.009944 77.687

f .= K |—0.1051485 | = | —71.472| kN, (3.378)
—0.1143559 —83.405

Ezt az erérendszert abrazoltuk a 3.21.c) abran, amibdl az oszlopok igény-
bevételeit tudjuk kiolvasni. A legfelsd szint oszlopait elvigva a metszet
folotti rész egyensiilya alapjan ennek a szintnek a nyirdereje 77.687kN, egy
oszlopra ennek a fele jut:

77.687
Vi = 5 = 38.844kN. (3.379)

A befogott-befogott oszlop also és felss végein V - h/2 nagysagi hajlitonyo-
maték keletkezik, azaz

4
M; = 38.8447 = T7.687kNm. (3.380)

A koOzéps6 szint oszlopait elvagva a metszet f0lotti rész egyensulya alapjan
ennek a szintnek a nyiroereje 77.687—71.472 = 6.215kN, egy oszlopra enneg

a fele jut:

6.215
Vi = =5~ = 3.108kN. (3.381)

A befogott-befogott oszlop also és felss végein V - h/2 nagysagu hajlitonyo-
maték keletkezik, azaz

4
My, = 3.1085 = 6.215kNm. (3.382)
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A legalso szint oszlopait elvagva a metszet folotti rész egyensilya alapjan
ennek a szintnek a nyiréereje 77.687 — 71.472 — 83.405 = —77.190kN, egy
oszlopra enneg a fele jut:

—77.190
= = —38.595kN. (3.383)
A befogott-befogott oszlop also és fels6 végein V - h/2 nagysagi hajlitonyo-
maték keletkezik, azaz

4
M, = ~38.5955 = ~77.190kNm. (3.384)

Harmonikus gerjesztésrol 1évén szo az elGjelek itt a fazist mutatjak.

Az u vektorbdl kiolvashatok az egyes oszlopok alakvaltozasai is, igy a
ko, merevséggel az azt 1étrehozé igénybevételeket kozvetleniil megkaphatjuk.
Példaul a fels6 oszlop alakvaltozéasa:

Auy = 0.009944 — (—0.1051485) = 0.1150925, (3.385)
az ezt létrehozo vizszintes eltoléers, ami egyben az oszlop nyirdereje:
Vi = koAuy = 337.5-0.1150925 = 38.844kN. (3.386)

Az ugyanezen eltolashoz tartozo hajlitonyomaték pedig:

M = %Auf = 675-0.1150925 = 77.687kNm. (3.387)
Természetesen mindegyik megegyezik az el6bbi mddszerrel szamitott ered-
ménnyel.

Az igénybevételeket és az azokat létrehozo erérendszereket rezgésmd-
donként is szamolhattuk volna. Az els6 rezgésalak legnagyobb kitérésének
megfelel§ alakot az alabbi statikus erérendszer hozna létre:

~9.0963
fo = Kvyygor = whi Muyygor = | —7.2947 | kN, (3.388)
~4.0482

A masik két modban pedig hasonlé szamitas alapjan:

77.318 9.4658
[, = | —42:908| kN, [ = | —21.2696 | kN, (3.389)
—96.414 17.0569
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a)

o) 15.8165kN

—

T

9.2405 kN

3.22. abra. Konzolos oszlop tamaszrezgése: a) a szerkezet modellje; b) a kiilsg
szabadsagfokkal kiegészitett modell; ¢) a maximalis alakvaltozasokat létrehozd
statikus erérendszer.

Ezeket az erérendszereket abréazoltuk a 3.21.d)-f) dbran. A mar latotthoz
hasonlé szamitas alapjan egy kozépsé oszlop nyirdereje rezgésmodonként:

1 —9.0963 — 7.2947 77.318 — 42.908

V= 5 = —8.1730,V; = —y = 17205,
9.4658 — 21.2696
V3 = 5 = —5.9019,
(3.390)

melyek Osszege:
Vi = Vit + V2 + V3 = 3.130kN, (3.391)

akéarcsak a fenti szamitasnal. Az 6sszegzésnél kihasznéltuk, hogy a harmo-
nikus gerjesztés miatt az elGjelek a gerjesztéshez képesti fazis adtak meg.

3.3.7. Példa (Tobbszabadsagfokiu rendszer harmonikus tdmaszmozgasa). Ha-
tdrozzuk meg a 5.22.a) dbrdn ldthatd szerkezet befogdsi keresztmetszetében a ma-
ximdlis hajlitényomatékot, ha a tdmasz vizszintesen 0.05cos(4t) [m/] figguény
szerint rezeg. A két szabadsdgfokba redukdlt témeg egyardnt m = 9t, az oszlop
haglitomerevsége EI, = 2400kNm?, magassdga h = 4.5m, a konzol hajlitémerev-

sége EI;, = 1800kNm?, hossza | = 3.6m.

Megoldas
A harmonikus gerjesztésre tekintettel a differencialegyenlet kdzvetlen meg-
oldasara levezetett (3.249) képletet hasznaljuk.

A toémegmatrix a két szabadségfoknak megfelelGen

M= [g g} t. (3.392)

A merevségi matrixhoz elészor a hajlékonysagi matrixot szamitjuk ki. A
részletek mell6zésével a matrix elemei paraméteres és szamadatokkal:

n? h2l
0.012656 0.015188] m
_ |3E1, 31, _ m
=05 per ] [0.015188 0.032940} W (339)
2EI, EI, ' 3EI,
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Aminek inverze a merevségi matrix:

1 [176.872  —81.549] kN
=L = | 81549 67958 | m (3.394)

=

A tamaszmozgast helyettesité harmonikus teher amplitidojanak vek-
torat a (3.364) képlet alapjan szamoljuk. A szerkezetet a 3.22.b) abranak
megfelelen egészitsiik ki a mozgd tamasznak megfelels kiils§ szabadsag-
fokkal.

Mivel diagonal-témegmaétrixot hasznalunk, ezért a mozgo6 tomegek vek-
toranak (3.362) szerinti szamitasanal a harmadik oszlopba csupa nulla ke-
riil. Az egységnyi merevtest-szert vizszintes elmozditas esetén az els és a
harmadik szabadséigfok eltolédasa egy lesz, a masodiké nulla, igy a muta-
tovektor elemei rendre 1, 0 és 1 lesznek. Ezekkel az m vektor:

1

m—{g . 8} 0 _m (3.395)
1

A z(t) = zp cos(wt) fliggvény szerint mozgd tamasz gyorsulasa az id6 sze-
rinti kétszeri derivalas utan

3(t) = —zow? cos(wt), (3.396)

igy a tehervektor amplitudoja:
4, = —m(—w?z) = B] - 42.0.05 = [7(')2] (3.397)
A valasz amplitiadovektora:

Ugo = (£ - ""2%)_1 4, =

32.872 —81.549] [7.2] _ {0.059837

{—81-549 ~75.042) | 0 —0.064170]' (3.398)

Mint tudjuk, az amplitadonak megfelel elmozdulasokat létrehozé ers-
rendszert a merevségi matrix segitségével szamithatjuk:

f,=Kq, =

f, = Kq, [15.8165} . (3.399)

—9.2405

Ezt az erérendszert lathatjuk a 3.22.c) abran, A masodik szabadsagfok-
ra hato erd eljelét a nyil irdnyaval vettiik figyelembe. Ebbdl a két erébdl
a befogasi keresztmetszetben a hajlitényomaték:

Mo = 15.8165 - 4.5 — 9.2405 - 3.6 = 37.908kNm. (3.400)
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A kapott eredmény szorzodik az allanddsult rezgés soran cos(wt)-vel, ami
—1 és +1 kozott valtozik, igy a maximumhoz a fenti eredmény abszolutér-
tékére van sziikség:

| Mya0 = 37.908kNm | (3.401)

3.3.5. Tobbszabadsagfoki rendszerek féoldrengésvizsgalata

Szerkezetek foldrengésvizsgélatanal elsGsorban az igénybevételekre van sziiksé-
giink, a tamaszok pedig azonos fazisban, azonos irdnyban mozognak, ezért a
vizsgalatot a 3.3.4.2. alpontban bemutatott teherrel végezziik. A feladatunk
tehat az

Mii(t) + Ku(t) = —mZ(t) (3.402)

differencialegyenlet megoldasa altalanos, illetve ismeretlen z(t) fliggvény esetén.
A feladat megoldéasat csillapitatlan rendszerre mutatjuk be. A tartészerkeze-
tekben jellemz§ kis csillapitas esetén a gondolatmenet csak annyiban valtozik,
hogy a valaszspektrumot a csillapitasi hanyadnak megfelels valaszspektrumként
kell elgallitani és hasznélni.

3.3.5.1. Elgirt z(¢) foldrengés vizsgalata

Tobszabadsagfokt rendszerek gerjesztett rezgéseinek vizsgalat sordn mér tobb-
szOr is lathattuk, hogy a szamitast nagyban megkonnyiti, ha a kapcsolt differen-
cidlegyenletet atalakitjuk kozonséges differencialegyenletekké, melyek megoldasa
lényegesen egyszertibb. Az egymassal nem kapcsolt valtozokra valo attérést a
moddlanalizis segitségével érhetjiik el, ami feltételezi, hogy ismerjik a (3.71)
megoldésaként a rendszer wo; sajatkorfrekvencidit és a v, tomegmatrixra nor-
malt sajatvektorokat. A differencidlegyenlet megoldéasat keressiik a rezgésalakok

linearis kombinaciojaként:
N
u,(t) = Vy (1) = D v;565(0). (3.403)
j=1

Fenti képletben V a tomegmaétrixra norméalt sajatvektorokat tartalmazo modal-
métrix, y(t) pedig az egyes rezgésalakok modalis koordinatait tartalmazo vek-
tor. Mivel a rendszer K és M maétrixai id6ben allandok, igy a rezgésjellemzsk,
példaul a V méatrix sem valtozik, ezért a gyorsulasok vektora

ii, () = Vi) (#): (3.404)

alakban irhato. A keresett alakot és a méasodik derivaltjat helyettesitsiik be
a (3.402) egyenletbe:

MV (t) + KVy () = —mZ(t), (3.405)

és szorozzuk meg mindkét oldalt balrél a modalmatrix transzponaltjaval, azaz
KT-VEII
VIMVG () + VI EVy (1) = -V mi (). (3.406)
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A sajatvektorok (3.179) szerinti tulajdonsagait felhasznalva a bal oldalon két
diagonéalméatrixot kaptunk:
Lj (1) + Q% (1) =~V mX(1), (3.407)
a jobb oldalon pedig egy olyan vektort, aminek a j-edik eleme a j-edik sajatvek-
tor transzponaltjanak és a tAmaszmozgas irdnyaba mozgo tomegek vektoranak a
szorzata, azaz a tomegek vektoranak vetiilete a v, sajatvektorra. Ezt a vetiiletet
moddlis részvételnek nevezziik és I';-vel jeloljiik:
T, =vm. (3.408)
A modalis részvétel tehat a rezgésmodhoz és a tamaszmozgas iranyahoz tartozo
mennyiség, melynek négyzete a moddlis tomeg:

m; =13 (3.409)

Gytjtsiik a I'; értékeket a I' vektorba:

L=| . |=Vm=V"M (3.410)
'y
igy az egyenletrendszert gy irhatjuk, hogy:
Lj (t) + Q% () = ~LZ(1), (3.411)
A bal oldali diagonalméatrixok miatt az egyenletrendszer j-edik soraban csak
g5 (t) és yg;(t) szorzodik nullatol kiilénbozs értékkel, ezért az egyenletrendszer
szétesik N kozonséges differencialegyenletté. A példaként mondott j-edik sorbol
az lesz, hogy:
g5 (£) + wijygi (t) = —T;(t), (3.412)

ami egy olyan csillapitatlan egyszabadsagfoki rendszernek a differencialegyen-
lete, melynek a tomege egységnyi, a rugémerevsége ng, igy a sajatkorfrekvenci-
aja wo;, és a tamaszrezgésbol szarmazo —I';Z(t) erd gerjeszti. A (2.25) egyenlet
megoldasara korabban levezetett tetszéleges megoldasba behelyettesitve a fenti
paramétereket a modalis vilasz megkaphato.

A modalis valaszbol teherbirés vizsgalata esetén csak a szélsGértékre vagyunk
kivancsiak. A 2.6.2. szakaszban bemutattuk, hogy egy egységnyi témegi rend-
szer esetén egy z(t) tamaszmozgés hatésara a maximalis kitérés az elmozdulas-
valaszspektrumnak az adott sajatperiodushoz tartozéd értékével egyenls (hiszen
igy definialtuk az S, elmozdulas-valaszspektrumot). A (3.412) egyenletben en-
nek a tAmaszmozgasnak a I'j-szerese szerepel, ezért a modalis kitérés maximuma

Yo" =T - Su(To;) (3.413)

lesz. Ebbdl a maximalis modalis kitérésbdl szarmazik a j-edik rezgésalakkal
kialakul6 legnagyobb kitérés, ami

u = mar — er‘j . SU(TOJ) (3414)

Yjmaz = Yj " Ygj
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Az ugyanebben a rezgésalakban létrejové legnagyobb igénybevételeket ebbdl az
elmozdulasbol, vagyis az ugyanekkora eltolodést 1étrehozé statikus erérendszer-
bél szamolhatjuk. A szamitashoz a merevségi matrix fizikai jelentését hasznaljuk
fel, a K matrixot szorozva az elmozdulésok vektoraval megkapjuk az elmozdu-
last létrehozo erérendszert. A j-edik modban ez:

f = Qj,maz = Qj ’ Fj : SU(TOJ) (3415)

Zj,max

Fenti képletben a v; vektor a tobbszabadsagfoku rendszer sajatvektora, ami

kielégiti a (3.80) egyenletet (Kv; = wg; Mv;), ezért

f

j,max

= wh;Mu; - T - Sy (To;). (3.416)

A képletben megjelend ng Su(To;) szorzat az elmozdulési-valaszspektrum és az
Sa(To;) pszeudogyorsulas-valaszspektrum kozotti kapcesolatnak (lasd (2.368))
megfeleléen a pszeudogyorsulas-valaszspektrum adott sajatperiédushoz tarto-
706 értéke, igy a maximalis modalis igénybevételeket létrehozé erérendszert az

f

<j,max

= Mu; - Tj - Sa(To;) (3.417)
képlettel szamolhatjuk.

3.3.5.2. Tervezési valaszspektrum hasznalata

A 2.6.2.1. alpontban bemutattuk, hogy ha nem ismerjiik a leendd foldrengést,
akkor a szabvany milyen tampontot ad az egyszabadsagfoka rendszerek esetén
a maximalis igénybevételt okoz6 helyettesité statikus teher meghatarozasara
(lasd (2.371)). A tobbszabadsagfoka rendszerek vizsgalatat egyszabadsagfoku
rendszerekre vezettiik vissza, igy itt is hasznalhato ugyanez az eljaras, egyediil
a pszeudogyorsulas-valaszspektrum S, (Tp;) értékét kell lecserélniink a (3.417)
képletben a tervezési valaszspektrum Sq(To;) értékére:

f

Zj,mazx

= Muv; - I'; - Sa(To,) (3.418)

Egy S keresztmetszet C's; maximélis igénybevételét a j-edik rezgésalakban eb-
bél az erérendszerbdl kell szamolni.

Kovetkezs kérdés az egyes moédokban szamitott maximumok Osszegzése. Is-
mert teher esetén a modalis valaszok Osszegzését lehet a Zjvzl v;y;(t) Osszegbdl
szamolni, a vélaszspektrummal torténd szamitas esetén viszont minden egyes
modalis szélsGérték a rezgés miatt lehet pozitiv vagy negativ, és felléphetnek
azonos, vagy eltérd pillanatokban. Eppen ezért a modalis maximumok Osszeg-
zésére kiilonb6z6 modszerek hasznalatosak, ezekbdl mutatunk néhény példéat
(zardjelben a szokasos roviditésekkel).

Abszolutértékek 6sszege. (ABSSUM'®) Ez a legegyszertibb 6sszegzési mod,
amikor az egyes médok maximumainak az abszolutértékét osszegezziik, azaz:

N
CEPISUM =3 "|Cs;1. (3.419)
j=1

18 Absolute values summarized
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Az ABSSUM hasznalatéaval azt feltételezziik, hogy mindegyik rezgésalakban azo-
nos pillanatban és azonos elGjellel fog fellépni a maximalis igénybevétel. Egy
20s-ig tarto foldrengés mér hosszu rengésnek szamit, és ez alatt is valoszinttlen,
hogy sok rezgésalak esetén ez az egyidejliség bekovetkezzen, ezért a modszer a
biztonsag javara feliilrsl kozelit, a gazdasagossig szempontjabol viszont a leg-
rosszabb kozelités ez.

A négyzetSsszegb6l vont négyzetgydk. (SRSS'Y) Az dsszegzés elnevezése
meg is adja a szamitasi moédot:

CERSS = (3.420)

vagy ha a modalis maximumokat egy C'g vektorba gytjtjiik, akkor ugyanerre az
ereedményre vezet az alabbi képlet:

05755 = \Jotes = \JckIc, (3.421)

Ez az 6sszegzési mod a négyzetreemelés révén nagyobb jelentéséget ad annak a
modalis eredménynek, amelyik igénybevétele kiemelkedik a tobbihez képest.

Négyzetosszegbdl vont négyzetgyok kiemelt els6 alakkal. Ez az 6sszeg-
zés figyelembe veszi azt, hogy az alacsonyabb rezgésalakok hatéasa altalaban na-
gyobb a szerkezetek valaszaban, ezért kiemeli a négyzetosszegbdl az elsé alakbol
szarmaz6 maximumot:

Cs = |Cs1] + (3.422)

Teljes kvadratikus kombinacié. (CQC*") Ez az ésszegzés a csillapitas azon
hatasat veszi figyelembe az Osszegzésben, hogy a szerkezeti csillapitas esetén a
csillapitatlan rendszer rezgésalakjai nem fiiggetlenek egymastol, kozeli sajat-
korfrekvencidk esetén jelent&s hatasuk lehet egyméasra. Ezért az Osszegzés egy

olyan
c§e¢ — | JCToCs, (3.423)

képlettel torténik, ahol a g kombinéciés méatrix j, k-eleme:

) wor\ [ wos\3/2
pik = . (3.424)

wos \ 2 2 ) wor \ 2

— ZY7 =97

(- ()) relez)

A képletbdl kiolvashat6, hogy egymashoz kozeli sajatkorfrekvenciak esetén na-

gyobb a hatéas, csillapitatlan esetben pedig £ = 0 miatt a kombinéciés métrix
azonos lesz az egységmétrixszal, a modszer pedig az SRSS-sel.

9Square root of the sum of the squares.
20Complete Quadratic Combination
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Mindegyik Gsszegzési modszer esetén a végeredmény egy pozitiv Cg o érték
lesz, igy a teherkombinaciokban kell figyelembe venni azt, hogy a rezgés oda-
vissza jellege miatt nem ismerjiik az elGjelet.

A foldrengésvizsgalatnal a teher a rendszer témegébdl szarmazik, ezért lehet
lényeges megvizsgalni, hogy a szamitds soran a teljes tomeg mekkora részét
vettiik figyelembe. A modalis részvétel definiciojakor (3.409)-ben definialtuk a
modalis tomeget is. Ezek sszege a hatékony (effektiv) tomeg:

N
Mepr =y m;. (3.425)
j=1

A hatékony tomeget a modalis részvételek I' vektorabol is szamithatjuk az alabbi
modon: r
megr =TT = (VM) VM= TMVVTML (3.426)

A hatékony tomeg nem azonos a szerkezet teljes tomegével. A szerkezet diszk-
retizalasa esetén a megtamasztott szabadsagfokokba redukalt témegek nem je-
lennek meg a hatékony tomegben.

3.3.8. Példa (Tobbszabadsagfoki rendszer foldrengésvizsgalata). Hatdrozzuk
meg a 5.3.0. példdban vizsgdlt, a 5.23.a) dbrdn megismételt szerkezet alsé oszlo-
painak maximdlis nyirderejét, a 3.25.b) dbrdn ldthato tervezési vdlaszspektrum-
mal megadott foldrengésteherbdl. Az egyes szabadsdgfokokba redukdlt tomegek
m = 9t, eqy-eqy oszlop hajlitomerevsége EI = 1800kNm?, a szintek magassd-
ga h = 4dm. A wvdlaszspektrum adatai: Tp = 0.2s, Tc = 0.9s, Tp = 1.5s,

agr = 1.1m/s%, ST =25 agr.

Megoldas
A 3.23.a) abréan ismét felrajzoltuk a szerkezetet. Emlékeztetdiil a sajatkor-
frekvencidk:

wo1 = 3.8542rad/s, wo2 = 10.7992rad/s, wos = 15.6052, (3.427)

a tomegmatrixra normalt sajatvektorok pedig:

0.24566 —0.19700 0.10933
v, = [0.19700| ,v, = | 0.10933 | vy = | —0.24566 . (3.428)
0.10933 0.24566 0.19700

A pszeudogyorsulas-valaszspektrum tervezési értékeihez sziikségiink van
a rezgésalakok periodusidejére, ezek:

TOl == 32% - 1.630257
o
Ty = sy = 0.40263s.

Az els6 periodusidé nagyobb a Tp-nél, ezért mindkét hiperbolikus fiigg-
vényt meg kell hataroznunk. Ty = T-nél a konstans fiiggvény értéke 7%,
ebbdl a hiperbolikus fiiggvény:

Tc

SalTy) = S 7. (3.430)
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2 D 4,

Xl
max
Sd

all. 1

in.

v

e)

15. 3442k 6.9327 kN 1.4776 kN
12.3051 kN 3.8474 kN 3.3200 kN

6 8288 kN 8 6450 kN 2.6625 kN

3.23. abra. Haromszintes szerkezet foldrengésvizsgalata: a) a szerkezet modellje
b) a tervezési valaszspektrum; c-e) az egyes rezgésmodokban maximalis igény-
bevételeket okoz6 erérendszer

Ezutan Ty = Tp-nél a hiperbolikus fiiggvény értéke Sj'** ;g, amibdl a

kvadratikus hiperbolikus fiiggvény:

TeTh

431

Sa(To) = S

A masodik és harmadik periodusidé a platora esik, igy a harom tervezési
spektrumérték:

Sg1 =1.3970m/s>,  Sgp=275m/s’,  Sg3=2.75m/s>. (3.432)

A tamaszmozgas iranyaba mozgo szabadsagfokonkénti tomegek vektora:

(3.433)

E
I
© © ©

amibdl a modalis részvételet:

Iy =0"m=496791, To=0vlm=142186, Ty =vlm = 0.54605.
(3.434)




3.3. GERJESZTETT REZGESEK 183

A rezgésmodonkénti igénybevételt rendre a (3.418) képlet szerint, azaz
az

f

I maz = M’Uj . Fj . Sd(Toj) (3435)
képlettel szamolt erérendszer szerkezetre muikddtetésével kaphatjuk meg.
Ezek eredményeit rezgésmodonként mutatjuk a 3.23.¢)-e) abrakon.

A legalso szinten az alapnyiréerd” értéke rendre az erék Osszege, azaz

Vi1 = 34.47816kN, Vi =5.55962kN, Vi3 = 0.81998kN. (3.436)

Egy-egy oszlopra ennek mindig a fele jut (szintenként mindenhol két-két
oszlop van, igy a vizsgalt legalso szinten is), igy egy oszlopra a modonkénti
nyiréeré6-maximum az als6 szinten:

Va,1 = 17.23908kN, Va,2 = 2.T7981kN, Va,3 = 0.40999kN.
) (3.437)
Osszegzésre az ABSSUM és az SRSS Osszegzést mutatjuk meg:

VABSSUM — 117.23908| + |2.77981] 4 |0.40999| = 20.429kN,  (3.438)

a,max

VSESS _ /17230082 + 2.779812 + 0.40999% = 17.467kN.  (3.439)

a,mazx

%Angolul base shear.

3.3.6. Tobbszabadsagfoka rendszerek numerikus rezgéssza-
mitasa
3.3.6.1. A sajatértékfeladat részleges megoldasa

A tobbszabadsagfoka modellekkel a valosagban folytonos szerkezetek viselke-
dését szeretnénk modellezni a sziikséges pontossaggal. Azt is lattuk, hogy a
tobbszabadsagfoku rendszer véalaszaban modalanalizis hasznalatakor a maga-
sabb rezgésmodok részesedése egyre csokken. Ez a csokkenés bizonyos szami
alak f6l6tt mar elhanyagolhatova teszi ezeknek a tagoknak a hatasat, ha viszont
nem szamolunk a magasabb rezgésalakokkal, akkor azokat és a hozzéjuk tartozo
sajatkorfrekvencidkat sem kell kiszamolnunk.

Az épitémérnoki szoftverekben hasznalt numerikus algoritmusok szerencsére
pont olyanok, hogy az altalanositott sajatértékfeladat megoldasakor sorrendben
az els6, masodik, harmadik, stb. (azaz a legkisebb) sajatkorfrekvenciakat és a
hozzajuk tartozo sajatvektorokat adjak eredményil, igy megoldhato, hogy csak
az els6 n rezgésalakot szamitsa és vegye figyelembe a program. Ha n kisebb
a szabadsagfokok szaménal, azaz n < N, akkor a sajatértékfeladat részleges
megoldasarol beszéliink.

Ha csak n sajatvektorral szamolunk, akkor a modalis matrixban is csak n
oszlop ismert, vezessiik be ennek a matrixnak a jel6lésére a feliilvonast:

V=[v; v, ... 2,]. (3.440)

Modalanalizis sordn a megoldast az n sajatvektor kombinécidjaként keres-

siik, azaz a modalis koordinatak y(t) vektoranak is csak n eleme lesz, azaz a
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kozelité megoldéas az alabbi lesz:
z(t) = Vy(t) (3.441)

A modalanalizisnél megszokott modon ezt behelyettesithetjiik a mozgéas matrix-
differencidlegyenletébe, majd mindkét oldalt balrél beszorozhatjuk ZT—tal. A
részleges megoldas esetén is igazak maradnak a sajatvektorok tulajdonsagai, az-
az a tomegmatrixra normaltsag (3.81), annak kovetkezménye (3.167), valamint
a tOmegmatrixra és a merevségi matrixra valo paronkénti ortogonalitas (3.174)
és (3.177). Ezeket roviden a (3.179) egyenletekhez hasonloan irhatjuk fel (a
felilvonas a diagonalméatrixokndal az n X n-es méretre utal):

=

KV =0° (3.442)

Ezeknek a tulajdonsagoknak a felhasznalasaval a kapcsolt differencialegyenlet-
rendszer most is szétesik kozonséges differencidlegyenletekre, de IV helyett csak n
egyenletiink lesz?!. A rezgésmodonkénti szamitasok tehét viltozatlanok lesznek,
csak a végs6 Osszegzést kevesebb alakra végezziik el.

Annak eldontésére, hogy hany rezgésalakot kell figyelembe venniink, harom
dolgot kell figyelembe venniink.

e A teher idGbeli valtozasat a szerkezetnek kiovetnie kell, ezért nagyobb hibat
eredményezhet, ha olyan sajatkorfrekvenciaju alakot is elhanyagolunk, ami
lassabban vélltozik a tehernél. Ebben az esetben el6fordulhat, hogy olyan
alakot is elhagyunk, ami a rezonancidhoz kozeli allapotban gerjesztédik.
Ezt elkeriilend6 periodikus gerjesztés esetén a legmagasabb figyelembe vett
sajatkorfrekvencia legyen nagyobb a gerjesztés legmagasabb figyelembe
vett felharmonikusanal.

o A részleges modalanalizis soran a teljes ¢(t) tehervektor helyett csak a

(t) = MVV " q(t) (3.443)

Ml

tehervektor hatasat szamoljuk. A hibat a

Aq(t) = q(t) — q(t) (3.444)

képlettel szamolhatjuk, a fajlagos hibat pedig

_ I8q(1)
terr )= )

(3.445)

hanyadossal.

e Foldrengésvizsgalat esetén a terhet a pszeudogyorsulas és a tomeg szorza-
ta eredményezi, igy az elegendd teher figyelembevétele az elegendd tomeg
figyelembevételével egyenértéki. Az Osszes alak figyelembevétele esetén

2l Formalisan az Gsszes sajatvektorbol 4116 V. matrixszal is szorozhattunk volna, a kihagyott
sajatvektorok ortogonalitasi tulajdonsaga miatt az n-+ 1-edik sortél kezdve a bal oldalon csupa
nullak szerepelnénk, a jobb oldalon viszont az ezekre a modokra juto vetiiletei a gerjesztésnek,
amiket a kozelités soran kihagyunk a szamitasbol.
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a (3.443) képletben az M VVT szorzat egy egységmatrixot eredményez-

¢

ne”, mig az M VVTﬂ szorzat a tOmegmatrixot eredményezi. Részleges

modalanalizi esetén a M VVTg szorzat a tOmegmatrix kozelitése lenne.
A korabban latottak alapjan a foldrengésteher szamitéasahoz a

L=V"Mi (3.446)
szorzat a figyelembevett rezgésalakok modalis részvételeit tartalmazza.
Ennek elemeinek négyzetosszegét szamolhatjuk:

Sr2 =0T =i"MTVV" Mi. (3.447)
j=1

Latjuk, hogy a képletben megjelenik a tomegmétrix M VVTg kozelitése,
a szamitott skalar pedig a figyelembe vett (hatékony) tomeg. A modalis
részvétel négyzetét ezért nevezziik modalis tomegnek:

m; =17, (3.448)
a hatékony tomeg ezek Osszege:
Meff = ij, (3.449)
j=1

a figyelembe vett rezgésalakok szaméat pedig ugy kell megvalasztani, hogy
a teljes tomeg szabvany altal el6irt hdnyada megjelenjen a szdmitasban.

3.3.6.2. A helyettesits statikus terhek modszere

Az egyszert szerkezetek foldrengésvizsgalatara a szabvany megengedi a helyet-
tesit§ statikus terhek modszerének alkalmazasat. Ekkor a szerkezet alap perio-
dusidejének (esetleg kozelitd) szamitdsa utdn az ahhoz tartozo pszeudogyorsu-
last kell a tervezési valaszspektrumbol kiolvasni, majd azt az épiilet tomegével
beszorozva kapjuk az alap nyiréerét™:

Fb = de. (3450)

Ezutan a statikus erébdl kell a szintenkénti eltolderét, illetve felborité nyoma-
tékot szamitani. A kapott er6t a magassdg mentén el kell osztani és az egyes
szintekre miikodtetni. A terhek szintenkénti elosztéasanal a gyorsulas magas-
sdg menti linearis novekedését kell feltételezni tigy, hogy az erék eredgje a teljes
erét adja. Jelolje H; a j-edik szint tdmaszok feletti magassagat, m; pedig annak
tomegét. Igy a j-edik szintre az

Hjm,

e ML B— (3.451)
ey Higmy,

J

22Hiszen a (3.179) egyenlet alapjan a ET és az MV matrixok egymaés inverzei
23Base shear.
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v —
Hi
Che
- - F

3.24. abra. Foldrengésvizsgalat helyettesitd statikus modszerrel: a) a szerkezet
modellje b) a teher szintenkénti elosztasa, igénybevételek az alapszinten.

erst kell miikddtetni**, a felborité nyomaték®® pedig

H,
ZH L - (3.452)
j=1 Ek 1 Himy,

Az alapnyiroersbdl az oszlopok és merevitéfalak nyiroersit és hajlitonyoma-
tékait tudjuk szamolni, a felborité nyomatékbol pedig az oszlopok tobblet-
normalerejét.

A 3.24. abra mutatja a szamitds soran hasznalt és kapott mennyiségek ér-
telmezését.

A helyettesits statikus terhek modszere tehat 1ényegében egy olyan redukalt
modalanalizis, ahol egyetlen, kozelitéleg meghatarozott rezgésalakbol szamo-
lunk igénybevételeket, viszont a modéalis tomeg helyett a szerkezet teljes tomegét
vessziik figyelembe.

3.3.6.3. A mozgasegyenlet numerikus megoldasa

A tobbszabadsagfoku rendszerek mozgasegyenletének numerikus megoldéasara
harom lehetdséget emlitiink, utalva a 2.5.3 szakaszban egyszabadséagfoku rend-
szereknél bemutatott modszerekre.

Time-history analizis a modalanalizisen beliil Mivel a modalanalizis so-
ran a kapcsolt differencidlegyenlet szétesik egyszabadségfokt rendszerek kézon-
séges differencidlegyenleteire, azokat a 2.5.3 szakaszban latott médszerek barme-
lyikével megoldhatjuk, majd az egyes rezgesmodok eredményeit id6lépésenként
Osszegezhetjiik.

Cauchy-Euler-, és Runge-Kutta-tipusti médszerek A 2.5.3.1-2.5.3.3. al-
pontok modszerei tobbszabadsagfoki rendszerek esetén a skalarmennyiségek ér-
telemszerd vektorokkal, méatrixokkal valé behelyettesitése utdn hasznélhatok.

24Gyakorlasként ellendrizhets, hogy a szintenkénti erék Ssszege valoban az alap nyirerst
adja.
25overturning moment.
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Az i-edik pillanatban az elmozdulasok vektorat w,-vel, a sebességek vektorat
v,-vel jeldlve a mozgés differencidlegyenlete:

Mo, + Cv; + Ku; = g, (3.453)
Ami atirhato a sebesség derivaltjara:
b, =-M"'Cvo; — M Ku; +gq,. (3.454)
Ezzel, és az elmozdulasok
i, = v, (3.455)

szerinti derivéltjaval az id6lépésenkénti novekmények, és igy az Gj értékek sza-
molhatok. Cauchy-Euler moédszerrel példaul:

Uipq = u; + At -y, Vg =+ ALYy, (3.456)

Newmark modszer A Newmark-modszer alapelve tobbszabadsagfoki szer-
kezetek vizsgalata soran is az, hogy a gyorsulas idélépésen beliili véaltozéasara
feltételeziink egy fiiggvényt. Ennek a valtozasnak a segitségével paraméteresen
kifejezziik a kezdGponti elmozdulés, sebesség, gyorsulas és a végponti elmozdulés
segitségével a végponti sebességet és gyorsulast. Utobbiakkal felirva a mozgas-
egyenletet a végpontban, behelyettesités utan egy, csak a végponti elmozdulést
tartalmazo egyenletet kapunk.

Jeldlje a; és a; 1, a gyorsulést az id6lépés kezdd- és végpontjaban. Az idslé-
pés kozben véltozzon a gyorsulas az alabbi képlet szerint:

aty + TAt) = a; + (a;41 — ;) f(7). (3.457)

Azaz bevezettiink egy dimenzidtlan 7 id6t, ami az id6lépés soran 0 és 1 ko-
zott valtozik, és egy f(7) fiiggvényt, ami a gyorsulds valtozasanak fliggvénye.
A valosagban az f(7) fiiggvény idglépésrol-idslépésre valtozhat, a szamitéashoz
viszont rogzitettnek tekintjik az alakjat. (Par lehetséges példat mutatott az
egyszabadsagfoki rendszereknél a 2.31. abra.)

A gyorsulasfiiggvény ismeretében felirhatjuk a sebességfiiggvényt is:

ti+TAL
y(tj + TAt) =v; + / Q(t]‘ + T)dT. (3.458)
tj

A gyorsulas (3.457) szerinti képletét behelyettesitve és az integralast elvégezve

kihasznalhatjuk, hogy az a;, a;,, értékek id6ben nem valtoznak, az id§ és a

dimenziotlan id6 kozott pedig At szorzoé van, igy azt kapjuk, hogy:
u(ty +TAL) = v; +a,;TAt + (a1 — a;)At /OT f(T)dT. (3.459)
Vezessiik be az alabbi jelolést:
g(t) = /OT F(T)dT. (3.460)

Amennyiben az f(7) fliggvényt rogzitettiik, ugy a g(r) fiiggvény is ismertnek
tekinthetd, és igy a sebességfiiggvény az id6lépés alatt:

v(t; + TAL) = v; +a,;TAt + (9j+1 — gj)At - g(7). (3.461)



188 3. FEJEZET. TOBBSZABADSAGFOKU REZGESEK

Jelolje a a g(1) értéket. Ezt felhasznéalva a sebesség az idglépés végeén:
Vi = v +a;At + (gjﬂ — gj)Ata. (3.462)

A sebességfiiggvény ismeretében felirhatjuk az elmozdulésfiiggvényt:

tj+TAt
u(t; + TAL) = u; + / v(t; + T)dT. (3.463)
t.

J

A sebesség (3.461) szerinti képletét behelyettesitve és az integralast elvégezve
kihasznélhatjuk, hogy a v;, a;, a;, értékek id6ben nem valtoznak, az id6 és a
dimenziotlan id6 kozott pedig At szorzo van, igy azt kapjuk, hogy:

(TAt)?

u(t; + TAt) = u; +v;7TAt + a; 5

+ (Qj.t,_l - Qj)AtQ /Tg(T)dT (3464)
0

Jelolje B az fol g(T)dT értékét. Ezt felhasznalva az elmozdulds az idSlépés
végeén:
2

At
@j+1 = Qj +QjAt +Qj7 + (Qj+1 — Qj)At2ﬁ. (3465)

Ezutan fejezziik ki a sebesség és a gyorsulas végponti értékeit a végponti elmoz-
dulas segitségével. A gyorsulas (3.465) alapjan:

1 1 1 1
Qi1 = ng-H - mﬂj - @Qj + (1 - 25) a; (3.466)
majd ebbdl a sebesség (3.462) alapjan:
a a a a
Vjp1 = @Qj—l-l - myj +u; <1 - ﬂ) +a;At <1 — 25) (3.467)

Az igy kifejezett mennyiségeket helyettesitsiik be a mozgas differencidlegyenle-
tébe a t; 4 pillanatban:

M Lu —Lu —Lv—ﬁ— 1—i a; |+
= ﬁAtQij'H BAtzfj ﬁAt*j 23 =

o (0% (0% «
+g‘ |:6Atuj+1 - @Qj +Qj (1 — B) +QjAt (1 — 26>:| +
+£ Ui = gj—i—l' (3468)

Az ismeretlen u;4q egyutthatoit egyik, az el6z6 lépésbdl ismert w;, v;, a;
mennyiségeket pedig a méasik oldalra rendezve azt kapjuk, hogy

« 1
{KJF N WM} Ujiq =

1 1 1
gj+1+£' |:+5At2uj+mvj(126>aj]+

+C- {BaAtuj — (1 - g) — a;At (1 - ;Bﬂ . (3.469)
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A baloldalon az u;, egyiitthatojat hatékony merevségnek nevezziik:

1
c+

K =K —M
:+6At: BAL2Z=

K, (3.470)

a jobb oldalt pedig hatékony tehernek:

B o 1 1 s
Qepr =% TR T A% T aay T2 Y| T

+C- {BaAtuj — v (1 = g) —a;At (1 - ;;ﬂ . (3471)

Igy a mozgasegyenlet a

Ko ppirt = eppim (3.472)
alaki lesz. A K of f maétrix minden id6lépésben azonos, ezért érdemes megha-

tarozni és eltarolni a K ;1 inverz matrixot, igy minden egyes id6lépésben csak

a hatékony teher aktualis értékét kell kiszamitani, majd a kovetkezs idslépés
elmozduléasai az

_ g1
Ui = K i lerp i (3.473)
modon szamithatok, végil az 0j sebességeket és gyorsulasokat a (3.467) és

(3.466) képletekbdl szamithatjuk.

3.4. Keretek rezgésvizsgalata

3.4.1. Keretmodell: szabadsagi fokok

A rezgés szempontjabol vizsgalt épitdmérnoki szerkezetek egy jelentds részét az
un. keretmodellel vizsgaljuk, amikor egy sikbeli keretként tekintiink a szerkezet
elemeire, azt egymashoz kapcsolt oszlopokbdl és gerendakbol felépitve.

Keretszerkezeteket ma mér szinte kizardlagosan szamitégépes programmal
vizsgalunk statikus és dinamikus terhekre egyarant, de a programok haszné-
16janak is illik ismernie a szamitas alapjaul szolgald6 mechanikai hatteret. Ezt
tekintjiik at ebben a fejezetben sikbeli keretekre vonatkozoan.

A programok jellemz&en elmozdulasmodszeren alapulnak, és olyan egysze-
rd algoritmusok vezérlik, melynek segitségével egy tobbszabadsagfokt rendszer
vizsgalatara vezetik vissza a szamitast. A keret elemekre bontasahoz els6 lépés-
ben csomopontokat kell felvenni, majd a csomoponti elmozdulasokbol képezziik
a szabadsagfokokat.

Csak eltolodasi szabadsagfokok felvétele esetén a merevségi matrix fizikai
jelentésébdl?® arra juthatunk, hogy egyetlen csomépont elmozditésa esetén is
az egész szerkezet alakvaltozasokat szenved (lasd a 3.25.a) abrat), vagyis az
egyensily fenntartasahoz minden szabadséagfokra erét kell miikodtetni, azaz a
matrix elgallitasdhoz mindig a teljes szerkezetet kell figyelembe venni. Csomo-
pontonként egy elfordulési szabadsagfok hozzédadéasa esetén az egyes csomopon-
tok kozotti szakaszok (elemek) koziil csak azok deformélodnak, melyeknek az

26Emlékestetsiil: a merevségi matrix egy oszlopaban azok a szabadsagfokokra miikodte-
tend6 erék vannak, amik hatasara az Osszes szabadsagfok a helyén marad, kivéve a matrix
oszlopanak megfelel§ szabadsagfokot, melynek az elmozdulasa éppen 1 lesz.
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C 10 1

3.25. abra. Keretmodell szabadséagfokai: a) csak eltolodasi szabadsagfokoknal az
egész szerkezet deformalodik, b) elfordulési szabadsagfokokkal csak a kapcsolodo
elemek deformalédnak.

egyik vége az érintett szabadsagfok csomoépontja (lasd a 3.25.b) abra). A de-
formalatlan elemekrsl nem adodik at erd a szabadsagfokokra, igy a merevségi
méatrixban sok elem zérus marad. Az elemekre bontés masik hatésa, hogy az
egyes elemekrél a csomoépontokra, szabadsagfokokra atadodéd erdket, nyomaté-
kokat elemenként kiilon kezelhetjiik, igy a teljes merevségi matrixot az elemi
merevségi matrixokbol kompildlhatjuk.

A globalis koordinatarendszer XY -sikjaban levd keret j-edik csomoépontjé-
nak elmozdulésvektora tehat az u;x, u;y eltolédasokbdl és a ¢;z elfordulasbol
all:

Ujx
u; = |ujy | - (3.474)
¥Yiz
A teljes szerkezet elmozdulasvektora pedig irhato az dsszes elemével (itt a hely-
takarékossag miatt egy sorvektor transzponaltjaként):

T
u=[uix u2y iz Uu2x Uy @2z ... UNX UNY @Nz| , (3.475)

vagy un. blokkos alakban:
Uy
Uy

(3.476)

[S
|

Uy

A merevségi matrix szamitasa igy algoritmizalhatova, gépesitve egyszeriibbé
valik, igaz, a szabadséigfokok szama, és igy az egyenletek szdma is megnovek-
szik. Az elfordulési szabadsagfokokra vonatkozo sorok nyomatéki egyenleteket
fejeznek majd Kki.

A tovabbiakban attekintjiik, hogyan lehet a merevségi és a tOmegmaétrixot
elgallitani egy keretszerkezet egy eleme esetén, majd roviden attekintjiik, hogy
lépésekkel lehet a teljes szerkezet merevségi matrixat kompilalni.

3.4.2. Keret merevségi matrixa

3.4.2.1. Elemi merevségi matrix

Tekintslink a j és k csomopontok kozotti [ hossziisagu rodelemet, aminek a nor-
méalmerevsége F A, hajlitbmerevsége EI. A rudelemet a lokalis xy-koordinéata-
rendszerben vizsgaljuk, a hajlitas a z-tengely koriil torténik”’. A kezdd és vég-

27 Azaz az I inercia a keresztmetszet z-tengelyre vett I, tehetetlenségi nyomatéka.



3.4. KERETEK REZGESVIZSGALATA 191

—_—
Uy / %\ X,u
b) e)

EA| EA EA| EA
Irk‘ Nl(X) Iik liki N4(X) lrk
—»0 “— +cC ——

¢ SE f) 6 EI
N =
( P Nz(X) % 12E] Ns(x) L’JI"‘ :
$12E1 i i \ v L e’
i —) (Cem 6
12
d) L g
4E 6 El 4EI |
N,(x) 2EI

2
i

3.26. abra. Rudelem merevségi matrixa: a) a jk-radelem és a szabadsagfokai;
b)-g) az egyes szabadsagi fokokhoz tartozo merevségimatrix-oszlopnak megfelels
elmozdult alak és az egyensulyt biztosito radvégi erdk.

pont hat szabadségfoka alkotja az elem elmozdulasvektorat:

Ujx
Ujy
ﬂ]k Uky |:uk:| ) (3477)
ULy
Pkz

ezeket az elmozdulasokat mutatja a 3.26.a) abra.
A jk-elem elemi merevségi matrixa a lokalis koordinatarendszerben:

£4 0 0o £ 0 0
0 12/35‘1 GEZ/‘I 0 o 1213EI 6E2‘I
K B 0 Ggl 4]231 0 _ 6;52‘1 2?‘1 3478
=ik | -£4 0 0 24 0 0 |- (3.478)
0 _ 1251 _6EI 0 12;31 _6EB1
0 6ET @ 0 _6EI 4ET

2 l

3.4.2.2. Elemi merevségi matrix fizikai jelentése

A 3.26.b)-g) abrak az egyes szabadsagfokok egységnyi elmozditdsa miatt lét-
rejové elmozdult alakokat és az egyensulyt fenntartd radvégi, azaz csoméponti
er6ket mutatjak. A merevségi matrix fizikai jelentése alapjan a csoméponti
erék a matrix egy-egy oszlopanak elemeivel egyenlSk (a 3.26.b) abra erdi az el-
6, a 3.20.c) a masodik, a 3.26.d) a harmadik oszlopnak, és igy tovabb). Latszik,
hogy a méatrix szimmetrikus.
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A merevségi matrixot szokas blokkos alakban is irni:

KII ng
- B 5] o

—Jk —Jk

A blokkos felirasmodot hasznalva az w;;, radvégi elmozdulasok miatt a csomé-
pontokra hat6 rugalmas visszatérité az alabbi alakban irhato:

K%, + K7 f o
Lrje = K = l By j o Kﬁkuk] = [f’”] (3.480)
=rk

ahol a j csomoépontra haté rugalmas visszatérité eréket tartalmazo f . vektor

elemei a két eltolodasi szabadsagfokra hato erd és az elfordulasi szabadsagfokra
hat6é nyomaték:

foo=1T1iy (3.481)

A 3.480 képletébdl egyben a merevségi métrix blokkjainak fizikai jelentését is
kiolvashatjuk. A K- ;,J blokk tartalmazza a kezd@pont elmozdulasaibol a vég-

pontra miikédé eréket, a £§Z blokk tartalmazza a végpont elmozdulésaibdl a
végpontra mikods ercket, a K fi blokk tartalmazza a kezd6épont elmozdulasaibol

a kezd6pontra miikods erdket, a Qf;: blokk tartalmazza a végpont elmozdula-

saibol a kezdGpontra miikods erdket (erdk alatt altalanositva értve az erdket és
nyomatékokat is).

A matrix egyes elemeinek esetében az eltolodasbol-erd, az eltolodasbol-nyo-
maték, az elfordulasbol-ers és az elfordulasbol-nyomaték kapcsolatok alapjan
lehet kitalalni a nevez6ben az [ hosszisag kitevGjét. Példaul a méatrix 3-5
eleme eltolodasbol szarmazo nyomatékot szamol, a mértékegysége tehat (erd-
szorozva-tavolsag) /tavolsag, azaz erd dimenzidja lesz. Valoban, a hajlitomerev-
ség (er6-szorozva-tavolsag-a-négyzeten) mértékegységét (tavolsag-a-négyzeten)-
nel kell osztanunk, hogy erét kapjunk.

Mivel a merevségi matrix egy-egy oszlopaban egy-egy egyensulyi allapothoz
tartozo erdk szerepelnek, azokra egyensulyi egyenleteket irhatunk fel. Az -
irdnyt vetiileti egyenletbe az elsG és a negyedik sorban szerepls erék keriilnek
be mindig, igy ennek e két sornak az Gsszege minden oszlopban nullat kell,
hogy adjon, e két sor egymés ellentettje. Az y-iranya vetiileti egyenletbe a
masodik és az 6todik sorban szerepld erdk keriilnek be mindig, igy ennek e két
sornak az Osszege is minden oszlopban nullat kell, hogy adjon, e két sor egymaés
ellentettje. A kezd&pontra felirt nyomatéki egyenletbe a harmadik és hatodik
sorban szerepl6 nyomatékokat és az 6t6dik sorban szerepls erG [-szeresét kell
beirnunk, azaz az 6t6dik sorban minden oszlopban a harmadik és a hatodik
sor oOsszege [-ed részének ellentettje szerepel. A két utols6 kapcsolatbol az is
kovetkezik, hogy a masodik sor [-szerese a harmadik és hatodik sor Gsszegével
egyezik meg (ez egyébként a végpontra felirt nyomatéki egyenletbdl kozvetleniil
is adodik).

3.4.2.3. Végeselemes megfogalmazas

A végeselemmodszer a szerkezet elmozdulasait elemenként a szabadsagfokok el-
mozdulasait felhasznalva interpolélja az elem hossza mentén. Az interpolélas un.
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bazisfiigguények segitségével torténik. A bazisfiiggvényektsl azt varjuk el, hogy
egy szabadsagfokhoz kapcsolodoan 1 legyen az értékiik, az Gsszes tobbi szabad-
sdgfokhoz kapcsolodoan pedig 0. Elgallitasi modszereiket itt nem részletezziik
(majd az 5.2. alfejezetben), de a fenti tulajdonsag alapjan kijelenthets, hogy
a 3.26.b)-g) abrakon lathato elmozdult alakok rendre egy-egy bézisfliggvénynek
feleltethet6k meg. A hossziranyu eltolodasnak megfelels két bazisfiiggvény:

Mi@)=1-7F.  Ni@)= 7, (3.482)
amikkel a hossziranyu eltolodast interpolaljuk:
u(x) = ujz N1 () + upe Na(z). (3.483)

A hajlitast eredményezd szabadsagfokoknak megfelel6 négy bazisfiiggvény:

2 3 2 3
No(z)=1-3"- 427 Ny(a) =35 —2°,
el eoow (3.484)
2?28 2 g3 ~
Ng(x):x—ZT—i—l—Q, Nﬁ(x):_7+l7’
amikkel a meré&leges eltolodast interpolaljuk:
v(x) = ujy Na() + @;2N3(x) 4 upy N5 () + - Ne(z). (3.485)
A (3.483) és (3.485) kapcsolatokat egyiitt ugy is irhatjuk, hogy:
u(z)|  [Ni(z) 0 ON4(z) 0 0
vagy réviden
u(z) = N(2)up, (3.487)

ahol u(r) az elmozduldsfiiggvények vektora, N(x) pedig a bdzisfiggvények mdt-
TiTa.
Vezessiik be az alabbi operdtormdtrizot®®:

a) ¢
L=|% | (3.488)
- % 4]

Konnyti belatni, hogy az Lu(x) szorzat két eleme a rad keresztmetszetének
fajlagos nytlasa és a gorbiilete:

du(x)
= Lu(a) = | | = 5@ 3.489
£ j() [ddi(;)] |:/€($):| ( )

Az L operatormétrixot a bazisfiiggvények matrixara alkalmazva kapjuk az
alakvdltozds-madtrizot:
B(x) = LN(x). (3.490)

28 Az operator azt hatarozza meg, hogy a mogé irt fiiggvényen milyen miveleteket kell
elvégezni.
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Az alakvaltozéasi matrix elemei:

B 00 0o
Bx) = d?Na(z)  d®Ns(z) d?Ns(z) d?Ng(z) | (3.491)
0 da? dxz? 0 dx? dx?

Az alakvaltozéasi méatrix egyik alkalmazési teriilete a keresztmetszeti alakvalto-
z&sok szamitasa a csomoponti elmozdulasokbol:

e(x) = B(z)v. (3.492)

Végiil a keresztmetszet normal- és hajlitomerevségét gytjtsiik a D matrix
féatlojaba:

[EA 0
D= K EI] , (3.493)
amivel a keresztmetszeti igénybevételeket tudjuk szamolni:
_ [N(@)
o(x) = M(x)] De(x). (3.494)

Fenti matrixokkal a ridelem merevségi matrixat az alabbi képlettel szamol-
hatjuk:

K, = /0 | B (z)DB(x)da. (3.495)

A harmas matrixszorzat integralasahoz természetesen az egyes elemek integra-
laséat kell elvégezni. Emlékeztetiink, hogy matrixszorzat Im-elemének szamité-
sahoz az els6 matrix l-edik sorat kel szorozni a kdzbens6 matrixokkal, majd
végiil az utols6 matrix m-edik oszlopéaval. Figyelembevéve, hogy a BT (x) mat-
rix l-edik sora a B(z) matrix [-edik oszlopanak transzponaltja, az Im-elemet az
alabbi képlettel szamithatjuk:

l
i = [ 8 @)Db, (o) (3.496)
0

Ebbdl az elgallitasi modbol latszik, hogy az elemi merevségi métrix szimmetri-
kus lesz. A miiveleteket elvégezve a (3.478) képletben irtakkal azonos eredményt
kapunk.

3.4.2.4. Mas koordinatarendszerek

A 3.27. abra egy, az xz-koordinatarendszerben elhelyezkedd rudelemet mutat
a szabadsagfokaival. Mint latjuk, a z tengely lefelé mutat, emiatt a merdleges
eltolodasok pozitiv iranya megfordult a 3.26.a) abran rajzolthoz képest, ezzel a
szabadsagfokra hato erék pozitiv iranya is megfordult. Természetesen most is
meghatarozhatnank az elem merevségi matrixat annak jelentése alapjan, azon-
ban a méasodik és az 6todik szabadsagfokhoz ellentétes elmozdult alakot kellene
felvenni.

Ehelyett hasznaljuk ki a merevségi matrix fizikai jelentését és a szabadsag-
fokok iranyanak megforditasat. Mivel a méasodik és 6t6dik szabadséagfok iranyét
megforditottuk, ezért a (3.478) képletében a masodik és az 6t6dik oszlopot az el-
mozdulés ellentettjével kellene szoroznunk, vagyis ezeket az oszlopokat —1-gyel
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u,
u, kz
jz

Uy l‘ /l U
Py Py X,u
z,w

3.27. abra. Rudelem az xz-sikban.

meg kell szoroznunk. A maéasodik és 6t6dik szabadsagfok iranyanak megfordita-
sa miatt az ezekre a szabadsagfokokra hatd erék, azaz a mésodik és 6t6dik sor
esetében a pozitiv irdny megfordul, vagyis az erdk elGjelét meg kell forditani,
a masodik és 6todik sort —1-gyel szorozni kell. Végeredményiil a 2-2, 2-5, 5-2
és 5-5 elemeket kétszer szorozzuk —1-gyel, igy azok valtozatlanok maradnak,
mindodssze nyolc nemzérus tag elGjele moédosul. Az eredmény az alabbi elemi
merevségi méatrix lesz:

L 0 0o -£4 ¢ 0
0 12ET1 6ET1 0 12E71 6ET1
13 2 I E] N
0 _6FE1I 4E1 0 61 2E1
K% = P I P l (3.497)
=ik EA EA : :
J 0 0 l 0 0
0 _12FE71 6ET 0 12ET1 6ET
13 2 13 2
0 6ET 2ET1 0 6ET 4ET
2 l 2 l

3.4.3. Tomegmatrixok

Dinamikai vizsgélathoz a merevségi matrix mellett a tomegmatrixot is el§ kell
allitanunk a keretszerkezet esetére. A kovetkezd harom szakaszban ennek mu-
tatjuk meg harom lehetséges modjat. Mindharom esetben feltessziik, hogy a
ridelem egységnyi hosszra jutéd fajlagos tomege p>”.

3.4.3.1. Diagonal tomegmatrix

A diagonal tomegmatrix a legegyszertibb kozelités. Elvagjuk a rudelemet a fe-
1énél, és a félrad tehetetlen tomegét a csomoponti végpontjaba redukaljuk. Az
eltolodasi szabadsagfokokhoz ennek megfeleléen a tomeg, az elfordulasi szabad-
sagfokokhoz pedig a végpont koriili elfordulési tehetetlenség’® keriil:

ik

S 0 0 0 0
0 M 0 0 0 0
0 0 0 0 0
M, = 3 , 3.498
—diag 0 0 0 l“l2_7k 0 0 ( )
0 0 0 0 M 0
e (b’
| 00 0 0 0 ——=]

29A rad p strtiségével kifejezve p = pA.
30T3meg szorozva a hossz négyzetével és osztva harommal
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A fél rudelem tomegét kiemelve:

10 0 00 0]
01 0 00 0
2
phik 100 2 0 0 0
= 3.499
Sdiag 2 100 0 1 0 0 (3.499)
00 0 01 0
00 0 0 0 4t

A diagonal tomegmatrix elénye, hogy a koordinatarendszer forgatasa esetén
is valtozatlan marad, igy a szerkezet kompilalt tomegmaétrixa is diagondlmatrix
lesz, ami az altalanositott sajatértékfeladat megoldasanal kihasznalhato.

3.4.3.2. Blokk-diagonal téomegmatrix

A blokkdiagonal tomegmaétrix szamitasakor figyelembe vesziink egy tovabbi, a
diagonal témegmaétrix szamitasakor elhanyagolt hatast. Ahhoz, hogy a félbeva-
gott ridelem egyik felének a tengelyre merdleges haladé mozgast eredményezé
egységnyi gyorsulasat, vagy a csomoépont koriili elfordulassal egységnyi szog-
gyorsulasat hozzuk létre, nem elegend6 a csomépontban miikodtetni egy erét,
vagy egy nyomatékot, hanem rendre egy nyomatékot vagy egy erst is miikodtet-
ni kell. Az egységnyi gyorsulasokhoz az er6t a silypontban kellene mitikédtetni,
ezért a csomopontba torténd [ /4-gyel torténd eltolas esetén egy az eltolasnak
megfelels elGjeli nyomatékot kell miikodtetni a csomopontban, A szoggyorsulas
esetén a sulypontnak lesz egy kérpalyan érintGirdnyt gyorsulasa, amit a csomo-
pontban atadddo ers hozhat létre. Ezeket a hatasokat figyelembevéve az aldbbi
tomegmatrixot kapjuk az xy lokalis koordinatarendszerben:

1 0 0 0 0 0 7
0 1 4 o o 0
plis {0 b= be oo 0 0
M = Ik 4 12 .
—=blokkdiag 2 0 0 0 1 0 0 (3 500)
o0 o0 o 1 —h
0 0 0 o b Le|

A blokkdiagonal tomegmatrix a koordinatarendszer transzformalasakor is
blokkdiagonal szerkezetd marad (csak a 3 x 3-as f6atloblokkok térhetnek el nul-
latol, de a f6atloblokk sosem valik diagonalmatrixsza), de ez altalanos esetben a
kompilalas utén is igy marad, vagyis az altalanositott sajatértékfeladat megol-
dasakor nem diagonalmétrix lesz a tomegmaétrix. Kivételt képez az olyan szer-
kezet, ahol az Gsszes csomoOpont esetén igaz, hogy a kapcsolodo fél rudelemek
sulypontja a csomoépontra esik. Ekkor a kompildlas utan a szerkezet tomegmat-
rixa diagonalmétrix lesz.

3.4.3.3. Konzisztens tomegmatrix

A végeselemes jelolésrendszert hasznélva lehetéség van egy, a folytonos tomeg-
eloszlast jobban kozelit§ tomegmaétrix meghatarozasara is. Ekkor a rad mentén
a keresztmetszetek gyorsulasait nem a fél rudelemek merevtestszertd mozgéisa
alapjan szamoljuk a csomopontok szabadsagfokainak gyorsulasaibol, hanem a
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végpontok kozott interpolaljuk azokat a csomoponti értékek segitségével. Az in-
terpolalast a merevségi matrixnal is hasznalt bazisfiiggvények segitségével hajt-
juk végre, ezért ezt a tOmegmatrixot konzisztens tomegmdtriznak, esetleg me-
revséggel konzisztens tomegmatrixnak nevezziik’'.

A konzisztens tomegmatrix szamitdsahoz vegyiik figyelembe, hogy az ele-
mi radszakasz fajlagos tomege a normél- és a hajlitorezgés esetén is p, ezért
vezessiik be az alabbi méatrixot:

w0
= . 3.501
=i o] (3.500)
Ezt felhasznalva a konzisztens tomegmatrix szamitési képlete:

Lik

_ T
a— N (x)ﬂ(m)dw (3.502)
A matrix elemei pedig:
3 0 0 : 0 0
0 13 Ry 0 9 _ A3
35 210 Jk 70 430 jk
0 gl 1osbk O molik  —1ib
M, = pljx |1 0 OJ 1 0 0 e (3.503)
6 3
0 9 A3 7. 0 13 _ 1.
9 12 Jg RS %102%
0 —aolik —tlie 0 —ziglie 105l

A konzisztens tomegmatrix blokkonkénti forgatasa soran a féatloblokkon ki-
viili blokkok nem nullazédnak ki, igy az ilyen elemi tomegmétrixokbol kompilalt
tomegmaétrix olyan blokkszerkezetid lesz, mint a merevségi matrix.

Az xz-sikban elhelyezkedd rudelem esetén (lasd 3.27) az elemi konzisztens
témegmatrixot ugyanugy szarmaztathatjuk (3.503)-bol, ahogy a merevségi mat-
rixnél tettiik. A masodik és 6t6dik szabadsagfokok iranyanak megforditasa mi-
att a matrix masodik és 6todik sorat, illetve oszlopat kell —1-gyel szorozni, az
eredmény pedig az alabbi lesz:

3 0 0 3 0 0
o B  _1u,. 5 9 13 )
35 L 70 4205k
0 —2Li Lik il? 0 _ﬁl,k _112
My = sl [ 20T IR SRR REE L (3.504)
’ 6 3
9 _ 137 13 11 7.
0 139 430 ljzk 0 119 20 ljzk
0 4zoljk 714oljk 0 21oljk 105ljk

3.4.4. Rendszermatrixok osszeallitasa

3.4.4.1. Matrixok transzformalasa

Tegyiik fel, hogy a jk-rudelem xyz lokélis koordinatarendszerében megadott
valamilyen v'% vektort a zj , matrix forgatja az XY Z globalis koordinatarend-

szerbeli v9' vektorba®”, azaz:

1 _ lok
o =T, v (3.505)

31Hiszen konzisztens médon ugyanazokat az Nj(zx) fiiggvényeket hasznaljuk a K és az M
szamitasara. o o

32Egy ilyen forgataskor a vektor val6jaban valtozatlan marad, csak az azt jellemzd szam-
harmas egy masik koordindtarendszerben jelenti a tengelyiranyu vetiileteit.
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A transzforméalé matrix oszlopai az x-, y-, z-iranyu egységvektoroknak az XY Z-
koordinatarendszerben megadott értékei lesznek:

T, =le. e e (3.506)
A gjk forgatomatrix ortogondlis mdtriz, azaz a transzponaltja megegyezik az
inverzével:
-1 _ T
gjk = zjk, (3.507)

igy a globalis koordinatarendszerbdl a lokalis koordinatarendszerbe valo forgatas
is konnyen felirhat6, ha megoldjuk (3.505)-t v!°*-ra:

lok _ mp—1, gl _ T gl
v = ij V9 = zjky . (3.508)

Az xy- és XY -sikban elhelyezkeds keret esetén a sikbeli eltolodasok és erdk,
illetve a sikra merdleges tengely koriili elfordulasok és nyomatékok egyméstol
fliggetleniil transzformalodnak, igy az u; és u;, csomoéponti elmozdulasvektorok-
ra és az ij és f ., csomoponti er6vektorokra egyarant alkalmazhatok a zjk és
sz maétrixok.

Korabban mar lattuk (3.480)-ban, hogy a lokalis koordinatarendszerben fel-
irt elemi merevségi matrix szerepe az, hogy a rudelem alakvaltozasa miatti ru-
galmas visszatérité erét tudjuk belSle szamolni a csomoponti elmozdulédsokbol:

ilo/lc é‘j}]];lok éj:,lok @lpk
[ffi‘% =— éfi‘,lok éf:,lok |:uiok:|? (3.509)

ahol mind az elmozdulésok, mind az erdk a lokalis koordinatarendszerben van-
nak megadva.
A lokalis elmozdulasokat (3.508) segitségével felirhatjuk a globalis elmozdu-

lasokkal: o .
Lok 7T o9 Tt 0 gt
|:u170k:| =[5 zz = %k 77 |- uﬂgl . (3.510)
uj, Ly O L] |w
A globalis ersket (3.505)-t felhasznalva felirhatjuk a lokalis er6kbdl:
gl lok lok
[f};zj = %kim; = %’“ TQ f{;;%;] : (3.511)
<k zjkir,k = =jk ir,k

Helyettesitsiik be (3.510)-t (3.509)-ba, majd szorozzuk be balrél a kapott
egyenletet a (3.511)-ban megjelend méatrixszal, igy a csomoponti ersk vektorait
a globalis koordinatarendszerben kapjuk meg;:

fgl- I Q K]:j,lok K]:k,lok IT Q ugl
Tl =— 7616 Tf Eﬁlf',lok Eﬁﬁ,lok 70 T7T Ik (3.512)
irﬁk = =jk —jk =jk = =jk Ug

A harmas maétrix-szorzat szerepe, hogy a globalis elmozdulasokbdl szdrmazo
visszatérité er6ket szamitja ki a globalis koordinatarendszerben, vagyis ez a
szorzat az elemi merevségi matrix a globélis koordinatarendszerben:

ffl- KJ:JEQZ Kjkvgl w9t
chzf == | kit ohhat| |- (3.513)
Zrk

=ik =jk =k
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A harmas matrix-szorzat miveleteit elvégezve azt kapjuk, hogy:

jjlokT jk,loknT
T K j,lOkT T K k}JOkT

=jk=jk =jk =jk=jk =jk

K9 =

€

kol Eﬁ’i,gz (3.514)

|\ij@1 KIk.gl
=ik =jk

Azaz a koordinatarendszer transzformaciéjat blokkonként lehet elvégezni.
Megjegyezziik, hogy a kezdd- és végpontok erévektorainak transzformalasét
végzG 6 x 6-os matrixot formalisan helyettesithetnénk egyetlen matrixszal:

. [z, o
T =13 £ (3.515)
=  =jk

amivel a merevségi matrix transzformalasa az alabbi egyszertibb alakban is ir-
hato: . 7
K9 =T KT (3.516)

=jk=e =jk’

A tényleges szamitast viszont ilyenkor is a 3 x 3-as blokkokon végeznénk, hiszen
lényegesen kevesebb szamitasi miveletet igényel a 3 x 3-as méatrixok szorzasa,
mint a 6 X 6-os matrixoké, még Ggy is, hogy el6bbit négyszer kell elvégezni a
négy blokkra.

Tomegmatrix transzformaldsat ugyanigy blokkonként végezhetjiik, igy azt
kiilon nem vezetjiik végig. Végiil megjegyezziik, hogy a transzformélas meg-
tartja a matrixok szimmetriajat.

3.4.4.2. Matrixok kompilalasa

A maétrixok kompilalasanak hatterében a szuperpozicio elve all. Az egyes cso-
mopontokra az egyes radelemekbdl atadodo ercket egyméastol fiiggetleniil sza-
molhatjuk és Gsszegezhetjiik Gket. Tudva, hogy egy elemi merevségi matrix Im
blokkja az m csomdpont egységnyi elmozdulasai miatt az [ csomdpontra miikdd-
tetendd egyensilyozo erdket tartalmazza, az ezeket az eréket tartalmazo 3 x 3-as
blokkot az egész szerkezet 3 x 3-as Im-blokkjahoz kell hozzdadni. A kompilalas
menete tehat a kovetkezo:

o Létrehozzuk a teljes szerkezet merevségi matrixat, K o N csomépont
esetén ez egy 3N x 3N-méretd matrix, amit zérusokkal toltiink fel.

e Minden egyes jk-rudelemnek:
— kiszamitjuk az elemi merevségi méatrixat a lokalis koordinatarend-
szerben (3.478),

— transzformaljuk az elemi merevségi matrixat a globéalis koordinata-
rendszerbe (3.514),

— a jj-blokkot hozzéadjuk a K  matrix jj-blokkjahoz,
a jk-blokkot hozzaadjuk a K ll matrix jk-blokkjahoz,
— a kj-blokkot hozzaadjuk a K o matrix kj-blokkjahoz,
a kk-blokkot hozzdadjuk a K ol matrix kk-blokkjahoz.

A toémegmatrix kompilalasakor ugyanezeket a lépéseket kell végrehajtani,
csak értelemszertien az elemi tomegmatrixok blokkjait kell hozzdadni az el6ze-

tesen nullakkal feltoltétt 3N x 3N-méretd M a”—métrix blokkjaihoz.
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3.4.4.3. Tamaszok figyelembevétele

A kopilalas eredményeként kapott M o & K matrixokban még nincsenek
figyelembevéve a tamaszok.

A megtamasztott szabadsagfokok esetén a 3.3.4.1. alpontban bemutatott
modszert hasznalhatjuk Mozdulatlan tamasz esetén toroljiikk a megtamasztott
szabadsagfokoknak megfelels sorokat és oszlopokat a métrixokbol, illetve a meg-
tamasztott szabadsagfoknak megfelel6 elemeket a vektorokbol. Ha a tamasz
mozog, akkor az egyenletrendszer bal oldalan ugyaniagy végrehajthatd a fenti
miivelet, viszont a (3.333) képletnek megfeleléen modositanunk kell a tehervek-
tort.

Rugalmasan megtamasztott szabadsagfok esetén a tdmasz rugémerevségét
kell hozzaadnunk az altala megtamasztott szabadsagfokhoz tartozé féatloelem-
hez a merevségi matrixban.

A rugalmas megtdmasztassal gyakran kozelitik a merev tamaszokat is. Ilyen-
kor egy kellden nagy merevségi rugoval tamasztjak meg a szerkezetet, és ter-
meészetesen adddik a kérdés, hogy mekkora az a kell§en nagy. Tilsagosan nagy
fiktiv rugobmerevségek ugyanis numerikusan instabilla tehetik a szamitast, a tal
kicsik viszont megnovelik az elmozdulasokban a merevtestszerd elmozdulasok
silyat. A helyes értékek megvalasztasdhoz az aldbbiakat javasoljuk megfontol-
ni:

all

o A rugdk alakvéltozésa legyen elhanyagolhato a szerkezet elmozdulasaihoz
képest, azaz nagysagrendekkel legyenek kisebbek.

e A rugdk merevségének egy nagysagrenddel valo novelése mar ne valtoztas-
son az eredményeken a szignifikins jegyekben. (Ez jelentheti elmozdula-
sok, igénybevételek, de akar figyelembe vett sajatkorfrekvenciak értékeit.)

e A rugalmasan megtamasztott rugalmas szerkezet els6 sajatkorfrekvenci-
4djat a merevségek szétvalasztasadval a Foppl-Papkovich 6sszegzési tétellel
kozelithetjiik. A rugalmasan megtdmasztott merev test és a fixen megta-
masztott rugalmas szerkezet sajatkorfrekvenciaibol szamolt sajatkorfrek-
vencia akkor lesz kozel a fixen megtamasztott rugalmas szerkezet sajatkor-
frekvencidjahoz, ha a rugalmasan megtamasztott merev test sajatkorfrek-
vencidja nagysigrendekkel nagyobb a rugalmasan megtamasztott rugal-
mas szerkezet sajatkorfrekvenciadjanak numerikusan szamitott értékénél.

A tdmaszok figyelembevétele utani tomegmatrixot M-mel, a merevségi mét-
rixot pedig K-val jelolve a rezgésvizsgalat tovabbi lépései mar egy tobbszabad-
sagfoku rendszer vizsgalataval egyezik meg.

3.4.5. Példak

3.4.1. Példa (Keret 6 szabadsagi fokkal). Hatdrozzuk meg a 5.28.a) dbrdn ldt-
hato keret merevségi matrizdt, diagondl témegmdtrizdt és a sajatkorfrekvencid-
kat hdrom ridelem haszndlatdval!

Az oszlopok adatai: p, = 0.5t/m, EA, = 1200kN, EI, = 24000kNm?, h = 4m.
A gerenda adatai: pg = 0.6t/m, EA, = 2400kN, EI, = 12000kNm?, L = 6m.
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El) b) Y2
1 X2 2
U, EA,EI, Y13 Vo4
X13 Xog
_L h
g, EAEI ; v
3 X 4
L
[ 1
I —
<)
vy vy V3

3.28. dbra. a) A keretszerkezet modellje.b) A csomopontok és riudelemek. c¢) A
szamitott rezgésalakok vazlata.

Megoldas

Szamozzuk a csomopontokat a kdvetkezSképpen: a fels§ csomopontokkal
kezdjiik balrél-jobbra, majd a megtamasztott csomoépontokkal folytassuk
ugyancsak balrol jobbra. Az igy kapott csomoépont-sorszamokat, a rudele-
mek rémai szamokkal jelolt sorszamat és a hozzajuk rendelt lokalis koor-
dinatarendszereket mutatja a 3.28.b) abra. A teljes merevségi matrix és
tomegmaétrix 12 x 12-es lesz, amit a kompilalas sordn rudelemenként fo-
gunk felt6lteni, amihez elGszor allitsuk el mindegyik radelem matrixait a
globalis koordinatarendszerben.

e Az 1 — 3 rudelem elemi merevségi méatrixa a lokalis koordinatarend-

szerben:
300 0 0 —300 0 0
0 4500 9000 0 —4500 9000
Kok _ 0 9000 24000 0 —9000 12000
=13 —300 0 0 300 0 0
0 —4500 —9000 04500  —9000
0 9000 12000 0 —9000 24000
(3.517)
A globélis koordinatarendszerbe a
0 1 0
r.,=(-100 (3.518)
0 0 1

maétrix forgatja a harom elemd vektorokat, a méatrix blokkonkénti
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forgatasanak eredménye:

4500 0 9000  —4500 0O 9000
0 300 0 0—-300 O
g | 9000 0 24000 —9000 0 12000
Ky = —4500 0 —9000 4500 0 —9000 (3.519)
0 —300 0 0300 O
9000 0 12000  —9000 0O 24000
A rudelem diagonal témegmatrixa azonos a lokalis és a globalis ko-
ordinatarendszerben:
M,=( 1 1333 1 1 1.333) (3.520)
e Az 1 — 2 rudelem elemi merevségi matrixa a lokalis koordinatarend-
szerben:
400 0 0 —400 0 0
0 666.7 2000 0 —666.7 2000
Kok _ 0 2000 8000 0 —2000 4000
=12~ |[—400 0 0 400 0 0
0 —666.7 —2000 0666.7  —2000
0 2000 4000 0 —2000 8000
(3.521)

A gerenda lokalis koordinatarendszere megyegyezik a globalis koordi-
néatarendszerrel, igy ezt nem kell forgatni:

gl __ lok
£13 B £12 (3.522)
A rudelem diagonal témegmatrixa azonos a lokalis és a globalis ko-
ordinatarendszerben:
M, =(18 18 54 18 18 54) (3.523)

e A 2 — 4 ridelem azonos méretd az 1 — 3 rudelemmel, igy a lokalis
koordinatarendszerben azonosak a merevségi matrixaik:
lok __ lok
K =K% (3.524)
E két elem esetén a lokalis koordindtarendszerek is azonos allasuak,
igy ugyanazzal a transzforméciéval kapnank a globalis koordinata-
rendszerben a métrixot, tehéat értelemszertien az is meg fog egyezni:
gl _ pral
K¢, = K9, (3.525)
A tomegmatrixok az azonos méretek és anyagjellemzék miatt szintén
megegyeznek, és a diagonalmétrixot transzforméalni sem kell:

M, =M (3.526)

=24 = =12
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A kompilalas soran az 13-elem métrixainak 11-; 13-, 31-, 33-blokkjait
rendre a teljes matrixok 11-, 13-, 31-, 33-blokkjaihoz kell hozzdadnunk. Az
12-elem matrixainak 11-, 12-; 21-, 22-blokkjait rendre a teljes méatrixok 11-,
12-, 21-, 22-blokkjaihoz kell hozzdadnunk. Végiil a 24-elem métrixainak 22-
, 24-, 42-) 44-blokkjait rendre a teljes matrixok 22-, 24-, 42-, 44-blokkjaihoz
kell hozzaadnunk. Az eredményiil kapott matrixok koziil a teljes merevségi
matrix blokkszerkezetét mutatjuk be:

11 11 12 13
£13}—;;1£12 K22£12K22 %13 .K%4
K,=| o  Tepse g S (3.527)
=13 ~42 =18 S
Q £24: Q £24:

Az oszloptalpaknéal levs befogésok miatt a tamaszok figyelembevétele so-
ran a matrixok harmadik és negyedik blokksorat és blokkoszlopat toroljiik,
igy az alabbi matrixok maradnak a szerkezet merevségi matrixanak és a
tomegmaétrixanak:

4900 0 9000 —400 0 0
0 967 2000 0  —667 2000
9000 2000 32000 0  —2000 4000
E=1"400 o0 0 4900 0 9000 (3:528)
0 —667 —2000 0 967 —2000
0 2000 4000 9000 —2000 32000
M=(28 28 6.733 28 28 6.733) (3.529)

Az altalanositott sajatértékfeladat megoldasaként adodik a sajatkorfrek-
venciak spektralmétrixa:

Q= (10.351 13.645 25.759 30.985 73.401 79.942),  (3.530)

A sajatvektorok matrixa pedig:

V =

0 0.21133  —0.36346 —0.32599 —0.21556  0.16626
0.422578  0.33604 0 0.24888 0 0.060866

0 —0.093423  0.13901  0.065629 —0.23438  0.24743

0 0.21133  0.36346 —0.32599 0.21556  0.16626
0.42258  —0.33604 0 —0.24888 0 —0.060866

0 —0.093423 —0.13901 0.065629  0.23438  0.24743

(3.531)

A kapott rezgésalakokat 3.28.c) abran vazoltuk.

3.4.2. Példa (Gerenda konvergenciaja). Hatdrozzuk meg a 3.29.a) dbrdn ldt-
hatd rendszer hajlitérezgéshez tartozo sajdatkérfrekvencidit kilonbozd elemszdm
esetén. Haszndljunk konzisztens tomegmdtrizot és 1,2,...,9 ridelemet!

A gerenda adatai: p = 0.6t/m, EI = 12000kNm?, L = 12m.
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a) b)
yvix o) R 2 m+1 -
u,EI 7@- X o i

I I=L/m
f ! —

—_

3.29. abra. a) A csuklos-csuklos megtamasztasa gerenda. b) A csomépontok
és rudelemek.

Megoldas

Az egyenes tengelyl gerenda esetén a normaliranyd és a hajlitorezgések
szétvalaszthatok, igy jelen feladatban csomopontonként kettd szabadsagfok
elegendd: a tengelyre merGleges eltolodas és az elfordulds. Emiatt az elemi
matrixokbdl is csak a masodik, harmadik, 6t6dik és hatodik sorokbél és
oszlopokbol képzett 4 x 4-es matrixokra lesz sziikség, egy blokk mérete
pedig 2 x 2 lesz. Transzformélasra sem lesz sziikség, hiszen minden elem
ugyanugy all.

Egy elem merevségi méatrixa tehat az alabbi lesz:

12E7T 6E1 _12E71 6E1
13 2 13 2
6E1 4FE1 _6FI 2E1
— 12 ! 2 !
éjk = | _12EI _6EI 12k __6EI | > (3.532)
3 2 13 éQ
6EI 281 _6EI 4ET
2 l 2 l

a konzisztens tomegmatrix pedig:

13 ALy 9 — A3
35 2107 70 120"J
Alk % 12 13 l'k _ % l2
. 210"J 105 “jk 420°J 140 'jk
M. =Mk s 13 B W (3:533)
70 420 Jk 35 210 gk
A8, L2 _ 1l L2
4207k 140 "5k 210 "Ik 1055k

A gerendat m egyenl6 hosszusagu elemre bontva a csomépontok sorsza-
mozasa rendre 1 és m—+1 kozott fog valtozni (lasd a 3.29. abrat). Mindegyik
radelem | = L/m hosszu lesz, a j-edik radelem kezd& csomopontja a j-edik,
végpontja a j + 1-edik lesz. A kompilalast a 2m + 1 x 2m + 1-mérett éa”
és M, matrixokba kell elvégezni az alabbi séma szerint:

K., =
711 12 -
£12 £12 g Q Q
K21 K22 + K22 K23 0
=12 =12 =23 =23 =
32 33 33 34
0 K K> + K K
= =23 =23 =34 =34
: : : . 0
0 0 Kmm 4+ Kmm Km?m«‘fl
= = —m-—1,m —m,m+1 —m,m+1
0 0 m+1,m m—+1,m+1
L = = =—m,m+1 =—m,m+1

(3.534)
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m 1 2 3 4 5 6 7 8 9
wo,1 10.758 9.731 9.701 9.695 9.694 9.693 9.693 9.693 9.693
wQ,2 49.301 43.033 39.230 38.924 38.836 38.803 38.789 38.782 38.778
wQ,3 — 108.167 96.825 88.830 87.929 87.580 87.425 87.348 87.306
w4 197.203 180.038 172.133 158.659 156.919 156.109 155.698 155.474

w0,5 322.141 273.604 268.957 248.754 246.024 244.568 243.756

w0,6 — 443.706 432.669 388.239 387.298 359.120 355.319 353.068
wo,7 — — 648.202 565.271 523.752 527.156 489.743 484.848
wo,8 — — 788.811 802.846 720.153 680.088 688.530 640.605
w0,9 1080.56 973.506 896.660 857.235 871.421
w0, 10 — — — — 1232.52 1288.57 1166.75 1094.42 1055.20
wp,11 — — — — — 1615.77 1499.53 1382.54 1313.22

wQ,12 1774.82 1886.32 1730.68 1620.34

«0,13 - - — — — — 2252.02 2142.18 1984.54
w0,14 - - — — — — 2415.73 2592.81 2412.48
«0,15 - - — — — — — 2988.34 2899.28
«0,16 - - - - — — — 3155.24 3405.43
w0,17 - - - - — — — — 3824.18
«0,18 - — — — — — — — 3993.35

3.1. tablazat. A 3.4.2. példa kéttdmaszu gerendéajanak sajatkorfrekvenciai m
radelemmel szamolva.

A peremfeltételeket most a két csuklos tamasszal kell figyelembe venniink.
Ezek az els6 és az utolsd csomdpont elsd szabadsagfokianak az elmozduléasat
akadalyozzdk meg, vagyis a K s M " matrixokbol az elsd és a 2m + 1-
edik sort és oszlopot kell torélni, igy a feladatban a szabadsagfokok szdma
2m lesz a matrixok pedig 2m x 2m mérettiek lesznek.

A kapott K és M matrixokkal megoldva az altalanositott sajatérték-
feladatot, az elemek szamanak fiiggvényében kiszamitottuk a sajatkorfrek-
vencidkat. A szamitott értékeket a 3.1. tablazatban mutatjuk be.

Egy-egy oszlop a fejlécben jelolt elemszammal végzett szamitas eredmé-
nyét mutatja, igy a szabadsagfokok szamanak kétszerese szamu eredmény
kaphato. Egy-egy sorban egy sajatkorfrekvencia konvergencidjarol azt alla-
pithatjuk meg, hogy néhany kezdeti, a végsénél sokkal nagyobb érték utan
lassan kozelitenek egy végleges értékhez. A végleges sajatkorfrekvencia-
tol lényegesen eltérd eredményeket kiemelve azt lathatjuk, hogy egy adott
szamitas esetén a sajatkorfrekvencidk fels6 felébe es6 eredmények mindig
tavol vannak még a konvergenciatol. A folytonos szerkezetnek az ezekhez
a sajatkorfrekvencidkhoz tartozo rezgésalakjainal mér tobb inflexiés pont
alakul ki, mint az elemek szama, a diszkretizalt rendszerben viszont egy
elemen beliil a szakaszonkénti harmadfokt kozelités miatt legfeljebb egy
inflexiés pont lehet, azaz a rezgésalak kozelitése a diszkretizalas miatt kissé
nagyon durva. Az alak fliggvényterének elGirasaval a valosagos szerkezetnél
merevebbé tessziik a szamolt numerikus modellt, emiatt kapunk nagyobb
sajatkorfrekvenciat.

3.4.3. Példa (Kémény foldrengés-vizsgalata). Hatdrozzuk meg eqy kémény (ldsd
a 3.30.a) dbra) befogdsi keresztmetszetének mazximdlis igénybevételeit rezgésala-
konként, ha a vizszintes tdmaszmozgdshoz tartozo pszeudogyorsulds-vdlaszspekt-
rum értéke mindegyik rezgésalakhoz Sq = 2.5m/s*>. A kéményt bontsuk két azo-
nos rudelemre és haszndljunk konzisztens témegmadtrizot.

Az oszlop adatai: p = 0.7t/m, EA = 4800kN, EI = 36000kNm?, H = 24m.
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0.13658

fs

9.6986

3.30. abra. a) Az alul befogott oszlop.b) A csomoépontok és rudelemek. c) Az
egyes rezgésalakokhoz szamolt maximalis igénybevételt okozd erérendszerek.

Megoldas
Diszkretizaljuk a kéményt a 3.30.b) dbran lathaté modon, és vegyiik fel a
globalis koordindtarendszert gy, hogy az XY -tengelyek essenek egybe az
zy-tengelyekkel, igy nem kell majd transzforméalni.. Az elemi merevségi
maétrixok azonosak az 12- és a 23-elem esetén:
400 0 0 —400 0 0
0 250 1500 0 —250 1500
0 1500 12000 0 —1500 6000
K= —400 0 0 400 0 0 ’ (3.535)
0 —250 —1500 0 250  —1500
0 1500 6000 0 —1500 12000
és ugyanez elmondhat6 a konzisztens tomegmatrixrol is:
2.8 0 0 14 0 0
0 3.12 5.28 0 1.08 —3.12
0 5.28 11.52 0 3.12 —8.64
M= 14 0 0 2.8 0 0 (3.536)
0 1.08 3.12 0 3.12 —5.28
0 -312 —-864 0 —528 11.52
Kompilalas utan a teljes matrixok értékei:
—xall =
[ 400 0 0 —400 0 0 0 0 0
0 250 1500 0 —250 1500 0 0 0
0 1500 12000 0 —1500 6000 0 0 0
—400 0 0 800 0 0 —400 0 0
0 —250 —1500 0 500 0 0 —250 1500 |,
0 1500 6000 0 0 24000 0 —1500 6000
0 0 0 —400 0 0 400 0 0
0 0 0 0 —250 —1500 0 250 —1500
L O 0 0 0 1500 6000 0 —1500 12000 |
(3.537)
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2.8 0 0 1.4 0 0 0
0 3.12 5.28 0 1.08 =312 0
0 528 11.52 O 312 —-864 O

1.4 0 0 5.6 0 0 1.4 0

o O O
oo oo

M =|0 108 312 0 624 0 0 108 —3.12
0 -312 —864 0 0 2304 0 312 -8.64
0 0 0 14 0 0 28 0 0
0 0 0 0 108 312 0 312 —528
| 0 0 0 0 -312 —-864 0 —528 11.52]
(3.538)

Az als6 csomoépont merev befogasa miatt az utolsd6 harom sort és osz-
lopot torolhetjiik a matrixokbol, igy kapjuk a modélanalizishez sziikséges
két 6 x 6-os matrixot:

400 0 0 —400 0 0
0 250 1500 0 —250 1500
0 1500 12000 0 —1500 6000
A= —400 0 0 800 0 0 ’ (3.539)
0 —250 —1500 0 500 0
0 1500 6000 0 0 24000
2.8 0 0 14 0 0

0 3.12 5.28 0 108 -3.12

0 5.28 1152 0 3.12 -8.64
1.4 0 0 56 0 0 ’
0 1.08 3.12 0 6.24 0

0 =312 -864 O 0 23.04

M= (3.540)

Az altalanositott sajatértékfeladat megoldasabol a sajatkorfrekvenciak:

Q:<1.38497 5.556991 8.74888 19.4229 29.5903 85.8838> (3.541)

A rezgésalakok pedig:

0 0.363219 0 0.525581 0 0
0.488425 0 0.492753 0 0.548029 —0.920285
VvV — —0.028014 0 —0.0988487 0 —0.220225 0.741213 (3.542)
= 0 0.256834 0 —0.371642 0 0 .
0.165829 0 —0.355676 0 0.0557476 —0.233015
—0.0236691 0 —0.00891967 0 0.174625 0.199562

A teher meghatarozasahoz sziikségiink van a tamasz iranyaba mozgd
terhek vektorara (lasd (3.362)), amihez a mutatévektor:

i=01 00100 10", (3.543)

Hiszen a tamasszal kiegészitett rendszerben minden csomoépont mésodik
szabadsagfoka tolodik el vizszintesen. A kiils6 csomdpontokkal kiegészitett
szerkezet tomegmatrixanak belsé csomopontokhoz tartozo sorai az M ol
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maétrix els§ hat sora. A szorzést elvégezve azt kapjuk, hogy:

0
4.2
8.4

O 9
8.4

0

m =

(3.544)

A modalis részvételek koziil a méasodik és a negyedik rezgésalak a fiiggs-
leges rezgésekhez tartozik, azok nullak lesznek, a hajlitorezgésekhez pedig
(3.410) alapjan az alabbi értékek adodnak:

'y = 3.2090, Iy = —1.7484, I's =0.92011, I's = 0.40366.
(3.545)
A rezgésmodonkénti maximalis igénybevételeket okozod erérendszereket
(3.418) alapjan szamithatjuk®. A masodik és negyedik alakhoz zérusvek-
torok tartoznak, a tobbi:

0 0 0 0
13.068 —2.8813 0.14363 0.16956
23.892 —1.8811 —2.2502 1.2397
i1: 0 ’igz 0 ’isz 0 ’i@z 0
11.832 8.7232 0.58113 —0.13658
—14.659 3.8852 9.6986 1.0749
(3.546)

A nemzérus erdrendszereket a 3.30.c) dbran rajzoltuk fel. Ezek alapjan
a rezgésmodonkénti maximalis befogasi nyomatékok egy konzol nyomatékai:

M, = —13.068 - 24 4 23.892 — 11.83212 — 14.659 = —446.39kNm
My =2.8813-24 — 1.8811 — 8.7232 - 12 + 3.8852 = —33.523kNm
Ms = —0.14363 - 24 — 2.2502 — 0.58113 - 12 + 9.6986 = —2.9723kNm

Mg = —0.16956 - 24 + 1.2397 + 0.13658 - 12 + 1.0749 = —0.11600kNm
(3.547)

A masodik és negyedik rezgésalakban nem keletkezik nyomaték, azaz
My =M, =0. (3.548)

A (3.547) egyenletben kapott nyomatékok ugyan el§jeles mennyiségek,
de a tovabbi hasznalat szempontjabol az abszolutértékiik szamit. Az abszo-
latértékek Gsszegével szamolva a maximalis nyomaték 483.0kNm-re ad6dna,
és jol latszik, hogy az utolsd alak szerepe mar igy is elhanyagolhaté lenne.
A hatékony tomeget szamolva (lasd (3.420)) azonban arra juthatunk, hogy
a szerkezet - H = 16.8 tonnas teljes tomegébdl csak Zj F? = 14.3645
tonnat vettiink figyelembe, ami kb. 85 szazalék. A hidnyz6 toémegnek az
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az oka, hogy a két elem még egy elég durva felbontas, ami miatt tal nagy
tomeget redukaltunk a tdmaszhoz képest nem mozgo6 tamaszba.

2Ttt most minden alakra meg volt adva Sy értéke. Ennek hidnyaban természetesen a
sajatkorfrekvencidkbol szamolt periddusidéknek megfelel értékeket kellene kiolvasni a
valaszspektrum diagramjabol.

3.4.4. Példa (Rugalmas megtamasztas konvergenciaja). Hatdrozzuk meg egy
befogott-befogott tarts (ldsd 5.31.a) dbra) hajlitérezgéshez tartozé sajdatkorfrek-
vencidit a tdmasz rugalmas megtdmasztdssal torténd helyettesitésével Haszndl-
junk konzisztens témegmdtrizot és 3 rudelemet!

A gerenda adatai: p = 2.1t/m, EI = 1200kNm?, L = 12m.

Megoldas

Csak a hajlitérezgéssel foglalkozunk, ezért csomépontonként két szabad-
sagfokunk van (a fliggdleges eltolodas és az elfordulas), az elemi merevségi
matrix pedig 4 x 4-es:

225 450 =225 450
450 1200 —450 600
£e =225 —450 225 —450|° (3.549)

450 600 —450 1200
Az elemi konzisztens témegmaétrix szintén 4 x 4-es:

31.2 176 10.8 —-104
176 128 104 —-9.6
M = 10.8 104 312 —17.6]|° (3.550)

—-104 —-9.6 —-176 128

A harom rudelem (3.549) szerinti elemi merevségi matrixaibol kompi-

3.31. abra. a) A befogott-befogott gerenda.b) A csomopontok, radelemek és a
rugalmas megtamasztas.
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lalhatjuk a teljes merevségi matrixot:

[ 225 450 —225 450 0 0 0 0
450 1200 —450 600 0 0 0 0
—225 —450 450 0 —225 450 0 0
K - 450 600 0 2400 —450 600 0 0
=all 0 0 —225 —450 450 0 —225 450 |’
0 0 450 600 0 2400 —450 600
0 0 0 0 —225 —450 225 —450
| 0 0 0 0 450 600 —450 1200 |
(3.551)
a (3.550) szerinti elemi tomegmatrixokbol pedig teljes tomegmaéatrixot kap-
juk:
[31.2 176 10.8 —10.4 0 0 0 0
176 128 104 —-9.6 0 0 0 0
10.8 104 624 0 10.8 —10.4 0 0
Vo - —-104 -9.6 0 25.6 104 —9.6 0 0
—all 0 0 10.8 104 62.4 0 10.8 —-10.4
0 0 -—-104 -96 0 256 104 —9.6
0 0 0 0 10.8 10.4 31.2 —17.6
L0 0 0 0 -104 —9.6 —17.6 128 |
(3.552)

A rugalmas megtamasztasokat (lasd 3.31.b) abra) ugy vesszik figye-
lembe, hogy a megtamasztott szabadsagfokokhoz tartozo féatlo-elemekhez
hozzdadjuk a megtdmaszté rugd merevségét:

é:
(22540, 450 —225 450 0 0 0 0
450 1200+, —450 600 0 0 0 0
—225  —450 450 0 —225 450 0 0
450 600 0 2400 —450 600 0 0 (3.553)
0 0 —225 —450 450 0 —225 450
0 0 450 600 0 2400 —450 600
0 0 0 0 —225 —450 22540, —450
. 0 0 0 0 450 600 —450  1200+¢,, |

A rugalmas tamaszok esetében nem valtozik a matrixok mérete, igy a teljes
tomegmaétrix egyben a szamitasban hasznalt tomegmaétrix lesz:

M=M

—xqall

(3.554)

A kapott K és M maéatrixokkal megoldva az altalanositott sajatértékfel-
adatot, a rugomerevségek fiiggvényében kiszamitottuk a sajatkorfrekvenci-
akat. Példankban azonos szamértékeket hasznalunk a kétféle merevségre,
de azok valojaban kiilonb6z6 mértékegységiiek, azaz kiilonb6z6 mennyisé-
gek. A szamitott sajatkorfrekvencidkat a 3.2. tdblazatban mutatjuk be. Az
elsé sorban a megtamasztéas nélkiili eset, azaz a K S M métrixokbol
szamolt sajatkorfrekvencidk lathatok. Mivel nincs tamasz, a csak fiiggsle-

ges eltolodasu sikbeli feladatnak megfelelGen két fliggetlen merevtest-szeri
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0y = Q¢ \/ % w0,1 wo,2 «0,3 w0,4 «0,5 w0,6 wo,7 wo,8
0 0 0 0 1.1777 3.254 7.138 12.813 24.81 30.52
102 0.00891 0.0089 0.0156 1.1779 3.254 7.138 12.813 24.81 30.52
10~ 1 0.02817 0.0281 0.0495 1.1793 3.255 7.138 12.813 24.81 30.52
100 0.08909 0.0880 0.1561 1.1933 3.261 7.143 12.818 24.82 30.53
10t 0.28172 0.2530 0.4848 1.3285 3.324 7.187 12.866 24.93 30.62
102 0.89088 0.5134 1.3115 2.2439 3.907 7.608 13.314 25.97 31.46
102 2.8172 0.8743 2.3805 4.6012 6.766 10.167 15.929 35.19 39.73
104 8.9087 1.1287 3.1310 7.0343 12.834 19.715 22.714 84.77 90.50
10° 28.172 1.1739 3.2835 7.6107 15.043 56.893 59.413 258.75 274.01
106 89.087 1.1787 3.3003 7.6733 15.242 178.193 184.806 815.26 862.62
107 281.72 1.1792 3.3020 7.6796 15.261 562.955 583.466 2577.1 2726.6
oo o 1.1793 3.3022 7.6807 15.263 - - - -

3.2. tablazat. A 3.4.4. példa gerendéajanak sajatkorfrekvenciai a tamaszok rugo-
merevségének fiiggvényében.

mozgas, azaz két zérus sajatkorfrekvenecia van. Az utolsd sorban a merev
megtamasztas pontos figyelembevételével, azaz a matrixok kondenzalasaval
kapott 4 x 4-es matrixokbol szamolt négy sajatkorfrekvencia lathato. Az
adott diszkretizalas mellett ezek az értékek tartoznak a végtelen rugdéme-
revséghez, igy a konvergencia esetén ezekhez az értékekhez tartanak a sajat-
korfrekvencidk. Az utolsé négy sajatkorfrekvencia a rugémerevség novelé-
sével mar a végtelenhez tart, tizszer akkora rugomerevséghez kb. /10-szer
akkora sajatkorfrekvenciak tartoznak az utolsé négy oszlop also soraiban.

A gerenda fiiggsleges, merevtestszert rezgése esetén a két o, rugé ta-
masztand meg a pL tomegid gerendat. Ennek az egyszabadsagfoka rend-
szernek a sajatkorfrrkvenciajat a masodik oszlopban tiintettiik fel. Lat-
haté, hogy egy-egy sajatkorfrekvencia akkor van kozel a ,,pontos” értékhez,
amikor ez a sajatkorfrekvencia legalabb egy nagysagrenddel nagyobb a szé-
mitott eredménynél.
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4. fejezet

Folytonos szerkezetek
mechanikai rezgései

4.1. Hazott-nyomott gerenda rezgése

Folytonos szerkezetek rezgései koziil elGszor a huzott-nyomott rud differencial-
egyenletét és a megoldas lépéseit mutatjuk be. Legyen adott az E rugalmassagi
moduluszi, p stirtiségii anyagbo6l késziilt prizmatikus rid. A rid keresztmetszeti
teriilete A, a riad tengelye egybeesik az z-tengellyel. A rudat a hossza mentén
a p(x,t) intenzitasa, tengelyiranyu erd terheli. A rad fajlagos tomegét jelolje
p = 0A.

Keressiik a keresztmetszetek hossziranyu elmozdulasanak u(z, t) fiiggvényét,
ami kielégiti a rud végein eldirt peremfeltételeket, és a ty id6pontban elsirt
kezdeti feltételeket.

A kezdeti feltételek altalanos alakja

u(x, tg) = uo(x), u(x, tg) = vo(x), (4.1)

ahol ug(z) a kezdeti alak fiiggvénye, vo(z) pedig a kezdeti sebességfiiggvény.

A peremfeltételek a megtamasztasi viszonyoktol fiiggenek. Jeldlje xg és xp,
a rud kezds- és végpontjanak koordinatajat. Els§ példaként a mindkét végén
megtamasztott rad peremfeltételei:

u(xo,t) = uo, u(xp,t) = ug, (4.2)

ahol ug és up a rad két végének eldirt elmozdulasa. (Mozdulatlan tamaszok
esetén természetesen nulla az értékiik.) Masodik példaként a kezdSpontjaban
megtamasztott, a végpontjaban szabad végid rad peremfeltételei mozdulatlan
tamasz és terheletlen ridvég esetén:

u(zo,t) =0, o' (xp,t) = 0. (4.3)

A két példat a 4.1.a)-b) abra mutatja. Megjegyezzik, hogy a peremfeltételek
valtoztatasaval szamtalan tovabbi lehetséges feladat képezhets'.

1Csak emlités szintjén mondjuk itt az idében valtozé peremfeltételt, illetve a rugalmas
megtamasztas miatti peremfeltételt.
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4.1. abra. Huzott-nyomott rad modellje a) mindkét végén megtamasztott, elsirt
tamaszelmozdulassal, b) egyik végén megtamasztott, masik végén szabad rud,
¢) elemi hosszusagu rudszakasz elkiilonitése.

4.1.1. Rezgés differencidlegyenlete

A htzott—nyomott rad rezgésének differencidlegyenletéhez tekintsiik egy elemi
darab elkiilonitését a 4.1.c) abra szerint. A rudat elvagtuk az x és a téle elemien
kicsiny dx tavolsagra levé x + dx koordinataju keresztmetszeteknél. Az abran
feltlintettiik az elemi darabra hato ercket, azaz a kezds- és végkeresztmetszetre
hat6 N(z,t) és N(xz + dz,t) normalersket, valamint a megoszlo erét. Utdbbi
a dx hosszusig elemien kicsiny volta miatt kozelitheté a hossz mentén allando
p(x,t) intenzitassal. Ezek az erck egyiittesen hozzak létre a pdz tomegi elemi
darab gyorsulésat, azaz Newton mdsodik mozgdstorvényét felirhatjuk:

pdxi(z,t) = =N (x,t) + N(z + dx, t) + p(z, t)dz. (4.4)
Fejtsiik Taylor-sorba a normaélerd fiiggvényét az x pont koril:

aN@wW+lmeﬂ

dz® + ... (4.5)

Vezessiik be az x szerinti parcialis derivalt jelolésére a ' szimbolumot. Ezutan a
dz-ben magasabb foku tagokat elhanyagolva a normaler6 az x + dx keresztmet-
szetnél kozelitsleg:

N(z +dz,t) ~ N(z,t) + N'(z,t)dz. (4.6)
Ezt behelyettesitve (41.4)-be:
pdzi(x,t) = —N(z,t) + N(x,t) + N'(x,t)dz + p(z,t)dz. (4.7

Egyszertsitsiik az egyenletet —N(x,t) + N(z,t) = 0-val, és osszuk le mindkét
oldalt dx-szel, igy azt kapjuk, hogy:

wii(z,t) = N'(z,t) + p(x,t). (4.8)

(Ha nem kozelitettiik volna korabban p(z, t)-t és N (x +dx, t)-t, akkor most még
egy dxr — 0 hatardtmenetre lenne sziikség, hogy azoktol a tagoktél megszaba-
duljunk.
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A huzott-nyomott rad geometriai egyenlete az alakvaltozasok (itt az e(z,t)
fajlagos nyulas) és az elmozdulasok kozotti kapcsolatot adja meg:

e(x,t) = (z,t). (4.9)

Az anyagegyenlet a keresztmetszet igénybevétele és alakvaltozasa kozotti kap-
csolatot irja le:
N(z,t) = EAe(x,t), (4.10)

ahol FA a keresztmetszet normdlmerevsége. Helyettesitsiik be (4.9)-t (4.10)
jobb oldalaba:
N(z,t) = EAU/ (z,1), (4.11)

majd ennek derivaltjat (4.8) jobb oldalaba. Az ismert és ismeretlen fliggvé-
nyeket egy oldalra rendezve kapjuk a hizott-nyomott rid mozgdsdnak parcidlis
differencidlegyenletét:

EAu" (z,t) — pii(x,t) = —p(x,t). (4.12)

A teljes megoldashoz a feladatot ki kell egésziteni a megfelel§ kezdeti- és
peremfeltételekkel. A megoldas stratégiaja az egy- és tébbszabadsagfokt rend-
szereknél latotthoz hasonlo. A szabadrezgés-feladat megoldasaként kapjuk meg
a sajatkorfrekvencidkat és a sajatrezgésalakokat. A rezgés ezek linearis kom-
binaciojaként adodik, ahol az egyes alakok egyiitthatoit a kezdeti feltételekbol
kell meghatarozni. A gerjesztett rendszer esetén a megoldéas egy partikularis
megoldasnak és a szabadrezgés altalanos megoldasanak az 0sszegeként adodik,
utobbi paramétereit a kezdeti feltételek fiiggvényében kell meghatarozni. A ha-
sonlosagnak megfelelGen elGszor a szabadrezgés megoldasat mutatjuk be.

4.1.2. Szabadrezgés megoldasa all6hullamokkal
A hiazott—nyomott rad szabadrezgésének a parcialis differencidlegyenlete:

EAY (z,t) — pii(z,t) = 0. (4.13)

4.1.2.1. Megoldas feltételezett alakja
Keressiik a megoldast az alabbi alakban:
u(z,t) = v(zx) (acos(wot) + bsin(wot)) , (4.14)

azaz valasszuk szét a térbeli és idobeli véltozast a v(x) alakfiiggvény és az
(acos(wot) + bsin(wpt)) harmonikus fiiggvény szorzataként. (Utobbit abbol a
tapasztalatbol kiindulva, hogy az id6 szerinti masodik derivéaltak esetén ilyen
idofiiggéseket kaptunk korabban.)
A valtozok szétvalasztasanak koszonhetSen a parcialis derivaltak kénnyen
felirhatok:
u(x,t) = v"(z) (acos(wot) + bsin(wot)) , (4.15)

ii(z,t) = v(x)(—w?) (acos(wot) + bsin(wpt)) . (4.16)
A differencidlegyenletbe behelyettesitve

EAvV"(z) (acos(wot) + bsin(wot)) +
+ pv () (wd) (a cos(wot) + bsin(wet)) = 0. (4.17)
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Nemtrivialis megoldast keresiink, igy a nem mindig zérus harmonikus” taggal le-
oszthatjuk az egyenletet, igy a rezgésalak kozonséges differencidlegyenletét kap-
juk:

EAV" (z) + pwiv(x) = 0. (4.18)

4.1.2.2. Alakfiiggvény feltételezett alakja

Keressiik az alakfiiggvényt az alabbi alakban:

o) = oo (22) 1 3 (1) 19

ahol ¢ az alakot meghatarozo frekvenciaparaméter, L pedig egy rogzitett hosszi-
sag (példaul lehet a rud hossza). A feltételezett alak masodik derivaltja igy:

P? Y e P?
V' (x) = Iz Acos )+ Bsin 7)) = —ﬁv(ac), (4.20)
amit behelyettesithetiink a differencialegyenletbe:
—EA%D—Q()—% ju(z) =0 (4.21)
720(@) + pwpu(z) = 0. .

A nemtrivialis megoldas esetén leoszthatjuk az egyenletet v(x)-szel, igy az wy sa-
jatkorfrekvencia és a 1) frekvenciaparaméter kozott az alabbi Gsszefiiggés irhato

fel:
B ulL? B EA
b =wo\| T wo—m/—uLz. (4.22)

A képletben FA/L az L hosszusagu riadszakasz helyettesité rugomerevségével
egyenld, L pedig ugyanennek a szakasznak a tomege, azaz egy merevség-tomeg
hanyadostol fiigg itt is a sajatkorfrekvencia.. A két egyenlet azt is kifejezi, hogy
e két mennyiség egymassal szoros kapcsolatban all. Ha egy nagyobb frekvencia-
paraméter miatt a (4.19) egyenlet szerinti rezgésalak a hossz mentén gyorsabban
valtozik, akkor ez az alak a nagyobb sajatkorfrekvencidnak megfelelGen gyorsab-
ban fog rezegni.

4.1.2.3. Peremfeltételek

A kovetkezs lépés az alak meghatarozasahoz a (4.19) szerinti alak A és B pa-
raméterének, valamint a frekvenciaparaméternek a szamitasa. Ehhez a perem-
feltételeket kell felirni és az igy kapott egyenletrendszer lehetséges megoldasait
megtalalni. Egy xp pontban u(zp,t)-re elirt zérus érték a (4.14) szerint felté-
telezett alakkal

u(zp,t) = v(zp) (acos(wot) + bsin(wet)) =0 — wv(xp)=0. (4.23)

Hasonl6 moédon egy g pontban a derivaltra elsirt feltételbsl a derivéltra vo-
natkozo6 peremfeltétel szarmaztathato:

U (zg,t) = v'(zg) (acos(wot) + bsin(wpt)) =0 —  v'(zg)=0. (4.24)

2(a cos(wot) + bsin(wot))
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A maésodrendii differencidlegyenlethez a két peremen Osszesen két feltételt
irhatunk els, ezekben az egyenletekben az A és B paraméterek egyiitthatoi a 1)
fiiggvényében irhatok fel, azaz formalisan egy

(1) [g] = [8] (4.25)

homogén lineéris egyenletrendszer irhato fel, amiben a F(v) frekvenciamdtriz
tartalmazza a peremfeltételeket kifejezé egyenletrendszerben az altalanos meg-
oldas paramétereinek egyiitthatoit. A homogén egyenletrendszernek akkor van
nemtrivialis megoldasa, ha az egyiitthatématrix szinguléris, azaz determinénsa
zérus:

1=

[E()] = 0. (4.26)

Ez egy nemlinearis egyenletet eredményez 1)-re, aminek végtelen sok megoldasa
van, jeloljiik ezeket névekvs sorba rendezve ¥y, 12, 93, .. .-tal. Mindegyik .-
hez kiilon meg kell oldani a (4.25) egyenletrendszert az A, és B, értékekhez.
Az egyenletrendszer két egyenlete azonban nem fiiggetlen egymaéastol, hiszen a
matrix szingularis, ezért nincs egyértelmi megoldas, csak az A, és B, értékek
egymashoz viszonyitott aranyat kapjuk meg. Ez hasonl6 jelenség, mint amikor
a tObbszabadsagfoku rendszereknél a sajatvektort nem lehetett egyértelmiien
megkapni.

Folytonos szerkezetnél is sziikség lehet a rezgésalakok egyértelmiivé tételé-
re. Itt a tomegre normélast hasznéljuk, ami azt jelenti, hogy gy skalazzuk a
fliggvényt, hogy teljesiiljon az alabbi kapcsolat:

L
/0 pv?(z)de = 1. (4.27)

4.1.1. Példa (Mindkét végén megtamasztott rad). Hatdrozzuk meg a /.1.a)
dbra szerinti, mindkét végén megtdmasztott rid sajdtkorfrekvencidit és rezgés-
alakjait, ha a tdmaszok elmozduldsai ug = ur, = 0.

Megoldas
Helyezziik el a koordinatarendszert szimmetrikusan, igy a rezgé rud két
peremfeltételei:

u(—L/2,t) =0, u(L/2,t) =0. (4.28)

A (4.14) szerint feltételezett alakot behelyettesitve, az alakfiiggvényre az
alabbi peremfeltételeket kapjuk:

o(~L/2) =0,  wv(L/2) =0, (4.29)

azaz a (4.19) szerinti feltételezett alakot behelyettesitve:

A cos (_15) 4 Bsin (_15) =
A cos (g) + Bsin (g) =0.

(4.30)
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Az A és B paraméterek egylitthatéibol képzett frekvenciamatrix:

- cos(—%) sin(—%) . (4.31)

L) i)

Fejtsiik ki a frekvenciaméatrix determinansat, hasznaljuk fel a harmonikus
fliggvények szimmetriait®, és tegyiik egyenlévé a determinanst nullaval:

|F'| = 2cos (g) sin (g) =0. (4.32)

Ennek az egyenletnek kétféle megoldasa van:

cos (g) — ¢ = (2k — 1), (4.33)

vagy

sin (qé}) — 1 = 2km. (4.34)

amit most Osszefoglalva frhatunk gy, hogy:
Yy =17 (4.35)

Az r-edik sajatkorfrekvencia (4.22) alapjan:

EA

Wor =1y | —=.
T ’uL2

(4.36)

A rezgésalakokat a (4.30) egyenletek béarmelyikébe torténd visszahe-
lyettesitéssel kapjuk meg. Paratlan r-értékekre A nullaval szorzodik, igy
B, =0 és A értéke tetszoleges:

rmT

vp(x) = A, cos (T) (4.37)

Az alak r darab szinusz-félhullambol all, a fiiggvény paros, azaz abréazolva
szimmetrikus lesz.
Paros r-értékek esetén B szorzodik nullaval, jigy A, = 0 és B értéke

lehet tetszdleges:
rTT

vy(x) = B, sin (T) (4.38)
a kapott rezgésalak most is r darab szinusz-félhullambdl all, a fiiggvény
paratlan, azaz dbrézolva antimetrikus lesz.

A rezgésalakok egyértelmiivé tételéhez a tomegre normalas (4.27) sze-
rinti feltétele most akkor teljesiil, ha az A, vagy B, paraméterek értéke

. . , 2
mindegyik alak esetén 4/ me

Megjegyezziik, hogy ugyanezeket a sajatkorfrekvencidkat és rezgésala-
kokat kaptuk volna akkor is, ha a koordinatarendszer kezdSpontjat a rid
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kezdSpontjaba helyezziik: a sajatkorfrekvenciak kozvetleniil, a fenti meg-
osztas nélkiil jottek volna ki, az Gsszes alak B, sin (%) alaku lett volna,

viszont az alakok szimmetridja nem latszodott volna a képletekbdl.

Scos(—x) = cos(x) és sin(—z) = — sin(z)

4.1.2. Példa (Egyik végén megtamasztott rad). Hatdrozzuk meg a /.1.b) dbra
szerinti, egqyik végén megtdmasztott rid sajdtkorfrekvencidit €s rezgésalakjait,
mozdulatlan tdmasz és terheletlen ridvég mellett.

Megoldas
Helyezziik el a koordinatarendszer origojat a rid kezdGpontjaba, igy a rezgd
rud két peremfeltétele:

w(0,t) =0,  u/(L,t)=0. (4.39)

A (4.14) szerint feltételezett alakot behelyettesitve, az alakfiiggvényre az
alabbi peremfeltételeket kapjuk:

v(0)=0, (L)=0, (4.40)

azaz a (4.19) szerinti feltételezett alakot behelyettesitve:

Acos (0) 4+ Bsin (0) =0 (4.41)
P (—Asin (¢) + Beos (¢)) = 0. '
Az A és B parameéterek egylitthatéibol képzett frekvenciamatrix:
cos (0)  sin(0) (4.42)

—sin(¢)  cos ()

Fejtsiik ki a frekvenciamatrix determinansat, hasznaljuk fel, hogy cos(0) =
1 és sin(0) = 0, és tegyiik egyenl6vé a determinanst nullaval:

|| = cos () = 0. (4.43)

Ennek az egyenletnek egyféle megoldasa van:

2r —1
cos (¢) = ¢, = % (4.44)
Az r-edik sajatkorfrekvencia (4.22) alapjan:
2r —1 EA
wop = @r—Ur [EA (4.45)

2 uL?’
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A rezgésalakokat a (4.41) egyenletek egyikébe torténd visszahelyettesi-
téssel kapjuk meg. Barmilyen r értékre B nullaval szorzodik, igy A =0 és
B értéke tetszsleges, igy a rezgésalakok:

vn(x) = By sin ((ZT;L””) . (4.46)

A rezgésalakok egyértelmiivé tételéhez a tomegre normalas (4.27) sze-
rinti feltétele most akkor teljesiil, ha a B,. paraméter mindegyik alak esetén

[ 2 i
H7L értekd.

Az egyértelmiivé tett rezgésalakokkal a szabadrezgés altalanos megoldésa:

u(z,t) = Z v () (ar cos(wort) + by sin(wo,t)) , (4.47)
r=1

ahol a végtelen szamu a,., b, paraméter a kezdeti feltételektsl, azaz a kezdeti
alaktol és sebességtdl fiigg.

A parameéterek szamitasahoz tekintsiik a4t az alakfiiggvények néhany tulaj-
donsagat.

4.1.2.4. Az alakfiiggvények tulajdonsagai

Tekintsiink két kiilonbozs frekvenciaparamétert, ¢,-t és ,-t, ahol p # r, és
a hozzajuk tartozo rezgésalakokat, azaz v, (x)-t és v,(x)-t. Vezessikk be a két
rezgésalak tomeggel képzett skalaris szorzatat:

/vp(x)uvr(x)d:r, (4.48)

majd helyettesitsiik v, (x)-et a (4.20) szerint a masodik derivaltjaval.

/vp(m),uvr(x)dm = /—L—Qv;,'(sc)uvr(x)dcc, (4.49)

Integraljuk parcialisan a kifejezés jobb oldalat”:

/—i;v;’(x),uvr(x)dx = —f/;;) ([vé(m)pvr(x)dx] - /vé(x)uvﬂx)dx) .

(4.50)
A rad végein megadott peremfeltételek miatt vagy az elmozdulas, vagy az alak-
véltozés nulla a rad végein, ezért a [v) (z) v, (x)dz] tag kiértékelésekor az egyik
szorzotényez6 nulla lesz az also és a fels§ behelyettesitési értéknél is, vagyis ez
a tag zérus lesz, igy az eredeti szorzatintegrél értéke az alabbira adodik:

12?2
Ty

(S)Azaz az [u'(z)v(z)dz = [u(z)v(z)] — [u(z)v'(z)dz -ben legyen v’ (z) = vy (x) és v(x) =

/vp(m)uvr(x)dm /v;(x);w;(x)dx. (4.51)
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Ugyanezeket a lépéseket elvégezhetjiik p és r szerepét felcserélve, azaz helyette-
sitstik v, (z)-et a (4.20) szerint a masodik derivaltjaval.

2
[ ot (@yds = [ =t )dz, (4.52)

és integraljuk parcialisan a kifejezés jobb oldalat

L? L?
~ St @)ds = 5 (i @ye] - [ ojmiionis). @5)
Most a [vp(z)pv).(x)dz] tagrol allapithatjuk meg, hogy a peremen eldirt zérus
eltolodas, vagy alakvaltozas miatt mind az als6, mind a fels6 hatar kiértékelése
nullat ad, azaz az eredeti szorzatintegrél értéke az alabbira adodik:

12?

U

/vp(ac)uvr(x)dx /v;(x),uv’r(m)dx, (4.54)

Osszehasonlitva (4.51)-t és (4.54)-t a két baloldal azonos, igy a jobboldalak is
egyenldk:

122 22
Uy ~ Y,

ami az eltérd ¢, és 1), miatt csak akkor lehetséges, ha az integralkifejezés nulla:

/v;(x)uvi(x)dx /U;(m),uv;(x)dm, (4.55)

/v;(x)uv;(:r)dx =0. (4.56)

Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy az eredeti szorzatintegral értéke nulla:

/vp(x)/wr(ac)dx =0. (4.57)

A rezgésalakok ezen tulajdonsagat a rezgésalakok ortogonalitdsinak nevezziik.

4.1.2.5. Kezdeti feltételek kielégitése

A feladatunk az
u(w,t) = ivr(x) (ar cos(wort) + by sin(wort)) , (4.58)
r=1
altalanos megoldéssal és az annak derivaldsaval kapott
u(x,t) = i vp (@) wor (—ay sin(wort) + by cos(wort)) . (4.59)
r=1

sebességfiiggvénnyel kielégiteni a ty = 0 pillanatban megadott

u(z,0) = uo(z), U(z,0) = vo(x) (4.60)
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kezdeti feltételeket”, azaz hatarozzuk meg az a,., b, értékeket ugy, hogy teljesiil-
jon az alabbi két egyenlet (itt mar behelyettesitettiik a ¢ = 0-t):

ug(z) = Zvr(:r)ar, vo(x) = Z Ur (@) wor by (4.61)

Mindkét egyenletben végtelen ismeretlen szerepel, ezért altalanos esetben a fel-
adat kozvetleniil nem oldhaté meg. Szorozzuk be mindkét egyenletet a pv,(x)
fliggvénnyel és integraljuk az egyenletek oldalait a rad hossza mentén:

//wp(x)uo(x)dx = /vap(x)vr(x)mdx, (4.62)

/,uvp(m)vo(x)dx = /Zuvp(x)vr(ac)wo,«brdm. (4.63)

Az integrélast az 6sszegzés indexétdl fiiggetleniil végezhetjiik el, ezért az integra-
las bevihet6 az 6sszegzéseken beliilre, az a,- és b, paraméterek pedig kiemelhet&k
az integréalasokbol:

/uvp(x)uo(x)dxz Zar/uvp(x)vr(x)dx, (4.64)
r=1

/m)p(ac)vo(x)dx = wabr/ﬂvp(x)vr(m)dx. (4.65)

A kapott két kifejezés jobb oldalan az 6sszegzés soran a p # r esetekben az integ-
ral a rezgésalakok ortogonalitiasa miatt nulla lesz, igy csak az r = p esetben lesz
nemzérus szorzétényezdsje az a, és a b, paraméternek, amik ekkor raadasul a,, és
by lesznek. Ezek a nemzérus szorzétényezdk rdadéasul a rezgésalakok normélasa
miatt egy (lasd a (4.27) egyenletet), amibol kdzvetleniil adodik, hogy:

//wr(x)uo(x)dac = a, (4.66)

/;wr(x)vo(x)d;v = worby. (4.67)

Az up(x), vo(z) kezdeti feltételeket kielégitd megoldas tehat:

u(z,t) =
; v (2) (/ o (z)ug(z)dx - cos(wort) + WJT}O(WU . Sin(wOTt)) ’

(4.68)

4.1.3. Példa (Megnyujtott rad elengedése). Hozzunk létre a /4.1.2. példa jobb
oldali végére hato statikus F' erdvel eqy statikus kezdeti alakot, majd hatdrozzuk
meg a kialakuld rezgés fligguényét, ha hirtelen elengedjiik a rid végét!

4Korabban mér bemutattuk, hogy a nem tg = 0-nal megadott kezdeti feltételek esetén a
harmonikus fliggvények idébeni eltolasaval kihasznalhaté a tg = 0 eset azon kdénnyebbsége,
hogy cos0 =1 és sin0 = 0.
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Megoldas
A sajatkorfrekvenciak és a rezgésalakok (4.45) és (4.46) alapjan mar ren-
delkezésre allnak:

A kezdeti alak a végpontban hatoé F hitizoers hatésara az alabbi linearis
fiiggvény:

Pz
- EA’
hiszen kielégiti az uo(0) = 0 peremfeltételt, a fajlagos nyilas pedig minden
pontban az F huzoerének megfelels FF = EA. A kezdeti vo(x) sebesség
nulla.

Az r-edik rezgésalak a, egyiitthatoja (4.66) alapjan:

L
2 . [((@2r—Dmz\ Fzx
= —s — | =—d 4.71
a /O,uUMLsm( 5T )EAI (4.71)

uo(x) (4.70)

Emeljiik ki a konstans % M%—t, a maradék integral értéke:
L 2
. [ @2r =Dz —4L7 cos(rm)
3 —— |dr= ———-- 4.72
/0 o ( 2L YT TR —1)2 (472)

A képletben r egész, igy felhasznalhato, hogy cos(rm) = (—=1)". A kezdeti
feltételeket kielégits (41.68) egyenletbe behelyettesitve a,-t:

= [2 . (@ —lmx\ Fp [2 —4L*(-1)
U(xat) = ; E Sin <M> ﬂ ﬁm COS(WOTt)?

(4.73)
ami a lehetséges egyszertisitések elvégzése utan:

u(,t) = —8FL(-1)" i ((27" — Dmz

— EA772(2,,. — 1)2 S 97, ) COS ((27’ — 1)w01t) (474)

4.1.3. Szabadrezgés megoldasa haladé hullAmokkal

A szabadrezgés feladatanak masik megoldasi modszere az tn. halad6 hulla-
mokkal torténé megoldas. Ehhez alakitsuk at a szabadrezgés (4.13) szerinti
differencidlegyenletét:

EA
7u"(m,t) —di(x, t) = 0. (4.75)
Ilyenkor a megoldast az alabbi alakban keressiik:

w(z,t) = ue(r — cnt) + up(T + cut), (4.76)
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ahol ¢, a normdlirdnyu hullimsebesség, u.(x) egy elbre-, up(z) pedig egy hat-

rafelé halado hullam alakja a ¢ = 0 pillanatban. Az elérefelé (illetve hatrafelé)

haladas értelmezéséhez arra érdemes gondolni, hogy a t idépontban az = koordi-

nataju pontba az a fliggvényérték keriil, ami eredetileg c¢,t tavolsaggal hatrébb

(illetve elérébb) helyezkedett el, az id6 elérehaladtaval tehat az u.(z) figgvény

(illetve az up(z) fiiggvény) valtozatlan alakkal elgrefelé (illetve hatrafelé) halad.
A fiiggvény feltételezett alakjanak hely szerinti masodik derivaltja:

u(z,t) = ul (z — cut) + uj (T + cnt), (4.77)

A fiiggvény id6 szerinti elsé- és masodik derivalasakor a lancszabalyt kell alkal-
maznunk:
w(z,t) = —cpul(x — cpt) + cpul, (x + cpt), (4.78)

iz, t) = Eull(x — cpt) + Eull(x + cpt), (4.79)
Ezeket behelyettesitve a szabadrezgés (4.75) szerinti differencidlegyenletébe:

£4 (u(x — cpt) + u) (x4 cnt)) — 2 (U (x — cpt) + u) (x4 cat)) = 0. (4.80)

Ez az egyenlet barmilyen fiiggvény esetén teljesiil, ha ¢2 = EA/pu, azaz
Cn =4 —. (4.81)
" 7

Az eldre- és a hatrafelé halado hullamok alakjanak meghatéarozasahoz a kez-
deti feltételeket irjuk fel a ¢ = 0 pillanatban:

uo () = ue(x) + up(x), vo(z) = —cpul(z) + cpup (). (4.82)

A masodik egyenlet hossz mentén torténd integralasakor a bal oldalon az f vo ()
kifejezéshez hozza kell adnunk egy C' konstanst, igy az oldalak dtrendezése utan
az alabbi egyenletrendszert kapjuk:

ue(x) + up () = ug(x), (4.83)

o wo(€)de

Cn

—ue(z) + up(z) = +C. (4.84)

A két egyenlet Osszegzésével és kiillonbségével megkaphatjuk a keresett alakfiigg-
vényeket a rid hossza mentén:

Cug(z)  fy,w(8)dE ©
wle) === - T T (4.85)
i) = 050+ L gocf)dg +5 (4.86)

Megjegyezziik, hogy a C értéke tetszéleges a fenti képletekben, de egy hullam
esetén mindenképpen rogzitett, hiszen csak a két fliggvény Osszege szamit. Ha-
sonlé okbdl az integralas xy kezdGpontja is tetszGleges érték lehet a rid hossza
mentén, fontos viszont, hogy ne essen kiviil az értelmezési tartoményon, hiszen
ott nincs megadva kezdeti alak és sebesség.



4.1. HUZOTT-NYOMOTT GERENDA REZGESE 225

A fenti modszerrel tehat megkaphatjuk az elére- és a hatrafelé haladé hul-
lamoknak a kezdeti feltételeket kielégité alakjat a rud hossza mentén. Nem
tudjuk azonban, hogy a rid kezdpontjaban milyen fiiggvény érkezik az elGre-
haladé hullam miatt, illetve hogy a rid végpontjaban milyen fiiggvény érkezik a
hatrafelé haladé hullam miatt, azaz milyen u.(z) és up(z) alakja a rad hosszan
kiviil. Ezeket a szakaszokat a peremfeltételek segitségével lehet elGallitani.

Ha egy x; koordinataju pontban egy mozdulatlan tAmasz adja a peremfelté-
telt, akkor abban a pontban az elmozdulasfiiggvény értéke minden idépillanat-
ban nulla:

u(xe,t) = ue(xy — cnt) + up(ay + cpt) = 0. (4.87)

A peremfeltételeket a kezdeti alaknak teljesiteni kell, igy az a kezdeti pillanatban
peremen igaz lesz a két haladé hullamra, azaz:

te(xt) + up(xy) =0, — Ue(xt) = —up(xy) (4.88)

Az allando zérus elmozdulés azt is jelenti, hogy az elmozdulés id6 szerinti deri-
valtja is nulla:

W(we, t) = —cpul (Tt — cnt) + cpuy, (z + cpt) =0, (4.89)
amibdl az els6 derivaltakra minden t pillanatban igaz, hogy
ul (T — cpt) = up (T + cpt), (4.90)
azaz x4-t6l barmilyen h tavolsagra:
ul(zy — h) = up,(x; + h), (4.91)

Az xi-beli érték és a derivaltak segitségével uy(z) fiiggvény értéke az = + H
helyen:

H
up(xy + H) = up(ay) + /0 uy, (xy + h)dh, (4.92)

mig u.(x) fliggvény értéke az x; — H helyen:

H
o (e — H) = uo(zy) — /0 o (0 — h)dh, (4.93)

A peremen felvett fliggvényértékek és a derivaltak kozotti kapcsolatokat behe-
lyettesitve az utébbi kapcsolat atirhato:

H
ue(xe — H) = —up(zy) — /0 ul, (x4 + h)dh. (4.94)

Ez azt jelenti, hogy a két fliggvény az x; pontra nézve antimetrikus: amilyen
alak az egyik fliggvény miatt elhagyja a tartoméanyt, annak az ellentettje jon az
értelmezési tartoméanyba.

Ha egy zs koordinataju pontban egy szabad rudvég adja a peremfeltételt,
akkor abban a pontban az elmozdulasfiiggvény hossz szerinti derivaltjanak ér-
téke minden idGpillanatban nulla:

U (zs,t) = ul (x5 — cnt) + up(zs + cnt) = 0. (4.95)
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A peremfeltételeket a kezdeti alaknak teljesiteni kell, igy a peremfeltétel a kez-
deti pillanatban a peremen igaz lesz a két haladé hullam alakjanak Osszegére,
azaz:

ul(zs) + up(zs) =0, — ul(xs) = —up(zs) (4.96)

Az alland6 zérus alakvaltozas azt is jelenti, hogy az alakvaltozas id§ szerinti
derivaltja is nulla:

W (ws, t) = —cpul (s — cpt) + cpuy (x5 + cpt) = 0, (4.97)
amibél a masodik derivaltakra minden ¢ pillanatban igaz, hogy
ul(xs — cpt) = uj (rs + cpt), (4.98)
azaz rs-t6l barmilyen h tavolsigra:
ul(xs —h) = uj (s + h), (4.99)

Az xg-beli érték és a derivaltak segitségével u) (x) fiiggvény értéke az x, + H
helyen:

H
up(vs + H) = uj(x) + / uy (x5 + h)dh, (4.100)
0

mig u/,(x) fliggvény értéke az x4 — H helyen:
H
uL(zs — H) = u,(zs) — / ul (xs — h)dh, (4.101)
0

A peremen felvett fliggvényértékek és a derivaltak kozotti kapcesolatokat behe-
lyettesitve az utoébbi kapcsolat atirhato:

H
ul(zs — H) = —uj(zs) — / uj (x5 + h)dh. (4.102)
0

Ez azt jelenti, hogy a két fiiggvény derivaltja az xs pontra nézve antimetrikus,
igy tavolodva az x; peremtdl amennyivel az egyik fiiggvény novekszik, ugyan-
annyival novekszik a masik (hiszen a hatrafelé tavolodasnal a derivalt ellentett-
jével szamolnank a novekményt), az eltolodasfiiggvény pedig szimmetrikus.

A kezdeti feltételekbsl tehat szimmetrikus, illetve antimetrikus tiikrozések
sorozataval kaphato meg az u.(x) és up(x) figgvényeknek a rud hosszan kiviili
részei.

Hangstlyozzuk tehét, hogy a haladé hullamokkal térténé megoldasnal pont
forditott a megold4ds menete, mint az allohullamokkal (rezgésalakokkal) valo
megoldasnal: itt el6bb a kezdeti, majd a peremfeltételeket elégitjiik ki, mig
a rezgésalakokkal el6szor a peremfeltételeket elégitjiikk ki, majd azok linearis
kombinéacitival a kezdeti feltételeket.

4.1.4. Példa (Megnyujtott rad elengedése). Hozzunk létre a /4.1.2. példa jobb
oldali végére hato statikus F erdvel egy kezdeti alakot, majd hatdrozzuk meg a
kialakulo rezgés fiigguényét, ha hirtelen elengedjik a rid végét!
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Megoldas
A kezdeti alak azonos a 4.1.3. példaban bemutatottal:

Fzx

L (4.103)

up(z) =

a kezdeti sebesség pedig most is vp(z) = 0.
Ezeket felhasznalva a két haladé hullam (4.85) és (4.86) alapjan az
egyszeriiség kedvéért C' = 0 felvételével:

up(r)  Fux
2 2FA°

ue(z) = up(x) = (4.104)
Ezek a kezdeti alakok érvényesek az z = (0; L) tartomanyon.

A hatrafelé halado linearis up(z) fiiggvény L/c, id6 alatt keriil ki tel-
jesen a rud tartomanyabol az @ = 0 pontban, ezalatt az id§ alatt az u.(x)
fiiggvény x = (—L;0) tartoményon érvényes alakja lép be a rad tarto-
méanyaba. A (4.94) szerinti antimetria akkor teljesiil, ha az z = (—L;0)
szakaszon az u.(x) fuggvény alakja:

Fx
Ue(x) = SEA"

(4.105)

Az elérefelé halado linearis u.(z) fliggvény és az el6bbi képlet szerinti meg-
hosszabbitasa 2L/c, id6 alatt keriil ki teljesen a rad tartomanyabol az
x = L pontban, ezalatt az id6 alatt az up(z) fliggvény « = (L;3L) tar-
tomanyon érvényes alakja lép be a rad tartoményaba. A (4.102) szerinti
szimmetria akkor teljesiil, ha az ¢ = (L;3L) szakaszon az uy(x) fuggvény
alakja:

F(2—x)

2FEA

Ez a hatrafelé halado figgvény L/c, id6 utan kezd kilépni a rad tarto-
méanyabol, és 3L/c, id6 utan hagyja el azt. Ezalatt az id6 alatt az u.(z)
fiiggvény x = (—3L; —L) tartomanyon levs része lép be az x = 0 helyen,
ahol a (4.94) szerinti antimetria akkor teljesiil, ha az x = (—3L; —L) sza-
kaszon az u.(z) fliggvény alakja:

up(z) = (4.106)

F(-2—1)
e = —"° 4.107
uelw) = 2 (4107)
A most kiszamolt tartomany 2L/c,, id6 utan kezdi elhagyni a rad tarto-
manyat = L-nél, ekkortol a hatrafelé halado hullam = = (3L; 5L) kozotti
szakasza 1ép be, ami a (4.102) szerinti szimmetriat akkor teljesiti, ha az
x = (3L;5L) szakaszon az up(z) figgvény alakja:

F(—4+ )
= —" 4.108
up(z) 2EA ( )
A tiikrozéseket oda-vissza folytatva kaphato meg az u.(z) és up(x) fliggvé-
nyek relevans része, ahogy azt a 4.2. abran mutatjuk. az egyes szakaszok
alatti szamok a tilikrozések egymas utani sorszamat jelolik.




228 4. FEJEZET. KONTINUUMOK REZGESEI

4.2. abra. A halado hullamok rudon kiviili részeinek szarmaztatasa.

py(x)cos( 1)

u,EA

| L u(x,t)

4.3. dbra. Id6ben harmonikusan gerjesztett htizott-nyomott rid modellje.

4.1.4. Gerjesztett rezgések

4.1.4.1. Harmonikus gerjesztés, kozvetlen megoldas

Terhelje a rudat egy id6ben harmonikus fliggvény szerint valtozo intenzitasu

p(z,t) er6. (Lasd a 4.3. abrat.) A gerjesztés korfrekvenciaja legyen w, az inten-

zitas amplitadoja po(x), keressiik a gerjesztett rezgésnek az allandosult részét.
A mozgas differencidlegyenlete:

EAu" (x,t) — pii(x,t) = —po(x) cos(wt). (4.109)

Az allandosult rezgésrész harmonikus gerjesztés esetén szintén harmonikus fligg-
vény lesz, kozvetlen megoldas soran keressiik az alabbi alakban:

u(z,t) = a(x) cos(wt), (4.110)

azaz valasszuk szét az id6 és a tér szerinti valtozéast. A feltételezett alak méasodik
derivaltjai:

u(z,t) = 4" (z) cos(wt), ii(z,t) = a(z)(—w?) cos(wt). (4.111)
Ezeket behelyettesitve a mozgas differencidlegyenletébe azt kapjuk, hogy:
E AW (x) cos(wt) + pit(x)w? cos(wt) = —po(x) cos(wt). (4.112)

Egyszertisitve cos(wt)-vel a rezgés alakjara az alabbi kozonséges differencial-
egyenletet kapjuk:
EAW (x) + pw?i(x) = —po(x). (4.113)

Matematikailag ez azonos egy csillapitatlan egyszabadsagfoka rendszer gerjesz-
tett rezgésének differencidlegyenletével, de a kezdeti feltételek helyett itt pe-
remfeltételeket irunk majd el§. A teher hossz menti eloszlasatol fiiggden kell
az i(x) fliggvény partikularis alakjat meghatarozni, illetve a kiegészits egyenlet
megoldasanak két paraméterével kielégiteni a radvégi peremfeltételeket.
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4.1.5. Példa (Harmonikusan gerjesztett rud). Keressik a mindkét végén meg-
tamasztott rid vdlaszdt, ha iddben harmonikusan vdltozo, a hossz mentén egyen-
letesen megoszlo erd gerjeszti, azaz p(x,t) = po cos(wt) (ldsd 4./. dbra).

Megoldas
A hossz mentén egyenletesen megoszlo teher miatt (4.113) jobb oldalan a
teher intenzitasanak amplitudéja szerepel, azaz az alakfiiggvény differenci-

alegyenlete:
FBAW () + pw?a(z) = —po. (4.114)

Ennek egy lehetséges partikularis megoldasa

. Po
Bevezetve a
pL?
= L 4.116
N (4.116)

frekvenciaparamétert, a kiegészit6 differencidlegyenlet altalanosa megoldé-

sa:
tip(x) = Acos <%z> + Bsin (%x) . (4.117)

Az A és B paraméterekkel kell kielégiteni a peremfeltételeket. Mozdu-
latlan tamaszokat feltételezve mindkét végen ez az

@(0) = a(L) =0 (4.118)

feltételeket jelenti, amibe behelyettesitve az g (z) + @4(x) alakot:

Acos (0) + Bsin (0) — p702 =
i (4.119)
Acos (1) + Bsin (¢) — e =
Trjuk at az egyenletrendszert matrixos alakba:
1 0 A Lo,
= | H¥
Losw) sin(w] [B] H | (4.120)
Ennek megoldasa:
A P o,
|:B:| = | _cos(¥) 1 ] |:HP02:| = | po {icos(d)) . (4121)
sin(¢)  sin(y) | Luw? pw? ~sin(i)

Az allanddsult rezgés soran tehat a rad alakja:

a(z) = % (1 + cos (ﬁx) + Wsm @z)) L (4.122)
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pocos(wt)

% u,EA X
u(x,t
| L | (x,1)

4.4. abra. Egyenletesen megoszlo teherrel idében harmonikusan gerjesztett
hizott-nyomott rad.

4.1.4.2. Harmonikus gerjesztés, modalanalizis

Terhelje a rudat egy id6ben harmonikus fiiggvény szerint valtozo intenzitést

p(x,t) ers. (Lasd a 4.3. abrat.) A gerjesztés korfrekvenciaja legyen w, az inten-

zitas amplitudoja po(x), keressiik a gerjesztett rezgésnek az allandosult részét.
A mozgas differencidlegyenlete:

EAu" (z,t) — pii(x,t) = —po(x) cos(wt). (4.123)

Modé4lanalizissel torténs megoldas esetén elézetesen mar meghatéaroztuk a v,.(x)
sajatrezgésalakokat és a hozzajuk tartozd wg, sajatkorfrekvenciakat. Keressiik
a megoldast a sajatrezgésalakok linearis kombinaciéjaként:

o0

u(z,t) = vp(@)yn(t), (4.124)

r=1

melynek masodik derivaltjai:

11(.13, t) = Z 'Ur(x)gr (t)v (4125)
r=1

" _ — " _ - _Q/JE’UT(.%)
u(z,t) =Y ol (@)ye(t) =Y (). (4.126)

Ezeket behelyettesitve a differencialegyenletbe:
o Ypor(z) = "
~EAY e ur(t) — > vn(@)ijr () = —po(z) cos(wt). (4.127)
r=1 r=1

Szorozzuk be az egyenlet mindkét oldalat v, (xz)-szel, és integraljuk a rad hossza
mentén. A baloldali Gsszegzésekbdl a sajatalakok ortogonalitdsa miatt csak a
p = r esetben lesz nullatol kiilonboz§ érték, mégpedig pontosan 1, igy az egyenlet
minusz eggyel vald szorzas utan az aldbbira egyszertisodik:

2
?%yp(t) + ijp(t) = /vp(a:)po(x)dx cos(wt). (4.128)

A jobb oldali integral a teher fiiggvényének a rezgésalakra vett vetiilete, jeloljiik
a tovdbbiakban f,-vel:

fp = / vp(@)po(z)da, (4.129)
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igy a p-edik rezgésalak modalis koordinatajara az alabbi kozonséges differenci-
alegyenletet kapjuk:

Up(t) + wgpyp(t) = fpcos(wt), (4.130)

aminek a megoldéasa az egyszabadsagfoka rendszereknél latottak alapjan:

yp(t) = fpw0 icos(wt) (4.131)
P Wz

A modalis amplitudé képlete a tobbszabadsagfoku rendszereknél latott mo-
don a teher vetiiletének, egy rezonanciatényezonek és a sajatkorfrekvencia négy-
zete reciprokanak a szorzatabol all. A jelenség tehat hasonlit a tobbszabadsagfo-
ki rendszereknél latottakhoz, a magasabb rezgésalakok szerepe csokken a teljes
valaszban.

4.1.6. Példa (Harmonikusan gerjesztett rud). Keressik a mindkét végén meg-
tamasztott rud vdlaszdt, ha iddben harmonikusan vdltozo, a hossz mentén egyen-
letesen megoszlé erd gerjeszti, azaz p(x,t) = po cos(wt) (ldsd /./. dbra).

Megoldas
A sajatfrekvencidkat és a rezgésalakokat a 4.1.1. példabol vehetjiik at. A
sajatkorfrekvenciak (4.36)-bol

|EA
Wop =TT E7 (4.132)

mig a rezgésalakok paratlan r esetén (4.37)-bol:

() = \/NTLcos (?) (4.133)

ve(x) = \/MTLsin (?) . (4.134)

Ezekbol szamithato (4.129) szerint a po(z) = po konstans teherfliggvény

rezgésalakra vett vetiilete.
L/2
\ = sm poda: (4.135)
L/2 ,UL

Paros r esetén az
integral értéke nullara adodik, hiszen az integralandé fiiggvény paratlan.
Pératlan r esetén az

L/2
fr= / A — cos p dx 4.136
L/2 ML 0 ( )
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integral értéke r félhullambol allo fiiggvény teriiletével lesz egyenls. Egy

félhullam hossza L/r, magassaga pg /%L’ teriilete a befoglalo téglalap te-

riiletének %—ed része. A félhullamok r — 1 teljes hullamot alkotnak, azok
teriilete nulla, igy a végeredmény az egyetlen megmaradd hullam teriilete
lesz. Ha Tgl paros”, akkor ez a fennmaradé félhullam pozitiv, és az elGjel
is az. Ha r;l paratlan’, akkor ez a fennmarado6 félhullam negativ, és az
elGjel is az. Az integralas eredménye tehat

/2 L2 r—1
.= ———(=1)"2 4.1
fr Do /LLTW( ) ( 37)

A modalis gerjesztés amplitidojat felhasznalva az r-edik alak amplita-
déja (4.131) alapjan:

1 2p0L [2 1 uL? 1
Yr,0 = (_1) 2 r ET27T2 ﬂ 1 w?pL? (4138)
r2n2EA

A rezgésalakkal valo beszorzas utan helyettesitsiik be a paratlan r he-
lyére az egész s-ekkel kifejezett 2s — 1-et, igy a lehetséges egyszertisitések
elvégzése utan a valaszfiiggvény:

u(zx,t) =
> _1poL? 4 1 x
Z(_l)s 1 A G LTz o8 ((25 - l)wz) cos(wt).
) = i nzzEa

(4.139)

Nagy s értékek esetén a rezonanciatényezd értéke 1-hez tart, mikézben a
nevezében levs (2s — 1)® tag miatt a magasabb rezgésalakok szerepe jol
lathatoan lecsokken.

*Azaz r értéke 1,5,9,13,.. ..
bAzaz r értéke 3,7,11,15, .. ..

4.1.4.3. Tamaszmozgassal gerjesztett rad

Legyen az L hosszisagu rad egyik vége az origoban rogzitve, a mésik végeét
pedig harmonikusan mozgassuk, ezzel létrehozva egy gerjesztést. A mozgas
differencidlegyenlete

EAu" (x,t) — pii(z,t) = 0, (4.140)

hiszen nincs a hossz mentén megoszl6 ers. Keressiik az allandésult rezgés soran
kialakul6 rezgésalakot.
Ha a rad végét mozgatjuk, akkor a két peremfeltétel az alabbi:

u(0,t) =0, u(L,t) =1 cos(wt). (4.141)
Keressiik az elmozdulésfiiggvényt is id6ben harmonikus alakkal:

u(z,t) = a(x) cos(wt). (4.142)
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Ennek derivaltjait behelyettesitve a mozgas differencidlegyenletébe azt kapjuk,

hogy:
E AW (x) cos(wt) + pw?i(x) cos(wt) = 0, (4.143)

vagy a cos(wt)-vel valo leosztas utén:
EAY (z) + pw?a(z) = 0. (4.144)

Az 4(x) rezgésalak-fliggvénynek tehat a fenti homogén differencidlegyenletet
kell kielégitenie. Ez azonos a szabadrezgés rezgésalakjaira levezetett differenci-
alegyenlettel, igy az altalanos megoldasa is azonos alakban irhato:

i(x) = Acos (%) + Bsin (}%) , (4.145)

ahol a 9 frekvenciaparaméter értéke most

qp:m/“E—Lz. (4.146)

Az A és B paramétereket a peremfeltételekbsl szamolhatjuk. Helyettesitsiik be
a feltételezett alakot a peremfeltételekbe:

4(0) cos(wt) = 0, (L) cos(wt) = 1 - cos(wt). (4.147)
A két feltétel csak akkor teljesiil barmilyen cos(wt)-re, ha:
a0)=0, a(L)=1. (4.148)

A rezgésalak (4.145) szerinti altalanos megoldasat behelyettesitve a két perem-
feltételbe az alabbi egyenletrendszert kapjuk:

Acos (0) + Bsin (0) = (1) (4.149)

Acos (¥) + Bsin (¢) =

Az egyenletet atirhatjuk matrixalakra:

ooty snt] 5] =[] s

A bal oldali egyiitthatomatrix most a gerjesztés korfrekvencidja miatt ismert
frekvenciamatrix. Invertélasaval megoldhat6 az egyenlet:

Al _ 1 sin(v) 0][0o] [ O
{B}  sin(v) {— cos(1)) 1} L} = Lml(w)} . (4.151)
Ezt felhasznalva a rezgésalak:
N 1 . P
a(x) = W sin (La:) , (4.152)

Megjegyezziik, hogy a fenti levezetés a kezd6pont harmonikus mozgatasahoz
tartozo alakot is megadja. A peremfeltételek ekkor:

u(0,t) = 1- cos(wt), u(L,t) =0, (4.153)
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az azonos 1épésekbdl allo levezetés végén a frekvenciamétrix inverzét az [1 ()]
vektorral kell szorozni, azaz az inverz els6 oszlopa lesz az A és B értéke:

Al 1 sin(¢) 0 [1| 1
5] = s | ety 1) o] = l—:ﬁf%] | (1154
Ezt felhasznalva a rezgésalak:
a(z) = cos <1£z> - :j((:jj)) sin <1I/jx> . (4.155)

4.2. Hajlitott gerenda rezgése

Folytonos szerkezetek rezgései koziil masodszor a hajlitott gerenda differencial-
egyenletét és a megoldas lépéseit mutatjuk be. Legyen adott az E rugalmassagi
moduluszi, g stirtiségii anyagbol késziilt prizmatikus rad. A rdad keresztmetsze-
ti teriilete A, a rud tengelye egybeesik az z-tengellyel, a mozgés az xz-sikban
torténik, a hajlitas tengelyére a tehetetlenségi nyomaték I,. A rudat a hossza
mentén a ¢(z,t) intenzitasa, tengelyre merdleges iranyt megoszlo erd terheli. A
rad fajlagos témegét jeldlje p = pA. A keresztmetszet elfordulési tehetetlensége
ol,, amit az i inerciasugar” segitségével 0Ai% = pi2 alakban is hasznalhatunk.
A vizsgélatok soran érvényesnek tekintjiik a kis elmozdulasok elvét, valamint a
Bernoulli-Navier-hipotézist.

Keressiik a keresztmetszetek sikbeli elmozdulasanak w(z,t) figgvényét, ami
kielégiti a rud végein eldirt peremfeltételeket, és a ¢ty idSpontban eléirt kezdeti
feltételeket.

A kezdeti feltételek altalanos alakja

w(z,to) = wo(x), w(z,to) = vo(x), (4.156)

ahol wy(x) a kezdeti alak fiiggvénye, vg(x) pedig a kezdeti sebességfiiggvény.

A peremfeltételek a megtamasztasi viszonyoktol fiiggenek. Jeldlje xg és xp,
a riad kezds- és végpontjanak koordinatajat. Els6 példaként az egyik végén
befogott, masik végén szabad rud peremfeltételei:

M
w(zg, t) = wo, w’(zp,t) = fE—IL,
Y (4.157)
w'(zo,t) = — w'(zp,t) = i
0, ©o, L, EIya

ahol wq és gy a radkezdGpontjanak elGirt eltolodasa és elfordulasa, My, és Vi,
pedig a hajlitobnyomaték és a nyirders el6irt értéke a rad végén, (Mozdulatlan
tamasz, illetve terheletlen vég esetén természetesen nulla az értékiik.) Masodik
példaként a mindkét végén csukldésan megtamasztott rid peremfeltételei moz-
dulatlan tdmasz esetén:

w(zg,t) =0, w(zp,t) =0, w” (zg,t) = 0, w”’(zp,t) =0. (4.158)

5,2 — /1y
o=V a-
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)5(0 q(X,t) XL X+dx
w, X ‘:\IW
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o Ty vV, M(x,t) q(x,t) M (x+dx ,t)
e (s
: L |
b) V(x+dx,t)
%o qlx,t) XL L 4
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4.5. abra. Hajlitott gerenda modellje a) egyik végén befogott, masik végén sza-
bad rud, elirt tamaszelmozdulassal és teherrel, b) csuklos-csuklos megtamasz-
tasa rad, c) elemi hosszisaga radszakasz elkiilonitése.

Az els6 két egyenlet az eltolodas, a masodik ketts a gorbiilet zérus voltat fejezi
ki, utébbi a hajlitényomaték zérus értékébsl szarmazik.

A két példat a 4.5.a)-b) abra mutatja. Megjegyezziik, hogy a peremfeltételek
valtoztatasaval szamtalan tovabbi lehetséges feladat képezhetd®.

4.2.1. Rezgés differenciadlegyenlete

A hajlitott rad rezgésének differencidlegyenletéhez tekintsiik egy elemi darab el-
kiilonitését a 4.5.c) abra szerint. A rudat elvagtuk az x és a t6le elemien kicsiny
dz tavolsagra levs x + dx koordinataju keresztmetszeteknél. A kis elmozdulasok
elvének kovetkeztében az elemi darab p(z) elforduldsa kicsiny. Emiatt nem ab-
razoltuk a darab elfordulasat, és emiatt kezelhetjiik a V' nyirderdket fiiggsleges
erékként, hiszen a vetiiletet a cosp = 1 szorzotényez6bdl kapnank. Az abran
feltiintettiik az elemi darabra hato erdket, azaz a kezdd- és végkeresztmetszetre
hato V(z,t) és V(x + dx, t) nyiroerSket, M (x,t) és M (x + dx,t) hajlitonyoma-
tékokat, valamint a megoszl6 erét. Utobbi a dr hossziisag elemien kicsiny volta
miatt kozelithet6 a hossz mentén allando ¢(z,t) intenzitassal. Ezek az erck
egyiittesen hozzak létre a udx tomegd elemi darab gyorsulasat, azaz Newton
masodik mozgéstorvényét felirhatjuk:

pdxi(x,t) = =V (z,t) + V(r + dz,t) + g(x, t)dz. (4.159)
Fejtsiik Taylor-sorba a nyiréerd fliggvényét az x pont koril:
oV (x,t) 1 0%V (z,t) , o

Hasznaljuk az z szerinti parciélis derivalt jelolésére a ’ szimbolumot. Igy a dz-
ben magasabb foku tagokat elhanyagolva a nyirder6 az x + dx keresztmetszetnél
kozelitéleg:

V(z +dz,t) =~ V(z,t)+ V'(z,t)dx. (4.161)

6Csak emlités szintjén mondjuk itt az idében valtoz6 peremfeltételt, illetve a rugalmas
megtamasztas miatti peremfeltételt.
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Ezt behelyettesitve (4.159)-be:
pdzio(x, t) = =V (z,t) + V(z,t) + V'(z,t)dz + q(z, t)dx. (4.162)

Egyszertisitsiik az egyenletet —V (z,t) + V(x,t) = 0-val, és osszuk le mindkét
oldalt dz-szel, igy azt kapjuk, hogy:

pai(x, t) = V'(x,t) + q(z, t). (4.163)

(Ha nem kozelitettiik volna kordbban ¢(z, t)-t és V(x4 dx, t)-t, akkor most még
egy dxr — 0 hatardtmenetre lenne sziikség, hogy azoktodl a tagoktél megszaba-
duljunk.

Az elemi rudszakaszra a perdiilettételt is felirhatjuk. Ehhez elGzetesen a
hajlitobnyomaték névekményét irjuk fel a a Taylor-soraval:

2
L OM(a,t) 1 0*M ()

M(x + dx,t) = M(x,t) D N a2

de® 4+ ...,  (4.164)

Es kozelitsiik, elhanyagolva a dz-ben magasabb foku tagokat:
M (x + dx,t) ~ M(x,t) + M'(z,t)dx. (4.165)
Ezt felhasznalva a perdiilettétel:

pizdrg(x,t) = —M(x,t) — V(%t)d?x"‘

+ (M(z,t) + M (2, t)dz) — (V(x,t) + V'(, t)dx)%x. (4.166)

Egyszertisitve M (x,t)— M (x,t)-vel, leosztva dz-szel és a dv — 0 hataratmenetet
elvégezve azt kapjuk, hogy

pizg(x,t) = =V (x,t) + M (z,t). (4.167)
Ebbél V(x,t)-t kifejezve behelyettesithetjiik (4.163) egyenletbe a derivaltjat:
pii(z,t) = M" (z,t) — pid@ (z,t) + q(x,t). (4.168)
A hajlitott rad geometriai egyenlete az eltolédas és az elfordulas kozotti
p(x,t) = —w'(x,1), (4.169)
és az elfordulés és a k(zx,t) gorbiilet kozotti
k(x,t) = ¢'(z,1). (4.170)
kapcsolatot adja meg. A kettét egyméasba behelyettesitve kaphato a
k(x,t) = —w" (z,t). (4.171)

Osszefiiggés. Az anyagegyenlet a keresztmetszet igénybevétele és alakvaltozasa
kozotti kapcesolatot irja le:

M(z,t) = Elyk(z,t), (4.172)
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ahol EI, a keresztmetszet hajlitomerevsége. Helyettesitsiik be (4.171) geomet-
riai egyenletét (4.172) anyagegyenletébe:
M(z,t) = —ELyw" (z,t), (4.173)

majd ennek masodik derivaltjat (4.168) egyenletébe, ahol az elfordulas deri-
valtjat is (4.169) képletébdl fejezziik ki. Az ismert és ismeretlen fiiggvényeket
kiilénoldalra rendezve kapjuk a hajlitott rid mozgdsdanak parcidlis differencidl-
egyenletét:

ELw" (z,t) — pigd” (z,t) + pii(z,t) = q(x,t). (4.174)

A gyakorlatban a keresztmetszet elfordulasi tehetetlenségét legtobbszor el-
hanyagoljuk, igy a tovabbiakban az

\Efyw””(x, #) + pii(z, t) = q(z,t) \ (4.175)

egyenlettel foglalkozunk.

A teljes megoldashoz a feladatot ki kell egésziteni a megfelel§ kezdeti- és
peremfeltételekkel. A megoldas stratégiaja az egy- és tébbszabadsagfokt rend-
szereknél latotthoz hasonlo:

o A szabadrezgés-feladat megoldasaként kapjuk meg a sajatkorfrekvencidkat
és a sajatrezgésalakokat. A szabadrezgés ezek linearis kombinéciojaként
adodik, ahol az egyes alakok egyiitthatoit a kezdeti feltételekbdl kell meg-
hatarozni.

o A gerjesztett rendszer esetén a megoldas egy partikularis megoldasnak
és a szabadrezgés altalanos megoldasanak az Gsszegeként adodik, utobbi
paramétereit a kezdeti feltételek fiiggvényében kell meghatarozni.

A hasonlosagnak megfelelGen elGszor majd a szabadrezgést mutatjuk be.

4.2.1.1. Statikus normalerd hatasa

A statikus normalers hatasanak vizsgalatahoz feltételezziik, hogy a gerenda ten-
gelyében egy konstans, huzoerdének feltételezett N normalers miikodik. A 4.6.a)
adbra mutat egy példat ennek modelljére, ahol a keresztmetszet elfordulasi te-
hetetlenségét mar elhanyagoltuk. A 4.6.b) dbran megismételtiik a 4.5.c) abra
szerinti elkiilonitést, de most a keresztmetszet (x,t) = —w'(z,t) elfordulasat
is megjelenitettiik, hiszen a perdiilettétel felirasakor a gerenda tengelyével par-
huzamos N normalerét is figyelembe kell venni.

A kis elmozdulésok elvének kovetkeztében a mozgas irdnyéaba felirva Newton
masodik torvényét az (4.159) egyenlettel azonos alakot kapunk, ami egyszertsi-
tés utan (4.163)-val lesz azonos

pio(z,t) = V'(z,t) + q(z, t). (4.176)

Az elemi szakaszra felirt perdiilettételben mér felhasznéljuk az i2 = 0 ko-
zelitést, viszont a (4.177) egyenletben figyelembe kell venniink a két normalerd
alkotta er6par nyomatékat:

0=—M(x,t) — V(x,t)dg + (M (x,t) + M'(z,t)dz)—

— (V(x,t) + V’(x,t)dalc)d?m — No(z,t)dz.  (4.177)
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b)
X +dx
V(x,t
M(x,t) q(x,t) M (x+dx ,t)
N
N
V(x+dx,t)

4.6. abra. Statikus normalerGvel terhelt hajlitott gerenda modellje a) csuklos-
gorgds megtamasztasu rud, ¢) elemi hosszisagn rudszakasz elkiilonitése.
A szokasos egyszertsités és dx-szel leosztas utan azt kapjuk, hogy:

0=—V(z,t)+ M'(x,t) — No(z,1). (4.178)
Ebbe helyettesitsiik be (4.169)-t,

0=—V(z,t)+ M'(x,t) + Nw'(z,t), (4.179)
majd az els§ derivaltba a (4.176)-bél kifejezett V' (x, t)-t:

0 =q(z,t) — pio(z,t) + M"(x,t) + Nw"(x,t). (4.180)

Végiil (4.173) felhasznalasaval kapjuk az N normadlerdvel huzott gerenda hajli-
torezgésének differencialegyenletét:

| BLw" (,1) - Nu'"(w,1) + pii(z, 1) = q(,1). | (4.181)

4.2.2. Szabadrezgés

A hajlitott rad szabadrezgésének a parcialis differencidlegyenlete (4.175) jobb
oldalanak zérussa tételével:

EIw" (z,t) + pi(z,t) = 0. (4.182)

4.2.2.1. Megoldas feltételezett alakja

Keressiik a megoldést az alabbi alakban:
w(z,t) = v(x) (acos(wt) + bsin(wot)) , (4.183)

azaz valasszuk szét a térbeli és id6beli valtozast a v(z) alakfiiggvény és az
(acos(wpt) + bsin(wopt)) harmonikus fiiggvény szorzataként. (Utdbbit abbdl a
tapasztalatbol kiindulva, hogy az id6 szerinti masodik derivaltak esetén ilyen
idéfliggéseket kaptunk korabban.)
A valtozok szétvalasztédsanak koszonhetGen a parcialis derivaltak kénnyen
felirhatok:
w"(z,t) = 0" () (acos(wot) + bsin(wot)) , (4.184)
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W (x,t) = v(z)(—wd) (acos(wot) + bsin(wot)) . (4.185)

A differencidlegyenletbe behelyettesitve

EL""(z) (acos(wot) + bsin(wot)) —
— pv(x)(wd) (acos(wot) + bsin(wgt)) = 0.  (4.186)

Nemtrivialis megoldast keresiink, igy a nem mindig zérus harmonikus taggal” le-
oszthatjuk az egyenletet, igy a rezgésalak kozonséges differencidlegyenletét kap-
juk®:

ELY"" () — pwiv(x) = 0. (4.187)

4.2.2.2. Alakfiiggvény feltételezett alakja

Keressiik az alakfiiggvényt az aldbbi alakban:

A (A A . A
v(z) = Acos (Lx> + Bsin (Lx> + C cosh (Lx> + Dsinh (Lx) , (4.188)

ahol X\ az alakot meghatarozo frekvenciaparaméter, L pedig egy rogzitett hosszu-
sag (példaul lehet a rud hossza). A feltételezett alak negyedik derivaltja igy:

mn —_ 1 — _ 1 —_— =
v (ZE)— 1 (ACOS( {L’)+BSII’1( $)+CCOSh(L$)+DSIHh(L(L'))

A
= ﬁv(ﬂc), (4.189)

amit behelyettesithetiink a differencidlegyenletbe:

4

Elyﬁv

(z) — pwiv(z) = 0. (4.190)

A nemtrivialis megoldas esetén leoszthatjuk az egyenletet v(x)-szel, igy az wg sa-
jatkorfrekvencia és a A\ frekvenciaparaméter k6zott az alabbi Gsszefliggés irhato

fel:
wip LA EI
A= ¢ wo = A2 [ =, 4.191
EIl, uLA (4.191)

A képletben EI,/L? az L hosszisagi rudszakasz helyettesitd rugémerevségével
aranyos, i L pedig ugyanennek a szakasznak a tomege, azaz egy merevség-tomeg
hanyadostol fligg itt is a sajatkorfrekvencia. A két egyenlet azt is kifejezi, hogy e
két mennyiség egymaéssal szoros kapcsolatban all. Ha egy nagyobb frekvenciapa-
raméter miatt a (4.188) egyenlet szerinti rezgésalak a hossz mentén gyorsabban
valtozik, akkor ez az alak a nagyobb sajatkorfrekvencianak megfelelGen gyor-
sabban fog rezegni.

7(a cos(wot) + bsin(wot))
8 A homogén parcialis differencialegyenletbsl egy homogén kozonséges differencislegyenletet
kaptunk.
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4.2.2.3. Peremfeltételek

A kovetkezd lépés az alak meghatarozaséhoz a (4.188) szerinti alak A, B, C és
D paraméterének, valamint a frekvenciaparaméternek a szamitasa. Ehhez a pe-
remfeltételeket kell felirni és az igy kapott egyenletrendszer lehetséges megolda-
sait megtalalni. A negyedrendi differencidlegyenlethez a két peremen Osszesen
négy feltételt irhatunk els, ezekben az egyenletekben az A, B, C' és D paramé-
terek egyiitthatoi a A fliggvényében irhatok fel, azaz formalisan egy

A

OIHE

D

g

(4.192)

o o oo

homogén linearis egyenletrendszer irhato fel, amiben az F(X\) frekvenciamdtriz
tartalmazza a peremfeltételeket kifejezé egyenletrendszerben az altalanos meg-
oldas paramétereinek egyiitthatoit.

A homogén egyenletrendszernek akkor van nemtrivialis megoldasa, ha az
egylitthatomatrix szingularis, azaz determinansa zérus:

|[E(A)| =0. (4.193)

Ez egy nemlineéris egyenletet eredményez A-ra, aminek végtelen sok megoldasa
van, jeloljiik ezeket névekvs sorba rendezve A1, A2, As,...-tal. Mindegyik A,-
hez kiilon meg kell oldani a (4.192) egyenletrendszert az A,, B,, C, és D,
értékekhez. Az egyenletrendszer egyenleti azonban nem fliggetlenek egymastol,
hiszen a matrix szingularis, ezért nincs egyértelmi megoldés, csak az A,., B,., C,
és D, értékek egymashoz viszonyitott aranyat kapjuk meg. Ez hasonlé jelenség,
mint amikor a tobbszabadsagfokt rendszereknél a sajatvektort nem lehetett
egyértelmiien megkapni.

Folytonos szerkezetnél is hasznos lehet a rezgésalakok egyértelmiivé tétele.
Itt a tomegre normaléast hasznaljuk, ami azt jelenti, hogy ugy skalédzzuk a fligg-
vényt, hogy teljesiiljon az alabbi kapcsolat:

L
/ i (z)de = 1. (4.194)
0

4.2.1. Példa (Csuklos-csuklos gerenda rezgésalakjai). Hatdrozzuk meg a /.7.a)
abra csuklds-csuklds megtamasztdisi gerenddjinak sajatkorfrekvencidit, rezgés-
alakjait!

Megoldas

A szerkezet szimmetridjat kihasznalando a koordinatarendszer origdjat a
tarto kozepére helyeztiik. A peremfeltételek a rudvégi eltolodasok és nyo-
matékok zérus értékét fejezik ki:

w(=L/2,t) =0  w(L/2,t)=0
0

4.195
—ElLw"(~L/2,t) = — ELyw"(L/2,t) =0, (4.195)
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amibdl a rezgésalak v(z) fiiggvényére az alabbi négy feltétel adodik:

v(—L/2) =0, v(L/2) =0, v"(=L/2) =0, v"(L/2) = 0.
(4.196)
A rezgésalakot (4.188) alakban keresve a masodik derivalt:

1)”(:1:) _

A\° A 2 A (A
<f) (—Acos (Z.Z‘> — Bsin (Zm) + C cosh <Z$> + D sinh <Zx)> ,

(4.197)
A peremfeltétel (4.196) szerinti négy egyenlete pedig:
A . A A . A
0= Acos (—2> + Bsin (—2) + C cosh (—2) —I—Dsmh( 2),
0:—Acos(—>\> Bsm( )+C’cosh< )\>+Dsinh( )\),
2 2 2
A A
0= Acos ( ) + Bsin ( > + C'cosh <2> + Dsinh (2)
A A
0= —Acos ( ) Bsin < > + C cosh <2> + D sinh (2)
(4.198)

(A méasodik és negyedik egyenletben a \?/L2-tel egyszertisitettiink.)
Az egyenletrendszert (4.192) szerinti métrixos alakban irva az F fekven-
ciamatrix a fliggvények péaros, illetve paratlan tulajdonsagat® felhasznélva:

_cos (%‘))\) —'sin( g%) cosﬁ E?) - s%nh (3)
E= cos (%2) sir} (%) cosh é) s%nh (%2)
— cos (%) —sin (%) cosh (%) sinh (%)

(4.199)

A frekvenciamatrix determinansat kifejtve kapjuk (4.193) alapjan azt a
nemlinearis egyenletet, amibdl a frekvenciaparamétert szamithatjuk:

A . (A AN . A
|F| = —16 cos <2) sin (2) cosh <2> sinh (2) =0 (4.200)

Nemzérus A\ esetén a szorzat hiperbolikus tényez6i nem lehetnek nullak,
igy elegendS az els6 két fliggvénnyel foglalkoznunk. Figyelembe véve, hogy
cos (3)sin (3) = SmQ()‘)7 az |F| = 0 egyenlet akkor teljesiil, ha A éppen 7
egészszerese, azaz az r-edik frekvenciaparaméter:

Ap =77, (4.201)

a hozzatartozo sajatkorfrekvencia pedig

(4.202)
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A rezgésalakokat keresve két esetet kell megkiilonboztetniink.

e Pdratlan r esetén legyen r = 2k — 1. Ilyenkor

(D) (D)) =0 e

az F' méatrix egy lehetséges sajatvektora pedig:

A 1
B 0
ol =lol (4.204)
D 0
vagyis a paratlan r-ekhez tartozo rezgésalak:
ve(z) = A, cos (%x) . (4.205)
A tomegre normaltsag (4.194) szerinti feltétele:
L/2 I
1= pA2cos? (a) do = A2EZ, (4.206)
" L "2
—L/2

amibél A, =,/ u%’ a tomegre normalt rezgésalak pedig:

vp(z) = \/MTLCOS <%x) (4.207)

e Pdros r esetén legyen r = 2k. Ilyenkor

A
sin (2> = sin (k7)) =0, (4.208)
az F métrix egy lehetséges sajatvektora pedig:

A 0
B 1
cl (o’
D 0

(4.209)

vagyis a paros r-ekhez tartozé rezgésalak:
vr(z) = B, sin (%m) . (4.210)

A tomegre normaltsag (4.194) szerinti feltétele:

1= / 4B sin? (’Ix) dz = B2HZ (4.211)
—L)2 L 2
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a) ‘u,EIy d)/l\ /l\
i L,wu,r) N /TN
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4.7. abra. Csuklos-csuklos megtamasztasa hajlitott gerenda a) modell, b-g) az
els6 hat rezgésalak.

amibél B, =,/ u%, a tomegre normalt rezgésalak pedig:

vp(x) = \/MTLSIH (%z) (4.212)

A paratlan r-hez tartozo (4.207) szerinti rezgésalakok péaros fiiggvények,
tehat szimmetrikus rezgésalakokat eredményeznek, az els6 harom ilyen ala-
kot mutatja a 4.7.b),d),f) dbra. A péros r-hez tartozo (4.212) szerinti rez-
gésalakok paratlan fiiggvények, tehat ferdén szimmetrikus rezgésalakokat
eredményeznek, az els6 harom ilyen alakot mutatja a 4.7.c),e),g) abra.

%cos(z) = cos(—z), sin(x) = —sin(—=x), cosh(z) = cosh(—z), sinh(z) = — sinh(—z).

Megoldas

A feladat természetesen a szimmetria kihasznalasa nélkiil is megoldhato.
Amennyiben a koordinatarendszer origojat eltoljuk a gerenda kezd&pont-
jaba, tgy a gerenda a (0, L) tartomanyon helyezkedik el, és a rezgésalak
peremfeltételei az alabbiak szerint moédosulnak:

v(0)=0, w(L)=0, 2"(0)=0, '(L)=0. (4.213)
Ez alapjan felirva a frekvenciamatrixot az alabbi eredmény adodik:

1 0 1 0
-1 0 1 0
| cos (V) sin(A)  cosh(A) sinh()) (4.214)

—cos(A) —sin(A) cosh(A) sinh(A)

lie

(A masodik és negyedik egyenletben a \?/L?%-tel egyszertsitettiink.)
A frekvenciamatrix determinansa kifejtve most

|[E| = —4sin (\)sinh (\) = 0, (4.215)
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ami csak sinA = 0 esetén lehet nulla, amibdl (4.201) képletével azonos
megoldasként A\, = rm adodik, a sajatkorfrekvencidk pedig értelemszertien
azonosak a (4.202) szerintiekkel. A rezgésalakokban csak a szinuszos tag
B, egyiitthatoja lesz nullatol kiilonb6zs, a tomegre normalt rezgésalak

vp(x) = \/MTLSin (%m) (4.216)

lesz. Az r-edik rezgésalak r félhullambol all.

A koordinatarendszer eltolasaval tehat azonos sajatkorfrekvenciakat és
fizikailag ugyanolyan rezgésalakokat kaptunk, bar megjegyezziik, hogy bi-
zonyos r értékekre a kapott fiiggvény a (4.207), ill a (4.212) szerinti alakok
helyett azok ellentettjével azonos.

4.2.2. Példa (Befogott-befogott gerenda rezgésalakjai). Hatdrozzuk meg egy

befogott-befogott megtamasztasi gerenda (ldsd /.5.a) dbra) sajdtkorfrekvencidit,
rezgésalakjait!

Megoldas

A befogott-befogott tartd esetén a peremfeltételek az eltolodasokra és az el-
fordulasokra vonatkoznak. Helyezkedjen el a gerenda a (0, L) tartoméanyon,
igy a rezgésalak peremfeltételei az alabbiak lesznek:

v(0)=0, w(L)=0, (0)=0, V'(L)=0. (4.217)
A rezgésalakot (4.188) alakban keresve az elsg derivalt:
v'(z) =

A\ (A A (A A
(Z) (—Asm (Zx) + Bcos (Ex) + C'sinh (zx) + D cosh (Ea:>) ,

(4.218)

Ez alapjan felirva a frekvenciamatrixot az alabbi eredmény adodik:

1 0 1 0
0 1 0 1
£= cos(A)  sin(A) cosh(A) sinh()) (4.219)
—sin(\) cos(A) sinh(A) cosh(\)
(A masodik és negyedik egyenletben a A/L-lel egyszertisitettiink.)
A frekvenciamatrix determinansa kifejtve most
|F] =2 — cos ()) cosh (A) = 0. (4.220)
A determinéns zérushelyeire vonatkozo egyenletet irhatjuk
1
cos(A) = (4.221)

cosh())
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4.8. &bra. Befogott-befogott megtamasztasu hajlitott gerenda a) modell, b)
a (4.221) egyenlet két oldala, c-e) az els6 harom rezgésalak.

alakban is. Ennek az egyenletnek a két oldalat a 4.8.b) dbra mutatja. A
A megoldasok itt csak numerikusan adhatok meg, bar észrevehetd, hogy
a frekvenciaparaméterek értékei a /2 érték paratlan egészszereseinek a
kérnyékén fordulnak elg. Az elsé harom frekvenciaparaméter és a hozzajuk
tartozo sajatkorfrekvencia:

ETI
A1 = 1.50562T, wo,1 = 2. 266972 —I
wL
EI
Ay = 2499757,  wpo = 6.24887% | — (4.222)
wL
El
/\3 = 3.5000171’, wo,3 = 12.2507‘(‘ 1
uL

A kapott frekvencidkhoz tartozo rezgésalakokban mar mindegyik elemnek
kiilon-kiilon nemzérus egyiitthatoja lesz. Az els6 harom alakot a 4.8.c)-e)
abrakon mutatjuk be.

A fenti példak is megerdsitették a A frekvenciaparaméternek a rezgésalak
fliggvényében betoltott szerepébdl levont kivetkeztetésiinket, hogy a magasabb
sorszami alak esetén nagyobb lesz a szélsGértékek szama, a csomopontok szama
(vagyis az olyan pontoké, amelyeknek az eltolodasa nulla) és az inflexios pontok
szama.

Az egyértelmiivé tett rezgésalakokkal a szabadrezgés altalanos megoldasa:

Z vr () (ar cos(wort) + by sin(wort)) , (4.223)

ahol a végtelen szamu a,., b, paraméter a kezdeti feltételektsl, azaz a kezdeti
alaktol és sebességtdl fiigg.

A parameéterek szamitasahoz tekintsiik 4t az alakfliggvények néhéany tulaj-
donsagat.
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4.2.2.4. Az alakfiiggvények tulajdonsagai

Tekintslink két kiilonb6z6 frekvenciaparamétert, A,-t és A.r-t, ahol p # r, és
a hozzajuk tartozo rezgésalakokat, azaz v,(x)-t és v,.(z)-t. Vezessiik be a két
rezgésalak tomeggel képzett skalaris szorzatét:

/Up(x)uvr(m)dx, (4.224)

majd helyettesitsiik v,(x)-et a (4.189) szerint a negyedik derivaltjaval.

L4
/vp(x);w,,(x)dx :/Fv;’”(x)uvr(x)dx, (4.225)
P
Integraljuk parcialisan a kifejezést”:
L4 " L4 " " !/
~a ¥ (x)pv,(z)dz = N [’up (z)poy (2)dz] — vy (z)pvy.(z)dx |,
P P

(4.226)
majd a megmarad¢é integrallal tegyilik ugyanezt, igy azt kapjuk, hogy:

L4
/ FU;W (x)pvp(z)de =
P

4

f\% <[Ug'(x)uvr($)d$] — vy (), (x)dx| + /vg(x)uv’r'(x)dx) . (4.227)
A rad végein megadott peremfeltételek miatt vagy az elmozdulés, vagy a

vele munkakompatibilis igénybevételnek megfelels elmozdulas-derivalt nulla a

rid végein, ezért a [v))/ (), (x)dz] és a [v]) (x)pv).(x)dz] tagok kiértékelésekor

az egyik szorzotényez6 nulla lesz az alsd és a fels6 behelyettesitési értéknél is,

vagyis ezek a tagok zérusok lesznek, igy az eredeti szorzatintegral értéke az

aldbbira adodik:

4
/vp(:c)um(:z:)d:c = % v, (@) vy (x)dx. (4.228)

Ugyanezeket a lépéseket elvégezhetjiik p és r szerepét felcserélve, azaz helyette-
sitsiik v, (z)-et a (1.189) szerint a negyedik derivaltjaval.

4
/vp(x)uvr(x)dxz/%vp(a:)uvf”(a:)d:c, (4.229)

és integraljuk kétszer parcialisan a kifejezést:
L4 L4
/ () () de = 57 ([vpm)w:f’(m)dx} - / v;<x>uv;"<x>dx) . (4.230)
majd

L4
vt (@)de =
T

4
% ([vp(m)luv;//(gg)dx] — [v) ()] (x)dzx] + /v;,'(x)uv;’(z)dx) ., (4.231)

(Q)Azaz az [/ (z)v(x)de = [u(z)v(x)] — [ u(x)v’(z)dz -ben legyen u/(x) = v}/ (x) és v(x) =
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Most is a szogletes zardjelben levd tagokrol'’ allapithatjuk meg, hogy a
peremen el6irt zérus elmozdulas, vagy igénybevétel miatt mind az als6, mind
a fels6 hatar kiértékelése nullat ad, azaz az eredeti szorzatintegral értéke az
aldbbira adodik:

4
/vp(:z:),uvr(x)d:z: = % v, () pvy (z)dz, (4.232)

Osszehasonlitva (4.228)-t és (4.232)-t a két baloldal azonos, igy a jobboldalak
is egyenl6k:

L4 L4
N v, () pvy (z)dx = i v, (x)pvy (z)dz, (4.233)
P r

ami az eltéré A, és A, miatt csak akkor lehetséges, ha az integralkifejezés nulla:

/vg(x)uv’r'(z)dx = 0. (4.234)

Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy az eredeti szorzatintegral értéke nulla:

/vp(w)uvr(:v)dx =0. (4.235)

A rezgésalakok ezen tulajdonsagat a rezgésalakok ortogonalitdsinak nevezziik.

4.2.2.5. Kezdeti feltételek kielégitése
A feladatunk a

o
w(x,t) = Z vy () (ar cos(wort) + by sin(wort)) (4.236)
r=1
altalanos megoldassal és az annak derivalasaval kapott
w(x,t) = Z vy (@) wor (—ay sin(wort) + by cos(wort)) (4.237)
r=1

sebességfiiggvénnyel kielégiteni a ty = 0 pillanatban megadott
w(z,0) = wo(x), w(zr,0) = vo(x) (4.238)

kezdeti feltételeket'', azaz hatdrozzuk meg az a,, b, értékeket gy, hogy telje-
siiljon az alabbi két egyenlet (itt mar behelyettesitettiik a ¢ = 0-t):

wo(z) = Z v (T)ay, vo(x) = Z Up (2 )wor by (4.239)

100, (@) vl (x)da] és [v)(x)uv]! (z)da]

M Korabban mar bemutattuk, hogy a nem tg = 0-nal megadott kezdeti feltételek esetén a
harmonikus fiiggvények idébeni eltolasaval kihasznalhaté a tg = O eset azon konnyebbsége,
hogy cos0 =1 és sin0 = 0.
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Mindkét egyenletben végtelen ismeretlen szerepel, ezért altalanos esetben a fel-
adat kozvetleniil nem oldhaté meg. Szorozzuk be mindkét egyenletet a pv,(x)
fliggvénnyel és integraljuk az egyenletek oldalait a rad hossza mentén:

//wp(a?)wo(x)dx = /Zuvp(x)vr(x)ardm, (4.240)

/,uvp(as)vo(a:)dx = /Zuvp(x)vr(z)wgrbrdx. (4.241)
r=1

Az integrélast az 6sszegzés indexétdl fiiggetlentiil végezhetjiik el, ezért az integra-
las bevihet6 az 6sszegzéseken beliilre, az a,- és b, paraméterek pedig kiemelhet&k
az integréalasokbol:

/pvp(:v)wo(x)dx = Z//wp(x)vr(x)dxar, (4.242)

/uvp(x)vo(x)dx = Z/uvp(x)vr(a:)dxwmbr. (4.243)

A kapott két kifejezés jobb oldalan az Osszegzés soran a p #* r esetekben az
integral a rezgésalakok ortogonalitdsa miatt nulla lesz, igy csak az r = p esetben
lesz nemzérus szorzotényezdje az a, és a b, paraméternek. Raadasul a két
paraméter ekkor azonos lesz a,-vel és by-vel.

A nemzérus integralok értéke a rezgésalakok normalasa miatt (lasd a (4.194)
egyenletet) 1, amibdl kézvetleniil adodik, hogy:

/,uvp(x)wo (x)dz = ap, (4.244)

/,uvp(x)vo(x)dx = wopbp. (4.245)

A wo(z), vo(x) kezdeti feltételeket kielégité megoldas tehat:

w(z,t) =
Zvr(z) </ 1o (x)wo ()dx cos(wort) + MT(Z)(W sin(w()rt)) , (4.246)
r=1 T

4.2.3. Példa (Csuklos-csuklos gerenda szabadrezgése). Egy csuklds-csukldsan
megtdmasztott gerenda két végén egyidejileg mikddtetve egy-eqy ellenkezd irdny-
ba forgaté M nyomatékot létrehoztunk egy elmozdult egyensilyi alakot. (Ezt mu-
tatja a /.9.a) dbra.) Hatdrozzuk meg a kialakulé rezgés fiigguényét, ha elengedve
a tarto végeit, hirtelen megsziintetjik a két nyomatékot.

Megoldas
A kezdeti feltételek megallapitasahoz az elengedés el6tti allapotban stati-
kusan kell megoldani a feladatot. A peremfeltételek ekkor:

wo(—L/2) =0, wo(L/2) =0,

4.247
—ELwl(-L/2) =M,  —ELwl(L/2,t)=M, (4.247)
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melyeket az
Elw{"(z) =0 (4.248)

differencidlegyenlet altaldnos megoldasaval kell kielégiteniink. Utoébbi egy
harmadfokd parabola négy paraméterrel, melyekre a (4.247) szerinti egyen-
letrendszert felirva és megoldva az alabbi kezdeti alakot kapjuk:

M , ML?
— =+
2E1I, 8EI,

wo(z) = (4.249)

A kezdeti alakot a 4.9.b) abra mutatja. Az alak szimmetrikus, a fliggvény
paros.
A gerendat allo helyzetbdl engedjiik el, igy a kezdeti sebességek nullak:

vo(x) = 0, (4.250)

amibdl minden r-re b, = 0.

A (4.223) szerinti altalanos megoldas a, paramétereinek szamitasahoz r
paratlan, vagy paros voltatol fliggsen a (4.207) vagy a (4.212) szerinti fligg-
vénnyel kell szamolnunk a (4.244) szerinti integralt. A sajatkorfrekvencia

(4.202) képletének megfeleléen mindegyik alaknal:

9 o | BT

wo,r =TT m. (4.251)

Péros r esetén a v, (z)wg(x) szorzat egy paratlan és egy paros fliggvény
szorzataként paratlan, igy a —L/2 — L/2 tartomanyon vett integral nulla
lesz:

a, = agy = 0. (4.252)

Paratlan r esetén a (4.244) szerinti integral:

L/2 2 rr M ML?
2
.= \— — - da. 4.253
“ /_L/2“ uLCOS(Lx)( 2Elyx +8E1y> v ( )

A miveletet elvégezve:

Ay =

2 M . (E) 213

Y

33

Mivel r csak paratlan lehet, ezért sin - értéke +1, vagy —1 lesz, igy azt

(—I)T%1 alakban irhatjuk. A teljes megoldasban az Gsszegzéshez minden
alak ,/}%L amplitudojaval szorzodik az a, érték, ezt felhasznélva a rezgés
fliggvénye:

AMI? -1 1 (7“7?
= —cos

fx) cos(wo rt)| (4.255)
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4.9. dbra. Csuklos-csuklos gerenda szabadrezgése a) a terhelt szerkezet, b) kez-
deti alak, c¢) a szimmetrikus rezgésalakok egyiitthatoi.

Ha a péaratlan r-t 2k — 1 alakban irjuk, akkor az 6sszegzés az Osszes szamra
vonatkozhat:

AMI? S (—1)k T T
w(z,t) = 7l k= 1) cos (fx) cos(wo 1) (4.256)
Yok

Mindkét alakban latszik, hogy a magasabb moédok részesedése csokken,
ennek aranyat mutatja a 4.9.c) abra.

4.2.2.6. T6bb szakaszbol all6 gerenda

A szabadrezgés altalanos megoldasanak (4.188) szerinti alakfliggvényének para-
méterei csak a legegyszertibb esetben hatarozhatok meg a kezdd- és végpontra
vonatkozo peremfeltételek segitségével. Tobbtamaszu gerenda, konzolosan tul-
nyuld tartérész, a hajlitbmerevség szakaszonként valtozo volta, vagy egy kon-
centralt tomeg azzal jar, hogy a kozbensd tamaszok folott, a hajlitomerevség
valtozasanak keresztmetszetében, illetve a tomegpontnak a keresztmetszetében
folytonossagi, kapcsolodasi és esetenként peremfeltételeket kell felirnunk. Ekoéz-
ben a (4.188) szerinti alakfiiggvény adott A, B,C, D paraméterei csak szaka-
szonként lesznek érvényesek, vagyis szamuk a szakaszok szamaval aranyosan
tobbszorozédik. Igy a (4.192) szerinti frekvenciamatrix mérete megnovekszik,
determinansanak kifejtése bonyolultabba valik. A kovetkezd harom példaban
megmutatjuk, hogy a 4.10. 4bran lathaté6 harom esetben hogyan kell az egyes
modelleknek megfelels feltételek alapjan a frekvenciamatrixot elGallitani.

4.2.4. Példa (Folytatolagos tobbtamaszt gerenda szabadrezgése). Hatdrozzuk
meg a 4.10.a) dbrdn ldthaté hdromtimaszi gerenda kapcsoloddsi és peremfelté-
teleit és irjuk fel a tarté frekvenciamdtrizdt!

Megoldas

A kozbenso tamasznal atadodo reakciders miatt egy ugras lehet a nyiréers-
abraban, ami az elmozdulasfiiggvény harmadik derivaltjaval aranyos, vagyis
més (4.188) képletnek megfelels fiiggvény lesz érvényes a 0 < x < Ly és az
Ly < x < Ly + Ly szakaszon. A v(z) alakfliggvényt tehat szakaszonként
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4.10. abra. Szakaszokra bonthato gerenda szabadrezgése. a) Folytatolagos tobb-
tamaszi gerenda. b) Szakaszonként valtozo hajlitomerevségii gerenda. ¢) Kon-
centralt tomegpontot is tartalmazo6 gerenda.

adhatjuk meg:

_ Jvi(z), hax < Ly
v(z) = {UQ(SU), ha Ly < (4.257)
ahol
vj(z) = Aj cos (2:10) + Bjsin <2x> + C; cosh (2:p> + Djsinh <2x)

(4.258)
Két-két peremfeltételt irhatunk el6 a kezds- és a végpontra, a csuklos meg-
tamasztasnak megfeleléen az ott érvényes fiiggvényértéknek és a mésodik
derivaltnak kell nullanak lenniiik:

v1(0) =0, vy (0) =0, (4.259)

va(Ly 4+ L) =0, vy (Ly + L) = 0. (4.260)

A kozéps6 tamasznal két peremfeltételiink van: a bal oldali és a jobb oldali
szakasz alapjan szamolt eltolodasnak is nullanak kell lennie:

V1 (Ll) = 07 UQ(Ll) = 07 (4.261)

Ezzel a két feltétellel az eltolédasok folytonossagat is biztositottuk a tAmasz
folott, hiszen:
’U1<L1) = UQ(Ll). (4262)

A k6zéps6 tamasznal van két tovabbi folytonosségi feltételiink: a tarto ten-
gelyének szogelfordulasa, és a hajlitonyomaték paronként azonos a tamasz
folott a bal oldali és a jobb oldali szakasz alapjan szamolva. Elébbi az
eltolodas els6 derivaltjaval aranyos:

v (L) =vo(Ly) = vy(L1) —vy(Ly) =0, (4.263)
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utébbi pedig a gorbiilettel, és igy az eltolédas méasodik derivaltjaval:
v (L) =vy(L1) = vy (L1) — vy (Ly) = 0. (4.264)

Az egyes feltételeket rendre nullara rendeztiik. A (4.258) fliggvényekben L
értékére nincsen megkotés, jelen esetben egyszertisitheti a dolgot, ha az L =
L, behelyettesitéssel éliink. Igy a nyolce feltételiinknek megfelels egyenlet
a feliras sorrendjében (ahol lehetséges, ott \/L megfelels hatvanyaval valo
egyszerisités utan):

A +Cp =0, (4.265)

A +Cy =0, (4.266)

Aj cos (/\ <1 + L2>> + Bssin <)\ (1 + L2)> +
Ll Ll
Ly . Ly
Cycosh [ A1+ = 4+ Dysinh [ A |1+ == =0, (4.267)
Ll L1

e (3(142)) - (3 (14 2)) 4
(5 cosh (/\ (1 + éj)) + Dy sinh ( (1 + )) (4.268)

Aj cos (A) + By sin (A) + Cy cosh (M) + Dy sinh (A) = 0, (4.269)

Ag cos (A) + Basin (A) + Co cosh (A) + Dy sinh (A) = 0, (4.270)

—(Al —Az) sin (A) +(Bl —Bg) COSs ()\)+(Cl —CQ) sinh ()\)+(D1 —Dz) COSh ()\) = O,
(4.271)

—(Al —Az) COS ()\) — (B1 —Bg) sin ()\)+(Cl —CQ) COSh (A) +(D1 —DQ) sinh ()\) = O,
(4.272)

amikbdl a frekvenciamatrix (a A (1 + f—f) argumentumot A-val jelslve) az
alabbi lesz:

1 0 1 0 0 0 0 0
-1 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 cos(X) sin(X) cosh(X) sinh(X)
F(A) = 0 0 0 0 — cos(\) — sin(X) cosh(X) sinh(X)
= cos(\) sin(\) cosh(X)  sinh(X) 0 0 0 0
0 0 0 0 cos(A) sin(\) cosh(\) sinh(\)
— sin(X) cos(A) sinh(\)  cosh(\) sin(\) —cos(A)  —sinh(A\)  — cosh(\)
—cos(A)  —sin(A)  cosh(\)  sinh(\) cos(X) sin(\) —cosh(\)  —sinh(X\)

(4.273)
Megjegyezziik, hogy a kozéps6 tamasznal irhattunk volna egy peremfelté-
telt az egyik oldali eltolodas értékére és egy folytonossagi feltételt a jobbrol
és balrol szamolt eltolodas értékekre. Ez formailag azzal jarna, hogy a frek-
venciamatrix hatodik sora helyett az 6todik és a hatodik sor kiilénbségét
irtuk volna fel.

Szintén emlitést érdemel, hogy a két szakasz fliggvényeit nem kell ugyan-
azon koordinatarendszerben megadni, hanem lehet példaul az egyes sza-
kaszok kezd&pontjahoz rogzitett x1- és xo-koordinatdkat hasznalni. Ilyen
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feliras mellett a masodik szakasz kezdGpontjaban a cos0 = cosh0Q = 1 és
sin(0 = sinh 0 = 0 behelyettesitések nagyban megkdnnyithetik a determi-
nans felirasat és kifejtését.

4.2.5. Példa (Szakaszonként valtozo hajlitomerevségl gerenda szabadrezgése).
Hatdrozzuk meg a /.10.b) dbrdn ldthatd, szakaszonként dllandd hajlitomerevségd
gerenda kapcsoloddsi és peremfeltételeit és irjuk fel a tarto frekvenciamdtrizat!

Megoldas

A keresztmetszet és igy a hajlitdmerevség, valamint a fajlagos témeg az
x = L pontban valtozik, igy méas (1.188) képletnek megfelels fiiggvény lesz
érvényes a 0 < x < L és az L < x < 2L szakaszon. A v(z) alakfliggvényt
tehat szakaszonként adhatjuk meg:

vi(x), hax < Iy

v(@) = {7)2(5(}), ha Ly <z’ (4.274)

ahol mindkét szakasz azonos sajatkorfrekvenciaval rezeg. Tekintettel a
sajatkorfrekvencia és a frekvenciaparaméter kozotti (4.191) kapcsolatra,
kénnyen belathato, hogy a keresztmetszeti jellemzsk fliggvényében a frek-
venciaparaméter szakaszonként eltérs lehet, igy azt szakaszonként kiilon
kell jel6lni, pl. Aj-vel:

Aj A Aj . Aj
vj(z) = Aj cos <£x> +Bjsin (53:) +Cj cosh <£$) +D; sinh (L]x> ,
(4.275)
és mivel (4.191) nyoméan:

EI El,
=2, 2 — )2, = 4.276
wo 1\/,“/11/4 2\/,“/21/4’ ( )

ezért a két paraméter nem fiiggetlen egymastol:

[EI
Ay = A i Té% (4.277)

Most négy peremfeltételt tudunk felirni, kettst a kezdd, kettét a végpontra.
A csuklos tamaszok miatt ezek:

"

v1(0) =0, vy (0) =0, (4.278)

v2(2L) =0, vy (2L) =0. (4.279)

A keresztmetszet valtozasanal négy folytonossagi feltételiink lesz. Az elto-
lodas és az elfordulas folytonossaga rendre a fliggvény és els derivaltjanak
azonossagat jelenti paronként:

v1(L) = v2(L) - v1(L) —v2(L) =0, (4.280)
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v (L) =vy(L)  — vy (L) — (L) =0. (4.281)

A hajlitonyomaték és a nyiroerd folytonossagat a masodik és a harmadik de-
rivaltak segitségével tudjuk kifejezni, most azonban nem egyszertisithetiink
EI-vel, hiszen az az egyenlet két oldalan kiilonbozik. Ennek megfelelGen a
két feltétel:

"

ELv, (L) = Elyv, (L)  — v, (L) —evy (L) =0, (4.282)

"

ElLw, (L) = ELw, (L)  — v, (L)—evy, (L) =0,  (4.283)

ahol € = gﬁ Utobbi kapcsolatot szemléltetjiik a 4.11.a) abran is. A
fiiggvényalakok és derivaltjaiknak behelyettesitése utan az A;, B;,C;, D;
paraméterek egylitthatoit osszegytjtve tudjuk felirni a frekvenciaméatrixot

(ahol lehetett, ott egyszertsitettiink A és L értékével):

1 0 1 0
-1 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
E(n) = cos(A1) sin(A1)  cosh(A\;) sinh(A\;)
—sin(A1)  cos(A1)  sinh(\;) cosh(Aq)
—cos(A1) —sin(A1) cosh(\;) sinh(A;)
| sin(A;)  —cos(A\;) sinh(\;) cosh(A;)
0 0 0 0 ]
0 0 0 0
cos(2)\2) sin(2Az) cosh(2A2) sinh(2A2)
—cos(2X2)  —sin(2X9) cosh(2)\2) sinh(2X2)
—cos(A2) —sin(Ag) — cosh(Ag) - sinh()\g)
2sin(Aa)  —32cos(A2)  —32sinh(\o) cosh()\z)
iz cos()\g) 6% sin(Ag) —e% cosh(Az) —e>\2 sinh(A2)
3
76»" sin(Ag) e% cos(A2) 76% sinh(\g) 76% cosh(\g)

(4.284)

A fenti matrixban ugyan megjelenik Ao, de mint fent mar mutattuk, az
nem fiiggetlen A\;-t6l, igy a [F'| = 0 egyenletben csak A; lesz az ismeretlen.

4.2.6. Példa (Koncentralt tomegpontos gerenda szabadrezgése). Hatdrozzuk
meg a /.10.c) dbrdn ldthato gerenda kapcsoldddsi és peremfeltételeit és irjuk fel
a tartd frekvenciamdtrizdt!

Megoldas

A témegpont egyiitt mozog a gerendaval, ezért gyorsulasa lesz, amit a jobb
és bal oldali szakaszrol atadodo nyirdersk kiilonbsége, mint eredd hoz létre.
Emiatt egy ugras lehet a nyiréerabraban, ami az elmozdulasfiiggvény har-
madik derivaltjaval ardnyos, vagyis méas (4.188) képletnek megfelels fligg-
vény lesz érvényes a 0 < ¢ < Ly és az L1 < & < Ly + Lo szakaszon. A v(x)
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W(Ll):_vl(Ll)wé'Cos(wot)

a) b)

V1(Lrvt): Vz(L:VI): V1(L’1v,t): Vz(Lllv:t):
—EI,v, (L) —EL,v, (L) —EIv, (L) —EIv, (L)
-cos( a,t) -cos( w,t) -cos( ayt) -cos(a,t)
L—¢ L+e L +¢

4.11. abra. A szakaszokra bonthaté gerenda kozbenss keresztmetszetének kor-
nyezetében hato bels§ ersk. a) A nyiréerck a hajlitomerevség valtozasanal
(4.10.b) abra). b) A koncentralt tomeg gyorsulasat létrehozo nyiréersk (4.10.c)
abra).

alakfiiggvényt tehat most is szakaszonként adhatjuk meg:

_ Jvi(z), hax < Ly
v(z) = {Uz(x% ha Ly < (4.285)
ahol
A (A A . A
vj(x) = Aj cos (Lac) + Bj sin (Lx> + C; cosh (L$> + D; sinh (Lgc> .
(4.286)

A csuklos tdmaszok miatti négy peremfeltétel azonos a 4.2.4. példaban
latottakkal: .
v1(0) =0, vy (0) =0, (4.287)

va(L1 + Ly) =0, vy (L1 + Ly) =0. (4.288)

A tomegpontnal harom folytonossagi feltételt tudunk felirni: a tarto ten-
gelyének eltolodasa mellett annak szogelfordulasa, és a hajlitonyomaték
paronként azonos a tomegpont f6l6tt a bal oldali és a jobb oldali szakasz
alapjan szamolva. Az eltolodasbol:

’Ul(Ll) = ’UQ(Ll) — ’Ul(Ll) — 7.)2(.[/1) = 0, (4289)
az elfordulas az eltolodas elsg derivaltjaval aranyos:
vi(L) =vy(L1) = wi(L) = (L) =0, (4.290)

a hajlitonyomaték pedig a gorbiilettel, és igy az eltolédas masodik derivalt-
javal:

vp (L) = vy (L) — v, (Ly) — vy (L1) = 0. (4.291)

Az utolso kapcesolodasi feltételhez a 4.11.b) abrabol kell kiindulnunk. A bal
és jobb oldali tartorészrél atadodo Vi és Vi nyirdersk egylitt hozzék létre a
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tomegpont gyorsulasat. A gyorsulast szamithatjuk a bal és a jobb oldalrol
is, valasszuk el6bbit?, igy Newton mésodik torvénye:

+EIv, (L) — Elvy (L1) = —mw2vi(Ly) (4.292)

A (4.2806) fiiggvényekben L értékére nincsen megkotés, jelen esetben
egyszertisitheti a dolgot, ha az L = L; behelyettesitéssel élink. Igy a
nyolc feltételiinknek megfelel§ nyolc egyenlet a feliras sorrendjében (ahol
lehetséges, ott A/L megfelels hatvanyaval valo egyszertsités utan):

A +C = 0, (4293)

—A1+Cy{ =0, (4294)

) R e
C cosh (/\ (1 + éj)) + Dy sinh ( (1 + )) 0, (4.295)
)

—AQCOS(A<1+L2>)—BQSin( (1+ +
Ly
Ly
Cgcosh()\(l—i-L))—l-Dgsmh( 1+)>—0 (4.296)
1

(A1 — A3z) cos (A) + (B1 — Bz) sin (A\) + (C1 — C2) cosh (A) + (D1 — D2) sinh (A) = 0,
(4.297)

— (A1 —A3)sin (A)+(B1—Bz) cos (A)+(C1 —C2) sinh (A) + (D1 — D2) cosh (A) = 0,
(4.298)

—(A1—A3) cos (A)— (B1—Bz) sin (A\)+(C1 —C2) cosh (A\)+ (D1 — D2) sinh (A) = 0,
(4.299)

+ (A1 — Az) sin () — (B1 — B2) cos (A) + (C1 — C2) sinh (A) 4+ (D1 — D2) cosh ()

+ ;\%Z (A1 cos (A) 4+ Bisin (A) + C1cosh (A) + Dy sinh (M) =0, (4.300)

Az utolsd esetben wyp-t kifejeztiik A segitségével, majd egyszertsitettiik
az egyenletet. Az utolso sor egyiitthatdjaban felismerhets, hogy az #ﬂL
hanyados a koncentralt tomeg és a gerenda tomegének arénya.

Ezekbdl az egyenletekbdl kivalogatva az egyiitthatokat, a A = )\LI%L?

behelyettesitéssel a frekvenciamatrix elsé hét sora a kovetkezd lesz:

1 0 1 0 0 0 0 0
-1 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 cos(X) sin(X) cosh(X) sinh(X)
£, ()= 0 0 0 0 — cos(X) — sin(\) cosh(X) sinh ()
cos(\) sin(X) cosh(A)  sinh(A)  —cos(A)  —sin(A)  —cosh(\)  —sinh(X)
— sin(X) cos(\) sinh(\)  cosh(\) sin(X) —cos(\)  —sinh(A)  — cosh())
—cos(\)  —sin(A)  cosh()\)  sinh(\) cos(\) sin(\) —cosh(A\)  — sinh(X)

(4.301)
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Az utolso sora pedig:

Fg\) = [sin(A) + lf\jg cos(A)  —cos(A) 4+ 1\]}} sin(A)  sinh()\) + ,*[L" cosh(X)

cosh(X\) + % sinh(X) sin() — cos(X) — sinh(X) - cosh(k)} (4.302)

a5(L1,t) = v1(L1) - (—w?) (acos(wot) + bsin(wot))

A frekvenciaparaméter(ek) ismeretében az A;, B, C;, D; paraméterek meg-
hatarozasa, és a rezgésalakok egyértelmiivé tétele a kiovetkezd lépés. Az igy
kapott rezgésalakok a korabban targyalt tulajdonsagokkal rendelkeznek.

4.2.2.7. Statikus normalerd hatasa

A szabadrezgés vizsgalatahoz utolsoként nézziik meg a statikus normaleré ha-
tasat. Egy P nyomoerst feltételezve (4.181)-ben a szabadrezgésnek megfelels
q(z,t) = 0 és a norméalerének megfelels N = — P behelyettesitéssel a szabadrez-
gés differencidlegyenlete:

ELw"" (z,t) + Pw"(z,t) + pi(x, t) = 0. (4.303)
Keressiik a megoldast
w(z,t) = v(z) (acos(wot) + bsin(wpt)) (4.304)

alakban, azaz valasszuk szét az id6- és helyfliggést. A feltételezett alak derivalt-
jait behelyettesitve a differencidlegyenletbe, az id6fliggs taggal torténd egysze-
rlisités utan az alabbi kozonséges differencidlegyenletet kapjuk a rezgésalakra:

ELY"" (x) + Pv"(z) — pwiv(z) = 0. (4.305)

Keressiik a rezgésalakot
v(z) = cet” (4.306)

alakban, ahol )\ az alakot meghatarozo frekvenciaparaméter. A feltételezett
alakot behelyettesitve a (4.305) egyenletbe, A?-re egy masodfokii egyenletet ka-

punk:

EI P
L—fx* + ﬁv — pwi =0, (4.307)

aminek \2-re két megoldésa van:
()\2) - P2 + 4FE1, w3 ()\2)  —P+ /P2 4+ 4EIuw;
1 EI ) 2= :

El,
2 2

(4.308)
A fenti két megoldasbdl az elsé mindig negativ, a masodik mindig pozitiv lesz.

Vezessiik be a
AL =4/—(A?), Ao = 1/(A2), (4.309)

jelolést. Az els§ gyokbdl a gybkvonast kovetd két megoldas harmonikus fiiggvé-
nyekké alakithatd at, mig a méasodik gyokbdl torténd gyokvonast koveté meg-
oldas hiperbolikus fiiggvényekké alakithato at. Igy az alakfiiggvény altalanos
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alakja:

_ A (M A2 . A2
v(x) = Acos <L:E> + Bsin (Lm> +C cosh <L:1c> + D sinh (Lx) . (4.310)

Felhivjuk a figyelmet, hogy az alakfiiggvény A; és Ay paraméterei tipikusan
kiilonboznek egymastol, de mindketts az wg sajatkorfrekvenciatol fiigg.

Ezeknek a paramétereknek és az A, B, C, D egyiitthatoknak a meghatarozasa
a mar ismert moédon torténik. A peremfeltételekbdl kifejezett egyenletrendszer-
ben A, B, C, D egyiitthat6ibol létrehozzuk a frekvenciamatrixot, majd keressiik
azon wy értékeket, ahol a matrix determinénsa 0 lesz. A visszahelyettesitést ko-
vetGen az A, B, C, D egyiitthatok egymashoz valo aranyét kell meghataroznunk,
majd az alak egyértelmiivé tételéhez a v(z) fliggvényt norméalni.

A normalerével terhelt gerenda hajlitorezgésének demonstralasara az iro-
dalomban leggyakrabban a csukl6s-gorgds megtdmasztasi gerendat szokas al-
kalmazni (lasd a 4.6.a) abrat). Ennél a megtiamasztasnal az adodik, hogy a
rezgésalakot (4.216) képletével azonos alakban irhatjuk:

vp(x) = \/uTLSin (%x) (4.311)

Mivel ez az alak egyetlen harmonikus fiiggvény, igy a benne eléfordulé rm para-
méter a (4.310) szerinti A\;-nek felel meg. A (4.307) egyenletben tehat —r?r2-et
kell A2 helyére behelyettesiteniink, hogy a sajatkorfrekvenciat meghatarozzuk:

ElT P
L4y pAd ﬁr27r2 _ ,uwg,« =0, (4.312)

Ennek megoldasa az r-edik sajatkorfrekvenciara:

rémdEl,  r2m2P
= - . 4.313

A négyzetgyok alatti kifejezés masodik tortjét bovitsiik ki az alabbi modon. Az
r félhullamot tartalmazo kihajlasi alakhoz tartozo kiritikus erd:

2 2EI
Py = 0 WLQ = (4.314)
vagyis igaz az alabbi Osszefiiggés:
2 2 2 2 r’r’El, 4_4
’I"7TP_’I"7TP 7z _erIyP (4.315)
:LLL2 B ,LLL2 Pk’r‘,'r‘ N ,U/L4 Pk'r’,r ' '

Ezt visszahelyettesitve (4.313) képletébe azt kapjuk, hogy:

|EI, | P

2 2 y

Wor = — /1 , 4.316
0 rm [4 Pkm- ( )

azaz a normalers nélkiili (lasd (4.202)) sajatkorfrekvencia egy olyan tényezdvel
szorzodik, mely a normaélerének a kritikus er6hoz valé hanyadoséatol fiigg. Ezt a
kapcsolatot szemléltetjiik a 4.12. 4bréan az elsé hdrom rezgésalakra. Emlékezte-
tlink, hogy P nyomoerst jelentett a levezetésiinkben. Huizoers, vagyis negativ
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o3 \\\ E%-:- -
Woo
Wo1

0 I?<r,1 '?«,2 I?<r,3

4.12. abra. Statikus normaélergvel terhelt csuklos-gorgds megtamasztasi gerenda
sajatkorfrekvencidajanak fliggése a nyomoerstél.

P esetében a sajatkorfrekvencia ndvekszik'”, nyomoéerd esetén pedig csokken a
sajatkorfrekvencia.

Egy alakhoz tartozé kritikus erénél nagyobb nyomas esetén raadésul nincs is
ahhoz az alakhoz tartozo sajatkorfrekvencia. Ilyenkor a nyomott riad mar insta-
bil allapotban van, kitéritve az egyenes egyensulyi helyzetébdl gy fog mozogni,
hogy az egyensulyi helyzettdl tavolodik, oda nem tér vissza. A sajatkorfekvencia
viszont az sajatrezgés soran a visszatérés gyakorisdgaval van kapcsolatban: ha
nem tér vissza, akkor nem értelmezhets a fogalma.

Bar a névekvs nyomoerd és a csokkend sajatkorfrekvencia kozotti kapcesolat
mas megtamasztasi viszonyok esetén is fennéll, az nem mindig irhat6 fel ilyen
elegans képlettel. A kapcsolat viszont felhasznalhato a stabilitdsvizsgélat dina-
mikai alapt elvégzésére. Ennek soran a teherszintet névelve minden teherlép-
cs6ben meg kell hatarozni az els6 sajatkorfrekvenciat, és amelyik teherszintnél
a sajatkorfrekvencia nullara csokken, az lesz a kritikus teher.

Ismételten felhivjuk a figyelmet, hogy a csuklos-gorgss megtamasztasi rad
esete specialis. Ennek oka az, hogy a kihajlasi

ELv"" (x) + Pv"(z) = 0. (4.317)

differencidlegyenletének (mely a (41.305) egyenletbdl kiolvashaté a tehetetlenség
elhanyagolasaval) az altalanos alakja eltér a (4.188) szerinti megoldastol:

A A
v(x) = Acos (Lac) + Bsin <L:c) +Cz+ D. (4.318)

A bemutatotthoz hasonlo egyszertd kapcsolat tehat csak olyan szerkezeteknél
fordulhat els, ahol a (4.188) és a (4.318) szerinti fliggvények azonosak lehetnek,
azaz C = D = 0 eredményt adnak a peremfeltételek. Ez altalaban nem igy van.

4.2.3. Gerjesztett rezgések

Hajlitott gerenda gerjesztett rezgésének a szamitasa a tobbi gerjesztett rez-
gés szamitasahoz hasonloan két részbdl tevédik Ossze. Az altalanos megoldas-

12B4r nem tokéletes példa, de ondoljunk csak az egyre jobban megfeszitett hur hangjara.
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hoz a (4.175) inhomogén differencidlegyenlet egy partikularis megoldasahoz kell
hozzéadni a kiegészitd differencidlegyenlet altalanos megoldéasat, majd a kezdeti
feltételeket a tejes megoldassal kell kielégiteni.

A kiegészité differencidlegyenlet itt is a szabadrezgés megoldaséanal hasznalt
és megoldott homogén differencidlegyenlet, amit mar ismeriink, ezért a tovabbi-
akban csak a partikularis megoldasokkal foglalkozunk. (Arra is lattunk korabb-
rol példat, hogy az allandosult rezgésrészhez elegendd a partikuléris megoldés
ismerete.)

4.2.3.1. Harmonikus gerjesztés, kozvetlen megoldas

Terhelje a gerendat egy idében harmonikus fiiggvény szerint valtozo intenzitésta
q(z,t) er6. (Lasd a 4.13. abrat.) A gerjesztés korfrekvencidja legyen w, az
intenzitas amplitadéja go(z), keressiik a gerjesztett rezgésnek az allandosult
részét.

A mozgas differencialegyenlete:

ELw"" (z,t) + pi(x, t) = qo(x) cos(wt). (4.319)

Az allandosult rezgésrész harmonikus gerjesztés esetén szintén harmonikus fligg-
vény lesz, kdzvetlen megoldés soran keressiik az aldbbi alakban:

w(z,t) = w(z) cos(wt), (4.320)

azaz valasszuk szét az id§ és a tér szerinti valtozast. A feltételezett alak negyedik
és masodik derivaltjai:

w”(x,t) = 0" (x) cos(wt), w(x,t) = () (—w?) cos(wt). (4.321)
Ezeket behelyettesitve a mozgas differencialegyenletébe azt kapjuk, hogy:
EILaw" (z) cos(wt) — pib(x)w? cos(wt) = qo(x) cos(wt). (4.322)

Egyszertisitve cos(wt)-vel a rezgés alakjara az alabbi kozonséges differencial-
egyenletet kapjuk:
ELw"" () — pw?i(x) = go(x). (4.323)

A teher hossz menti eloszlasatol fiiggGen kell az w(x) fiiggvény partikularis alak-
jat meghatarozni, illetve a kiegészit6 egyenlet megoldasdnak négy paraméterével
kielégiteni a rudvégi peremfeltételeket.

4.2.7. Példa (Csuklos-csuklos gerenda harmonikus gerjesztése). A /.7.a) dbra
szerinti csuklds-csuklds megtdmasztdsi gerenddt q(x,t) = qo cos(wt) erdvel ger-
jesztjik. Hatdrozzuk meg az dllanddsult rezgést a differencidlegyenlet kozvetlen
megolddsdval!

q,(x)cos(wt) :
R E—_

=w(x,t) L =

oh 4

4.13. abra. Idé6ben harmonikusan gerjesztett hajlitott gerenda modellje.
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Megoldas

A megoldast a (4.320) egyenletnek megfelelgen keressiik. A (4.319) diffe-
rencidlegyenletbe torténd behelyettesités és cos(wt)-vel valo egyszertsités
utan (4.323) alakja az alabbi lesz:

ELaw" (z) — pw?i(z) = qo. (4.324)
Ennek egy partikularis megoldésa a

N do

Wy(x) = Tw? (4.325)

lesz, mig az
ELw"" (x) — pw?i(x) = 0 (4.326)

kiegészit6 differencidlegyenlet altalanos megoldésas:

wo(x) = Acos (23:) + Bsin (2;10) + C cosh (23:) + Dsinh (2{,6) ,

(4.327)

EIX* 1102
e R “Ew . (4.328)

A peremfeltételeket a gerenda kezds- és végpontjara kell felirnunk. a csuk-
l6s megtamasztasok miatt mindkét helyen zérus az eltolodés és a hajlito-
nyomaték. Legyen az xz-tengely kezdépontja a gerenda kezd&pontjaban,

igy

ahol

w(0,t) =
—EILw"(0,t) =

, w(L,t) =0,

. (4.329)
. — ELuw"(Lt) =0,
amibdl a rezgésalak w(x) fiiggvényére az alabbi négy feltétel adodik:

w(0)=0, @L)=0, @"0)=0, @"(L)=0. (4.330)

Ezekbe behelyettesitve a w,(z) 4w altalanos megoldast azt kapjuk, hogy:

—% + Acos (0) + Bsin (0) + C cosh (0) + Dsinh (0) = 0,
—Acos (0) — Bsin (0) + C cosh (0) + Dsinh (0) =0

*% + Acos (A) + Bsin (A) + C cosh (A) + Dsinh (A) =0, (331
—Acos (A\) — Bsin (A) + Ccosh (A) + Dsinh (A) = 0.

(A masodik és a negyedik egyenletben a \?/L2-tel egyszertisitettiink.)
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A fenti négy egyenletet méatrixos alakban is felirhatjuk:

1 0 1 0 A R
-1 0 1 0 B 0
cos()  sin(A) cosh(N) swh(N)| [C| T[] 4382
—cos(N\) —sin(A) cosh(A) sinh(A)| |D 0
Az els6 két egyenletbdl:
4o
=C= g (4.333)
a maradék két egyenlet pedig:
sin(A) sinh(A\)] [B] _ g |1-— —COZ(/\) - Lsg(k) (4.334)
—sin(A) sinh(A)| D] pw? 1+%(>\)_%(>\) ' :

aminek a megoldasaként:

[B] _ 90 [ sinh()\) }
D pw?2sin(A) sinh(\) |sin(A) — sin(A) cos(A) — sin(A) cosh(A) |
(4.335)

Fentiekbdl osszerakva a rezgést:

(2.1) = 9 A N sinh(\) (A + cosh A +
= 5002 [“P\TY) T smOysimhy T AT T LY

(sin(A) — sin(A) cos(A) — sin(A) cosh())) | A
+ Sn(A) sinh() sinh (Lx)] cos(wt). (4.336)

4.2.3.2. Harmonikus gerjesztés, modalanalizis

Terhelje a gerendat egy idében harmonikus fiiggvény szerint valtozé intenzitésta
q(z,t) er6. (Lasd ismét a 4.13. abrat.) A gerjesztés korfrekvencidja legyen w,
az intenzitas amplitudoja go(z):

q(z,t) = qo(x) cos(wt), (4.337)

és keressiik a gerjesztett rezgésnek az allandosult részét.
A mozgas differencialegyenlete:

ELw" (x,t) 4+ pi(z,t) = go(x) cos(wt). (4.338)
Modé4lanalizises megoldés esetén elézetesen mar meghataroztuk a v, (x) sajat-

rezgésalakokat és a hozzajuk tartozo wy, sajatkorfrekvencidkat. Keressiik a meg-
oldast a sajatrezgésalakok linearis kombinécidjaként:

w(w,t) =Y vr(@)y(t), (4.339)
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melynek mésodik és negyedik derivaltjai:

H=3 v @), (1:310)
r=1

- /\;lvr (z)
//// Z U“” T _ T2 Yr (t) (4.341)
r=1

Ezeket behelyettesitve a dlfferenmalegyenletbe:

EI, Z Ar UT yr( ,qur Jr(t) = qo(z) cos(wt). (4.342)

Szorozzuk be az egyenlet mindkét oldalat v,(x)-szel, és integraljuk a rad hossza
mentén. A baloldali 6sszegzésekbdl a sajatalakok ortogonalitasa miatt csak a
p = r esetben lesz nullatol kiilonbo6zs érték, mégpedig pontosan egy, igy az
egyenlet az alabbi alakra egyszertisodik:

E; 241917( )+ Gp(t) = /vp(w)qo(x)dx cos(wt). (4.343)

A jobb oldali integral a teher fiiggvényének a rezgésalakra vett vetiilete, ezt
jeloljiik a tovabbiakban f,-vel:

h:/%@%mM, (4.344)

igy a p-edik rezgésalak modalis koordinatajara az alabbi kozonséges differenci-
alegyenletet kapjuk:

Up(t) + wgpyp(t) = fpcos(wt), (4.345)

aminek a megoldasa az egyszabadsagfoka rendszereknél latottak alapjan:

yp(t) = fpw %cos(wt} (4.346)
Oop 1+ — Tgp
A modalis amplitudé képlete a tébbszabadségfoku rendszereknél latott mo-
don a teher vetiiletének, egy rezonanciatényezének és a sajatkorfrekvencia négy-
zete reciprokanak a szorzatabol all. A jelenség tehat hasonlit a tébbszabadségfo-
ki rendszereknél latottakhoz: a magasabb rezgésalakok szerepe csokken a teljes
valaszban.

4.2.8. Példa (Csuklos-csuklos gerenda harmonikus gerjesztése). A /.7.a) db-
ra szerinti csuklos-csuklds megtdmasztdsi gerenddt q(x,t) = qocos(wt) erdvel
gerjesztjiik. Hatdrozzuk meg az dllanddsult rezgést moddlanalizissel!

Megoldas
Az egyes modélis valaszokhoz a (4.207) és (4.212) szerinti modalis rezgés-
alakokkal kell kiszamitani a (4.344) szerinti vetiileteket. Pdros r értékekre

(4.212) szerint:
L/2
ﬁ—/ %H &n =0, (4.347)
L/2




264 4. FEJEZET. KONTINUUMOK REZGESEI

mig pdratlan r értékekre (4.207) szerint:

L/2 2 s gL | 2 rT L2
r = _— _ d = —_— — 9] _ =
e [ () [ T ()
gL |2 | (7‘7r

— n

— — -2 (4.34
rm ,uLS1 2) (4.348)

r—1

A tovabbiakban kihasznaljuk, hogy paratlan r esetén sin (r7/2) = (=1) =,

azaz
QQOL 2 r—1
= — (-1 . 4.349
fr= S0 (4.349)

A (4.346) képletbe helyettesitsiik be a (4.202) egyenletnek megfelels:

1 uL?
_—— 4~
wi, rimiEl (4.350)

1
_ w2
)
“or

jeloljiik p,-rel. Igy egyszertsitések utan a megoldas:

Osszefliggést, az T tagot pedig, ami az r-edik mod rezonanciatényezdje,

- 4(]0L4 r—1 rm

w(z,t) = zﬂ: r57T5EI( 1) p,cos (fx) cos(wt). (4.351)
rp.tlan

A képletbdl kiolvashatd, hogy amikor r kell6en nagy (w < wo), és p

1-hez tart, akkor a magasabb médok hatasa a nevezdben levé r° tagnak

koszonhet&en rohamosan csdkken.

4.2.3.3. Gerjesztett rezgés, modalanalizis

Az el6z6 alpontban bemutatott modélanalizis nem csak harmonikus gerjesztés
esetén alkalmazhats. A f6 lépéseket kovetve barmilyen ¢(x, t) teherrel gerjesztett
gerenda rezgését az egyes rezgésalakok linearis kombinaciojaként irhatjuk fel:

w(a,t) = 3 v @)y, (1), (4.352)

ahol v,.(z) az r-edik rezgésalak fiiggvénye és y,(t) az r-edik rezgésalak modalis
koordinataja.

A feltételezett alak derivaltjai most is (4.340) és (4.341) egyenletek szerint
szamithatok. Ezeket helyettesitsiik be a (4.175) differencialegyenletbe:

EI, Z %vr(x)yr(t) + p Z v (7)Y (t) = q(x,t) (4.353)

Szoorozzuk be mindkét oldal v, (z)-vel és integraljuk a gerenda hossza men-
tén. A sajatalakok ortogonalitisa és normélasa miatt a bal oldal a (4.343)
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egyenlethez hasonloan egyszertisodik (hiszen az 6sszegzésbdl csak p = r esetben
lesz nemzérus egytitthatoja y,.(t)-nek és g, (t)-nek):

EI, A\,

I Yp(t) + Gp(t) = /vp(x)q(x,t)dx. (4.354)

Vezessiik be a p-edik alak modalis terhét a (4.344) képletben latotthoz hasonlo
modon:

fpt) = /vp(x)q(x,t)dx, (4.355)

igy végiil, (4.191) felhasznalasaval a p-edik rezgésalak modalis koordinatajara
az alabbi kozonséges differencidlegyenletet kapjuk:

ip(t) + wipyp(t) = fp(2). (4.356)

Az egyes sajatalakok rezgése tehat itt is szétvéalaszthato egyszabadsagfoki rend-
szerek rezgésére.

4.2.3.4. Koncentralt ers

A terhelés, és igy a gerjesztés egy speciélis esete, ha koncentralt eré hat a ge-
rendara. Ennek kezelésére két modszert mutatunk be, mindkettét ugyanazon a
harmonikus gerjesztést tartalmazé példan keresztiil.

4.2.9. Példa (Csuklos-csuklos gerenda harmonikus gerjesztése). A /.1/.a) db-
ra szerinti csuklos-csuklos megtdmasztdsi gerenddt a harmadoldpontjdban az
F(t) = Fycos(wt) erdvel gerjesztjik. Hatdrozzuk meg az dllanddsult rezgést
a differencidlegyenlet kézvetlen megolddsdval!

Megoldas

A harmadolopontjaban terhelt tartot mutatja a 4.14.a) abra. Ahogy a
differencidlegyenlet kozvetlen megoldasanal lattuk, ilyenkor az allandésult
rezgés soran egy w(x) alakfiiggvény rezeg a gerjesztésnek megfelels cos(wt)
fiiggvény szerint. A w(zx) alakfiiggvény (4.323) szerinti differencidlegyen-
letében viszont szakaszonként zérus megoszloteher-intenzités van, vagyis a
két szakaszon kiilon-kiilon a kiegészit§ differencialegyenlet megoldésanak
megfeleld

w;(x) = Aj cos (2:1:) + Bjsin <2x> + C; cosh (2x> + Djsinh <2x)

(4.357)
fliggvényeket kapjuk, ahol most is
EI)* ) N
oM T AN TE (4.358)
és . /
h _Jun(x), hax < L/3
o= {@z(x), ha L/3 <z~ (4.359)

A gerenda két szakaszénak megfelelGen Gsszesen nyolc feltételt tudunk fel-
irni. A kezd6- és a végpontban a csuklos megtdmasztasnak megfelelGen az
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eltolodasokra és azok méasodik derivaltjaira van feltételiink:

"

@ (0)=0, @ (0)=0, (4.360)

N

wy(L) =0, (L) =0. (4.361)

A koncentralt erg tamadéaspontjaban folytonos az eltolodas, az elfordulas
és a hajlitonyomaték, vagyis a fiiggvényérték, valamint az elsé és masodik
derivalt:

w1 (L/3) =1 (L/3), - 1 (L/3) — e (L/3) =0, (4.362)
Wy (L/3) = y(L/3),  —  y(L/3) —iy(L/3) =0,  (4.363)

Wy (L/3) =y (L/3),  — by (L/3) —y(L/3)=0.  (4.364)
A nyiréer6ben pedig Fj nagysagu ugras van: a 4.14.b) abra alapjan az
elemi szakaszra haté er6knek egyensulyban kell lenniiik, azaz:
Fo— (fEhbll” (L/3)) n (fEhZ)'Q” (L/3)) —0, (4.365)
amibdl: B B
wy (L/3) —w, (L/3) = —Fy/EI (4.366)
A fenti nyolc feltételt az alabbi méatrixos alakban irhatjuk fel:

1 0 0 0 0

0 1 0 0

-1 0 1 0 0 0 0 0 A1 o

0 0 0 0 cos(N) sin(\) cosh () sinh(\) B1 o

0 0 0 0 —cos(\)  —sin(\) cosh () sinh(\) C o

cos A sin 2 h 2 sinh 2 _ cos 2 _sin 2 _ cosh 2 _ sinh 2 Dy| _
cos sin cosh sinh cos sin cosh sinh = 0
g g 3 3 Ag

— sin A cos 3 sinh & cosh § sin A —cos g — sinh 4§ — cosh & Boy o
—cos & — sin § cosh § sinh § cos g sin % — cosh § — sinh § 22 7(1)_70
sin 3 —cos3 sinhg coshg  —sin3 cos 3 —sinh 4§ —cosh % 2 EI

(4.367)

A fenti egyenletrendszer megoldasa adja a rezgésalak paramétereit.

Megjegyzés: ha A = rm, akkor a gerjesztés az r-edik sajatkorfrekven-
cidval torténik és az egyiitthatématrix szingularissé valik. Harommal nem
oszthatod r esetén (r # 3k) ez rezonanciat eredményez és az egyenletrend-
szernek nem lesz megoldasa (végtelen nagy elmozdulasok alakulnak ki).
Harommal oszthaté r esetén (r = 3k) az egyenletrendszernek lesz meg-
oldasa, igaz nem egyértelmd. A gerjesztés korfrekvenciajaval megegyezs
sajatkorfrekvenciajahoz egy olyan rezgésalak tartozik, melynek az eré té-
madaspontjaban csomoépontja van, ennek az alaknak barmilyen skalarszo-
rosat hozzaadva a megoldéshoz egy Gjabb rezgésalakot kapunk.

A koncentralt eré kezelésének masik modszeréhez tekintsiik szakaszonként
allando fiiggvényeknek egy olyan sorozatat, amit a 4.14.c) abra mutat. Az n-
edik eleme a sorozatnak legyen az aldbbi:

0, ha T < ;7}
fal) =< n ha 3 <z<s (4.368)
0, ha =<z

A fenti definiciébol kiolvashat6, hogy barmely olyan ¢ tartomanyon, ami tartal-
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| F t )
a)}; l cos{wr) | b) F ,cos(wt)
7?- T waug

Z,wWIX,t

Y L3, 2L/3 , Vi(L13,0)= V,(LI3,t)=

' ' ! —EIw, (L13)-|F—¥—{| —EIw, (L/3)-

-cos( wt) -cos( wt)
) Af,(x) d 4
n d(x—a) Li3—¢ Li3+e
11 ;X a tx
2n 2n

4.14. abra. Koncentralt erével harmonikusan gerjesztett hajlitott gerenda: a)
modellje, b) a koncentralt eré kornyezetének elkiilonitése, a nyiroerd szingulari-
tésa, c) fliggvények f, (x) sorozata a koncentralt ers kozelitésére, d) a Dirac-delta
fliggvény eltolasa.

mazza a (;—i, %) tartoméanyt, a fliggvény alatti teriilet éppen egy, azaz

/h@M:L (4.369)
J4

Az n — oo hataratmenet esetén az f,, () sorozat hatarértékeként kapott disztri-
biiciot'” nevezziik Dirac-delta fiigguénynek, és a §(x) szimbolummal jeldljiik. Ha
az f, fiiggvényeket egy I er6vel szorozzuk, akkor az egyes tagok eredgje rendre
a szorzo erdvel lesz egyenls, a fenti sorozat hatarértéke pedig egy, az origoban
hato F koncentralt erd lesz. A koncentralt erst tehat az alabbi modon irhatjuk
at fiiggvénnyé:

q(z) = F lim f,(z) = Fé(x). (4.370)

n—oo

A Dirac-delta fiiggvény argumentumanak eltolésaval az eré taAmadaspontja-
nak a helyét tudjuk véltoztatni, igy az x = a pontban haté F nagysagu er6t
a

q(z) = Fo(x — a) (4.371)

alakban frhatjuk fel.
A Dirac-delta fliggvény jellemzGje, hogy barmilyen g(z) fiiggvénnyel valo
szorzatintegralja egy (z1;z2) tartomanyon az alabbi modon szamithato:

T2 0, ha a < T
/ g(@)d(z —a)dr =< gla), ha z1<a<uz, (4.372)
z1 0, ha Tro < a

Fenti Osszefliggésben a 0 értékeket az magyarazza, hogy az integralasi tarto-
méanyban §(z) = 0. Ha az integralasi tartomény tartalmazza a szingularitast,

13A disztribicid a fiiggvény fogalmanak altalanositéasa a funkcionalanalizisben olyan leké-
pezésekre, amelyek a hagyomanyos fliggvény-definiciénak nem felelnek meg: esetiinkben az
x = 0-néal szingularitasa van, hiszen nincs az x = 0 értékhez hozzarendelt értéke, mikézben az
is az értelmezési tartoméanyanak része.
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akkor az f,(z) fiiggvények hataratmenetébdl kiindulva az integralasi tartomany
nemzérus szakasza egyre rovidiil, igy azon belil g(x) valtozasa egyre csokken,
majd elhanyagolhatova valik. Az n — oo helyzetben csak az x = a-beli fligg-
vényértéket szorozzuk n-nel, majd az integralas tartoméany hosszanak megfele-
16en osztjuk n-nel.

A Dirac-delta ismeretében nézziik meg a koncentralt erével torténd gerjesztés
kezelésének masik modjat.

4.2.10. Példa (Csuklos-csuklos gerenda harmonikus gerjesztése). A /.1/.a)
abra szerinti csuklds-csuklos megtdmasztdsi gerenddt a harmadolopontjdban az
F(t) = Fycos(wt) erdvel gerjesztjiik. Hatdrozzuk meg az dllanddésult rezgést
moddlanalizissel!

Megoldas

A harmadolopontjaban terhelt tart6t mutatja a 4.14.a) abra. Ahogy a dif-
ferencidlegyenlet modélanalizissel torténé megoldasanal lattuk, ilyenkor az
els6 1épés a sajatrezgésalakok meghatarozéasa. A 4.2.1. példa mésodik meg-
oldasat hasznaljuk, azaz a (4.216) alakfiiggvényeket. A teherfiiggvénynek
a p-edik rezgésalakra vett vetiilete (4.344) szerint:

£o(t) = /O : \/MTL sin (%x) Fod(z — L/3) cos(wt)dz, (4.373)

ahol az id6fliggd gerjesztGerst (4.371)-nak megfelelGen vettiik fel. A Dirac-
delta szorzatintegraljara vonatkozo (4.371) Osszefiiggést felhasznalva ez a

vetiilet:
Fo(t) = Fo //%L sin (%) cos(wt), (4.374)

vagyis egy olyan harmonikus gerjesztés, melynek amplitidoja

Az erre adott modalis valasz amplitudoja (4.346) alapjan:

1 1
upO = priLuQ (4375)

whp 1 — e
A p-edik sajatrezgésalak sajatkorfrekvenciajanak négyzete (4.202) nyoman:

4.4
s _ p'mEI
Wop = L (4.376)

Ugyanezen sajatrezgésalak rezonanciatényezdjét jeloljiik pp-vel. Ezeket fel-
hasznélva az elmozdulasfiiggvény az allanddsult rezgés soran:
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vt

a vt X—V b
o S ) g .

i
|
A
7%- #.EL, 755( u,EL,
Z,w |
1

' (x,t) L Z,w(x,t) L

4.15. abra. Mozgo teherrel gerjesztett hajlitott gerenda: a) koncentralt eréteher,
b) a tartora felfutd6 megoszlo jarmiiteher.

- 2 . /pmy pL? . [(pTx
w(z,t) = ;FOM—L sin (?) Imup sin (T) cos(wt) =

= i % sin (%) fhp Sin (%) cos(wt). (4.377)
o

Az eredményhez kapcsoloddan harom dolgot emlitiink meg. Az egyik, hogy
a nevezében talalhaté p* tag ,szokés szerint” a magasabb rezgésmodok ha-
tasanak csokkenését eredményezik. A masik, hogy a sin (%) tag értéke
p értékétsl fliggben rendre a ?, —?, 0 ismétl6ds sorozat elemeit veszi
fel. A harmadik, hogy ha a gerjesztés korfrekvencidja megegyezik valame-
lyik sajatkorfrekvencidval, akkor pu, értéke végtelenné valna. Ha az ehhez
tartozo rezonans alak sorszama harommal oszthato (azaz p = 3k), akkor
a fenti sorozat miatt ennek az alaknak az egyiitthatoja nullaval szorzodik
(a gerjesztders az alak csomopontjaban hat), igy lesz véges megoldas. Ha
a rezonans alak nem ilyen (p # 3k), akkor tényleges rezonancia alakul ki

végtelenbe tarté elmozdulasokkal.

4.2.3.5. Mozgb teher

A szerkezeten mozgo6 teher hatasat kiilonb6zs szintti modellezéssel lehet figye-
lembe venni. A tarték statikdjaban alkalmazott mozgo teher a kvazistatikus
teher helyét valtoztatta a szerkezet hossza mentén, igy a mozgéas sebessége nem
jatszott szerepet. Ennél a megkozelitésnél eggyel dinamikusabb eljaras, ha az
er6 helyzetét ugy valtoztatjuk idéfliggéen, hogy a gerenda gerjesztett rezgését
kovetjiik kézben.

Ilyen id6fliggs terhekre mutat két példat a 4.15. abra. Az a) abran a Dirac-
delta segitségével adhatunk meg egy koncentralt erét, ahol a helyét meghatéarozé
paraméter fligg a v sebességtdl és a t id6t6l. A b) adbra egy megoszlo erdvel
jellemzett jarmiterhet mutat, ami v sebességgel halad, igy a terhelt szakasz
hossza fligg a sebességtdl és a ¢ idGtol.

4.2.11. Példa (Csuklos-csuklos gerenda mozgd teherrel). Hatdrozzuk meg a
4.15.a) dbra szerinti, v =dll. sebességgel mozgs Fy nagysdgi teher hatdsdra a
gerenda elmozduldsfiigguényét.
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Megoldas

A Dirac-delta fiiggvény bevezetésekor (4.371) egyenletben lattuk, hogy az
x = a helyen koncentralt erét a fiiggvény eltolasaval kaphatjuk meg. A
mozgd tehernél ugyanezt megtehetjiik az a helyett a vt-vel vald eltolast
hasznalva, igy a gerenda mozgasanak differencidlegyenlete (4.175)-be tor-
ténd behelyettesités utan az alabbi lesz:

ELw" (z,t) + pii(z,t) = Fod(x — vt) (4.378)

A megoldast keressiik a 4.2.1 példa masodik megoldasaban meghatéro-
zott (1.216) rezgésalakok linearis kombinaciojaként (lasd (4.339)):

w(z,t) =Y vp(a)yr(t), (4.379)

ahol

ve(x) = \/MTLsin (%x), (4.380)

és y,-(t) az r-edik rezgésalak modalis koordinataja. Emlékeztetiink (4.201)
és (4.202) alapjan arra, hogy

[EI
A\, = 7, wor = rin? TLZ (4.381)

A feltételezett alak (4.340) és (4.341) szerinti derivaltjait helyettesitsiik
be a (4.378) differenciélegyenletbe:

El, Z %vr(w)yr(t) + 1 Z v (2)y,(t) = Fod(z — vt) (4.382)

Az egyenletet v, (z)-vel beszorozva és integralva a gerenda hossza mentén
a sajatalakok ortogonalitdsa és normalésa miatt a bal oldal egyszertisodik:

Up(t) + wgpyp(t) = / vp(x) Foo(z — vt)de. (4.383)
L
A jobb oldalon a teher modalis vetiilete (4.372) alapjan:
/ vp(x) Foo(z — vt)dr = Fyvp(vt). (4.384)
L

A p-edik rezgésalak differencidlegyenlete tehat:

.. 2 . [prmout
ip(t) + wiyp(t) = Foy / L sin ( T ) . (4.385)

Mint latjuk, jelen esetben a modalis terhelés egy w = 2% korfrekvencidja
harmonikus gerjesztésnek felel meg, de ennek az egyszertiségnek a rezgés-
alakok egyszeriisége, azaz a tdmaszok elrendezése is oka.
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A modalis valasz partikularis megoldasat a Duhamel-integrallal (2.299)
kereshetjiik:

W(t) = /O wOp\/;TL ( )sin(wgp(tT))dT (4.386)

Az integralast elvégezve a modalis koordinatara azt kapjuk, hogy:

Fo [ 2
w L
yp(t) = 2()[)7;”)2 |:0J0p sin (vat) - % sin(wopt)] . (4.387)
Wop — (*2°)

A gerenda elmozdulésa ezt kévetSen:

w(z,t) = 2 i sin(pg:n))z {sin (mt> _ b sin(wopt)} . (4.388)

KL i, — () UV L ey

A maximalis kitérésnek, vagy a fenti fliggvénybdl szarmaztatott igénybevé-
telek maximumanak szamitasat csak numerikusan lehet elvégezni. Ilyenkor
is csak véges szamu id6lépésben és csak véges szdmu pontban lehetséges a
maximum keresése, rdadasul rezgésalakokbol is csak véges szamut lehet
kiszdmitani.

A (4.388) képletbdl az azért kiolvashato, hogy akkor alakulhatnak ki
nagyon nagy elmozdulasok, ha a nevezében kozel nulla szerepel, azaz ami-
kor

Ao\
whp — (Z) ~ 0. (4.389)

Kritikus sebességnek nevezziik azokat a sebességeket, amikor az egyenlGség
éppen teljesiil, értelemszertien egyszerre mindig egy alakra. Ekkor persze
nem végtelen elmozdulasok jonnének létre, hanem a (4.385) egyenlet meg-
oldasa lenne mas alakt a rezonancia miatt, de mindenképpen egyfajta ve-
szélyforras mar a kdrnyezete is, ezért érdemes ismerniink. Az egyenlségbdl
kiindulva a p-edik kritikus sebesség altaldnos alakja:

LOJOp
/\P

Ve = (4.390)

Az ebben a példaban vizsgalt tarto sajatkorfrekvenciainak és frekvenciapa-
ramétereinek behelyettesitésével:

EI
Vkr, 5 4.391

A mozgo6 teher modellezésének kovetkezs szintje azt is figyelembe veszi, hogy
a teher egy tomegbdl szarmazik, igy a szerkezeten lev§ koncentralt tomegként
hatassal van a sajatkorfrekvencidkra és a rezgésalakokra. FEz modalanalizis ese-
tén idGvel valtozod rezgésalakokat jelent, vagy a tartot valamilyen modon diszk-
retizalni kell.
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Ezeken talmenden két tovabbi hatas figyelembevételérsl kell donteni. A te-
her hatasara elmozduld tarton a témeg nem egyenes palyan mozog. A mozgas
irAnyanak valtozasa gyorsulassal jar, ami a teher helyén tdl a nagysaganak a
valtozéasat is eredményezi. Végiil a szerkezet és a tomeg kapcsolata csak a leg-
egyszeriibb modellben koézvetlen, a valésagban kozelebb all egy rugalmas kap-
csolathoz, ami akar részlegessé is valhat, ha a kerék elvalik a palyatol. Utobbi
eset mindenképpen nemlinearitast eredményez, ezért nem targyaljuk.

4.2.3.6. Tamaszmozgassal gerjesztett gerenda

Egy- és tobbszabadsagfokt rendszereknél kordbban mar lattuk, hogy a tamasz-
mozgas gerjesztésként kezelhets, ahol a terhet a tamasz(ok) mozgasabol szér-
maztatjuk (lasd (2.348), (2.357), (3.332) és (3.359) egyenleteket).

Tamaszmozgassal gerjesztett gerenda esetén el6szor azt az esetet vizsgéaljuk
meg, amikor az Osszes tdmasz azonos fazisban mozog, aminek idéfiiggését a z(t)
fiiggvény ad meg, mas ¢(z,t) teher pedig nem hat. Ilyenkor felbonthatjuk a
gerenda elmozdulasat az alabbiak szerint:

w(x,t) = i(x)z(t) + v(x, ), (4.392)

ahol i(z) az egységnyi z-értékhez tartozo tamaszelmozdulasokbol kialakulo sta-
tikus eltolodast leiro fiiggvény. Az i(z) fliggvény, bar elnevezésében hasonld a
tobbszabadsagfoka rendszereknél bevezetett ¢ mutatovektorhoz, kiilonbozik téle
abban, hogy nem feltétleniil merevtest-szerd elmozdulasokat tartalmaz, azaz az
igénybevételek szamitasahoz ezekre a tagokra is sziikség lehet.

Statikailag hatarozott szerkezetek esetén a tamaszok statikus elmozdulésa
nem okoz alakvaltozasokat, erre mutat példat a 4.16.a) és b) abra, ahol a két-
tamasza tartdé mindkettd, illetve egyik tamaszanak elmozdulésa utan is egyenes
marad a gerenda tengelye. Ilyankor tehat az igénybevételeket a v(zx,t) fligg-
vénybdl szamolhatjuk. Statikailag hatérozatlan szerkezetek esetén a tamaszok
statikus elmozdulasa lehet merevtest-szerti mozgasnak megfelels, mint a 4.16.¢)
abran mutatott eset, amikor egyenes marad a gerenda és az igénybevételeket
a v(x,t) fliggvénybdl szamolhatjuk. Olyan tamaszelmozdulas is el6fordulhat
azonban, ami miatt alakvaltozasok alakulnak ki, mint példaul a 4.16.d) ab-
ran mutatott eset. Ilyenkor, bar a rezgésfeladat megoldasa a v(z,t) fliggvény
meghatarozaséat jelenti, az igénybevételeket a w(x,t) fiiggvénybsl szamolhat-
juk. Statikailag hatarozatlan szerkezetek esetén tehat nem tudjuk szemléletbsl
felvenni az i(x) fliggvényt, azt az id6fiiggéstsl megfosztott, azaz az

ELi"" (z) = 0. (4.393)

alaku differencidlegyenlet megoldasaként kaphatjuk meg.
A (4.392) szerint felbontott elmozdulasfiiggvényt helyettesitsiik be a (4.182)
egyenletbe:

ET, (i""(z)z(t) + 0" (x,t)) + p (i(z)2(t) + 6(z,t)) = 0. (4.394)

A behelyettesitett egyenletet atrendezve a v(x,t) fiiggvényre az alabbi differen-
cidlegyenletet kapjuk:

EIv" (z,t) + pi(z,t) = —EL;i"" (2)2(t) — pi(z)Z(t). (4.395)
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2 i(x)=all R Rt i(x)=lin. N
et %— ﬁ%‘”-(x’t) L |

o | i{ x)=4ll. 0 % i(x)=3.£p. N
%fv(x,t) L > f«/(x,t) L w—

4.16. abra. Hajlitott gerenda tamaszmozgésa és i(x) fliggvénye a) csuklos-csuklos
megtamasztasi gerenda a tdmaszok azonos mozgasaval (merevtest-szert), b)
csuklos-csuklos megtamasztasa gerenda egyik tamaszok mozgasaval (merevtest-
szerti), a) befogott-csuklos megtamasztasi gerenda a tdmaszok azonos mozga-
saval (merevtest-szerti), b) befogott-csuklos megtamasztast gerenda egyik té-
maszok mozgasaval (nem merevtest-szert).

Amennyiben statikailag hatarozott a szerkezet, vagy a tamaszok elmozdulasa
merevtest-szert, akkor az """’ (z) fiiggvény zérus, ilyenkor a teher tovabb egy-
szertisodik:

ELv" (x,t) + pi(z,t) = —pi(z)z(¢). (4.396)

A (4.396) differencialegyenlet megoldasanal a v(z,t) fliggvényre ugyanolyan jel-
legii peremfeltételeket irunk eld, mint a w(x, t)-re, de mivel a tdmaszok mozgasat
az i(x)z(t) szorzat tartalmazza, ezért v(x,t)-re az Osszes peremfeltétel homogén
peremfeltételként irhato.

4.2.12. Példa (Csuklos-csuklos gerenda tamaszrezgése). Hatdrozzuk meg egy
csuklds-csuklos megtdmasztdasi gerenda (ldsd /.16.a) dbra) dllanddsult rezgését,
ha a két tamasz azonos fazisban rezeg a z(t) = zp cos(wt) fiigguény szerint.

Megoldas

A tamaszok egységnyi statikus elmozdulasat az i(z) = 1 fliggvénnyel tud-
juk leirni. Ennek az x szerinti negyedik derivaltja zérus, ezt felhasznalva
a (4.396) egyenlet az alabbi alakra hozhato:

EL" (z,t) + pi(z,t) = pw?z cos(wt). (4.397)

Ez az egyenlet matematikailag azonos a 4.2.7. és a 4.2.8. példakban bemuta-
tott feladatokkal, tehat a megoldést is atvehetjiik onnan a gy = pw?z behe-
lyettesitéssel. A differencialegyenlet kozvetlen megoldasa esetén (4.336)-bol
a megoldas:

v(a,t) = %0 [cos (21:) + msm (29&) + cosh <2x)+

(sin(A) — sin(A) cos(A) — sin(A) cosh(A)) . A
+ Sin(A) smb () sinh <Lx)] cos(wt). (4.398)
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Modalanalizis hasznélata esetén pedig (4.351)-bol:

Azl e

v(z,t) = Eﬂ: %(—1)%% cos (%x) cos(wt). (4.399)
rp.tlan

A fenti v(z,t) fiiggvények az i(xz)-hez, igy a tdmaszokhoz képesti elmoz-

dulasokat tartalmazzak, az igénybevételeket a megfelels derivaltakkal lehet

szamolni:

M(z,t) = —ELv"(z,t), V(z,t) = —ELW" (x,t). (4.400)

4.2.13. Példa (Csuklos-csuklos gerenda egy tamasz rezeg). Hatdrozzuk meg
a 4.10.b) dbra szerinti csuklds-csuklos megtdmasztdsi gerenda dllanddsult rez-
gését, ha a bal oldali tdmasz a z(t) = zg cos(wt) fligguény szerint rezeg.

Megoldas

A tamaszok egységnyi statikus elmozdulasat az i(z) = x/L fiiggvénnyel
tudjuk leirni. Ennek az x szerinti negyedik derivaltja zérus, ezt felhasznélva
a (4.396) egyenlet az alabbi alakra hozhato:

ELV" (x,t) + pi(z,t) = uwzzo% cos(wt). (4.401)

A megoldast a differencidlegyenlet kozvetlen megoldasaval mutatjuk be
(lasd 4.2.3.1. alpontot). El6szor, a megoldast v(z, t) = O(z) cos(wt) alakban
keresve, a (1.401) differencidlegyenletbe torténd behelyettesités és cos(wt)-
vel valo egyszertisités utan (4.323) aktualizalt alakja az alabbi lesz:

ELi" (x) — pw®i(z) = uszO%. (4.402)

Ennek egy partikularis megoldésa a

iy (x) = —ZO% (4.403)

lesz, mig az
ELi" (z) — pw?i(z) = 0 (4.404)

kiegészit6 differencialegyenlet altalanos megoldésa:

Oo(x) = Acos (2:6) + Bsin (23@) + C cosh <2x> + Dsinh (2x> ,

(4.405)

EIN Liw?
- =w’ = A= “Ew . (4.406)

A peremfeltételeket a gerenda kezds- és végpontjara kell felirnunk. A csuk-
16s megtamasztasok miatt mindkét helyen zérus az eltolodés és a hajlito-

ahol
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nyomaték. Az z-tengely kezdSpontja a gerenda kezdGpontjaban van, igy

v(0, ? v(L,t) =0, (4.407)

= ()7
—EIn"(0,t) =0, — EI"(L,t) =0,
amibdl a rezgésalak o(x) fliggvényére az alabbi négy feltétel adodik:
0(0) = 0, (L) =0, 9"(0) =0, 9" (L) = 0. (4.408)

Ezekbe behelyettesitve a 0,(x) + 9o(x) altalanos megoldast azt kapjuk,
hogy:

0) + Dsinh (0
0) + Dsinh (0
A) 4+ D sinh (A
A) + Dsinh (A

+Acos (0) + Bsin (0) + C cosh
—Acos (0) — Bsin (0) + C cosh

—zg + Acos (A) + Bsin (A
—Acos (\) — Bsin (A

o~ o~

+ C cosh (4.409)

)
) + C cosh

o~ o~

(A masodik és negyedik egyenletet a \?/L?-tel egyszertisitettiik.) A fenti
négy egyenletet matrixos alakban is felirhatjuk:

1 0 1 0 A 0
-1 0 1 0 B 0
cos () sin(A\)  cosh(A\) sinh(A)| [C| |20 (4.410)
—cos(A) —sin(A) cosh(A) sinh(\)| | D 0
Az els6 két egyenletbdl:
A=C=0, (4.411)

a maradék két egyenlet pedig:

a0 SRIE -l e

aminek a megoldasaként:

-

Fentiekbdl Osszerakva a rezgést:

20
2sin(A) ] . (4.413)
2 sinh(\)

v(z,t) =

x 1 . A 1 . A
20 73 —+ QST()\) S1n <LI> —+ QSTh()\) Slnh <L:C):| COS(wt). (4414)

4.2.3.7. Egy tamasz harmonikus mozgasaval gerjesztett rad

A tamaszrezgés kezelésének mésodik kezelési modjaban egyetlen tamasz elmoz-
dulasat is kezelhetjiik. Legyen az L hosszisagu befogott-befogott rud egyik vége
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az origbban, a mésik végét pedig harmonikusan mozgassuk egy eltolodéssal, ez-
zel létrehozva egy gerjesztést. A mozgas differencidlegyenlete

ELw"" (z,t) + pio(x, t) = 0, (4.415)

hiszen nincs a hossz mentén megoszl6 eré. Keressiik az allandosult rezgés soran
kialakul6 rezgésalakot.
Ha a rud végét mozgatjuk, akkor a négy peremfeltétel az alabbi:

0,t) =0, Lt)=1- t),
w0 =0, w(k,b)=1-cos(ar) )
—w'(0,t) =0, —w'(L,t) =0.
Keressiik az elmozdulésfiiggvényt is id6ben harmonikus alakkal:
w(z,t) = w(z) cos(wt). (4.417)

Ennek derivaltjait behelyettesitve a mozgas differencidlegyenletébe azt kapjuk,

hogy:
EILaw" (z) cos(wt) — pw?ib(z) cos(wt) = 0, (4.418)

vagy a cos(wt)-vel valo leosztas utéan:
ELw"" (x) — pw?i(x) = 0. (4.419)

Az w(x) rezgésalak-fliggvénynek tehat a fenti homogén differencidlegyenletet
kell kielégitenie. Ez azonos a szabadrezgés rezgésalakjaira levezetett differenci-
alegyenlettel, igy az altalanos megoldasa is azonos alakban irhato:

A A A A
oo A (2 A inh ( 2 4.42
w(x) = Acos <Lx) + Bsin (Lx) + C cosh <Lx) —&—Dsmh(Lgc)7 (4.420)

ahol a A frekvenciaparaméter értéke most

. w2uL*
EI, -

(4.421)

Az A, B, C és D paramétereket a peremfeltételekbdl szamolhatjuk. Helyette-
sitsiik be a feltételezett alakot a peremfeltételekbe:

w(0) cos(wt) = 0, ( ) cos(wt) =1 - cos(wt), (4.422)
—’(0) cos(wt) = 0, (L) cos(wt) = 0. '
A négy feltétel csak akkor teljesiil barmilyen cos(wt)-re, ha:
W(0)=0, @@L)=1  —w'0)=0, —w'(L)=0. (4.423)

A rezgésalak altalanos megoldasat behelyettesitve a négy peremfeltételbe az
alabbi egyenletrendszert kapjuk:

A cos (0) + Bsin (0) 4+ C cosh (0) + Dsinh (0) =
—Asin (0) — Bcos (0) — C'sinh (0) — D cosh (0) =
Acos (A) + Bsin (A\) 4+ C cosh (A) + Dsinh (\) =
Asin (A) — Bcos (M) — Csinh (A) — D cosh (\) =

)

—~~

(4.424)

)

0
0
1
0

)
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(A masodik és a negyedik egyenletnél egyszertsitettiink A/L-lel, de itt kiemeljiik,
hogy ha ezekben a sorokban nem 0 lenne a job oldalon, akkor azt az értéket is
le kell osztani ugyanannyival.)

Az egyenletet atirhatjuk matrixalakra:

1 0 1 0 A 0
0 -1 0 1 B 0
cos(\) sin(A\)  cosh(\)  sinh(\) | |[C| |1 (4.425)
sin(A\) —cos(\) —sinh(\) —cosh(\)| |D 0

A bal oldali egyiitthatomatrix most a gerjesztés korfrekvencidja miatt ismert
frekvenciamétrix. Invertalasdval megoldhato az egyenlet, majd azt felhasznalva
felirhato a rezgésalak.

(a) = <o) — cosh(Y COS()\ >+ sin()\)+sinh()\))sin <2x)+

LQ?

cosh(\) — cos()) A —sin(A) —sinh(A) | A
2 — 2cos(A) cosh(A) cosh (Lx) + 2 — 2cos(A) cosh(\) sinh (Lx) (4.426)

2 —2cos(\) cosh()\) L 2 — 2 cos(A) cosh(A

A késbbiekben sziikségiink lesz majd azokra a dinamikus alakfiiggvények-
re, amiket akkor kapunk, ha a befogott-befogott gerenda valamelyik kénysze-
rét egységnyi amplitudoval egy adott korfrekvenciaval mozgatjuk, mig a tobbit
mozdulatlanul tartjuk. Ezeket az alakokat is a fenti 1épéseket kdvetve tudjuk
meghatarozni, egyediil a (4.425) egyenlet jobb oldalan kell egy masik vektort
felvenni. Az F matrix inverze

sin(A) sinh(A) — cos(A) cosh(A) + 1

-1 _ 1 — cos(A) sinh(A) — cosh(A) sin(A)

2 — 2cos(A) cosh()) |1 — cos(A) cosh(A) — sin(A) sinh(A) "™

cos(A) sinh(A) 4 cosh(A) sin(X)

cos(\) sinh(A) — cosh(A )sm()\) cos(A\) — cosh(N\)  sin(X) — smh()\)
cos(A) cosh(A) + sin(A) sinh(X) — sin(A) + sinh(\) cosh — cos(A)
(
) —

lies

cosh(A) sin(A) — cos(A) sinh )\) cosh(A) — cos(A) s1nh — sin(\)
cos(\) cosh(A) — sin(A) sinh(A —sin(A\) — sinh(A)  cos(A) — cosh )\)
4.427)

legfeljebb egy skalarszorzoé eltéréssel oszloponként tartalmazza ezeknek az alak-
fiiggvényeknek az A, B, C, D egyiitthatoit. Fenti matrix els6 oszlopa a kezdGpont
egységnyi amplitidoju eltolodasahoz tartozo alak (4.420) szerinti egylitthatoit
adja meg, a harmadik oszlop a (1.426) képlettel megadott fliggvény egyiitthatoit
tartalmazza. Az inverz matrix masodik oszlopa a kezdSpont egységnyi ampli-
tudoju elfordulasahoz tartozo alak (4.420) szerinti egyiitthatoinak A/L-szeres
értékeit adja meg, hiszen az egyenlet jobb oldalan ekkor az 1 helyett L/ szere-
pelne a (4.424) egyenletek utani megjegyzésnek megfelelGen. Végiil a negyedik
oszlop a végpont egységnyi amplitudoju elfordulasahoz tartozé alak (4.420) sze-
rinti egylitthatoinak \/L-szeres értékeit adja meg.
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5. fejezet

Rudszerkezetek mechanikai
rezgései

5.1. Rudelem merevségi és tomegmatrixa

A folytonos gerenda rezgésének ismeretében nézziik meg ismételten, hogyan le-
het egy gerendaelem tomegmatrixat meghatarozni, de ezuttal keressiink olyan,
pontos megoldast, ami a kontinuumrezgéssel igazolhatd. A targyalasmodot
olyan jelolésekkel fogjuk végigvezetni, hogy egyéb diszkretizéalt rendszerekben,
igy a végeselemmodszerrel vald szamités soran is alkalmazhatok legyenek az
eredmények.

A modszeriink lényege az, hogy a harmonikus gerjesztésre adott pontos meg-
oldésbdl az allandosult rezgés soran meghatarozzuk a gerendaelem dinamikus
merevségi matrixat a méatrix fizikai jelentésébdl, ami alapjan kiolvashatjuk a
pontos tomegmatrixot és annak lehetséges kozelitését arra az esetre, ha a ger-
jesztés nem harmonikus volta miatt nem hasznalhaté az allandosult rezgés meg-
oldasa. A dinamikus merevségi méatrix szamitasahoz is egy-egy erét kell meg-
hatarozni, ezért eldzetesen a statikus merevségi matrixon megmutatjuk, hogyan
hasznélhato6 erre a célra a virtualis elmozdulasok tétele. Végiil a targyaldsmod és
az eredmények végeselemmodszerre torténd kiterjesztésével megmutatjuk, hogy
az ottani mechanikai rezgések is visszavezethetSk tobbszabadsagfoki rendszerek
rezgéseire.

A vizsgalt szerkezetiinket sikbeli rudszerkezetként definialjuk, ahogy korab-
ban a 3.4.1. szakaszban is tettiilk. Az egyes rudelemek a szerkezet csomopont-
jaihoz kapcsolodnak mereven, a csomépontok szabadséagi fokai a (3.474) szerint
egy vizszintes és egy fliggbleges eltolodas, valamint egy elfordulas. Mint ko-
rabban, a 3.25. Abran mutattuk, a szabadsagfokok ilyen felvétele esetén csak a
szabadsagfokokhoz kapcsolodé elemek deformalédnak a szabadsagfok elmozdu-
lasakor, igy a merevségi matrixot az egyes elemek elemi merevségi matrixanak
kompilalasaval allithatjuk el6.

Ebben a fejezetben elsGsorban a matrixok lokalis koordinatarendszerbeli els-
allitdsat mutatjuk be. A globélis koordinatarendszerbe forgatés, illetve a kom-
pilalas a 3.4.4. szakaszban mar latott moédon torténik, de ezeket most a miive-
leteket (ugyanilyen formaban) nem csak a statikus merevségi matrixszal és a
tomegmatrixszal végezhetjiik el, hanem a dinamikus merevségi matrixszal is.

279
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5.2. Statikus merevségi matrix

A jk-rudelem merevségi matrixdnak szamitasat el6szor most is lokélis koordina-
tarendszerben végezziik el, igy a rudelem elmozdulasvektora a (3.477) képletnek
megfelelGen

’ll,jr

Uy

— |Piz| _ |Y
wa= |27 = [4]. (51)

Uky

Pz
Ezeket az elmozdulasi szabadsagfokokat mutatjuk az 5.1.a) abran.

A 3.4.2.2. alpontban mar lattuk a merevségi matrix fizikai jelentését. Egy-
egy oszlop mindig egy-egy szabadsagi foknak felel meg. Az adott szabadsagi fo-
kot egységnyivel el kell mozditani, mikdzben a tobbi szabadsagfok elmozdulasat
megakadalyozzuk. Ebben az egyensulyi helyzetben az egyes szabadsagfokokra
hato erdket kell a merevségi matrix adott oszlopaban felsorolnunk.

5.2.1. Statikus alakfiiggvények

Az egyes matrix-oszlopokhoz tartoz6 elmozdulasfiiggvények jelolésére vezessiik
be a kovetkez§ jelolésmodot. Az u és v fiiggvények jeloljék rendre, hogy a
tengelyiranyt, vagy a meréleges eltolodasok fliggvényérdl van szo. A fliggvény
els6 indexe jel6li, hogy melyik csomoéponthoz tartozik az a szabadsagfok, aminek
egységnyi az elmozdulasa: a jk-rtidelem kezdGpontjahoz tartozé els6 harom
szabadsagfok esetén j, a végponthoz tartozo harom szabadsagfok esetén k. A
fliggvény masodik indexe a kimozditott szabadsagfok elmozdulasanak jellegét
mutatja: x és y jeloli rendre a hosszirdnyt és a merdéleges iranyu eltolodast, mig
 jeloli az elfordulast.

Az 5.1.b-g) abrakon mutatjuk az egyes szabadsagfokokhoz tartoz6 nemzérus
elmozdulasfiiggvényeket. A kis elmozdulasok elve miatt a tengelyiranyua és a
merdleges elmozdulasok elkiiloniilnek, ezért szabadsagfok tengelyiranyd elmoz-
dulasabol nem keletkezik merdleges elmozdulas (azaz vj,(x) = vz (x) = 0), és
szabadsagfok merdleges elmozdulasabol nem keletkezik tengelyirdnyt elmozdu-
las (azaz ujy(x) = wju(x) = Uy (x) = ugy(z) = 0).

A statikus alakfiiggvények a statikus

EAu"(z) =0, é EII"(x)=0 (5.2)

differencidlegyenleteknek az egy-egy inhomogén peremfeltételt kielégité megol-
désai. Ezek a szabadsagfokok sorrendjében:

u(0) = 1,v(0) = 1,0'(0) = 1,u(ljx) = L,v(lx) = 1,0 (L) = 1. (5.3)

A fenti hat feltételbsl természetesen egy-egy szabadsagfokhoz csak egy feltétel
1, a tobbi jobb oldala 0. Az (5.2) differencialegyenletek altaldnos megoldasai
rendre elsé-, illetve harmadfoka polinomok:

u(zx) = by + by, v(z) = o + 1@ + caw? + cza?, (5.4)

ahol a by, by, illetve cg, c1, co, c3 paramétereket a peremfeltételekbdl szamol-
hatjuk.
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5.1. abra. Radelem az xy-sikban: a) szabadséagfokok, b-g) az egyes szabadsag-
fokok egységnyi elmozditasakor kialakulo statikus alakok.

5.2.1. Példa (Statikus alakfiiggvény szamitasa). Hatdrozzuk meg az 5.1.b) db-
ran ldthatd, a jk-rudelem elsd szabadsdgfokdhoz tartozo statikus alakfligguvényt!

Megoldas

Az els6 szabadsagfok a kezdSpont (j) hossziranyt (z) elmozdulésa, ami-
bél hossziranyt (u) elmozdulasok keletkeznek, azaz az u;,(x) figgvényt
keressiik. Ennek altaldnos alakja (5.4) els6 fiiggvénye szerint egy lineéris
fiiggvény, aminek (5.3) elsd feltételét kell kielégiteni, mig a negyedik felté-
telt 0 jobb oldallal kell kielégiteni:

uﬂ(O) = 1, ij(ljk) =0. (55)

Az u(x) fuggveny (5.4) szerinti feltételezett alakjat behelyettesitve:

bo+b,0=1,
bo + blljk =0. (56)
A kapott egyenletrendszer els6 egyenletébdl by = 1, majd ezt felhasznélva
b = _l%k’ azaz a keresett statikus alakfiiggvény:
x
Ujz(x) =1— T (5.7)
jk

Megjegyzés: a valtozok megfeleltetése esetén ez (3.482) els¢ (Np(x)) fiigg-
vénye.

5.2.2. Példa (Statikus alakfiiggvény szamitasa). Hatdrozzuk meg az 5.1.f) db-
rdn ldthatd, a jk-ridelem 6todik szabadsdgfokdhoz tartozo statikus alakfiiggvényt!
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Megoldas

Az 6todik szabadsagfok a végpont (k) mergleges iranya (y) elmozdulésa,
amibdl meréleges iranyt (v) elmozdulasok keletkeznek, azaz a vy, () fiigg-
vényt keressiik. Ennek altalanos alakja (5.4) méasodik fliggvénye szerint egy
harmadfokua fuggvény, aminek (5.3) otodik feltételét kell kielégiteni, mig a
masodik, harmadik és hatodik feltételt 0 jobb oldallal kell kielégiteni:

v(0) = 0,v'(0) = 0,v(lj5) = 1,v" (1) = 0. (5.8)
A v(x) figgveény (5.1) szerinti feltételezett alakjat és annak
V' (x) = ¢1 4 2cow + 3ezx? (5.9)
derivaltjat behelyettesitve:

co+c10+ 6202 + 0303 =0,
c1 + 2¢00 + 30302 =0,
co + Clljk + Cgl?k + Cgl?k =1,
.c1+ QCgljk + 3C3lj2'k =0.

(5.10)

A kapott egyenletrendszer els§ két egyenletébdl ¢ = ¢; = 0, majd ezt

felhasznalva:
Cgl?k —+ Cgl?k = 1,

.202ljk + 3Cglj2-k = 0. (511)

Matrixos jelléssel megoldva:

- 3
- 8-l #0-[
es] |20 35 [0] T G- -2 G ][0T |-a )

azaz a keresett statikus alakfiiggvény:

z? 3

7 25 (5.13)
ik ik

Uy (z) =3

Megjegyzés: a valtozok megfeleltetése esetén ez (3.484) N5(x) fliggvénye.

5.2.2. Rudvégi erdk

A statikus alakfiiggvények ismeretében tudjuk meghatarozni az egyenstlyi ala-
kot fenntarté csomoponti erdket. A radvégi erdket az igénybevételekbdl tudjuk
meghatarozni. Ezek ellentettje hat a csomoépontokra, melyekkel a merevségi
matrix vizsgalt oszlopaban szerepld erdk tartanak egyensulyt. Ezeket az ercket
mutatja az 5.2. dbra: az a) abran a radtengelyiranya normalerskbdl a radvé-
gekre és a hatas-ellenhatas alapjan a csomoépontokra hatd erdket, tovabba a
csomoOpontra hatd ellenstlyozd erdket, amik az elsé és a negyedik szabadsagfok-
ra hatnak; a b) abran a radtengelyre meréleges iranyt nyir6erskbsl, valamint a
hajlitonyomatékokbol a ridvégekre és a hatas-ellenhatas alapjan a csomoépon-
tokra hato erdket és nyomatékokat, tovabba a csomdpontokra haté ellensilyozd
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a) b) V,=v(0)
Nj:N(O) Nk:N(I'k) d’ij:M(O) Mk:M(lij
pa)
vk:V(I],()’y
LRl Ne gk kz(t M; vkwks
o o
ks }V,- My ks

5.2. dbra. Rudelem radvégi erGinek és a merevségi matrix egy oszlopanak egyes
soraiban szerepls k; elemek kapcsolata. a) Normaleréhoz tartozo, rudtengely-
iranyu erck. b) Hajlitashoz kapcsolodo erdk és nyomatékok.

er6ket és nyomatékokat, amik a méasodik, harmadik, 6todik és hatodik szabad-
sdgfokra hatnak. A csomoépontok egyensiilyabol kiolvashato, hogy a K métrix
vizsgalt oszlopanak elemei:

ki = —Nj, ks = Ng,

kQZ‘/j kngMﬁ k5:7Vk7 kGZMk (514)

A hatéas-ellenhatas, majd az egyensulyozas miatti kétszeri ellentett szamitas mi-
att a pozitiv igénybevételbsl szarmazo elemek elGjelét a pozitiv igénybevételnek
a koordinatarendszerhez valo viszonyitasabol is megkaphatjuk.

Az igénybevételeket a statikus alakfiiggvényekbdl a kovetkezképpen szamol-
hatjuk. A normaler§ az EA normalmerevség és az e fajlagos nyuléds szorzata.
Utobbi a tengelyiranyt elmozdulés els derivaltja, azaz:

N(z) = EAY (). (5.15)

A hajlitényomaték az ET hajlitomerevség és a k gorbiilet szorzata. Utobbi a
tengelyre merdleges elmozdulas masodik derivaltja, a nyiréer§ pedig a hajlito-
nyomaték elsé derivaltja, azaz:

M(z) = EIV"(x), V(z) = EIV" (). (5.16)

A merevségi matrix egy adott oszlopat tehat tgy kaphatjuk meg, hogy az
oszlophoz tartozo szabadsagfoknak megfelels statikus alakfiiggvény derivaltjai-
bol (5.15) és (5.16) alapjan kiszamitjuk a radvégi igénybevételeket, majd azokat
(5.14) elgjelszabalya szerint felsoroljuk a matrix adott oszlopaban.

5.2.3. Példa (Merevségi matrix egy oszlopa). Hatdrozzuk meg az 5.1.a) dbrdn
lathato jk-rudelem statikus merevségi mdtrixdnak hatodik oszlopdt!

Megoldas
A hatodik szabadsagfokahoz tartozo statikus alakfiiggvény az 5.1.g) abran

(5.10) egyenleteiben az utolso jobb oldala 1, a tobbié 0. Az eredmény:

2 28

Vpp(x) = —7— +

- 5.17
A (5.17)

A hossziranyt eltolodasok fliggvénye up, = 0. Az alakfiiggvények sza-
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munkra relevans derivaltjai:

2 T 6
Uy, (z) =0, V(1) = -t 617, Vo (1) = o (5.18)
Jk ik ik
Ezekbdl a radvégi igénybevételek az x = 0, ill. x = [;; behelyettesités-
sel:

Njk:gp:()a ‘/jkw: 6[5;17 Mjktp:_%7
6ET Mor — AEL (5.19)

kke = T

Niko =0, Vikp = 7,

Jjk
Megjegyzés: a rudvégi er6k indexelésénél az els§ index szokas szerint a he-
lyet adja meg (kezdd- vagy végpont), a tovabbi indexek pedig az okot (me-
lyik csomopont, milyen elmozdulasa). Az igénybevételekbdl (5.14) egyen-
leteinek megfelelGen:

Ki6 =0, Ky = 0, (5 20)
6EI 2B1 6EI AEI .
Ko = 57, Kz = =7, Kss=—137, Koo = 7
ik ik ik ik

Az elemeknél most mar ismerjiik az oszlopindexet, ezért lett a maéasodik
indexek értéke 6. Fentiekbdl végiil a hatodik oszlop:

0
6EI
2,
21
ko= | " (5.21)
6EI

2,
4ET

ljk

Az érték természetesen azonos a korabban, példaul a (3.478) képletben
latottal.

Fenti eljarassal tehat elgallithato a statikus merevségi matrix, de a modszer
altalanositdsa dinamikus merevségi matrixra, és azon beliil a témegméatrixbol
szarmazo tag elkiilonitésére lényegesen nehezebb lenne ezért nézziink meg egy
masik lehetGséget a matrix elemeinek elGallitasara.

5.2.3. Virtualis elmozdulasok tétele

A virtualis elmozdulasok tétele kimondja, hogy egy egyensilyi er6rendszer bdr-
mely virtualis elmozdulasrendszeren végett munkaja zérus. A tételt elsGsorban
kiilss, vagy belsd reakciok (igénybevételek) meghatarozasara hasznalhatjuk. A
hasznélat szempontjabol a hangsily az elmozdulasrendszer barmilyen voltan
van: olyan elmozduldsrendszert célszerd felvenniink, amelyen a keresett eré
munkat végez, mig a tobbi ismeretlen ers nem, ezaltal a felirt munkaban csak a
keresett er$ az ismeretlen, azaz egyismeretlenes egyenletet kell megoldanunk.
Esetiinkben az torténik, hogy az 5.1.b)-g) abra szerinti elmozdult alakon
kell az 5.2. abranak megfelel§ riudvégi eréket meghatarozni. Ha egyszerre csak
egy rudvégi igénybevételt keresiink, akkor az ahhoz felveendd virtualis elmozdu-
lasrendszernek olyannak kell lennie, hogy az Gsszes tobbi ridvégi igénybevétel
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a, B 1121 3 4 5 6

csomodpont il g Jj k k k

zérus elmozdulasfv. jele vl u | u v U U
nemzérus elmozdulasfv. jele | v | v | v u | v v
elmozdulésfv. indexe Jjx | gy | go | kx | ky | ke

5.1. tablazat. A jk-radelem merevségi méatrixanak K,z eleméhez tartozd
mennyiségek.

munkaja zérus legyen, azaz azoknak a szabadsagfokoknak az elmozdulasa nulla
legyen, mig a keresett igénybevétellel munkakompatibilis szabadsagfok elmozdu-
lasa nemzérus, célszerten 1 legyen. Koénnyen belathato, hogy az 5.1.b)-g) abran
lathato elmozdulasfiiggvények pontosan megfelelnek a fenti feltételeknek.

Nézziik meg, milyen lépésekkel tudjuk a statikus merevségi matrix K,z ele-
mét kiszamitani. Az a és  értékek rendre a sor- és oszlopindexet jelolik, ami
mindig egy-egy szabadsagfoknak felel meg, ami egyben meghatarozza az egyen-
salyi alakot megadé fliggvény jellegét és korabban mar bevezetett indexelését.
Az 5.1. tablazatban felsoroljuk, hogy a kiilonb6z6 indexek melyik csoméponthoz
tartoznak, melyik elmozduléasfiiggvény zérus, illetve nemzérus, és mi az elmoz-
dulasfiiggvény indexe.

A matrix indexelésének sor-oszlop sorrendje egyben a hely—ok sorrendnek is
megfelel, azaz a keresett elem a 3 altal meghatarozott statikus alakon kialakuld
radvégi igénybevételek koziil az o altal meghatarozott értéknek kell lennie, igy
az a-nak megfelels statikus alakot kell virtualis elmozdulasrendszernek felvenni.

Az er6rendszer és a virtualis elmozdulésrendszer ismeretében kell felirnunk
a statikus erdrendszer statikus elmozdulasokon végzett virtualis munkajat. (Az
ss index az er6rendszerre és az elmozdulasrendszerre fog utalni.) A teljes munka
a kiils6 és a belsé munka Gsszege:

SWes = SWE +06WE, = 0. (5.22)

A kiils6 munkat egyediil a keresett (Qg igénybevétel végzi a vele munkakompa-
tibilis elmozdulason:
SWE =+Qus - 1, (5.23)

P

ahol az elgjel N;, M;, Vy, esetén negativ, V;, Ny, M}, esetén pozitiv (5.14) Gssze-
fiiggéseinek megfelelGen.

A bels6é munkat a normaélerd, illetve a hajlitobnyomaték végzi a fajlagos nyu-
lason, illetve a gorbiileten, ezek szorzatat a rdadhossz mentén integralni kell. A
bels6 munka jellegzetessége, hogy egy negativ elGjelet kell hasznalni, igy:

ljk
sWh =~ [ (Np(a)ul (@) + Ma(o)e(w) (521)
0
ami (5.15) és (5.16) felhasznalasaval:
ljk
SWP, = _/0 (BAuj(z)ul, (z) + Elvg(x)v)(x)) du. (5.25)
A kiils6 és bels6 munkak 6sszegébdl:

ljk
Wes=0=2Qup-1— / (BEAuj(z)u, (z) + Elvg(x)vs(x)) de (5.26)
0
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a) ‘ b)

vy (x) — v, (x)

G +- G -

5.3. abra. Rudelem K35 elemének szamitasahoz hasznélt a) statikus alakfiige-
vény, b) virtualis elmozdulas.

Az egyenletet megoldhatjuk az (5.14) szerinti elGjeles belss erdre, ami pontosan
a keresett K,g:

ljk ljk
Kopg =+Qup = ; EAuj(z)uy, (x)dz + i Elvg(x)v, (x)dx (5.27)

5.2.4. Példa (Merevségi matrix egy eleme). Hatdrozzuk meg az 5.1.a) dbrdn
lathato jk-ridelem statikus merevségi mdtrizdnak Kss elemét!

Megoldas
Az 5-6s index a merevségi matrix 6todik oszlopéra utal, és az 5.1. tablazat
alapjan azt jelenti, hogy a vy, () statikus alakfiiggvény radvégi igénybe-
vételeibdl kell a 3-as index miatt a harmadikat felhasznélni. Azaz, a vég-
pont egységnyi eltolédasa esetén a kezdSpontra miikdédtetendd nyomatékot
akarjuk meghatarozni. Az ehhez sziikséges virtualis elmozdulasrendszer
ugyancsak az 5.1. tablazat alapjan a v;,(z) fliggvény lesz.

A fenti két fliggvényt, valamint a kiszamitando6 igénybevételt (a kezds-
pont hajlitonyomatékat) abrazoltuk az 5.3. Abran: az a) abra az egyensilyi,
a b) abra a virtualis rendszer. Az 4brak alapjan a virtualis munka:

Lk
OWss = =My - 1 — My (2)kjp(x)dx =
0
Lk
— Mgy — Elvy, (z)v},(r)dr = 0. (5.28)
0
Ezt megoldva —M;,-ra:
l]k " "

K35 = —Mjyy = ; Elvy, (2)v],(z)dx. (5.29)

A merevségi matrix elemeinek (5.27) szerinti képletében az « és 3 paraméte-
rek felcserélése esetén az uj(x) és uy, (), valamint a vj(z) és vy, (z) fliggvények
paronkénti felcserélésével azonos képletet kapunk, amibél Kg, = K.g. Ez egy-
ben a merevségi matrixnak a szimmetriajat jelenti azaz K = KT, amit ezzel
bizonyitottunk. -

5.2.5. Példa (Merevségi matrix egy eleme). Hatdrozzuk meg az 5.1.a) dbrdn
lathato jk-ridelem statikus merevségi mdtrizdnak Kss elemét!
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) | b)

ka(x) — | Vi w(x)

5.4. abra. Rudelem K53 elemének szamitdsahoz hasznalt a) virtualis elmozdulas,
b) statikus alakfiiggvény.

Megoldas
A két index felcserélése azt jelenti, hogy a statikus alakfiiggvényt a 3-as
index hatérozza meg, azaz a vj, () figgvény lesz. Az 5-6s index miatt
a végpontra hato nyirder6t keressiik, amihez a virtuélis elmozdulasnak a
vy () fliggvényt kell felvenniink. A két fiiggvény szerepe az 5.2.5. példaban
latott forditottja,

A fenti két fliggvényt, valamint a kiszamitando igénybevételt (a végpont
nyir6erejét) abrazoltuk az 5.4. abran: az a) abran a virtulis, a b) abran
az egyensulyi rendszert. Az abrak alapjan a virtuélis munka:

ljk
Wew = Vi 1= [ M) (a)do =
0
l]’k
— Vijo — EIvj, (x)vy, (z)dz =0 (5.30)
0
Ezt megoldva —Vj,,-re:

ljk
Ksz = —Vijp = / EIVj (x)vy, (z)dz, (5.31)
0

ami jol lathatéan azonos (5.29) eredményével.

A statikus merrevségi matrix kompakt jelolésmoddal torténd szamitasahoz
a (3.480) képletben hasznalt matrixot hasznalhatjuk. Az alakfiiggvények mos-
tani jelolésmodjaval':
Uz () 0 0 Upz () 0 0 }
N(z)= " , 5.32
(@) { 0 V(@) vjp(x) 0 Uky ()  vie (@) (5.32)

Hasznaljuk fel a 3.4.2.3 alpontban a (3.488), (3.490), (3.493) egyenletekkel be-
vezetett matrixokat:
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- ﬁA EOI} L (533)

Az integralkifejezés egyes elemeinek szamitasaval belathato, hogy a merevségi
matrixot a

K, = /Oljk B”(z)DB(z)dx (5.34)

1Ha a zérus fiiggvényeket is feltiintetjiik, akkor a matrix i
N(z) = Ujp(T) Uiy (T)  Uje(r)  upe(z)  ugy(z) upe(x)

vie(x)  Uiy(x) vie(x)  vke(®)  vky(T)  vke(T)] lenne.
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5.5. dbra. Rudelem csomoépontra redukalt tehervektordnak szamitasahoz hasz-
nalt a) elmozdulasfiiggvény, b) virtuilis elmozdulas a harmadik elem szamitéa-
sédhoz.

képlettel szamolhatjuk, mely azonos a (3.495) képletével és a végeselemmodszer-
ben megszokottal.

5.2.4. Terhek csomoépontra redukalasa

A virtualis elmozdulasok tételét a hossz mentén megoszld erék csomopontra
redukalasara is hasznalhatjuk. Jelolje p(x) a tengelyiranyu, ¢(z) pedig a ten-
gelyre meréleges megoszld ers intenzitasat, és hatarozzuk meg az ennek hatasara
kialakulé radvégi igénybevételeket, melyek ellentettjei alkotjik a csomdpontra
redukdlt tehervektort.

A rudelem modellje befogott-befogott tarto, a reakcidk szamitasihoz téte-
lezziik fel, hogy ismerjiik az ezen a tarton kialakuld elmozdulasok wu,(z) és vy(z)
fiiggvényeit (rendre tengelyiranyban és arra merélegesen).

A csoméponti terhek o elemének szamitasdhoz egy a-nak megfelels virtua-
lis elmozdulast kell felvenniink. Az 5.5.a) abran mutatjuk ezeket a terheket és
meréleges elmozdulasfiiggvényt, valamint az 5.5.b) dbran a harmadik szabad-
sagfokhoz sziikséges virtualis elmozdulast.

Az egyensilyi er6rendszer munkaja ezen az elmozdulason (most nem egyen-
stulyozzuk a csomoépontot, hanem a ra hatd er6ét szamoljuk, ezért @, elGjele
ellentétes a merevségi matrixnal hasznéaltnak):

lj;C
Wy = 0= FQu -1+ / (p()a() + q(2)va()) dz

ljk
- / (Ny(@)ea () + My(@)ra()) dz (5.35)

Az utolso sorban levs integral a bels6 munka, amit az elmozdulasok fiiggvénye-
ivel kifejezhetiink:

i
[ a0 + My 0)
Lk
= _/0 (EAU;)(UU)U/CY(%) + Elvg(x)vg(a:)) dr (5.36)

A virtualis elmozdulasnak hasznalt fiiggvényeink egyensiilyi helyzethez tar-
toznak, igy ennek erdire is hasznalhatjuk a virtualis elmozdulasok tételét. Mivel
az elmozdulasrendszer barmilyen lehet, valaszthatok akar a folytonosséagi felté-
teleket kielégito u,(x), illetve v,(x) fiiggvények is (rendre a hosszirdnyt és a
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merd6leges eltolodasok fiiggvényeként). Ha ezt a munkat felirjuk, akkor a radveé-
gi er6k nem végeznek munkat, hiszen ott nincsen elmozdulés, ezért a szerepek
felcserélésével felirt munka csak a bels6 munkabol all:

Lik
OWsq = _/0 (No(z)ep(x) + Mo (x)Rg(x)) do
Lk
== /0 (EAu, (z)u,(z) + EIv](z)v) (z)) dz =0 (5.37)

Az (5.30) és (5.37) egyenletek utolso integraljai azonosak és értékiik 0, igy (5.35)
egyszeru51thet6:

Lk
Wy = TQu -1+ / (P() () + q(x)va(z)) dz = 0, (5.38)

amibdl a csomopontra redukalt ers (az elemi tehervektor a eleme):

l.ﬂ«
Gk = £Qu 1= / (p(2)ta() + q(z)va()) de. (5.39)

Ezt a képletet az Osszes szabadsagfokra elvégezve a zérusfiiggvényekkel torténd
egyszertisités utan a redukalt terhek vektora:

fojk (x)ujx()
i oy @)da
| gy
T s
f9 (& )ony (2)dz

Yoo )

q(x)vpy (z)d |

T

Vjp

(5.40)

A megoszl6 eréket a

p= [p(x)} (5.41)

q(z)

vektorba gytjtve (5.40) irhato a statikus alakfiiggvények (5.32) szerinti N (z)
matrixaval is:

Lik
6= | N (2)p(x)da (5.42)

ami ugyancsak a végeselemmodszerbdl ismert alakra hasonlit.

Koncentrdlt erd esetén (5.12) képletében a terhet a 4.2.3.4. alpontban beve-
zetett Dirac-delta fliggvénnyel kezelhetjiik. Ennek eredményeként az xp koor-
din&tanal mikods tengelyiranya F, és merdleges Iy, er6kbdl a

P— Eﬂ (5.43)

vektort bevezetve az integralast (4.372) felhasznalasaval elvégezve a tehervektor
képlete az alabbi lesz:

4 zﬂT(xp)B. (5.44)
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Egy m(x) megoszld nyomatéki teher esetén a terhek (5.41) vektorat ki kell
egésziteni az alabbi médon:

; (5.45)

és az (5.32) szerinti matrixhoz is hozz4 kell adni egy sort. A megoszld nyomaték
a keresztmetszetek elfordulasan végez munkat, ezért a statikus alakfiiggvények
els6 derivaltjaira lesz sziikségiink:

viy(x)  vjp(x) 0 vgy(2) wke() |, (5.46)

Ujz(x) 0 Ougz(z) O 0
0
0 v@) vi,(x) 0 wv,l(z) vi,(z)

Ezekkel a jelolésekkel a csomépontra redukalt terhek vektorat az alabbi képlet
adja:

i
g = [T @ (5.47)

Egy M koncentralt nyomaték esetén a (5.43) szerinti tehervektort kell kiegé-

sziteni:
F,
P™=|F,|, (5.48)

a csomopontra redukalt terhek vektora pedig:

q.,=N""(zp)P™. (5.49)

eV —

5.3. Dinamikus merevségi matrix

A statikus merevségi méatrix fizikai jelentése és arra alapuloé meghatéarozasa utan
nézziikk meg, hogy hogyan allithatjuk el6 harmonikus gerjesztés esetén a rudelem
dinamikus merevségi matrixat.

5.3.1. Fizikai jelentés

Emlékeztetsiil, a 3.3.1.1. alpontban lattuk, hogy a 4, amplitidéji harmonikus
erGvel gerjesztett csillapitatlan rendszer mozgasanak differencidlegyenelete

Mi(t) + Ku(t) = g, cos(wt). (5.50)

Az allandosult rezgés soran minden, igy a szabadsagfokok kitérése is a cos(wt)
fliggvény szerint valtozik az idGben, ezért a differencidlegyenlet kézvetlen meg-
oldasakor a megoldést

u(t) = u, cos(wt) (5.51)

alakban keresve, a valasz u, amplitiddjira az alabbi egyenletet kapjuk:

(K —w’M)uy =g

q, (5.52)



5.3. DINAMIKUS MEREVSEGI MATRIX 291

A zarojelben megjelend, a gerjesztés w frekvenciajatol fiiggd matrixot dinamikus
merevségi mdtriznak neveztiik el, a tovabbiakban K-pal fogjuk jelolni:

K=K-wM. (5.53)

Ugyancsak a ~ szimbolummal fogjuk jellni a dinamikus merevségi matrix els-
allitdsahoz sziikséges, a statikus vizsgalatnal hasznalthoz képest eltérg alaki
mennyiségeket.

Emlékeztetlink arra, hogy a dinamikus merevségi matrixot egyelére nem
ismerjiik, hiszen a témegmaétrix pontos elGallitdsi modja sem ismert, de a kettd
kozotti kapesolat alapjan ha az egyiket tudjuk, akkor a masikat is el tudjuk
allitani. Az (5.53) egyenletben latjuk a dinamikus merevségi matrix szamitasi
modjat. Forditott irAnyban az

M= wi (K - K) (5.54)

képletet hasznalhatjuk.

Az (5.52) egyenletbdl kiolvashatjuk a dinamikus merevségi matrix fizikai
jelentését. A

Ku, = q, (5.55)

egyenlet a statikus vizsgéalatoknél megszokott Ku = q egyenlethez hasonl6 ala-
ki, de a csomoponti elmozdulasok és a csomoponti terhek vektora helyett a cso-
moponti elmozduldsok amplitiddjdnak és a csomoponti terhek amplitiddjinak
vektora szerepel benne, a dinamikus merevségi matrix tehat ezen mennyiségek
kozotti kapcesolatot fejezi ki.

A matrix egy tetszbleges oszlopat tgy kaphatjuk meg, ha az u, vektort egy,
az oszlop sorszamanak megfelel§ egységvektorként vessziik fel. Ez a specidlis u,
vektor azt jelenti, hogy a megfelel6 szabadsigfokot egységnyi amplituddval w
korfrekvenciaja rezgésre kényszeritiink, mikézben biztositjuk, hogy a tébbi sza-
badsagfok ne tudjon elmozdulni. Ennek a harmonikus mozgéast fenntarto, cso-
mopontokra mifkodtetends erérendszernek az amplitudoi keriilnek (5.52) jobb
oldaléan a g_ vektorba, a bal oldalon pedig a dinamikus merevségi matrix meg-
felels oszlopaba.

A radmodell hasznalata esetén, ahogy a statikus merevségi matrixnéal igaz
volt, ugy a dinamikus merevségi matrix fizikai jelentése szerinti elGallitasanal
is igaz lesz, hogy egy szabadsagfokhoz nem kapcsolodd rudelemek nem defor-
malédnak a szabadsagfok mozgasakor, igy az egyes csomopontokra hato ercket
csak a hozzajuk kapcsolodo rudelemek hatarozzék meg. Ennek kévetkeztében a
szerkezet dinamikus merevségi métrixa a ridelemek dinamikus merevségi mat-
rixabol ugyanigy kompildlhato, ahogy a statikus méatrixok esetére a 3.4.4.2.
alpontban bemutattuk. A kompilalast megelézGen a kozos koordinatarendszer-
be forgatést is ugyanigy kell végrehajtani, ahogyan azt a statikus vizsgélatnal
lattuk a 3.4.4.1. alpontban.

A szerkezet dinamikus merevségi matrixanak szamitasa szempontjabol tehét
a lényeges pont egyetlen jk-ridelem dinamikus merevségi métrixdnak a szamita-
sa. Ezt az elemi dinamikus merevségi métrixot ugyancsak a fenti fizikai jelentés
alapjan fogjuk elgallitani, de csak a radelem szempontjabol lényeges csomoponti
szabadséagfokokkal, azaz a j kezdGponttal és a k végponttal foglalkozunk kozben.
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5.3.2. Dinamikus alakfiiggvények

A radelem szabadsagi fokai az (5.1) egyenlettel analog modon

;i (t) =

[RY R
)

melyeket az 5.6.a) abran mutatunk be.

AK " elemi dinamikus merevségi matrix egyes oszlopaihoz egy-egy szabad-
sagfokot kell egységnyi amplitadoval mozgatni. Az ennek hatéasara kialakulo al-
landoésult rezgés alakfiiggvényét hivjuk dinamikus alakfliggvénynek. A 4.1.4.3. és
a 4.2.3.7. alpontokban lattuk, hogyan lehet ezeket a harmonikus tdmaszmozgas
hatasara kialakul6 dinamikus alakfiiggvényeket meghatarozni. Itt a meghataro-
zésukkal kiilon nem foglalkozunk, a sziikséges fliggvények a statikus alakfiiggvé-
nyeknél latott jelolésrendszerrel (lasd 5.2.1. szakasz) a dinamikus alakfiggvények
mdtrizdba rendezve (5.32) egyenlethez hasonl6 formaban az alabbiak lesznek:

Uiz () 0 0 U () 0 0
. . . " (5.57)

0 Byy(x) Djp(z) 0 Oryl) Orp(x)

A dinamikus alakfiiggvények jellegét az 5.6.b-g) abrakon mutatjuk. A sziir-

ke statikus alakfiiggvényekhez képest a frekvenciatol fliggéen eltér az alak, és

a rezgés miatt az abrazolt fliggvények csak amplitudo-fliiggvények: a ridelem

ténylegesen ezek és a szaggatottal jelolt ellentettek kozott rezeg.

5.3.2.1. Rudvégi er6k amplitadoéja

A dinamikus alakfiiggvény altal meghatérozott rezgést fenntartd, csomépontra

an a radvégi igénybevételekbdl szarmaztatjuk. Most is lehetne az alakfliggveé-
nyek derivaltjaibol kiindulva meghatérozni az igénybevételeket, de a 4.1.4.3. és
a 4.2.3.7. alpontokban lattuk, hogy ezekben a fiiggvényekben nem jelenik meg
szorzotényezdként a gerjesztés korfrekvenciajanak négyzete, igy az eljaras nem
lenne alkalmas a témegmatrix képletszerd szamitasara. A virtuélis elmozdulésok
tétele viszont a radelemre hato erérendszer kis modositasaval mar alkalmazhato.

Newton masodik mozgastérvényét az anyagi pontra hato erSk eredgjével
> F = ma alakban irhatjuk. D’Alembert oly modon modositotta ezt az egyen-
letet, hogy mindkét oldalhoz hozzdadott egy fiktiv, —ma nagysagu erét. Az igy
kapott

> F+(—ma)=0 (5.58)

egyenlet egyenértékd Newton masodik torvényével, formailag viszont két elté-
rést ki kell emelni. Egyrészt a jobb oldalon most zérusers szerepel, azaz a bal
oldalon egy egyensilyi erérendszer van. Maéasrészt a pontra hatdé F' er6kbsl al-
16 er6rendszert ki kell egésziteni a —ma nagysagi erével, amit tehetetlenség
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a) Ly,v
Uy,
¢;/.[{<iy ;Fuh
0, 7 AN
b) 1 e)
l-éos(wt) 0, (x)-cos(wt) fiy, (x)-cos (wt) §1~cos(wt)
Lcos| : . —o—b
c) f)
& v, (x)-cos(wt) ¥y (x)-cos (ot
T 1-cos (wt) L : 1-cos (o)

d ‘ g)
| V. (x)-cos(wt)

»1-cos(wt) : ? 2

5.6. abra. Radelem az xy-sikban: a) szabadséagfokok, b-g) az egyes szabadsag-
fokok egységnyi amplitudojia elmozditasakor kialakulé dinamikus alakok jellege
(az alakok a gerjesztés korfrekvenciajatol is fiiggenek, ezért csak a sziirkével jel-
zett statikus alakhoz képesti valtakozasukat jelezziik és szaggatott vonallal azt,
hogy ezek a rezgés befagyasztott pillanataiban érvényes alakok).

erének, vagy D’Alembert-erének hivunk”’. A tehetetlenségi erével kiegészitett
erdrendszer tehat egy egyensulyi erérendszer, amire alkalmazhat6é a virtudlis
elmozdulasok tétele. Esetiinkben az egyes elemi ridszakaszokon a rudelem faj-
lagos tomegével, a 4.1. és 4.2. alfejezetekben bevezetett p fajlagos tomeggel kell
szorozni a gyorsulést.

A statikus vizsgalathoz hasonléan nézziik meg, milyen lépésekkel tudjuk a
dinamikus merevségi matrix K,g elemét kiszamitani. Az o és § értékek most is
rendre a sor- és oszlopindexet jelolik, ami mindig egy-egy szabadsagfoknak felel
meg, ami egyben meghatéarozza az alakot megado fliggvény jellegét és a korab-
ban mar bevezetett indexelését. Ervényes tehat az 5.1. tablazatbol dinamikus
alakfiiggvényekre aktualizalt 5.2. tablazat, ahol felsoroltuk, hogy a kiilonb6z6
indexek melyik csomoponthoz tartoznak, melyik elmozdulasfiiggvény zérus, il-
letve nemzérus, és mi az elmozdulasfiiggvény indexe.

A matrix indexelésének sor-oszlop sorrendje egyben a hely—ok sorrendnek is
megfelel, azaz a keresett elem a 8 altal meghatéarozott dinamikus alakon kialaku-
16 radvégi igénybevételek koziil az o altal meghatarozott érték amplitudéjanak
kell lennie, igy az annak megfelels statikus alakot kell virtuélis elmozdulés-
rendszerként felvenni. A 8 indexnek megfelel6 elmozdulésfiiggvény egy, az 5.57
egyenletbdl kiemelt dinamikus alakfiiggvény és a harmonikus fliggvény szorzata,
altalanos jeloléssel:

>

(z) cos(wt),

ug(@,t) = g
s(x) cos(wt).

o) (5.59)

I
>

2Kiilén emlitést és hangstlyt érdemel a tehetelenségi eré6 —ma képletében szerepls ne-
gativ elSjel, aminek kezelését az elkiilonitéskor, az egyenletek felirdsakor, megoldasakor és
az eredmények kozlésekor is el lehet rontani, azaz fokozott 6vatossagot igényel a hasznalata.
(Raadasul paros szamu hiba esetén még jo eredményt is kaphatunk egy hibas szamitasbol.)
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a, B 112|345 6
csomopont J j Jj k k k
zérus elmozdulasfv. jele O | | G O | | u

=
>
[S3Y
>
[S3Y
>

nemzérus elmozdulasfv. jele
elmozdulésfv. indexe Jjx | gy | Jo | kx | ky | ke

5.2. tablazat. A jk-ridelem dinamikus merevségi métrixdnak K,g eleméhez
tartoz6 mennyiségek.

Ennek id6 szerinti masodik derivaltjai:

tig(z,t) = —w?ag(z) cos(wt),

v(x,t) = —w?ds(z) cos(wt). (5.60)

Az egyensulyiva kiegészitett erérendszer és a virtualis elmozdulésrendszer is-
meretében kell felirnunk a dinamikus erérendszer statikus elmozdulésokon vég-
zett virtualis munkajat. A teljes munka a kiilsé és a bels6 munka Gsszege:

SWas = SWE + W = 0. (5.61)

(A ds index a dinamikus erérendszerre és a statikus virtuélis elmozdulasrend-
szerre utal.)

Az erérendszer elemeibsl munkat végez az « altal meghatarozott radvégi
igénybevétel, a tehetetlenségi erd, és a belst erd. Ezek mindegyike egy”jeloléssel
megkiilonboztetett amplitidonak és ugyanazon cos(wt) harmonikus fiiggvény-
nek a szorzata.

A kiils6 munkat a keresett QB cos(wt) igénybevétel végzi a vele munkakom-
patibilis (egységnyi) elmozdulason, valamint a —piig(z,t), illetve —udg(z,t) te-
hetetlenségi erdk a uq (), illetve v, (2) elmozdulason:

. Lk
W, =+ Qs+ Teost) + | ((~pita(o. O)talz) + (-pia(z. )va(o) do
0
o o (5.62)
ahol az elGjel N;, M;, Vi, esetén negativ, Vj, Ny, M}, esetén pozitiv (5.14) Gssze-
fliggéseinek megfeleléen. Az id6 szerinti derivaltakat behelyettesitve és a har-
monikus fliggvényt kiemelve a kiils6 munka:

Lk
SWE = 14£Qup -1+ wQM/O (tg(x)ue(x) + vp(x)va(x)) de| cos(wt). (5.63)

A bels6 munkat a normaélerd, illetve a hajlitobnyomaték végzi a fajlagos nyu-
lason, illetve a gorbiileten, ezek szorzatat a ridhossz mentén integralni kell.
A bels6 munka jellegzetességének megfeleléen most is egy negativ elGjelet kell
hasznalni, igy:

ik
Wi = [ (Nalatil @) + Mp(a Ol ds, (569)
0

ami (5.15) és (5.16) felhasznalasaval:

ljk
SWh = — / (EAuj(z, )y (z) + EIv!)(z, t)!!(z)) dx. (5.65)
0
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Az 1d6fliggs mennyiségek itt is egy amplitido és a harmonikus fliggvény szorzata
(lasd (5.59)), amit behelyettesitve:

Lk
SWh = — /0 (BA@ (), (2) + BT (2 0!)(z) - cos(wt)dz.  (5.66)

A kiils6 és bels6 munkak 6sszegébdl:

Lik
0Was = 0= |+Qap - 1+ “2“/0 (@5 (2))ua(@) + (05(2))va(@)) dz

L
_/O (BAwy(x)ul, () + ETog(x)vn () dx] cos(wt) (5.67)

Az egyenstlyiva tett erérendszeriink minden id6pillanatban egyensulyi, akkor is,
amikor cos(wt) # 0, ezért a szogletes zardjelen beliili kifejezésnek kell nullanak
lennie. Az igy kapott egyenletet megoldhatjuk az (5.14) szerinti el§jeles belsé
erére, és igy a dinamikus merevségi matrix keresett kaﬂ elemére:

A Uik Uik
Kop=2Qup = wa;L/O Ug(z)uq(z)dr — w2,u/0 08(z)va(z)dz
Uik Lik
+ EAug(z)u, (x)dr + Elvg(x)vy(x)dz.  (5.68)
0 0

Hangstlyozzuk, hogy mindegyik integralban egy fiiggvény a dinamikus alakbdl,
egy pedig a statikus alakbol szarmazik. EISbbi kalapos fliggvény és a [ index
jeloli, utobbi indexe pedig .

Nézziik meg a statikus merevségi matrix Kz, elemét. Ez a statikus a el-
mozdulasrendszernek a fenntartasahoz sziikséges erérendszernek a 3 szabadsagi
fokra jut6é ereje. Meghatarozasa torténhet a virtudlis elmozdulasok tételével,
és a virtualis elmozdulastol csak annyit kéveteliink meg, hogy a S rudvégi erd
tudjon munkat végezni, azaz az az elmozdulds ne legyen zérus. Igy akar az
ug(z,t), vg(z,t) elmozdulasokat is valaszthatnank virtualis elmozdulasnak, ek-
kor a virtualis elmozdulasok tétele (a statikus erérendszer munkaja a dinamikus
elmozdulasokon):

Lik
Wea=0=|£Qpa-1— / (EAu, (z)iy(z) + Elv)(x)04(x)) do| cos(wt).
0
(5.69)
Ebbél
lik
Ko = £Qp0 — /O (EA, (2)dy(z) + B (2)0)(z)) da (5.70)
A statikus merevségi matrixrol tudjuk, hogy szimmetrikus, igy
Lk
Kop = Kgo = / (BAu,,(x)d}(z) + Elv)(z)05(x)) do (5.71)
0

Ez az integral megegyezik (5.65) masodik soraban levé integréllal, azaz a dina-
mikus merevségi matrix K,g eleme:

Lk Lk
K’ag =Kup — W l/o Gg(z)uq(x)dz —|—/0 @g(:ﬂ)va(m)dx] . (5.72)
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a) —‘u\”/ky(x,t): b)
=uw’ v, (x)cos(wt)

viw(x)

G 0 IeJeostany Treston (T

A

M, cos(wt)=—K,;cos(wt)

5.7. dbra. Rudelem dinamikus merevségi matrixdban a K 35 elem szamitasahoz
hasznalt a) dinamikus alakfiiggvény és a munkat végzs ersk, b) virtualis elmoz-
dulés.

Emlékeztetiink, hogy (5.53) alapjan a dinamikus merevségi méatrixot ugy kap-
juk, ha kivonjuk a statikus merevségi matrixbol a tomegmétrix w?-szeresét.
Az (5.72) képletben a statikus merevségi matrixbol a szogletes zarojeles kifeje-
zés p-szeresének w?-szeresét vonjuk ki, azaz a tomegméatrix Mag eleme éppen a
szogletes zarojelben szerepld integral p-szerese:

U Uik
Mag = M/o Ug(x)ue(z)dr + N/o U(x)va(x)de. (5.73)

A pontos témegmatrixot ezért az alabbi modon szdmolhatjuk a mar bevezetett
kompakt jel6lésmoddal:

. Lk .
M= / N (z)puN(z)dz, (5.74)
) £
ahol
_n 0
p= {0 /J ) (5.75)
és igy
K=K-wM (5.76)

M= (K-K). (5.77)

5.3.1. Példa (Dinamikus merevségi matrix egy eleme). Levezetés alapjan ir-
juk fel az 5.6.a) dbrdn ldthaté jk-ridelem dinamikus merevségi matriza Kss
elemének szamitdsdra szolgdlo képletet!

Megoldas
Az 5-6s index a merevségi matrix 6todik oszlopéara utal, és az 5.2. tablazat
alapjan azt jelenti, hogy a ¥iy(«) dinamikus alakfiiggvény radvégi igénybe-
vételeibdl kell a 3-as index miatt harmadikat felhasznalni. Azaz, a végpont
eltolodasa esetén a kezdGpontra miikddtetends nyomatékot akarjuk megha-
tarozni. Az ehhez sziikséges virtuélis elmozdulésrendszer az 5.1. tablazat
alapjan a vj,(x) fliggvény lesz.

Az 5.7.a) abran feltiintettiik a dinamikus alakot, a keresett radvégi erét
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és a tehetetlenségi erdt, mig az 5.7.b) abran a felhasznéalt statikus alakot.
A virtualis munka (a hossziranyu elmozdulésfiiggvények zérus volta mi-
att zérus értéki integralokat elhagyva):

Wyas = —Mjky cos(wt) - 14+
ljk

L .
—I-/ (—pipy (2, 1))vjp (z)dx — EIMyy(2)kjp(x)dz, (5.78)
0 0

ami a virtualis elmozdulasok tétele értelmében zérus, azaz

O:

ljk

. Lik
l—Mjky + / 1wy (7)) (z)d — ETIvy, (x)v;’v(x)dx] cos(wt).
0 0

(5.79)

Ezt megoldva —Mjy,-ra, ami egyben a dinamikus merevségi méatrix 35-
eleme:

l]‘k ljk
K35 = —Mjpy = / Elﬂgy(a:)vﬁo(:c)dz - uwZ/ Uy (2) v (z)d.
0 0

(5.80)
Az els6 integral az elem statikus merevségi matrixa:
Lik
Kss5 = / ETty, (x)v],(z)dz (5.81)
0
a méasodikbdl pedig kiolvashat6é a pontos témegmétrix:
. Lk
Nys = 1 / Oy ()05 () da (5.82)
0
amikbdgl: . R
K35 = K35 — (.UZM35. (583)

Par megjegyzés a dinamikus merevségi matrixhoz és a pontos tomegmatrix-
hoz:

e A pontos tomegméatrix (5.74) és emiatt a dinamikus merevségi matrix
(5.76) képletébdl nem latszik kozvetlentiil, hogy ezek a matrixok is szim-
metrikusak. Ennek bizonyitasa tgy torténhet, ha a dinamikus merevsé-
gi matrix elemének szadmitasdhoz a virtualis elmozdulast is a dinamikus
alakfliggvénnyel vessziik fel. Az gy megkaphatoé matrix képletszertien
szimmetrikus lesz, amibdl a tomegmatrix szimmetriaja is kovetkezik.

e A pontos tomegmatrix frekvenciafiiggs (ezért is jeloltiik kalappal), hiszen
az integralban szereplé dinamikus alakfiiggvény is fligg a tAmasz gerjesz-
tésének frekvenciajatol.
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e Ha a gerjesztés korfrekvenciaja megegyezik a befogott-befogott rudelem
valamelyik sajatkorfrekvenciajaval, akkor a dinamikus merevségi matrix
egyes elemei végtelenné valnak. Ez nem feltétleniil eredményez a teljes
szerkezet merevségi méatrixaban is végtelen értékeket, a kapcsolodo rud-
elemek kiegészithetik véges értékké a kompildlas soran a teljes szerkezet

matrixat.

A rad hosszat az egyszertiség kedvéért f-lel jeldlve a dinamikus merevségi

métrix elemei:
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(EA v
£ tanv

0

(>
[

EA
£ sin

EA 4

£ sin

0

EA_u
{ tant

EI

F3(X)

ET
7

EI
2

ET
)

Fa(N)

ahol a két frekvenciaparaméter:

w2l
b= 2E
az F(\) segédfiiggvények pedig:

sin A — sinh A
cosAcosh A —1’

Fi(\) = A

F3(\) =

Fs5()\)

Ezek kis A-hoz tartozo6 kezdeti értékeit az 5.8. &bran mutatjuk. Latszik, hogy
A = 0 kozelében a statikus merevségi matrixbél ismert 12, 6, 4, 2 konstans
abszolutértékekhez tartana a fiiggvények.

2 cosh A — cos A

Y
coshcosh A —1’ Fa(A) = A

3 sinh A +sin A

coshcosh A —1’ Fo(A) = =A

wplt
EI

(5.84)

(5.85)

7)\cosh Asin A — sinh A cos A

cosAcosh A —1

sinh A sin A
cosAcosh —1’

)

(5.86)

3cosh Asin A + sinh A cos A

5.3.3. Transzformalas, kompilalas

A szerkezet dinamikus merevségi matrixanak, illetve pontos tomegmatrixanak
az elemi dinamikus merevségi matrixokbdl, illetve az elemi pontos témegmatri-
x0kbdl torténd elGallitasidhoz az elemi matrixokat elGszor a kozos, globalis ko-
ordinatarendszerbe kell forgatni. Ennek modja azonos a 3.4.4. szakaszban leir-
takkal, igy a levezetés megismétlése nélkiil csak annak eredményeit mutatjuk itt

be.

cosAcosh A —1
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5.8. abra. Rudelem dinamikus merevségi matrixanak (5.84)-beli egytitthatoi.

A jk-radelem lokalis koordinatarendszerébdl a globalis koordinatarendszerbe
forgatd matrixot jeldlje gjk. A radelem transzformalomatrixa ekkor (3.515)
képletének megfelelGen:

: (5.87)

. r. 0
T.o=|7F T
n-[ o,
amit felhasznalva a globalis koordinatarendszerbe forgatott matrixok (lok és gl
fels6 indexszel megkiilonboztetve a lokalis és a globalis koordinatarendszerbeli
métrixokat):
~ gl ~ ~ lok ~T ~ gl ~ ~ lok ~T ~ ~T
K, =T,K, T,  M,=0T,M/T,  K=0KZF, . (58)

A tényleges szamitast természetesen most is 3 x 3-as blokkokon lehet elvé-
gezni a gjk matrix segitségével.

A szerkezet teljes dinamikus merevségi matrixanak, illetve pontos témegmat-
rixanak kompilalasahoz a 3.4.4.2. alpontban leirtakat kell kévetniink. Tudva,
hogy egy elemi dinamikus merevségi matrix Im blokkja az m csomoépont egy-
ségnyi elmozdulésai miatt az [ csomopontra miikodtetends erck amplitadojat
tartalmazza, az ezeket az eréket tartalmazd 3 x 3-as blokkot az egész szerke-
zet matrixdnak 3 x 3-as Im-blokkjahoz kell hozzaadni. A dinamikus merevségi
matrix kompilalasanak menete tehat a kovetkezé:

e Létrehozzuk a teljes szerkezet dinamikus merevségi méatrixat, i b N
csomoépont esetén ez egy 3N x 3N-méretd matrix, amit zérusokkal toltiink
fel.

e Minden egyes jk-rudelem esetén:
— kiszamitjuk az elemi dinamikus merevségi matrixot a lokalis koordi-
natarendszerben (5.84),

— transzforméaljuk az elemi dinamikus merevségi maéatrixot a globéalis
koordinatarendszerbe (5.88),

— a jj-blokkot hozzaadjuk a K  mitrix jj-blokkjihoz,
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a) 100cos(5t) [N] b)

9
Uy T
Uy

—E—

5.9. abra. Rudszerkezet harmonikus gerjesztése. a) A szerkezeti modell. b) A
hasznalt elemek és koordinatarendszerek. c¢) A koordinatarendszer transzforma-
ciojanak két 1épése.
— a jk-blokkot hozzaadjuk a £ , matrix jk-blokkjahoz,
— a kj-blokkot hozzdadjuk a £  matrix kj-blokkjahoz,
— a kk-blokkot hozzaadjuk a i all matrix kk-blokkjahoz.
A pontos tomegmatrix kompilalasanak menete hasonlo:

e Létrehozzuk a teljes szerkezet pontos tomegmatrixat, & -t, N csomo-
pont esetén ez egy 3N x 3N-méretd matrix, amit zérusokkal toltiink fel.

e Minden egyes jk-rudelemnek:

— kiszamitjuk a pontos tomegmatrixat a lokalis koordinatarendszerben
(5.74),

transzforméaljuk az elemi dinamikus merevségi matrixot a globalis
koordinatarendszerbe (5.88),

a jj-blokkot hozzaadjuk az g y Matrix j j-blokkjahoz,
— a jk-blokkot hozzaadjuk az g , matrix jk-blokkjahoz,
a kj-blokkot hozzaadjuk az g , matrix kj-blokkjahoz,
a kk-blokkot hozzaadjuk az & oy matrix kk-blokkjéhoz.

5.3.2. Példa (Dinamikus merevségi matrix kompilalasa). Allitsuk eld az 5.9.a)
abrdan ldthatd tarts dinamikus merevségi mdtrizdt, ha a megadott harmonikus

gerjesztéerd gerjesati, és EA = 150kN, EI = 250kNm?, w = 250kg/m, L = 4m.

Megoldas

Az 5.9.b) dbran mutatjuk a csomopontok felvételét, a globalis koordinéta-
rendszert (XY), valamint az 1—2-raudelem lokalis zy- koordinatarendszerét.
(A 2 — 3-ridelem lokalis koordinatarendszere megegyezik a globalissal, igy
azt nem jeloltiik kiilon.)

A lokalis koordinatarendszerben mindkét ridelem dinamikus mervségi
maétrixa azonos, hiszen a keresztmetszeti jellemzk és az elemek hossza is
azonos.

A gerjesztés korfrekvenciaja a megadott teher alapjan w = Srad/s, ami-
bdl (5.85) képleteibdl ¢ = 0.8165 és A = 2.5298. Ezek szamitasanal felhiv-
juk a figyelmet a mértékegységek illesztésére: az alap SI-mértékegységek
esetén nem kell tovabbi atvaltasokat végezni, ezért FA = 150000N és
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ET = 250000Nm? lett behelyettesitve.
Ugyanigy, (5.80) képleteivel az F' segédfiiggvények értékei:

Fy =23213, F,=35802, F;=7.4000,

Ezeket felhasznélva a lokalis koordinatarendszerben a dinamikus merevségi
métrix (5.84) alapjan mindkét ridelem esetében:

28771 0 0 —42015 0 0
0  —15147 58044 0 —69806 115625
ek _ |0 58044 223764 0  —115625 145081
= —42015 0 0 28771 0 0
0  —69806 —115625 0 —15147  —58044
0 115625 145081 0 —58044 223764
(5.90)

Ez egyben a 2-3-riidelem dinamikus merevségi matrixa a globalis koordi-
natarendszerben.

Az 1-2-ridelem merevségi matrixat a transzformalo-méatrixszal torténd
szorzas helyett a szabadsagi fokok modositasaval is megkaphatjuk két 1é-
pésben. Az 5.9.c) abranak megfelelGen elgszor cseréljiik fel a lokalis z- és
y-koordinatakat. Ezzel az elsd szabadsagfokot a mésodikkal, a negyediket
pedig az 6todikkel cseréljiik fel, vagyis az el6z6 matrix els6 sorat a maso-
dikkal, majd els6 oszlopat a masodikkal kell felcserélni, illetve a negyedik
sort az 6todikkel, majd a negyedik oszlopot az 6todikkel kell felcserélni.
Ennek eredménye:

~15147 0 58044  —69306 0 115625
0 28771 0 0 —42015 0
7o | 58044 0 223764 —115625 0 145081
=12 —69806 0  —115625 —15147 0  —58044
0  —42015 0 0 28771 0
115625 0 145081  —58044 0 223764
(5.91)

Ezutdn a balra mutaté z’ irdnyt kell megforditani, hogy a globalis X-et
kapjuk, vagyis a mostani els6 és negyedik szabadségfok iranyéat valtoztat-
juk. Az el6z6 matrix elsg és negyedik sorait és oszlopait ezért —1-gyel be
kell szorozni:

~15147 0  —58044 —69806 0  —115625
0 28771 0 0 —42015 0
ool _ | 58044 0 223764 115625 0 145081
=12~ | 69806 0 115625 —15147 0 58044
0 —42015 0 0 28771 0
~115625 0 145081 58044 0 223764
(5.92)

Ezutan koévetkezik a szerkezet teljes matrixanak kompilalasa. Blokkon-
ként vizsgalva:

e az 11-blokk az (5.92) bal fels6 blokkja lesz,
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az 12-blokk az (5.92) jobb fels§ blokkja lesz,

a 21-blokk az (5.92) bal alsé blokkja lesz,

e a22-blokk az (5.92) jobb alsé és az (5.90) bal felsd blokkjanak Gsszege
lesz,

a 23-blokk az (5.90) jobb felss blokkja lesz,

a 32-blokk az (5.90) bal alsé blokkja lesz,
e a 33-blokk az (5.90) jobb alsé blokkja lesz.

Ennek eredménye:

[ —15147 0 —58044
0 28771 0
—58044 0 223764
o —69806 0 115625
K = 0 —42015 0
o —115625 0 145081
0 0 0
0 0 0
0 0 0
—69806 0 —115625 0 0 0 ]
0 —42015 0 0 0 0
115625 0 145081 0 0 0
13624 0 58044  —42015 0 0
0 13624 58044 0 —69806 115625 | (5.93)
58044 58044 447529 0 —115625 145081
—42015 0 0 28771 0 0
0 —69806 —115625 0 —15147 —58044
0 115625 145081 0 —58044 223764 |

5.3.4. Peremfeltételek, megoldas

A harmonikus gerjesztés esetére meghatarozott dinamikus merevségi matrix-
ban a tamaszokat, peremfeltételeket a statikus merevségi matrixnal latotthoz
hasonl6 modon kell figyelembe venni.

Homogén peremfeltételek, azaz zérus elGirt elmozdulésok esetén az érintett
szabadsagfokhoz tartozo sort és oszlopot torolhetjik a matrixbol és a megmara-
do6 métrixot kondenzdlhatjuk. Fzzel egyidejtileg az elmozdulédsok amplitadovek-
torabol és a csomoponti terhek amplitidovektorabol is torolni kell az érintett
elemeket és csokkenteni a vektorok méretét. Ennek a modszernek az all a hatte-
rében, hogy a nullaval szorz6dé oszlopok nem befolyésoljak a QO =q, egyenlet
bal oldaldn a szorzat eredményét, az eldirt szabadségfokra pedig egy reakcio-
eré muikodik, ami az egyenletrendszer jobb oldalat befolyasolna egy ismeretlen
amplitudoval, amit az egyenlet kihagyasaval (a matrix soranak torlésével) félre
tudunk tenni, amig az elmozdulédsok amplitudéjat meg nem hatérozzuk.
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Inhomogén peremfeltételekrsl jelen esetben kiemeljiik, hogy azoknak tama-
szok w korfrekvenciaju rezgésének kell lennie, igy az elSirt amplitiadot a sza-
badsagfokhoz tartozé méatrixoszloppal megszorozva a kapott vektort atvihetjiik
a jobb oldalra, ezzel modositva a tehervektort. Ezutédn a bal oldalon a mat-
rix érintett sorat és oszlopat torolve cstkkenthetjiik annak méretét a homogén
peremfeltételeknél latott mddon.

A peremfeltételek figyelembevétele utan megmarado

Ku, = q, (5.94)

egyenletben a vektorok csak a belsd szabadsagfokok elmozdulésainak ampli-
tudojat és a szabadsagfokokra redukalt erék amplitadojat tartalmazzak. Az
egyenletrendszer megoldasa a linearis egyenletrendszer megoldasanak megfele-
16en torténik, azaz formaélisan:

-1

u =K q, (5.95)
Ezt felhasznalva az elmozulas (5.51) szerinti feltételezett alakjaban:
u = uy cos(wt). (5.96)

Természetesen, ha (5.50) egyenletben a harmonikus gerjesztés idsfiiggése nem
cos(wt), hanem mésik w korfrekvenciaju fiiggvény”, akkor (5.96) képletében is
az a fliggvény szerepel.

5.3.3. Példa (Keret valasza a harmonikus gerjesztésre). Szdmitsuk ki az 5.9.a)
abran ldthato tarto harmonikus gerjesztésre adott vdlaszdt.

Megoldas

A szerkezet teljes dinamikus merevségi méatrixat az 5.3.2. példidban méar
felirtuk (lasd (5.93)), most csak a peremfeltételek figyelembevétele és az
egyenletrendszer megoldasa van hatra.

Az els6 és a harmadik csomoépontok egyarant mereven befogottak, ezért
az ezekhez a csomopontokhoz tartozd wy,vi, 1 és us,vs, s elmozdula-
sok értéke nulla, mig az ugyanezen szabadségfokokhoz tartozé egyenleteket
félre szoktuk tenni, azokat csak a reakciok esetleges szamitasdhoz hasznal-
nank. A zérus elmozduldsok miatt a hasznalando K dinamikus méatrixhoz
a teljes szerkezet matrixabol torclniink kell az 1.-3. és 7.-9. oszlopokat, az
ismeretlen reakciok miatt pedig ugyanezen sorokat.

A megmaradé linearis egyenletrendszer, azaz (5.91) az alabbi szamér-
tékekkel adodik:

13624 0 580447 [uy 0
0 13624 58044 | |vy| = [100 (5.97)
58044 58044 447529 | s 0

csomopont harom szabadsagfokidhoz és a harmadik csomépont harom sza-
badsagfokahoz tartoz6 sorokat és oszlopokat torolni fogjuk, igy lehetett
volna eleve csak a fenti képletben megmarad6 métrixot kompilalni: ekkor
a késébb elhagyando helyre beirandé elemi dinamikus merevségi matrixele-

3Példaul sin(wt), vagy cos(wt — @)
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meket egyszertien kihagytuk volna, igy esetiinkben az 5.3.2. példaban csak
a ,,22-blokk az (5.92) jobb also és az (5.90) bal fels6 blokkjanak Gsszege
lesz” 1épést hajtottuk volna végre.

Az egyenletrendszer megoldasaként a valasz amplitudovektora:

Ug —0.03857
uy = [v2| = [—0.03123 (5.98)
2 0.00905
a valasz pedig:
—0.03857
u(t) = | —0.03123 | cos(5t) (5.99)
0.00905

5.3.5. Szabadrezgés megoldasa

Az (5.55) egyenletnek egy specidlis esete, ha a jobb oldalon a ¢, vektor zérus-
vektor. Ez terheletlen szerkezetet és igy szabadrezgést jelent. Ilyenkor a

Kuy =0 (5.100)

egyenletet kell megoldanunk, és két eset lehetséges. Ha az el6irt w korfrekvenci-
4val szamolt K nem szinguléris, akkor csak a trivialis u, = 0 megoldas létezik,
azaz nem alakul ki rezgés.

Ha az el6irt w korfrekvenciaval szamolt K szingularis, akkor viszont a zé-
rus sajatértékhez tartozo sajatvektornak megfelels rezgésalak jon létre. Kozben
persze a tehervektor zérus, azaz a szerkezet terheletlen, igy ez a rezgés egy sza-
badrezgés, aminek a sajatkorfrekvencidja megegyezik w-val. A sajatvektorok
nem egyértelmd volta miatt ennek a szabadrezgésnek az amplitidoja természe-
tesen barmekkora lehet.

Terheletlen szerkezeten persze kevés értelme van a gerjesztés korfrekvenciaja-
rol beszélni, a szabadrezgésnél jellemzGen nem ismerjiik a sajatkorfrekvenciakat
el6zetesen. Az w korfrekvenciat paraméterként kezelve lehet&ség van a diszkre-
tizalt szerkezet sajatrezgéseinek meghatarozasara. A paraméteresen felirt K (w)
dinamikus merevségi matrix determinansat kifejtve, annak zérushelyei, azaz a

det (K(w)) =0 (5.101)
egyenlet megoldasai a szerkezet sajatkorfrekvenciait adjak meg. A sajatkorfrek-
venciat behelyettesitve (5.100) egyenlet méatrixaba, a hozza kapcsolodo sajat-
vektor a rezgésalakot hatarozza meg.

Kiemeljiik, hogy (5.101) egyenlete egy nemlineéris egyenletet eredményez,
aminek végtelen sok megoldasa lehet, azaz, bar véges szamu szabadsagfokkal dol-
gozunk, a folytonos szerkezet végtelen sok rezgésalakjat megkaphatjuk. Ugyan-
akkor még igy is el6fordulhat, hogy egyes rezgésalakok kimaradnak. Ha egy
rezgésalak olyan, hogy mindegyik szabadsagfok mozdulatlan benne, akkor az
trivialis u, vektort eredményezne, amihez nem sziikséges a szinguldris egyiitt-
hatoméatrix.
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a) b)

L
A

5.10. abra. Rudszerkezet szabadrezgése a pontos dinamikus merevségi matrix-
szal. a) A befogott-befogott rud. b) Az elemekre bontas és a csomopontok.

a) 2000 ' ‘ cosh[x)‘*sin[x)+s‘inh[x)*:o‘5[x] b) ¢ t:an[x} 1‘—
1500 - cosh{x)*sin(x)-sinh(x)*cos(x) T 3 “tanh(x} b
1000 ] ) mnhmj— |

500 - J .

-500 | B 1k

1000 1 > b -
1500 [ 4 sk 4
2000 L 1 L L L L I 4 I L L 1 L 1 1

] w2 ™ 32 2n 5m/2 3n 72 [+] w2 R 32 2n s/2 3n 2

5.11. abra. A hajlitorezgés frekvenciaparaméterének fiiggvényei a sajatkorfrek-
vencidk szamitasahoz: a) a dinamikus merevségi matrix determinansaboél kapott
cosh Asin A+sinh A cos \ fliggvények; b) az atalakitott egyenletek tan A, F tanh A
fliggvényei.

5.3.4. Példa (Rudszerkezet szabadrezgése). Hatdrozzuk meg az 5.10.a) dbrdn
ldathato tarto sajdtkorfrekvencidit és rezgésalakjait a dinamikus merevségi mdtriz

segitségével, ha EA = 150kN, EI = 250kNm?, w=250kg/m, L =4m.

Megoldas
Bontsuk a rudat két elemre az 5.10.b) abra szerint.

A szabadrezgés vizsgalatahoz 1 és \ értékét w fliggvényében felirt para-
méterként kell kezelni. Ezért mindkét ridelemnek azonos lesz a dinamikus
merevségi matrixa (lasd (5.84), ahol £ = L/2):

£ =

%t;ﬁw EI 0 EIO _ETASi;pw EI 0 EI 0
0 ELFs(N) —?F4()\) 0 ELF5(N) ?FS(A)
0 —HF(N)  ELR(N) 0 R0 2RO

EA EA

7?&?1& EI 0 EIO Ttaﬂn}d) EI 0 EI 0
0 75 I5(N) *?Fs(/\) 0 7 Fs(N) ?Fﬁ/\)
0 HE(N)  ERO) 0 FF()  ELR((N)

(5.102)

Ezutan kovetkezik a szerkezet teljes matrixanak kompilalasa. Blokkonként
vizsgalva:

e az 11-blokk az (5.102) bal fels6 blokkja lesz,
e az 12-blokk az (5.102) jobb felss blokkja lesz,
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a 21-blokk az (5.102) bal alsé blokkja lesz,

a 22-blokk az (5.102) jobb also és az (5.102) bal fels§ blokkjanak
Osszege lesz,

e a 23-blokk az (5.102) jobb felss blokkja lesz,
e a 32-blokk az (5.102) bal als6 blokkja lesz,
e a 33-blokk az (5.102) jobb alsé blokkja lesz.

A peremfeltételek figyelembevétele utan csak a 22-blokk marad, ennek tu-
databan csak ezt a blokkot mutatjuk:

EA ¥
N 27 tan ¢ 0 0
K= 0 2ZLFs(N) 0 . (5.103)
0 0 2EL R (N)

Amint latjuk, a féatlon kiviili 23 és 32 elemek kinullazdédtak. Ennek a
szerkezet szimmetridja az oka: a k6zépsé csomopont barmilyen eltolédésa
szimmetrikus alakot eredményez, amibdl a csomopontra két oldalrél dtado-
d6 nyomatékok kiegyenlitik egymaést, ugyanigy a csomoéponti elfordulashoz
ferdén szimmetrikus alak tartozik, az abbol szarmazéd nyirodersk is éppen
kiegyensulyozzak egymast.

A szabadrezgéshez ezutan az alabbi homogén lineéris egyenletrenszer
tartozik:

284 L 0 0 Uy 0
0 28I Fs(N) 0 va | = |0 (5.104)
0 0 2B (V)] 2 0

A homogén egyenletrendszernek akkor van nemtrivialis megoldésa, ha az
egylitthatoméatrix determinansa nulla. Diagonalmatrixrol 1évén szé, a de-
terminans a féatlobeli tagok szorzata:

det (K) = (2]324ta1ﬁw) (2%%@)) (2%’5@)). (5.105)

Ez a szorzat akkor zérus, ha valamelyik szorzétényezGje zérus, igy harom
lehet&ség van:
v
* tan 0
e Fg(A\) =0, ami az (5.86) szerinti fliggvény szamlaloja alapjan egyen-
értékd a cosh Asin A + sinh Acos A = 0 feltétellel.

e F5()\) =0, ami az (5.86) szerinti fliggvény szamlaloja alapjan egyen-
értékid a cosh Asin A — sinh A cos A = 0 feltétellel.

Az els6 esethez az [1 0 0] sajatvektor tartozik, azaz us = 1, vg =
0, 2 = 0, ezek a rid normélrezgései. A masodik esethez a [0 1 0]
sajatvektor tartozik, azaz ug = 0, v = 1, 3 = 0, mig a harmadik esethez
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a0 0 1]7 sajatvektor tartozik, azaz us = 0, vy = 0, o = 1, ezek a rid
hajlitorezgései.

Normdlrezgés esetén a taﬁjw
amikor taniy — oco. Ebbdl a

= 0 egyenlet nemtrividlis megoldésai azok,

(2 = Dm

Y = B

(5.106)

megoldas adodik a frekvenciaparaméterre. Fejezziik ki az wé\; sajatkorfrek-
venciat” (lasd (5.85)):

w2 pue2 EA
P = OJJEA — wdi = /W’ (5.107)

majd helyettesitsiik be 1; fenti értékét és az £ = L /2-t:

N EA

woy = (27 — ) s (5.108)

Latjuk, hogy a mindkét végén megtamasztott rad (4.36) szerinti sajatkor-
frekvenciéibol csak a paratlanokat kaptuk meg, amikhez péaratlan szinusz-
féelhullam rezgésalak tartozik. A péaros félhullamot eredményezé korfrek-
venciak és frekvenciaparaméterek esetén a tan vy értéke nullava valna, igy a
ta’ﬁ o értéke latszolag végtelen lenne. Az (5.10 1) szerinti matrix ennél tob-
bet nem segit nekiink. Ugyanakkor a 2. csomo6pont helyét kis mértékben

elmozditva felismerhetd, hogy ezzel a két ridelem hossza ellentétes irany-

EA v’
¢ tan)’

a mésik elembdl szamolt %% nevezdi ellentétes iranybol kozelitenek
nulldhoz. A csomopontot kozelitve az eredeti helyéhez tehat a matrix 11-
eleme —oo+ 00 értékhez tart, amit a korabbi Gsszegzés nem vett figyelembe,
de a szerkezeten ez egy zérus értéket eredményezne.

Hajlitorezgés esetén a

ba valtozik, igy a kompilalas soran az egyik elembdl szamolt és

cosh Asin A + sinh Acos A =0

, illetve a
cosh Asin A — sinh Acos A =0

egyenletek bel oldalat A fliggvényében abrazolva egy exponencialis burkolo-
ba rajzolt, harmonikushoz hasonléan valtozo fliggvényt kapunk, amit nehéz
kényelmesen lathatéra nagyitani ahhoz, hogy egy iteraciés megoldaskere-
séshez felvegyiik a kezdeti értéket. Ennek illusztralasara az 5.11.a) abran
bemutatjuk e fliggvények jellegét. Ennél célszertibb atalakitani az egyen-
leteket oly modon, hogy a sinh A cos A tagot atvissziik a masik oldalra és
leosztjuk az egyenleteket cosh A cos A-val. Az igy kapott

tan A = — tanh )\, tan A = tanh A (5.109)
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fiiggvényeket az 5.11.b) abran abrazoltunk. Az a) és b) abrat dsszehason-
litva lathato az utébbi modszer elénye: az atalakitott fiiggvények egy jol
behatarolhaté tartoméanyban valtoznak, és a kozelit6 megoldasok leolvasé-
sa is konnyebb.. A Ftanh A fliggvény abszolutértéke nem haladja meg az
1-et, nagy A értékeknél kozel 1, igy a fliggvények metszéspontjai (ahol egyik

példaban is lathattuk.

®A normal- és a hajlitérezgések sajatkorfrekvenciai egymasba fliz6d6 sorozatot alkot-
hatnak, ezért a sorszamuk egymastoél is fligg, ezt elkeriilend§ jeldljiik fels6 indexben a
huazast.

5.4. Tomegmatrix kozelitése

Lattuk, hogy a pontos dinamikus merevségi matrixot és abbdl eredéen a pontos,
frekvenciafiiggs tomegmaétrixot hogyan lehet egy adott korfrekvencidju harmo-
nikus gerjesztés esetén elGallitani. Most nézziik meg, hogy mi torténik, ha a
gerjesztés nem harmonikus.

Ilyen esetben nem alakul ki allandosult rezgés, ezért a szerkezet esetében
sem beszélhetiink dinamikai merevségi matrixrol, az elemek szintjén pedig di-
namikus rezgésalakokrol. Emiatt a pontos tomegméatrix (5.74) szerinti képlete
sem hasznéalhato, hiszen a dinamikus alakfiiggvények hijan azk (5.57) szerinti
maétrixa sem all rendelkezésre.

5.4.1. Konzisztens tomegmatrix

Ilyenkor tehat kozelité tomegmaétrixot kell hasznalnunk. A kozelités egy termé-
szetes modja, hogy az N (z) matrixot helyettesitjiik egy megfelel6 matrixszal.
Ha erre a célra a statikus alakfiiggvények (5.32) szerinti N(z) métrixat hasz-
naljuk, azaz azokat a fiiggvényeket amiket a statikus merevségi matrix szami-
tasahoz is alkalmaztunk. Az igy kapott tOmegmaétrixot nevezziik konzisztens
tomegmdtriznak:

M= /ljkNT(x)uN(:v)d:c (5.110)
0

ami megnevezésében és képletében is azonos a (3.502) képletben bevezetettel.
Mivel altalaban ezt hasznaljuk, a harmonikus esetre levezetett pontos méatrixot
pedig a kalappal megkiilonboztetjiik, ezért nem jeloljiik kiilon, hogy a konzisz-
tens tomegmatrixrol beszéliink. A konzisztens tomegmatrix elemei a korabbi
(3.503) képlettel megegyezben:

3 0 0 3 0 0
13 11 9 13
TGt S I
— ) 2107k 105 "jk 1207k T 140jk
M = plj, 1M 0 1 ) o (5.111)
9 13 13 11
O @, wmphk 0 5 el
0 —aolie —twlin O —silic  Toshk



5.4. TOMEGMATRIX KOZELITESE 309

Harmonikus gerjesztés esetén a konzisztens tomegmatrixszal a dinamikus
merevségi matrixot kozelitleg tudjuk meghatarozni:

g(w)zg—cfg%é—cﬂM

(5.112)

Az w?-es tag miatt természetesen a kozelité dinamikai merevségi matrix tovabb-
ra is frekvenciafliggd.

5.4.2. A konzisztens tomegmatrix hibaja

Harmonikus gerjesztés esetén ismerjiik a dinamikus merevségi méatrix (5.76)
szerinti pontos és (5.112) szerinti kozelits képletét, igy szamithato a kozelités
hibaja. A két méatrixot kivonva egyméasbol:

K@) = (K—-wM) = K —w*M - K +w?M = —* (I - M) (5.113)
azt latjuk, hogy ez egyben a tomegmatrix kozelitése miatti hibat is megadja.
Az (5.113) szerinti kiilonbséget elemenként vizsgalhatjuk oly modon, hogy a
pontos dinamikus merevségi méatrix adott elemét a ¢ vagy A frekvenciaparamé-
ter szerint Taylor-sorba fejtjiik”.

Ennek menete minden elem esetében hasonl6 és a kovetkeztetések is azono-
sak, ezért csak egy elemen mutatjuk be. A pontos dinamikus merevségi matrix
3-6 eleme (5.84) szerint:

EI EI  sin\ —sinh A
Kyg=—F\N=—A\—-—"-— 5.114
56 14 1 ¢ “cosAcoshA —1’ ( )
amit A szerint sorbafejtve:
A EI A 10978 89912
Kyg=—(2+— o 5.115
36 14 ( 140 + 69854400 * 28252224000 +0( )) ( )
adodik. Ennek els6 tagja lathatéan a statikus merevségi méatrix 3,6 elemének
2 4 2 3
% értéke. A masodik elem a A\* = £ E”Ié Osszefiliggés felhasznalasaval “’1%

alakra egyszertisithetd, ami éppen a konzisztens tomegmétrix 3-6 elemének w?-
szerese. A konzistens tOmegmétrixszal szamolt kozelité dinamikus merevségi
matrix tehat a pontos dinamikus merevségi méatrix Taylor-sorral valé kozelitése
az els6 két elemmel, a tovabbi elemek pedig mind a hibat fejezik ki. Az (5.115)
kozelités harmadik és azt kovets elemeit irjuk at tgy, hogy a A frekvenciapara-
méter helyett a gerjesztés korfrekvenciajat hasznaljuk (lasd (5.85)):

1097w 207 899w 3011

Kag — (K3g — w?Msg) =
36— (Kgs —w ™ Mse) = + o0 0BT | 98252024000E 12

+OW"). (5.116)

Ezt —w?-tel leosztva a konzisztens tomegmatrix 3-6 elemének hibaja:

Ve — Mae — — 1097w u2e" B 899w 3011
36 7 U6 T T 60854400ET | 28252224000 E 12

4Bz a sorba fejtés csak leirva hangzik olyan kénnytinek: a dinamikus merevségi matrix
elemei a 9 = 0 és a A = 0 helyeken 0/0 alaktak, igy mar a fliggvényérték szamitasidhoz is a
I’Hospital-szabalyt kell esetleg tobbszor is hasznalni, ahogy aztan kés6bb a derivaltaknal is. A
bemutatott példahoz is szamitogépes segitséget hasznéltunk (név szerint a WolframAlpha-t).

+ O(wP. (5.117)
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A hiba nagyséagrendjét tekintve azt mondhatjuk, hogy ugyanazon szerkezeten
szamolva a hiba nagyobb, ha a korfrekvencia nagyobb, vagy ha a rudelem £
hossziisdga nagyobb. Ez all a hatterében annak az 6kolszabalynak, hogy olyan
felbontast kell alkalmazni, hogy minden egyes rudelem, mint befogott-befogott
tarto elsG sajatkorfrekvenciija legyen nagyobb a szamitas soran figyelembe vett
legnagyobb korfrekvencianal.

Ez a pontossagi kovetkeztetés a sajatkorfrekvenciak szamitasara is atvihets.
A konzisztens tOmegmatrixszal az alacsonyabb sajatkorfrekvencidk ugyanazon
szerkezeten azonos felbontas mellett kisebb hibaval szamithatok, mint a maga-
sabb sajatkorfrekvenciak. Tobb elemre bontva ugyanazon szerkezetet az elem-
méret csokken, igy a tOmegmaétrix, és ezzel a sajatkorfrekvencidk szamitéasa is
pontosabb.

5.4.3. Konzisztens tomegmatrix energiaalapua levezetése

A konzisztens merevségi matrix egy masik elgallitasi modja a radelem mozgasi
energiajabol szarmaztathato. Ahogy a rudelem elmozdulasat (5.1) alapjan a
csomoponti szabadsagfokok elmozduléasa jellemzi, igy a mozgast a csomdponti
szabadsagfokok sebességével irhatjuk fel:

i (1) = (5.118)

Ezekbdl a szabadsagfokonkénti sebességekbdl kell a rid hossza mentén az egyes
keresztmetszetek sebességeit interpolalni. Erre egy természetes otlet, hogy a
statikus alakfiiggvényeket hasznaljuk, igy:

i) = 10| = M0 (5.119)

Ez persze csak kozelités, hiszen a valdsdgban a rid sem polinomfiiggvénnyel
leirhato alakkal rezeg és a sebességfiiggvény sem ugy valtozik a hossz mentén
Egy dx elemi rudszakasz mozgasi energiaja:

dK = g (i®(x,t) + 0% (2, 1)) = %@T(x,t)g@(:v,t), (5.120)

ahol p az (5.75) képlettel definialt fajlagos tehetetlenségi matrix. A radelem

mozgasi energidja az elemi szakaszok mozgasi energidjanak integralasabol:

£k £k
K= [ ar =5 [T i e (5.121)
0 0 =

amibe helyettesitsiik be az sebességek (5.119) szerinti kozelitését:

Y% .
K =5 [ ONT @ )iy () (5.122)
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A csomoponti sebességek ij.(t) vektora a hossz mentén nem valtozik, igy az
kiemelhet6 az integrélas mogé, transzponéaltja pedig az integralés elé:

1, Lik :
K(t) = ingk(t) ; QT(x)ﬁiﬂ(x)dxgjk(t). (5.123)
Korabban mar lattuk (3.210) képletében, hogy tébbszabadsagfokt rendszerben
a mozgasi energiat a
1. .
K (1) = Si () Misy, (1), (5.124)
képlettel szamolhatjuk, ebbdl viszont mar kdvetkezik, hogy a sebességek ruad-
hossz menti interpolalasa esetén a tomegmatrixot az

M= /m N (z)pN (z)dz (5.125)
0

képlettel szamolhatjuk, ez pedig megegyezik a konzisztens tomegmétrix (5.110)
képletével.

5.5. Végeselemmodszer

A ridelemek témegmatrixanak elGallitasdéhoz hasznélt jelolésrendszeriink olyan,
hogy a megfogalmazas altalanosithato a végeselemmodszerre, igy mas mechani-
kai feladatokra is.

Az altalanossag kedvéért jelolje a vizsgalandd tartomanyt €2, melynek az
elemre juto része €2.. Ebben a tartomanyban a koordinatéakat jelolje az x vektor.
A lényeges elmozdulasfiiggvények mechanikai feladattol fiiggd vektora: wu(z,t)

A csomoépontokban értelmezett szabadsagfokok a mechanikai modelltsl és
a valasztott végeselemtdl is fliiggenek. A szabadsagfokok wv(t) vektorba gytj-
tott elmozdulésaiboél az elmozduléasfiiggvények interpolalasat az elemen beliil a
bazisfiiggvények N (z) matrixaval végezziik”:

u(z,t) = N(z)v(t). (5.126)

A béazisfiiggvényektsl azt varjuk el, hogy a hozzajuk tartozd szabadsagfokban
az értékiik 1 legyen, a tobbi szabadsagfokban pedig 0. Igy az (5.126) szerinti
kozelités a csomopontokban visszaadja a v(t) vektor szerinti értékeket.

Az e(z, t) vektorba gytjtott alakvaltozasokat a mechanikai modelltdl fiiggGen
felirand6 L operatormaéatrixszal képezhetjiik az elmozdulasokbol:

&(z,t) = Lu(z, 1), (5.127)

ugyanezt az operatormétrixot hasznéljuk a B(z) alakvaltozasi matrix szamité-
sara is:

B(z) = LN(z). (5.128)

5A bazisfiiggvények kivalasztasanal tobbféle koordinatarendszert (globalis, eltolt lokalis,
paraméteres, természetes) hasznalhatunk, ami a lancszabalyon keresztiil hatéassal lehet az
alakvaltozasi matrix szamitasara, illetve az integralasi tartomany valtozésa miatt a merevségi
matrix, a tOmegmatrix és a csomoépontra redukalt tehervektor szamitasara is. Ezek nem
dinamikai kérdések, igy ennél a labjegyzetnél bévebben itt nem foglalkozunk veliik.
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Ily moédon az alakvaltozasok a csomoponti elmozdulasokbél az e(z, t) = B(z)v(t)
modon kozelithetok. -

Az anyagi viselkedést két méatrix hatarozza meg. A mechanikai modelltsl
fligg6 D anyagi, vagy (kereszt)metszeti merevségi matrix segitségével szamol-
hatjuk a lényeges igénybevételeket, fesziiltségeket:

a(z,t) = De(z, t). (5.129)

Az elemi tehetetlenségeket (melyekbdl az @(x,t) elmozdulasonkénti gyorsu-
lasokkal a tehetetlenségi ercket szamolhatjuk) a p matrixba gydjtjiik.

Fenti mennyiségeket felhasznalva az elemi merevségi matrix:
K- / B7 (2) DB(2)d. (5.130)
=2 0= =2

Az elemi tOmegmatrix pontos szamitasahoz a szabadsagfokok harmonikus
gerjesztésére kialakulo allandosult rezgés alakjat kellene szamitani. Az jellem-
z6en a rudszerkezeteknél latottnal sokkal bonyolultabb alakokat eredményezne,
ezért csak kivételes esetben hasznaljak. Helyette a tomegmaéatrixot konzisztens
tomegmatrixként allithatjuk els, azaz:

M:/ N (z)uN(z)dS. (5.131)
Y= ) NN

Ezutan a szerkezet teljes merevségi matrixdnak és tomegmatrixanak kompi-
lalasa az egyes csomopont-parokhoz tartozo blokkokkal torténik, a csomopontok
elemi szinten és a teljes szerkezet szintjén meghatéarozott sorszamainak megfe-
leltetésével.

A csomoponti terhek ¢(t) vektorat az elsirt p(x,t) teherbdl a

q(t) = /Q N (2)p(z, t)d (5.132)

képlettel szamithatjuk, majd a teljes szerkezet tehervektoraba kompildljuk az
elemeit.
A tamaszok, peremfeltételek figyelembevétele a sorok és oszlopok eliminéaci-
0javal és a matrixok, vektorok kondenzaléséaval torténik.
Végiil a tobbszabadséagfoki rendszer (3.13) szerinti differencialegyenletét kell
megoldani:
Mi(t) + Ko(t) = q(t). (5.133)

5.5.1. Példa (Téarcsa rezgése). Hatdrozzuk meg az 5.12.a) dbrdn ldthatd, sikbeli
fesziiltségi allapotban levd tdrcsa merevségi €s konzisztens tomegmdtrizdt, vala-
mint sikbeli rezgésének sajdatkorfrekvencidit és rezgésalakjait, ha a tdrcsa vastag-
sdga b = 10mm, E = 210GPa, v = 0.3, o = 7850kg/m’, B = 2m, H = 3m. A
tdrcsa az élei mentén meg van tdmasztva, haszndljunk négy elemet a szdmitds-
hoz.

Megoldas

A szerkezetet bontsuk az 5.12.b) abra szerinti négy, azonos méretii négy-
csomopontos téglalapelemre. Az azonos elemméretek miatt az elemi méat-
rixokat elég egyszer meghatarozni. Ehhez valasszuk az 5.12.c¢) &bra szerinti
lokalis koordinatarendszert, azaz a jobbra mutatoé z- és a lefelé mutato
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a) V. - b) r\l—r'z—n3 <)
2
2H 4 15 T6
4
y 1 |_'7 ._.8 9
2B

5.12. abra. Téarcsa rezgésvizsgalata végeselemmodszerrel. a) A vizsgalt szerke-
zet. b) Az elemekre bontés és a csomopontok. ¢) Egy elemen beliili csomépontok
szamozasa és a lokalis koordinatarendszer.

y-tengelyt, mikdzben az origd a bal fels6 sarokban van. Az

s = [

elmozdulésfiiggvényeket tehat a

)
)
)
o(t) = | t; (5.134)
)
)
)

csomoponti elmozdulasokkal kozelitjiik. A bazisiiggvények a lokalis koordi-
natarendszerben

Nl(x7y) = ( -
Ns(z,y) = (1-3)!

amikbdl a bazisfliggvények méatrixa (az (x,y)-fliggés jelolését a jobb atlat-
hatosag érdekében elhagytuk):

5) (5.135)

Ny 0 Ny 0 N3 0O Ng O

Neyv)=1g N 0 Ny 0 Na 0 Nl (5.136)
A feladat egy tarcsa, igy az L operatormatrix alakja:
20
L=(0 2 (5.137)
= o ¥
oy ox
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Az alakvaltozasi matrix (5.136) és (5.137) felhasznalasaval:

<

y—

0
0
G

‘CAD
\c:‘\ o
w0

| ©So
8
w |

B(z,y) = (5.138)

| o

w
N

x—2

[§

2—x

<
|
@‘H oo
14

m‘
m‘

| [\v]
@‘@@H\ (e}
ok Ooke
ooy O

Az anyagi merevségi méatrix a sikbeli fesziiltségi allapotra és a b vastag-
sagra tekintettel:

Eb 1 v 0 2308 692 0
D = v 1 0| =692 2308 0 |-10°N/m.
= A+nl-v) iy ¢ 1 0 0 808

’ (5.139)

A fajlagos témeg itt egységnyi feliiletre értendd, azaz a strtiséget a
lemezvastagsaggal kell szorozni mindkét elmozdulési iranyhoz kiilon-kiilon:

e 0] [185 0 2
b= [0 gb} - [ 0 78,5] kg /m (5.140)

Behelyettesitve (5.130) képletébe egy elem merevségi méatrixa:

e

(1333 375 —1064 —29 397 29  —667 —375]
375 917 29  —147 —29 —311 —375 —458
1064 29 1333 —375 —667 375 397  —29
=29 147 =375 01T 375 458 20 BLL| e
397 —29 —667 375 1333 —375 —1064 29
29  —311 375 —458 —375 917  —29  —147
—667 —375 397 29 —1064 —29 1333 375
| —375 —458 —29 311 29  —147 375 917 |
(5.141)

Az elem témegmatrixa (5.131) képletébe torténd behelyettesités utéan:

M =

(52333 0 26167 0 26167 0  13.083 0
0 52333 0 26167 0 26167 0  13.083

26167 0 52333 0  13.083 0 26167 0
0 26167 0 52333 0 13083 0  26.167

26167 0  13.083 0 52333 0 26167 0
0 26167 0 13083 0 52333 0  26.167

13083 0 26167 0 26167 0 52333 0
0 1308 0 26167 0 26167 0  52.333]
(5.142)

kg

A kompilalas sorén azt kell figyelembe venniink, hogy minden csomo-
pontban 2 szabadsagfokot irtunk elg, igy 2 x 2-es blokkokra kell bontani a
matrixokat. A kompilalas jelen esetben az alabbi blokkonkénti hozzaadé-
sokat jelenti
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e Az els6 (bal felsg) elem esetén az 1,1-blokkot az 1,1-blokkhoz, az
1, 2-blokkot az 1, 2-blokkhoz, az 1, 3-blokkot az 1, 4-blokkhoz, az 1, 4-
blokkot az 1, 5-blokkhoz, a 2, 1-blokkot a 2, 1-blokkhoz, a 2, 2-blokkot
a 2,2-blokkhoz, a 2, 3-blokkot a 2,4-blokkhoz, a 2,4-blokkot a 2, 5-
blokkhoz, a 3, 1-blokkot a 4, 1-blokkhoz, a 3, 2-blokkot a 4, 2-blokkhoz,
a 3, 3-blokkot a 4, 4-blokkhoz, a 3,4-blokkot a 4, 5-blokkhoz, a 4, 1-
blokkot az 5, 1-blokkhoz, a 4, 2-blokkot az 5, 2-blokkhoz, a 4, 3-blokkot
az 5, 4-blokkhoz, a 4, 4-blokkot az 5, 5-blokkhoz adjuk.

e A masodik (jobb felss) elem esetén az 1, 1-blokkot a 2,2-blokkhoz,
az 1,2-blokkot a 2,3-blokkhoz, az 1,3-blokkot a 2,5-blokkhoz, az
1, 4-blokkot a 2,6-blokkhoz, a 2,1-blokkot a 3,2-blokkhoz, a 2,2-
blokkot a 3, 3-blokkhoz, a 2, 3-blokkot a 3, 5-blokkhoz, a 2, 4-blokkot
a 3, 6-blokkhoz, a 3, 1-blokkot az 5, 2-blokkhoz, a 3, 2-blokkot az 5, 3-
blokkhoz, a 3, 3-blokkot az 5, 5-blokkhoz, a 3, 4-blokkot az 5, 6-blokk-
hoz, a 4,1-blokkot a 6,2-blokkhoz, a 4, 2-blokkot a 6, 3-blokkhoz, a
4, 3-blokkot a 6, 5-blokkhoz, a 4, 4-blokkot a 6, 6-blokkhoz adjuk.

e A harmadik (bal als6) elem esetén az 1,1-blokkot a 4,4-blokkhoz,
az 1,2-blokkot a 4,5-blokkhoz, az 1,3-blokkot a 4, 7-blokkhoz, az
1,4-blokkot a 4,8-blokkhoz, a 2, 1-blokkot az 5,4-blokkhoz, a 2,2-
blokkot az 5, 5-blokkhoz, a 2, 3-blokkot az 5, 7-blokkhoz, a 2, 4-blokkot
az b, 8-blokkhoz, a 3, 1-blokkot a 7, 4-blokkhoz, a 3, 2-blokkot a 7, 5-
blokkhoz, a 3, 3-blokkot a 7, 7-blokkhoz, a 3, 4-blokkot a 7, 8-blokkhoz,
a 4, 1-blokkot a 8,4-blokkhoz, a 4,2-blokkot a 8, 5-blokkhoz, a 4, 3-
blokkot a 8, 7-blokkhoz, a 4, 4-blokkot a 8, 8-blokkhoz adjuk.

e A negyedik (jobb also) elem esetén az 1, 1-blokkot az 5, 5-blokkhoz,
az 1,2-blokkot az 5, 6-blokkhoz, az 1,3-blokkot az 5, 8-blokkhoz, az
1,4-blokkot az 5,9-blokkhoz, a 2,1-blokkot a 6, 5-blokkhoz, a 2,2-
blokkot a 6, 6-blokkhoz, a 2, 3-blokkot a 6, 8-blokkhoz, a 2, 4-blokkot
a 6,9-blokkhoz, a 3, 1-blokkot a 8, 5-blokkhoz, a 3,2-blokkot a 8, 6-
blokkhoz, a 3, 3-blokkot a 8, 8-blokkhoz, a 3, 4-blokkot a 8, 9-blokkhoz,
a 4, 1-blokkot a 9, 5-blokkhoz, a 4,2-blokkot a 9, 6-blokkhoz, a 4, 3-
blokkot a 9, 8-blokkhoz, a 4, 4-blokkot a 9, 9-blokkhoz adjuk.

A megtamasztasok figyelembevétele azt jelenti, hogy csak az 5,5 blokk
marad, ezért valojaban elegendd lett volna azt kiszamolni. A fenti 1épé-
sekbdl kivalogatva az 5, 5-blokkhoz adott elemeket ez az els6 elem miatt az
4, 4-blokk, a mésodik elem miatt a 3, 3-blokk, a harmadik elem miatt a 2, 2-
blokk, végiil a negyedik elem miatt az 1, 1-blokk egymassal val6 6sszegzését
jelenti. Igy a kompilalt és a peremfeltételeket figyelembe vevs merevségi és
tomegmatrix:

5333 0 6
K= { 0 3667} - 105N /m, (5.143)
2093 0
M= [ 0 209.3] kg. (5.144)
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A sajatértékfeladat megoldasaként a sajatkorfrekvenciak:
wo1 = 41851‘&(1/8, Wwop2 = 5048rad/s (5145)

A nagyon magas sajatkorfrekvencidk oka, hogy egy ilyen szerkezet elsGsor-
ban lemezszerd viselkedéssel a sikjara meréleges kitéréssel rezeg. A sikban
szamolt alakok csak nagyon sokadik alakok kozelitése az alabbi sajatvekto-

rokkal:
0 0.0691
= {0.0691} o 2T [ 0 } : (5.146)




6. fejezet

Tobbszabadsagfoku és
kontinuumszerkezetek

csillapitott rezgései

Az egyszabadsagfoki rendszerek rezgéseinél lattuk, hogy a viszkozus csillapi-
tas milyen hatéssal van a szabadrezgésre, illetve a gerjesztett rezgésre. Kis
csillapitas és szabadrezgés esetén a periddusidé megnyilasa, valamint a rez-
gés amplitidojanak exponenciilis lecsengése figyelheté meg, harmonikus erével
torténd gerjesztés esetén pedig az allandosult rezgés amplitiaddja kisebb lesz a
csillapitatlan rendszerben szamolhatonal a valasz pedig valamilyen faziskéséssel
kovetkezik be.

Tobbszabadsagfoku csillapitott rendszereknél is csak sebességgel arényos
viszkozus csillapitassal fogunk foglalkozni, azaz az egyszabadsagfoku rendsze-
rek ¢ csillapitasi egyiitthat6jahoz hasonléan egy C csillapitasi matrix jellemzi
majd a csillapitast. Harom f6 kérdésre fogjuk a valaszt keresni:

e Csillapitatlan esetben lattuk, hogy a modalanalizis nagyban leegyszertisiti
a szamitast, hiszen a kapcsolt differencialegyenlet-rendszer helyett az egyes
rezgésmodok diffferencialegyenleteit kell megoldanunk kiilon-kiilon. Az
els6 kérdésiink, hogy ezt a tulajdonsagot hogyan befolyasolja a csillapitas,
feltételezve, hogy az mar ismert.

e A csillapitas szarmazhat kozvetleniil csillapité elemekbdl, vagy az anyagi,
kornyezeti viselkedésbdl. A maéasodik kérdés ezért az, hogy a csillapito
elemek paramétereibdl és az anyagjellemz6kbdl hogyan tudjuk felépiteni
a csillapitasi matrixot.

e A masodik kérdés alapjan elGallitott numerikus modellnek kovetkezmé-
nyei lehetnek a tovabbi szamitasokra, illetve az eredmények eltérhetnek a
laboratoriumi kisérletek eredményeitél. A harmadik kérdés ezen hatéasok
rendszerezése lesz.

Fentieken tulmendgen a végtelen kiterjedést szerkezetek esetében is megfigyelhetd
egy csillapitési jelenség, amit szdrado csillapitasnak neveziink. Ezt egy olyan
kiilon példan keresztiil fogjuk bemutatni, ahol a talaj dinamikus megtamaszto
hatasat modellezziik majd.

317
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6.1. Komplex modalanalizis

A tobbszabadsagfoku csillapitott rendszer vizsgéalatakor a sebességgel aranyos
viszkozus csillapitas feltételezésével az egyszabadséagfoku csillapitott rendszernek
a (2.26) differencialegyenletéhez (mi(t) + cx(t) + kx(t) = ¢(t)) hasonlo alaka
egyenletet kaphatunk:

Mii(t) + Cu(t) + Ku(t) = q(t), (6.1)
ahol a C métrix egyes oszlopai hatarozzak meg, hogy egy-egy szabadsagfok
egységnyi sebességii mozgasakor mekkora ersk miikodnek a sazabadsagfokokra
a csillapitas miatt'.

Beépitett csillapitéelemek hatasat a rugokal egyezé modszer szerint lehet
beépiteni a csillapitasi matrixba, azaz egy kompilélasi folyamat eredménye lesz
a matrix. A kornyezeti hatasokat, vagy a szerkezet anyagénak viszkézus vi-
selkedését is figyelembe lehet venni, ennek modjat a késGbbiek soran mutatjuk
be.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy ismert a C' matrix is, és a (6.1) egyenlet
megoldasi modszerét fogjuk megvizsgalni. o

6.1.1. Csillapitott rendszer valés modalanalizise

A csillapitatlan rendszereknél korabban méar lattuk, hogy az
Mii(t) + Ku(t) = q(t) (6.2)
maétrix differencidlegyenlet megoldasat kereshetjiik a
(K —wiM)v=0 (6.3)

altalanositott sajatértékfeladat (3.72) megoldasaként kapott v; témegmaétrixra
normalt sajatvektorok linearis kombinaciojaként:

N
ut) =Y yi(thy; = Vy(t). (6.4)
j=1

A keresett alakot behelyettesitve a differencialegyenletbe és beszorozva azt bal-
rol ET—vel a kapcsolt differencidlegyenlet-rendszer szétesik N darab koézonséges
differencidlegyenletté:

yj (t) + wajyj (t) = fj (t) (65)

Ennek oka, hogy a sajatvektorok a tomegmaétrixra és a merevségi matrixra is
ortogonalisak (3.179), ezért a VIMV és a VT KV matrixok diagonalméatrixok
lesznek. - -

Csillapitott rendszer esetén is kereshetjiikk a megoldast a csillapitas nélkii-
li rendszer sajatvektorainak a linearis kombinaciojaként, azaz a (6.4) egyenlet
szerinti alakban. Ekkor a (6.1) egyenletbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy:

MVy(t) + CVy(t) + EVy(t) = q(t), (6.6)

1Az egyenletrendszer alapjan ez a fizikai jelentés olvashato ki a csillapitasi matrixra.
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amit a szokott moédon megszorozhatunk balrél a KT maétrixszal:
VEMVy(t) + VT CVy(t) + VI EVy(t) = Vg(b). (6.7)

A lTM V és a ETK V matrixok most is diagonalmatrixok, mégpedig az egy-
ségmatrix és a spektralmatrix négyzete lesz:

Lj(t) + VT CVy(t) + Q%y(t) = f(1), (6.8)

a VT CV métrix viszont csak specialis esetekben lesz diagonalméatrix. Ennek az
a kovetkezménye, hogy 4ltalinos esetben az egyes rezgésalakok y; () modalis ko-
ordinataira felirt differencialegyenletek tovabbra is kapcsolt differencialegyenlet-
rendszert alkotnak, nem esnek szét, ezért ilyenkor nem hasznalhaté ki a valos
modalanalizis legnagyobb elénye. Kénnyen belathato, hogy a csillapitatlan rend-
szer rezgésalakjait akkor lehet pontos szamitéasra hasznalni, ha a VI CV matrix
diagonalmatrix lesz, azaz a S

WICu =0 Vji#k (6.9)
feltétel teljesiil. Ilyenkor a j-edik médban a csillapitas c; értékét a
¢ = y;‘-rgj (6.10)
képlettel szamolhatjuk, a rezgésalak kézonséges differencidlegyenlete pedig
G5 () + ¢j95(8) + b i () = f;(2) (6.11)

lesz. Minthogy a rezgésmod kritikus csillapitdsa cjp, = 24/1 ~wg’j = 2wp,j,
ezért a csillapitasi hanyad a j-edik rezgésmodban:

T
¢ _ YLy
- = 6.12
gj 20\}0’]' 20J0’j ’ ( )
lesz, (6.11) pedig irhat6 az alabbi alakban is:
5 (t) + 2&w0 535 (1) + wi jy; (t) = f5(t) (6.13)

A csillapitasi matrix diagonalmatrixsza vélasanak (6.9) szerinti ellendrzé-
séhez a (6.3) altalanositott sajatértékfeladat teljes megoldasara (az Osszes sa-
jatvektorra) szlikség van, ami numerikusan nagy feladat lehet. Ennél kisebb
szamitasi igényt jelenthet az alabbi, un. Caughey-O’Kelly-feltétel ellenérzése:

KM™'C=CM K. (6.14)

Amennyiben a (6.14) egyenlgség teljesiil, tigy a csillapitatlan rendszer rezgés-
alakjaival a csillapitasi matrix is diagonalmatrixszé valik, és a modalanalizis a
csillapitatlan rendszer sajatvektoraival elvégezhets. Ez érvényes a szabadrezgés
és a gerjesztett rezgés vizsgalatara is, példaul egy v; alakban magara hagyva a

rendszert az Osszes szabadsagfok wg; = wojy/1 — 5? sajatkorfrekvenciaval végez

exponencialisan lecsengd rezgést azonos fazisban, ahol ; értéke (6.12) szerint
a modalis csillapitasi hanyad, wo; pedig a (6.3) szerinti csillapitatlan sajatkor-
frekvencia.
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A (6.14) feltétel bizonyitasahoz a sajatvektorok (3.179) szerinti tulajdonsa-
gait hasznaljuk fel. A tomegmatrixra vonatkozo feltételt szorozzuk be balrsl
lT_l-zeL jobbrol pedig L_l—zel:

M=V"v Tl (6.15)

Matrixok szorzatdnak az inverze az inverzek forditott sorrendd szorzataként
allithato eld, igy a tomegmatrix inverze:

Mt =vV" (6.16)

Helyettesitsiik be ezt az inverz méatrixot (6.14) mindkét oldalan, és szorozzuk
be az egészet balrol ET—VQI, jobbrdl pedig V-vel:

V'EVV'CV =V "CVVTKV. (6.17)

A ETK V szorzat (3.179) masodik egyenletének megfelelGen az 22 diagonalmat-
rix:

0 (V7 Cv) - (V7 Cv) 2 (6.19
A feltétel szerint tehat a (6.8) egyenletben is el6forduld KTQ matrix akkor
lesz diagonalmatrix, ha (6.18) teljesiil. Az 22 diagondlmatrixszal valo szorzas
az egyenlet bal oldalan a j-edik sort ng-tel szorozza, az egyenlet jobb oldalan

pedig a k-edik oszlopot szorozza w%k—tel. Egy féatlon kiviili jk-elem tehat a bal
oldalon ng-tel szorzodik, a jobb oldalon pedig wgk—tel. A kett6 csak akkor lehet

egyenld, ha a jk-elem zérus, azaz a ETQ valoban diagonalmétrix.

6.1.2. Csillapitott rendszer komplex modalanalizise

Amennyiben a rendszer K, C' és M matrixai nem elégitik ki a (0.14) szerinti
feltételt, akkor a rezgésalakokat csak komplex alakban tudjuk meghatarozni. A

Mi(t) + Cir(t) + Ku(t) = 0, (6.19)

szabadrezgésfeladatnak a megoldasat
u(t) = ve (6.20)
alakban keresve, és behelyettesitve azt kapjuk, hogy:

MM\2ver + g)\ye”\t + Qe)‘t =0, (6.21)

amibdl eM-vel torténd egyszertsités utan azt kapjuk, hogy:
(MM +CA+ K)v=0. (6.22)

A (6.22) altalanositott sajatértékfeladat egyiitthatomatrixat mdtriznyaldbnak
nevezziilk. A homogén linearis egyenletrendszernek természetesen akkor van
nemtrivialis megoldasa, ha az egyiitthatomatrix szingularis. Ennek eldontésé-
hez a méatrix determinénsat hasznalhatjuk, mely most egy 2N-edfokt polinom
A fliggvényében. A gyokok kozott valos és komplex konjugalt parok is eléfordul-
hatnak.
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A (6.22) altalanositott sajatértékfeladat megoldasa helyett (6.19) megoldasat
atalakitott alakban is kereshetjiik. Legyen az elmozdulasok feltételezett alakja:
u(t) = ve™, (6.23)

a sebességeket pedig keressiik az

a(t) = weM (6.24)

IS

alakban. Természetesen utobbi kifejezhets (6.23) képletébdl is, igy:

IS

a(t) = preM — D=\ (6.25)

A két ismeretlen vektor kozotti kapcsolat nem valtozik, ha mindkettét beszo-
rozzuk a nemszingularis merevségi matrixszal balrol, és egy oldalra rendezziik
Gket:

Kw — A\Kv = 0. (6.26)
Fejezziik ki a gyorsulast a sebességhdl:
i(t) = Awe™, (6.27)

és helyettesitsiik be (6.23)-t, (6.24)-t és (6.27)-t a (6.19) mozgasegyenletbe:
MiweM + Cie + Kve = 0. (6.28)
Az eM-vel valo egyszerisités utan azt kapjuk, hogy:
M w + Cw + Kv = 0. (6.29)

A (6.20) egyenlettel kiegészitve ezt az alabbi alakban irhatjuk:

(& 8- SDE-B o

(A-AB)z=0 (6.31)

alaki altalanositott sajatértékfeladat, amiben A mar csak az els§ hatvanyon

szerepel. A matrixok
K 0
:| ) = [0 vl (6.32)

viszont 2N x 2NN méretiiek lesznek, igy a determinans kifejtve egy 2N-edfoku
polinoma lesz A\-nak, tehat nem veszitiink gyokot.

A (6.31) altalanositott sajatértékfeladat megoldasaként két tipusa sajatér-
téket kaphatunk (lehet, hogy csak egyiket, csak masikat, vagy mindkettst):

ami egy

lsy

[AS
I
[=ie
Il

e a valds negativ \ sajatértékekhez nagy csillapitéas és valos v és w sajatvek-
tor tartozik;

e a komplex A értékek komplex konjugalt parokként lépnek fel, komplex
konjugalt sajatvektorokkal, és a sajatértékek valos része az exponencia-
lis lecsengés gyorsasagat fejezi ki, a képzetes rész abszolitértéke pedig a
szabadrezgés csillapitott korfrekvencidjat; a sajatvektorok komplex volta
azzal jar, hogy egy sajatalakkal torténd rezgés sordn az egyes szabadsag-
fokok fazisa eltérhet egymastol.



322 6. FEJEZET. CSILLAPITAS

6.1. abra. Kétszintes keret csillapitott szabadrezgésének vizsgalata.

6.1.1. Példa (Komplex modalanalizis). Hatdrozzuk meg a 6.1.a) dbrdn ldthato
szerkezet rendszermdtrizait, és a rezgésalakokat. Az egyes szintek témege m =
10, a szintenkénti merevségek k = 100kN/m, a két szint kozotti csillapitéelem
egyiitthatdja pedig ¢ = 120kNs/m.

Megoldas
A tomegmatrix a diszkrét rendszerben diagonalmétrix:
10 0
M = [O 10] . (6.33)

A szintenkénti merevségekbdl kompilalhatjuk a merevségi matrixot:

5=, ] o
A csillapité elem az 1 és 2 szabadsagi fokokat koti Ossze, igy:
c-[m, ) o
A (6.32) szerinti matrixok:
0 0 100 —100
4= 180 —?00 _112(())0 —2?30 ’ (6-36)
—-100 200 —120 120
100 —-100 O 0
po w0 o
0 0 0 -10

A sajatértékfeladat megoldasaként kapott sajatértékek:

A1 = —22.9109, A2 = —0.8955, Ag.a = —0.0968 £ 2.20564, (6.38)
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a hozzajuk tartozo sajatvektorok pedig:

0.0436 1.0000 0.0265 T 0.3862i
| -0.0428 | -0.0742 ~ 10.0865 +0.3551i
2= | 10000] °22 = |—0.8955| 1234 = |0.8493 + 0.0050i| (639
0.9813 0.0665 0.7748 + 0.2252i

Az els6 két alakhoz nagy csillapitas tartozik, a komplex alakokhoz vi-
szont kis csillapitas, és w§ = 2.2056rad/s nagysagu csillapitott sajatkor-
frekvencia. Azookat a rezgésalakokat, amik ilyen szabadrezgést végeznek,
a zg és z, vektorok linedris kombinacidjaként kaphatjuk meg. Lathato,
hogy a sebességek ardnya nem azonos az elmozdulésok aranyaval, azaz a
szabadséagfokok fazisa eltérd.

6.2. Komplex dinamikus merevségi matrix

6.2.1. Tobbszabadsagfok csillapitott rendszer harmonikus
gerjesztése

Tekintsiik egy sebességgel aranyos csillapitassal rendelkezé tobbszabadsagfokt
rendszer harmonikus erével torténd gerjesztését. Ahogy a csillapitatlan rendszer
(3.240) differencidlegyenleténél lattuk, az egyes szabadsagfokok gerjeszt&erejé-
nek amplitadojat egy 4, vektorba gytjtve az id6fliggést egy skalar harmonikus
fliggvénnyel tudjuk megadni:

Mi(t) + Cu(t) + Ku(t) = g, cos(wt), (6.40)

A differencialegyenletet a csillapitott egyszabadsagfoku és a csillapitatlan tobb-
szabadsagfoku rendszereknél szerzett tapasztalataink alapjan megoldhatjuk, ha
kozvetleniil az alak feltételezésével keressiik a megoldast.

Az egyszabadséagfoku rendszereknél lattuk, hogy a harmonikus gerjesztésre
harmonikus vélaszt kapunk, de a csillapitas miatt egy faziskésést tapasztalunk.
Ezt (2.194) feltételezett megoldasban ugy irtuk, hogy

xg(t) = x40 cos(wt — o), (6.41)

azaz az egyszabadsagfoki rendszer valaszédban az x40 amplitadot és a ¢g fa-
ziskésést hasznaltuk két, ismeretlen paraméternek. A harmonikus fiiggvényt
atirva:

xg(t) = x40 (cos(po) cos(wt) + sin(po) sin(wt)) (6.42)

alakra, bevezethetjiik az
Teo = Tg0 cOs(p), Ts0 = Zgo Sin(po) (6.43)
paramétereket, melyekkel (6.41) alakja:
xg(t) = xco cos(wt) + xso sin(wt) (6.44)

lesz. Ez fizikailag ugyanaz a megoldas, csak a két ismeretlen paraméter szerepe
mas: x.y és x5 rendre a koszinuszos gerjesztésre adott véilasz koszinuszos és
szinuszos részének az amplitiudoja.
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Tobbszabadsagfoku csillapitott rendszer esetén azt varhatjuk, hogy mind-
egyik szabadsagfoknak eltérd faziskésése lehet, ezért a megoldast az alabbi alak-
ban kellene feltételezniink:

u cos(wt — ¢1)
ug cos(wt — @3)
u(t) = : , (6.45)

un cos(wt — on)

azaz a szabadségfokok amplitudoéi és fazisszogei jelentenék a 2N darab ismeret-
len paramétert. Ez az alak viszont nehezen kezelhetd, hiszen a vektor is mindig
idofiliggs, ezért irjuk at mindegyik harmonikus fiiggvényt egy koszinuszos és egy
szinuszot tag Osszegévé:

Upe coS(wt) + uqg sin(wt)
Uge coS(wt) + ugg sin(wt)
u(t) = . = u, cos(wt) + u, sin(wt). (6.46)

une cos(wt) + upns sin(wt)

Az ismeretlen paramétereink igy az u, és u, vektorok elemei lesznek (Gsszesen
2N darab). E feltételezett alaknak képezhetjiik az id6 szerinti derivaltjait:

u(t) = —wu, sin(wt) + wu, cos(wt), (6.47)
ii(t) = —w?u, cos(wt) — w?u, sin(wt), (6.48)
amiket behelyettesithetiink (6.40) vektoraiba:
M (—w?u, cos(wt) — wu, sin(wt)) + C (—wu, sin(wt) + wu, cos(wt)) +
K (u, cos(wt) + u,sin(wt)) = g, cos(wt). (6.49)
Valasszuk szét az egyenletben a cos(wt)-vel és a sin(wt)-vel szorzott tagokat:
— w” Mu, sin(wt) — wCu, sin(wt) + Ku, sin(wt)—
— w? Mu, cos(wt) + wCu, cos(wt) + Ku, cos(wt) = g, cos(wt). (6.50)

Mivel ez az egyenlet a mozgasegyenletbdl szarmazik, igy minden idépillanatban
igaznak kell lennie. Amikor cos(wt) = 0, akkor az egyenlet egyszertsithetd:

—w” Mu, sin(wt) — wCu, sin(wt) + Ku, sin(wt) = 0sin(wt), (6.51)
ahol sin(wt) # 0, igy egyszertsithetiink vele:
—w’Mu, — wCu, + Ku, = 0. (6.52)
Ebbdl az egyenletrendszerbdl kifejezhetjitk u -t v, fliggvényében:
u, = w (K -w*M) " Cu, (6.53)

Fentiek teljestilésekor (6.50) els6 sora mindig nulla, igy a mésodik sorral 6nma-
gaban is teljesiilnie kell az egyenl&ségnek:

—w? Mu, cos(wt) + wCu, cos(wt) + Ku, cos(wt) = g cos(wt). (6.54)

0
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Raadasul ennek barmilyen ¢ idépillanatban igaznak kell lennie, igy egyszertsit-
hetiink cos(wt)-vel:
_WZ@C +wlu, + Ku, = g, (6.55)

Helyettesitsiik be u, helyére (6.53) szerint az u_-vel kifejezett értékét:
~w?Mu, +wCw (K~ w’M) " Cu, + Ku, = g, (6.56)
Gytjtsiik Ossze egyetlen métrixba u,. egyiitthatoit:
—1
(K- @M +w?C (K -w?M) ' C)u, = g, (6.57)

aminek a megoldésaként a koszinuszos amplitudok:

-1
u = (K- M +w?C(KE-w?M)"'C) g (6.58)

Ezt visszahelyettesitve (6.53) képletébe megkapjuk a szinuszos amplitudokat:

U, :w(é—uﬂM)_lg(é—w2£+w2g(g_w2]\/j)_lg)_lgo (6.59)

6.2.2. Komplex dinamikus merevség

A komplex dinamikus merevség fogalmét egyszabadsagfoku csillapitott rendszer
harmonikus gerjesztésén keresztiil vezetjiik be. Tételezziik fel, hogy ismerjiik egy
csillapitott egyszabadsagfokt rendszer q.(t) = go cos(wt) és ¢s(t) = qo sin(wt)
gerjesztésre adott valaszat, melyet jeloljon rendre x.(t) és xs(t). Azaz:

mic(t) + cie(t) + kxc(t) = o cos(wt), (6.60)
mis(t) + cis(t) + kxs(t) = qo sin(wt). (6.61)

A rendszer linearitasabol kovetkezik, hogy g.(t) és gs(t) barmely linearis kom-
binacidjara adott valaszt az x.(t) és xs(t) valaszok ugyanolyan egyiitthatokkal
képzett linearis kombinaciojaként allithatjuk els?.
Képezziik a koszinuszos és szinuszos teher komplex kombinéaciojat az alabbi
modon:
G(t) = qo (cos(wt) + isin(wt)) . (6.64)

A linearis rendszer miatt a valasz alakja is komplex, mégpedig
E(t) = we(t) +izs(t), (6.65)

lesz, azaz a valos rész a koszinuszos, a képzetes rész pedig a szinuszos gerjesztésre
adott valaszt tartalmazza. Ezt a gerjesztést az Euler-féle atirassal atalakithatjuk
az alabbi alakra:

d(t) = qo (cos(wt) + isin(wt)) = goe™". (6.66)

2Ha példaul az
ma(t) + c&(t) + kz(t) = qo (2 cos(wt) + sin(wt)) (6.62)
differencidlegyenlet megoldasat keressiik, akkor az a q(t) = 2qc(t) + 1¢s(t) kombinaciénak
megfelel§en a valasz az alabbi lesz:

z(t) = 2z (t) + zs (). (6.63)
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Ezzel gerjesztve az egyszabadsagfokn rendszert, annak mozgasegyenlete a komp-
lex Z(t)-re:

m(t) + ci(t) + ki(t) = qoe™t. (6.67)
Keressiik ennek megoldésat #(t) = Zge™? alakban, tudva, hogy annak valos
része a qo cos(wt), képzetes része pedig a qo sin(wt) gerjesztése adott valasz lesz,
Ty pedig a valasz komplex amplitadoja. A feltételezett alakot és derivaltjait
behelyettesitve a differencidlegyenletbe azt kapjuk, hogy:

(—w?m +iwe + k)Fge™! = goe™, (6.68)
aminek minden pillanatban igaznak kell lenni, igy e*!-vel egyszertsithetiink:
(—w?m + iwe + k)T = qo. (6.69)

Ezt oldjuk meg a komplex amplitudoéra:

. 40 40 1
= == 6.70
0 K " w0m + dwe El—w?l+iwg’ (6.70)
és bévitsiik ki a méasodik tortet a nevezd komplex konjugaltjaval:
1 1—w? —jGwe 1—w?m e
550:@ 2m | - ¢C 215@ : ia:qj v o (6.71)
El—-w?Z+iwg 1 —w? T —iwg k(l—uﬂ%) +(w%)

A masodik nevezst bontsuk fel a négyzetgyokének az 6nmagaval vett szorzatara:

1 1—w?? —jws
Zo = %O > > il = Yk - (6.72)
Ve +@f)" Y0 -e2p)" + (f)
Kihasznélva, hogy % = wi és:
¢ _Vhkm _,ovm 2 (6.73)
k k \/E wo '
a valasz komplex amplitadojat igy irhatjuk:
2
1— & 2
Zo= D L i C— (6.74)

V) s ea) (-5 s ()

Ebbdl az els6 tort a teher amplitidoja miatti statikus elmozdulas, a masodik
pedig a (2.210) szerinti rezonanciatényezd, igy e kett6t a tovabbiakban az x4 u
szorzattal helyettesitjiik:

2
Wl o w
1 o2 22§w0

To = Tor b o - = (6.75)
(1-5) + (2)
A teljes megoldashoz a komplex amplitudoét kell szoroznunk e™t-vel:
2
1— 2 —joee ,
“o ©o__ it (6.76)

Z(t) =zt
J(1-5)"+ ()
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Tudjuk, hogy e™* = cos(wt) + i sin(wt):
(6.77)

1 26
S > (cos(wt) + isin(wt)),

wo

Z(t) = Tset = ’
V-5)"+ ()

és hogy a valasz valos része a koszinuszos, képzetes része a szinuszos gerjesztésre

adott valasz.
e A (6.77) egyenlet szamlalojaban és a zarojelben levs komplex szamok szor-
zatabol a valosszor-valds, illetve a képzetesszer-képzetes tagok lesznek va-

losak, igy:
(1 “’—z) cos(wt) + 2€ 2= sin(wt)
R(z(t) = zc(t) = zstpa = - . (6.78)
w? w
V(-5)"+ ()
A szamlaloban levs harmonikus fliggvény amplitudoja (2.64) alapjan meg-
egyezik a nevezdvel, igy a tort atirhato cos(wt — ¢g) alakra, ahol
262
arctan(yg) = o (6.79)
wh

A koszinuszos gerjesztésre tehat a vélasz:
(6.80)

Ze(t) = Tsepr cos(wt — @p)

e A (6.77) egyenlet szamlalojaban és a zarojelben levs komplex szamok szor-
zatabol a valosszor-képzetes, illetve a képzetesszer-valos tagok lesznek kép-

zetesek, igy:
(1 - i—i) sin(wt) — 2§ - cos(wt)
S (E(t)) = xs(t) = Tt t 2 - - . (6.81)
V-5)"+ (e2)
wg wo
A szamlaloban levg harmonikus fliggvény amplitudoja (2.64) alapjan meg-
egyezik a nevezdvel, igy a tort atirhato sin(wt — ¢g) alakra, ahol
26+
arctan(ypg) = — 5. (6.82)
- 2
wo

A szinuszos gerjesztésre tehat a vélasz:
2s(t) = zgepsin(wt — @p) (6.83)

A kiilon levezetett képleteinktsl tehat nem térnek el a komplex analizissel
elért eredmények, de a tobbszabadsagfoku rendszerek felé jobban kib&vithets ez

az eljarasunk.
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6.2.3. Komplex dinamikus merevségi matrix

Terjessziik ki a komplex analizist a tobbszabadsagfokt rendszerekre. Jeldlje az
Mi(t) + Cu(t) + Ku(t) = g (t) = g, cos(wt) (6.84)
differencialegyenlet allandosult rezgéshez tartozé megoldasat u,.(t), mig az

Mii(t) + Cult) + Ku(t) = ¢ (t) = ¢

Mii , Sin(wt) (6.85)

differencialegyenlet allandosult rezgéshez tartozo megoldasat u,(t).

A g (t) és g (t) terhek linedris kombindciojéra adott valasz az u,(t) és u,(t)
valaszok azonos egyiitthatokkal képzett linearis kombinacidja lesz. Legyen a
kombinéaci6 az alabbi komplex alak:

=Y

(t) =g (t) +igq (1), (6.86)

q(t) = g, (cos(wt) + isin(wt)) = Qoei“’t. (6.87)

A komplex gerjesztésre komplex valaszt varunk, ezért a differencidlegyenlet alak-
ja az alabbi lesz:
Mu(t) + Cu(t) + Ka(t) = g,™", (6.88)

melynek @(t) megoldasanak valos része a (6.84), képzetes része pedig a (6.85)
egyenletek megoldasa lesz.
Keresstink (6.88) megoldasat a teherhez hasonlé alakban:

a(t) = ge . (6.89)
Ennek els6 és mésodik derivaltja:
a(t) = iwige™?, (6.90)
a(t) = —w i e™t. (6.91)
Helyettesitsiik be ezeket a (6.88) differencialegyenletbe:
M (—w®hye™") + C (iwhge™") + K (Gge™") = goei”t. (6.92)
Az e™“lvel egyszerfisithetiink, a kapott egyenlet bal oldalan pedig emeljiik ki
Ug-t:
(K — w?M +iwC) iy = g, (6.93)

Az egyenletrendszer komplex egyiitthatomatrixat nevezzitk kompler dinamikus
merevségi mdtriznak, amit K-val jeloliink:

K=K —wM+iwC (6.94)

Kiig = g, (6.95)
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Ebbdl az egyenletbdl olvashatjuk ki a komplex dinamikus merevségi matrix fizi-
kai jelentését. A matrix a komplex harmonikusan gerjesztett csillapitott tobb-
szabadséagfoku rendszer elmozdulasainak komplex amplitudoja és a szabadséag-
fokokat gerjeszté ersk komplex amplitudoja kozotti kapcsolatot adja meg®. A
mdtrix egy oszlopdt akkor kapjuk meg, ha az adott szabadsdgfok amplitiddja 1
(azaz 1™ fiigguény szerint mozog), mig a tibbi szabadsdgfok mozgdsdt megaka-
ddlyozzuk, és az igy kialakuld rezgést fenntarto szabadsdgfokonkénti erék komplex
amplitudoit soroljuk fel a mdtriz oszlopdban.
A (6.93) egyenlet megoldéasa formalisan az alabbi:

iy = (K~ *M +iw0) " g

q,- (6.96)

A komplex métrix inverzét azon megfontolas alapjan kereshetjiik, hogy a
matrix és inverzének a szorzata az egységmaétrixot kell adja. Azt varjuk, hogy
az inverz is komplex lesz, ezért jeloljiik annak valds részét A-val, képzetes részét
pedig B-vel, azaz: o

(K —w®M +iwC)”' = A+iB. (6.97)
Az inverz definiciojabol kovetkezGen:

(K —w’M +iwC) (A+iB) = L +10. (6.98)

(Az egységmatrix valos matrix, igy képzetes része zérus.) Az Osszegek szorzatait
kifejtve:

(K~ M)A +i (K~ *M)B+iwCA-wCB=1+0. (699
Az egyenlet képzetes részébol:

i(K—w’M)B+iwCA=+i0 —  (K-w’M)B+wCA,=0 (6.100)

igy B-t kifejezhetjiik A segitségével:
B=—w(K—-wM) " CA (6.101)
Az igy kifejezett méatrixot helyettesitsiik be (6.99) valos részébe:
(K~ M) A+w’C (K -o’M) ' CA=L (6.102)

aminek bal oldalan kiemelhets A:

(K -w?M) +w?C (K —w?M) ' C)A=L (6.103)

A zardjeles matrixot A-val szorozva egységmatrixot kapunk, vagyis az inverz
definici6ja alapjan ezek egymas inverzei, igy:

[5S

= (& -wM) +uC (K*w?M)_lc*)_1 (6.104)

3Bar az altalunk bevezetett feladatban a tehervektor amplitudéja valos volt, az egyenletiink
alapjan lehetne komplex is.
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mig (6.101) alapjan:

B=-w(K-wM)'C ((K — M) + w?C (K — w? M)~ Q)_l (6.105)

A (6.104) és (6.105) képletek elénye, hogy azokban csak valés matrixok szere-
pelnek. (Megjegyzés: hasonlitsuk Gssze a (6.58) és (6.59) képletek egyiitthato-
métrixait a fenti két képlettel.)

Visszatérve (6.96) képletéhez, a valasz komplex amplitadoja az alabbi lesz:

o = (K M) + 020 (K —?2) ' ) g,

—iw (K - M)~ C (K - w*M) +w?C (K - w2M)*1g)71gO, (6.106)

amit (6.89) feltételezésének megfelelGen be kell szorozni e“t-vel”, hogy megkap-

juk az a(t) fiiggvényt.

o Az a(t) fiiggvénynek a valos része lesz a 4, cos(wt) gerjesztésre adott valasz,
ami a valdsszor-valos, valamint a képzetesszer-képzetes tagokbol szarma-
zik, azaz:

ue(t) = <(£ —w’M) +w?C (K — w2M)71 C’)ilg cos(wt)

= = 0

sin(wt),
(6.107)

1
oo (K —wt2) (K ) + 020 (K —220) ' C) g,

o Az @(t) fliggvénynek a képzetes része lesz a 4, sin(wt) gerjesztésre adott
valasz, ami a valosszor-képzetes, valamint a képzetesszer-valos tagokbol
szarmazik, azaz:

us(t) = ((K— w’M) +w*C (K — w2£)712> g, sin(wt)

-1
-—w (g—sz)_lg (K- w’M) +w?C (g—wQM)_lg) g, cos(wt).

B N (6.108)

Végiil kiemeljiik, hogy a (6.94) szerint szamolt komplex dinamikus merevségi
matrixban a valds rész a csillapitatlan rendszereknél mar megismert dinamikus
merevségi méatrix, mig a képzetes rész kizarolag a csillapitasi méatrixszal van
kapcsolatban. A csillapitds 6nmagaban tehat egy képzetes dinamikus merev-
séget eredményez, és viszont, a komplex merevség képzetes része valamilyen
csillapitasnak felel meg.

6.2.4. Ridelem komplex dinamikus merevségi matrixa

Miutéan tisztaztuk a tobbszabadsagfok csillapitott szerkezet komplex dinamikus
merevségi matrixanak szerepét, a folytatasban levezetjiik, hogy egy rudszerke-
zet esetén hogyan tudjuk a matrix fizikai jelentését felhasznalva meghatarozni

4EMlékeztetsiil: et = cos(wt) + i sin(wt).
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annak elemeit. Ezzel egyidejtileg az elemi merevségi és tomegmatrix mellett az
elemi csillapitasi matrix elemeit is elgallitjuk, hiszen tudjuk, hogy a komplex di-
namikus merevségi matrixban a képzetes rész felel meg a csillapitasi matrixnak.

A vizsgalatunk targya tehat egy olyan riudszerkezet, amit ! idsfiiggést
komplex harmonikus gerjeszt&erd terhel, melynek hatasara egy idében e? sze-
rint valtozé allandosult rezgés alakult ki. Ennek megfelelGen az 6sszes csomo-
pont ugyanilyen id&fiiggéssel mozog, igy a csomopontokra haté ercket elemen-
ként tudjuk szamolni és elegendd egy jk-radelem (lasd a 6.2.a) abra) esetében
levezetni a komplex dinamikus merevségi matrixot.

A teljes szerkezet matrixait az elemi matrixokbol lehet majd kompilalni az
esetleg sziikséges transzformélas utan.

6.2.4.1. Csillapitott ridelem modellje

A ridelemre az alabbi jellemzéket vessziik figyelembe. A fajlagos témeget p-vel
jeloljik, ahogy korabban. A rad viszkézus kézegben mozog, ezért a keresztmet-
szetekre egy, a pillanatnyi sebességgel ellentétes iranyn, azzal aranyos kozegel-
lenallas hat, melynek aranyosségi tényezdje (, igy a kozegellenallas altal kifejtett
fékezGers:

qz(z,t) = —Cu(x, 1), Qy(xvt) = —Co(z,1t). (6.109)

A késébbiekben a ¢ paramétert fajlagositjuk a radelem fajlagos tomegére, igy
helyette az o = {/u paramétert hasznaljuk majd, igy:

gz (x,t) = —api(z,t), qy(z,t) = —apv(z,t). (6.110)

Az anyagon beliil disszipal6dé energiat az anyagmodellen keresztiil vessziik figye-
lembe. A Kelvin-Voigt-féle anyagmodellben két anyagi paramétert hasznalunk,
az F rugalmassagi moduluszt és a 8 viszkozus egylitthatot:

o = Ee + BEZ, (6.111)

azaz a fesziiltség egy alakvaltozastol és egy alakvaltozéassebességtsl fliggs tag
Osszege. Mivel a rudelemben a fajlagos nyulasbol szarmazo normaélfesziiltségek
ereddi, azaz a normaélerd és a hajlitonyomaték a lényeges igénybevételek, igy a
keresztmetszetek anyagegyenletei:

N = EAe + BEAé. M = Elx + BEIG. (6.112)

Fentieket kiegészithetjiik (5.15) és (5.16) képleteihez hasonloan tgy, hogy az
elmozdulasok derivaltjai és az igénybevételek kozotti kapcsolatot kapjuk meg:

N = EAv + BEAY . M = EIV" + BETV". (6.113)

6.2.4.2. Komplex dinamikus rezgésalakok

A komplex harmonikus gerjesztés hatasara a teljes radszerekezet, és igy a vizs-
galt ridelem is komplex harmonikus vélasszal reagal. Emiatt a komplex dinami-
kai merevségi matrix (6.93) szerinti fizikai jelentését hasznalhatjuk az elemeinek
a meghatarozasdhoz. A matrix egy oszlopa azt jelenti, hogy ha az adott szabad-
sagfokot egységnyi amplitudoju komplex harmonikus kitérésre kényszeritiink,
mikozben a tobbi szabadsagfok elmozdulasat meggatoljuk, akkor mekkora amp-
litadoju komplex harmonikus erdt kell kifejteniink az egyes szabadsagfokokra a
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6.2. abra. Rudelem az xy-sikban: a) szabadsagfokok, b-g) az egyes szabadsagfo-
kok egységnyi amplitiid6ju elmozditasakor kialakuldé komplex dinamikus alakok
jellege (az alakok a gerjesztés korfrekvenciajatol is fliggenek, ezért csak a sziirké-
vel jelzett statikus alakhoz képesti valtakozasukat jelezziik és szaggatott vonallal
azt, hogy ezek a rezgés befagyasztott pillanataiban érvényes alakok).

mozgas fenntartasahoz. Ezek az értékek természetesen a komplex rezgésalakok-
tol fiiggenek, ezért a kezdd- és végponti szabadsagfokonként rendre az aldbbi
fliggvényeket kell meghatarozni a jk-radelem esetén:

iwt akw(x)eiwt ,ﬁjy(x)eiwt @kll(x)eiwt ’lA)j@(Qi)eth ﬁkw(x)eiwt'

(6.114)
E fiiggvények meghatarozasi modjat két okbol nem részletezziik. Egyrészt az
alakfiiggvények meghatéarozasahoz fel kellene irni a csillapitott gerenda differen-
cidlegyenletét (a kiilss és a belsd csillapitas hatasat figyelembe véve). Masrészt
az adott frekvencidju gerjesztésre adott valaszban az egyes keresztmetszetek
kiilonbozs faziskéséssel kovetnék a tamasz mozgasat. Igy egy koszinuszos ger-
jesztésre v(x,t) = v(x) cos (wt — p(x)) alaku feltételezett valaszt kellene keresni,
vagy egybdl komplex alakban megfogalmazni a feladatot.

A tovabbiakban tehat feltételezziik, hogy rendelkezésre allnak a (6.114) sze-
rinti komplex dinamikus alakfliggvények. Hangsilyozva, hogy ezek valdjaban
komplex fliggvények, a 6.2.b-g) abran jelezziik, hogy melyik milyen szabadséag-
fok gerjesztéséhez tartozik.

Ujz(z)e

6.2.4.3. Komplex radvégi er6k amplitiddja

A komplex dinamikus alakfiiggvényekbdl szarmazo rudvégi er6amplitudokat kell
meghataroznunk. A modszer hasonlo lesz a dinamikus merevségi méatrix eleme-
inek szamitasanal bemutatotthoz. A D’Alambert-elv segitségével egyensilyi
erdrendszerré alakitjuk a rudelemre hato erdrendszert, és a keresett rudvégi
erének megfelels virtualis elmozdulasrendszer felvétele utan felirjuk a virtualis
elmozdulasok tételét és kifejezziik belSle a keresett mennyiséget.
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6.1. tablazat. A jk-radelem komplex dinamikus merevségi matrixdnak K ¢n ele-
méhez tartozd mennyiségek.

A dinamikus vizsgalathoz hasonl6an nézziik meg, milyen lépésekkel tudjuk a
komplex dinamikus merevségi métrix Kﬁn elemét kiszamitani. A £ és n értékek
rendre a sor- és oszlopindexet jelolik, ami mindig egy-egy szabadsagfoknak felel
meg, ami egyben meghatarozza az alakot megadé fiiggvény jellegét és korab-
ban méar bevezetett indexelését. Ervényes tehat az 5.2. tablazatbol a komplex
dinamikus alakfiiggvényekre aktualizalt 6.1. tablazat, ahol felsoroltuk, hogy a
kiilonb6z6 indexek melyik csomoponthoz tartoznak, melyik elmozdulasfiiggvény
zérus, illetve nemzérus, és mi az elmozdulasfiiggvény indexe.

A matrix indexelésének sor-oszlop sorrendje egyben a hely—ok sorrendnek
is megfelel, azaz a keresett elem az 7 altal meghatarozott komplex dinamikus
alakon kialakuld radvégi igénybevételek koziil a ¢ altal meghatarozott érték
komplex amplitudéjéanak kell lennie, igy az annak megfelels statikus alakot kell
virtualis elmozdulésrendszernek felvenni. Az 7 indexnek megfelels elmozdulés-
fliggvény egy, a (.114 képletben felsorolt alak, altalanos jeloléssel:

ﬂn(l’:t) = ﬂn(x)eiwta
By, 1) = By (). (6.115)
Ezek id6 szerinti els6 és masodik derivaltjai:
Uiy (0, 1) = iwig(z)e™?, (6.116)
Oy (x,t) = iwdg(x)e™?. '
Uiy (2, 1) = —w?ig(x)e™?, (6.117)
O (z,t) = —w?ig(z)e™. '

Az egyensulyiva kiegészitett komplex erérendszer és a virtudlis elmozdulas-
rendszer ismeretében kell felirnunk a dinamikus erérendszer statikus elmozdu-
lasokon végzett virtualis munkajat. (A ks index a komplex dinamikus erérend-
szerre és a statikus elmozdulasrendszerre fog utalni.) A teljes munka a kiilss és
a bels6 munka Osszege:

SWis = SWE 4+ 0WP, = 0. (6.118)

Az erérendszer elemeibdl munkat végez a £ altal meghatéarozott radvégi igény-
bevétel, a tehetetlenségi erd, a kozegellenallas, és a belsd erd (melynek az anyag-
modell miatt két komponense van: egyik az alakvaltozassal, mésik az alakval-
tozéssebességgel aranyos). Ezek mindegyike egy ~ jeloléssel megkiilonboztetett
amplitidonak és ugyanazon ¢! komplex harmonikus fiiggvénynek a szorzata.

A kiils6 munkat a keresett Qne“"t igénybevétel végzi a vele munkakompati-
bilis egységnyi elmozdulason, valamint a fuﬁn(a:,t), illetve fuf}n(x,t) tehetet-
lenségi erdk, tovabba a —puaii, (z,t), illetve —puat, (z,t) kizegellenallas, rendre
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az ug(x), illetve ve(x) elmozdulasokon:

- . , Lik
L, = £Qey 16 + [ [(=piy . ug(o) + (=pciy (o) +
0
(g (2, £)0e (2)) + (—pcsiy (2, tyue())) o, (6.119)
ahol az elGjel Nj, Mj, Vi esetén negativ, ‘7j, Ni, My, esetén pozitiv (5.14) dssze-

fliggéseinek megfeleléen. Az id& szerinti derivaltakat behelyettesitve és a komp-
lex harmonikus fliggvényt kiemelve a kiils6 munka:

Lk
SWE = |£Qe, - 1+ w?p /0 (i () ug () + By (2)ve () da

l]‘k .
—iwa,u/ (T (@) ue(x) + Oy (z)ve(2)) dx] et (6.120)
0

A bels6 munkat a normaélerd, illetve a hajlitonyomaték végzi a fajlagos nyt-
lason, illetve a gorbiileten, ezek szorzatit a rtidhossz mentén integralni kell. A
bels6 munka jellegzetessége, hogy egy negativ elGjelet kell hasznélni, igy:

Lig , _ R
SWiy = — /0 (Nn(x,t)ug(x) +M,7(a:,t)vg(x)) dz, (6.121)

ami (6.113) felhasznéalasaval:

- Lik .
WP, = — /0 [EAT, (z, tyul (x) + BEAR (, t)ul (x)+
EI) (z, t)vf (x) + BEIV) (z, t)vf (z)] dx, (6.122)
Az idofiiggd mennyiségek itt is egy komplex amplitadoé és a komplex harmo-
nikus fiiggvény szorzatai (i, (z,t) = iy, (z)e™?, v,(z,t) = 0,(z)e™?), amiket az
id§ szerinti derivaltjaikkal behelyettesitve:
b b ~/ / ; ~/ /
SWP, = —/0 [E At (x)ug(z) + iwBE Aty (x)ug () +
EIv) (x)vf (z) + iwBEIT) (x)vf (z)] €“'dz, (6.123)

A kiils6 és bels6 munkak 6sszegébdl:

Lik
Wi =0=|£Qey -1+ wz,u/o {ty (z)ue(z) + 0y (x)ve () } do

ljk

— iwa ; {8y (z)ue(z) + Oy (x)ve () } do

L
- {EAw, (z)ug(z) + EIT) (x)vf (x) } d

Lk
-/, {iwBEAw, (x)ug(x) + iwBEIT) (x)vf (x) } da| €' (6.124)
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a) —uV, (x,t)= auv, (x,t)= b)
=@V, (x)e' —auiwv, (x)e'

6.3. dbra. Ridelem komplex dinamikus merevségi matrixaban a K 35 elem sza-
mitasahoz hasznalt a) komplex dinamikus alakfiiggvény és a munkat végzs erdk,
b) virtualis elmozdulas.

Az egyenstlyiva tett erérendszeriink minden idépillanatban egyenstlyi, ezért a
szogletes zardjelen beliili kifejezésnek kell nullanak lennie. Az igy kapott egyen-
letet az (5.14) szerinti elGjeles belss erére megoldhatjuk, ez egyben a keresett
k&n elem:

- Uik Ljk
Kepy = £Qep = *WQM/O Uy (x)ue(x)de — wQ,u/O Oy (2)ve (z)de
ljk

l]'k
+ iwa,u/ Uy (x)ue(x)de + iwau/ Oy (2)ve () da
0 0
ljk lj)c
+ EA/0 iy (x)ug () dx + EI/O oy (x)vg () dx
ljk ljk
inEA/O ity () ug (z)dx + inEI/O Oy (x)vg (z)dx (6.125)

A tagokat olyan sorrendben irtuk fel, hogy minden sorban az els6 tag a normal-
irdnyu alakvéltozashoz, a masodik a hajlitashoz kapcsolodik. Hangsulyozzuk,
hogy mindegyik integralban egy fiiggvény a komplex dinamikus alakbol, egy
pedig a statikus alakbol szarmazik.

6.2.1. Példa (Komplex dinamikus merevségi méatrix egy eleme). Hatdrozzuk
meg a 0.2.a) dbrdn ldthatd jk-ridelem komplex dinamikus merevségi mdtrizdanak
K35 elemét!

Megoldas

Az 5-6s index a merevségi matrix 6todik oszlopara utal, és a 6.1. tablazat
alapjan azt jelenti, hogy a ¥y, (x) dinamikus alakfiiggvény radvégi igénybe-
vételeibdl kell a 3-as indexnek megfelelGen a harmadikat kiszamitani. Azaz,
a végpont eltoloédasa esetén a kezdGpontra miikodtetends nyomatékot akar-
juk meghatéarozni. Az ehhez sziikséges virtualis elmozdulésrendszer az 5.1.
tablazat alapjan a vj,(z) fliggvény lesz. A (.3.a) abran feltiintettik a
dinamikus alakot, a keresett radvégi erét, a tehetetlenségi erét és a kozeg-
ellenéllast, mig az 5.7.b) abran a felhasznalt statikus alakot. A virtualis
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munka (a zérus hossziranya elmozdulasok miatt zérus tagokat kihagytuk):

- - ) ik
Wi =0 = =Ly, 14 [ (g (2. (a)do
0

Lik

Lik R
+ / (—poipy (z,t))vjp (z)de — EIMyy(x,t)Kj,(x)de =
0 0

Lik Lik
— My —|—/ w2u@ky(x)vw(x)dx —/ Ty () V), () de
0 0

ljk ljk
—/0 EIﬁgy(x)v;-'W(w)dx—/o iwBEIY, (x)v],(x )d:c] e’ (6.126)

Ezt megoldva —Mjky—ra megkapjuk a keresett Kss-t:

N - ik Lik
K35 = —Mjpy = +EI/O ﬁgy(x)vg'go(z)dx - wz,u/o Uy (2) v, (z)dx

le l]’k
+/O iwBEIy, (z)v ;’¢(x)dw+/0 iWwpOgy (T)vj,(x)de  (6.127)

6.2.4.4. Komplex dinamikus merevség kozelitése
Amennyiben nem e alakii a gerjesztés (marpedig az a tipikus eset), Gigy nincs
olyan allandosult rezgés, amelynek korfrekvencidjahoz elgallithatnank a dinami-
kus alakfiiggvényeket. Ilyenkor csak kozeliteni tudjuk azokat, és értelemszertien
a (6.125) képletben is kozeliteniink kell a komplex dinamikus alakfiiggvénye-
ket. Ahogy a csillapitatlan esetben, itt is természetes valasztas, hogy a statikus
alakfliiggvényekkel kozelitsiik az ismeretlen komplex dinamikus alakfiiggvénye-
ket. Egy ilyen kozelités mellett a keresett eleme a komplex dinamikus merevségi
matrixnak:

~ le ljk
Kepy = 2Q¢y ~ —w2u/ up(x)ue (x)dr — wzu/ vy (x)ve (z)de
0 0

ljk ljk
—I—iwau/ up () ue (z )dx—|—z'wozu/ vy (x)ve (z)da
0
ik Lk
—|—EA/ dx—i—EI/ oy (x)vf () dx

Lik
zwﬂEA/O u;( x)u, ( Ydx + iwﬂEI/O U;]'(x)vg(:z:)d:c (6.128)
Az igy kapott integralkifejezések az els6 két sorban a konzisztens tomegmaétrix
én-elemét tartalmazzak —w?-tel, illetve iwa-val szorozva, a masodik két sorban
pedig a statikus merevségi matrix £n-elemét tartalmazzék énmagaban, illetve
iwf-val szorozva. A kozelités tehat roviden ugy irhato, hogy:

Key = —w? Mgy, + iwaMe, + Kep + iwKe, (6.129)
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Mivel ez az Osszefliggés az elemi komplex dinamikus merevségi métrix minden
&n-elemére igaz, ezért a rudelem matrixara is felirhato:

K" = K% =M 4w (ol 4 BEIY) (6.130)

A kapott eredményt a komplex dinamikus merevségi méatrix (6.94) szerinti de-
finiciojaval Osszevetve azt lathatjuk, hogy a képzetes tagok zardjelében levs
maétrixnak a jk-ridelem csillapitéasi matrixaval kell megegyeznie, azaz a kozeg-
ellenallas modellje és a valasztott anyagmodell mellett:

C7* = aM'* + BKI* (6.131)

Az elemi csillapitasi matrix tehat a tOmegmaétrix és a merevségi méatrix lineéris
kombinaciojaként allithato els, azokkal aranyos.

6.3. Tobbszabadsagfokii rendszerek csillapitasa

6.3.1. Aranyos csillapitas és kovetkezményei

A 6.2. fejezetben levezettiik, hogy egy « paraméterrel megadott kérnyezetben
mozgd, [ paraméterrel jellemzett bels6 viszkozitast ridelem esetén az elemi
csillapitasi méatrixot (6.131) alapjan a

O = aMI* + pECI* (6.132)

képlettel kozelithetjiik. A teljes szerkezet C csillapitasi métrixat ezutan a me-
revségi és a tomegmatrixhoz hasonléan allithatjuk els. ElGszor, ha sziikséges,
az elemi matrixokat a globalis koordinatarendszerbe forgatjuk az (5.88) képle-
tekhez hasonléan: .
gl __ 7 lokrr
gjk = zjkgjk zjk. (6.133)
Ezutan az elemi méatrix jj-, jk-, kj-, kk-blokkjait hozzaadjuk a teljes szerke-
zet jj-, jk-, kj-, kk-blokkjaihoz. A peremfeltételek figyelembevétele is azonos
modon, legegyszertibb esetben sorok és oszlopok torlésével és a matrix konden-
Amennyiben a teljes szerkezeten minden ridelemnek azonos az « és 8 para-
métere’, Ggy a kompilalas soran q C matrix minden eleme az M és K métrix
azonos elemeinek « és ( szerinti kombinaci6ja lesz, és a kombinéciot nem sziiksé-
ges elemenként szamolni, hanem a teljes szerkezet tomegmatrixabol és merevségi
méatrixabd megkaphatjuk a

(C=al + K] (6.134)

képlettel. Ezt az esetet ardnyos csillapitisnak nevezziik.
Aranyos csillapitas esetén a mozgas differencidlegyenlete ((6.1) és (6.134)):

Mii(t) + (aM + BK) a(t) + Ku(t) = q(t), (6.135)

5Ez o esetén nem feltétleniil jelent azonos kozeget, hiszen a kozegellenallast a ¢ = ap
egylitthatoval szamoljuk (6.109) képletei alapjan.
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Oldjuk meg az egyenletet valos modélanalizissel, azaz keressiik az u(t) vek-
tort a csillapitatlan rendszer sajatvektorainak linearis kombinacidjaként. Le-

gyen:
u(t) = Vy(t), a(t) = Vy(t), u(t) = Vij(t), (6.136)

ahol y(t), y(t) és y(t) rendre a modalis koordinatéak, sebességek és gyorsulasok
vektora, V pedig a modalis matrix. Behelyetteitve ezeket a (6.135) egyenletbe:

MVij(t) + (aM + BK) Vi(t) + KVy(t) = q(t). (6.137)
A maésodik tag matrixat alakitsuk at
(aM + BK) V = (aMV + FEV) (6.138)
alakira, majd szorozzuk be balrél mindkét oldalt lT—velz
VIMVi(t) + (aV" MV + BV KV) j(t) + VI KVy(t) = V' g(t).  (6.139)

A sajatvektorok (3.179) szerinti tulajdonsagai miatt a matrix harmasszorzatok
mindegyike diagonalméatrixsza egyszertisodik:

Lij(t) + (oL + BR?) (1) + Q%y(t) = (). (6.140)

A diagonalmatrixok miatt a kapcsolt differencidlegyenletrendszer szétesik az
egyes rezgésalakok kozonséges differencialegyenleteire. ©

A rezgésalakok differencidlegyenleteinek szétesése miatt a j-edik alak diffe-
rencidlegyenlete:

i (1) + (o + Wiy B) 95 (t) + wijy; (t) = f5(1), (6.141)

ahol f;(t) = yjrg(t) a teher vetiilete a rezgésmodra. A j-edik mod, mint egység-
nyi tomegi rendszer kritikus csillapitésa:

Cjkr = 2 1w(2)j = 2&}0]‘, (6142)

a csillapitasi hanyada pedig:

Ca o+ w% 5
& =" = J 6.143
J cj,kr 2600] ( )
vagy egyszertusitve:
@ wo; B
= . 6.144
5‘7 2(,00] 2 ( )

6Megjegyezziik, hogy azt, hogy a lT V szorzat diagonalmatrixsza valik, a Caughey-

O’Kelly-feltétellel is igazolhatjuk. A (6.14) egyenlet bal oldala ugyanis:
KM~ (aM + BK) = aKM~'M + BEM 'K = oK + KM 'K,
mig a jobb oldala:

(agﬂgg) M7'K=aMM 'K +BKM 'K = oK + BKM K.
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Aranyos csillapitas esetén tehat a modalis csillapitasi hanyad frekvenciafiiggs,
egy lineéaris és egy hiperbolikus fliggvény Gsszege. A modalis csillapités frekven-
ciafliggése miatt a logaritmikus dekrementum is frekvenciafiiggs lesz. Ahogy
(2.113) képletével definidltuk kordbban a logaritmikus dekrementumot:

9= 2 (6.145)

agy a modalis csillapités értékét behelyettesithetjiik:

271'( a —I—W‘)Qjﬁ)

2w0j

27
iB
\/1 B (2501‘ + wo?J )

A 6.4. abran bemutatjuk a modalis csillapitasi hanyad tipikus alakjat a sajat-
korfrekvencia fliggvényében. Lathato, hogy kellGen kis sajatkorfrekvencia esetén
mindig a hiperbolikus tag dominél, kell6en nagy sajatkorfrekvencia esetén pedig
a linearis tag szerepe jelentés. Mindkét esetben nagy csillapitds van. Ahhoz,
hogy egy rezgésmodhoz kis csillapitas is tartozzon az kell, hogy az

0 = (6.146)

a  wp

— 4+ —=1 6.147

2w + 2 ( )
egyenletnek legyen két valos w-gyoke és a sajatkorfrekvencia e két valos gyok kdzé
essen. Az egyenlet w-ban méasodfokn egyenletté alakitasaval és megoldaséaval
belathato, hogy valés gyokoket akkor kapunk, ha af < 1, és ilyenkor a kis
csillapitas feltétele a sajatkorfrekencidra az aldbbi:

1—+/1—-ap 1+v1—ap
— Y <wi<——

A 6.4.a) abran egy olyan eset lathato, amikor van kis csillapitdsa tartomany,
a 6.4.b) adbran pedig egy olyan, amikor nincs.

Mivel a (6.144) csillapitasi hanyad egy lineéris és egy hiperbolikus fiiggvény
Osszege, a minimuma mindig ott lesz, ahol a két 6sszegzendd tag azonos. Ennek

frekvenciéja:
Wi = \/g (6.149)

Merevséggel aranyos csillapitas Emlékeztetiink ra, hogy az aranyos csil-
lapitas levezetésekor a jellemezte a kozegellenallast, 5 pedig az anyagmodellbsl
szarmazo csillapitast. Az épitémérndki feladatok jelentds részében a kozegellen-
allas hatasa elhanyagolhat6. Ilyenkor o = 0, ezért a csillapitdsi méatrix csak a
merevséggel aranyos:

(6.148)

értéke pedig &nin = Vap.

C = jK, (6.150)

aminek kovetkezménye, hogy ilyenkor a modélis csillapitasi hanyados is csak a
lineéris taghol all:
_ Buwoj

&= (6.151)
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6.4. abra. Modalis csillapitasi hanyad aranyos csillapitds esetén. a) o = 0.4,
B = 0.2 eset: létezik kis csillapitasi tartoméanya a sajatkorfrekvencidknak. b)
a =5, f =0.25 eset: minden rezgésmod nagy csillapitasu.

6.3.2. Frekvenciafiiggetlen csillapitas

Az aranyos csillapitasbol szarmazo, frekvenciafiiggd, modélis csillapitas ellendr-
zése egyetlen szerkezeten azért nehéz, mert a magasabb rezgésalakokbol torténé
inditas utan kellene a magara hagyott szerkezet rezgésének lecsengését mérni,
viszont a kezdeti alak hibaja miatt mas (alacsonyabb) rezgésalakok zavarasa is
megjelenne a mérési eredményekben.

Egy masik kisérleti elrendezés lehet, ha azonos szerkezeti kialakitasa, de kii-
16nb6z6 hosszusagu gerendak szabadrezgését kovetjiikk. Azonos anyagbol késziilt,
azonos keresztmetszetl, egyik végiikon befogott méasikon szabad végi, de kii-
16nb6z6 hosszisagu gerendak szabadrezgését kivethetjiik ugy, hogy a végpontot
kitéritve, majd a gerendat magara hagyva mérjiik a végpont idébeli kitérését”.

A 6.5.a) Abran mutatunk harom ilyen, egyik végén befogott konzolt, a 6.5.b)
abran pedig a kitérések idgbeli lecsengését. A kezdeti kitéritett alak nagyon
hasonl6 az elsé rezgésalakhoz, igy a magasabb rezgésalakok szerepe elhanyagol-
hato, a rezgés az els rezgésalak szerint torténik.

A hajlitéasi sajatkorfrekvencidk azonos topologia mellett a hosszusag négyze-
tének reciprokival aranyosak, azaz a masodik konzol elsé sajatkorfrekvencidja
2.25-6d része az els§ konzol els6 sajatkorfrekvencidjanak, a harmadik konzol
els6 sajatkorfrekvencidja pedig negyedei az els6 konzol els6 sajatkorfrekvencia-
jénak®.

Tudjuk, hogy egy-egy ilyen szabadrezgés a (2.107) egyenlete szerint egy ex-
ponencialis lecsengés és egy harmonikus fiiggvény szorzata, ahol az egymaést
kovetd maximumok ardnyat a logaritmikus dekrementum hatarozza meg.

A 6.5.b) abran lathato fiiggvények maximumait vizsgalva azt allapithatjuk
meg, hogy az egymast kévet6 maximumok aranya a harom tart6 esetén azono-
sak, azaz a logaritmikus dekrementum, és igy a csillapitési hanyad a sajatkor-
frekvenciatol fiiggetlen. Ez azért van igy, mert a Kelvin-Voigt-anyagmodell nem
jol irja le az anyag tényleges idébeli viselkedését: az ott bevezetett o és 8 para-
méterek helyett a csillapitast az anyagjellemzéként megadhato & értékkel kellene
jellemezni. Az igy megadott csillapitast frekvenciafiiggetlen csillapitdsnak, vagy
szerkezeti csillapitdsnak nevezziik.

Frekvenciafiiggetlen csillapités esetén a £ csillapitasi hanyad minden sajat-

"Mindenki ismer valakit, aki jatszott ilyet a pad szélén egy egyenes vonalzéval, csak nem
mérte a kitérés id6beli lefutéasat.

8Ugyanez az arany a magasabb rezgésalakok korfrekvenciajara is érvényes, de azok kisérleti
elGallitasa lényegesen nehezebb.
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a)

15L

2L

6.5. abra. Laborkisérlet a modalis csillapitasi hanyad vizsgalatara szabadrezgés
segitségével. a) A harom kisérleti elrendezés: a kozéps6 konzol masfélszer olyan
hosszt, mint a fels§, Az alsé konzol kétszer olyan hosszi, mint a fels6. b) A
kitéritett, majd elengedett végpont kitérésének idébeli lecsengése a harom tarto
esetén.

korfrekvencianal azonos, igy a 6.5.b) abran bemutatott elmozdulasok egyarant
a (2.107) fiiggvény szerint rezegnek:

x(t) = e 5" . (A - cos(wit) + B - sin(wiit)) ., (6.152)

ahol az egyes sajatkorfrekvenciak és csillapitott sajatkorfrekvenciak lesznek 2.25-
6d akkora, illetve negyedakkora értéktiek a fels§ esethez képest. A sajatkorfrek-
vencia csokkenése miatt a rezgés idobeli lecsengése lassabb lesz (az exponencialis
kitevSben levs wq miatt), de azonos id§ alatt kevesebb oda-vissza mozgast végez
a tarto (a harmonikus fiiggvényekben levs wg miatt). A két hatas az amplitadok
csOkkenése szempontjabol a fent leirt modon egyenliti ki egymast.

Ha a szerkezetiink csillapitasat a Kelvin-Voigt-modell paraméterei helyett a
& hanyados jellemzi, akkor nem tudjuk elGallitani az aranyos csillapitas C matri-
xat. Igaz, erre ilyenkor nincs is sziikségiink: az altalanositott sajatértékfeladatot
a csillapitatlan rendszeren oldjuk meg, a csillapitast pedig csak a modalanalizis
kozben, az egyes rezgésmodok valaszanak szamitasakor épitjiik be a megoldasba,
akkor mar a & értékét felhasznalva.

A merevséggel aranyos csillapitas (6.151) sszefiiggését atfogalmazva ilyen-
kor a 8 paraméter értéke valik frekvenciafliggéveé:

_ 2%

WOJ‘

Bj (6.153)
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azaz nagyobb sajatkorfrekvencidk (gyorsabban valtozo elmozdulasok, alakval-
tozasok) esetén a Kelvin-Voigt-modellben csokkenteni kellene a viszkézus tag
szerepét.

6.3.2.1. Komplex statikus merevségi matrix

Ha komplex harmonikus gerjesztéssel terheljiik a & szerkezeti csillapitassal ren-
delkez6 szerkezetiinket, akkor a merevséggel aranyos csillapitas 8 paraméterét
igazithatjuk a gerjesztés korfrekvencidjahoz:

2
B = x (6.154)

w
A merevséggel aranyos csillapitassal felirhatjuk a mozgas differencialegyenletét:
Mu(t) + BEu(t) + Ka(t) = g e, (6.155)

melynek megoldasat kereshetjiik a gerjesztéssel azonos id6fiiggs alakban, igy a
derivaltak és (6.154) behelyettesitésével:

_WQMOezwt 4 iwiﬁoelwt + @Oelwt — qoezwt (6156)
= w= = 2

adodik. Az idofliggéstsl megszabadulva, a valasz komplex amplitudoja éa a
gerjesztés amplituddja k6zott az alabbi kapcsolat irhato fel:

((1+2i¢) K —w?M) @y = g, (6.157)
Vezessiik be a komplex statikus merevségi mdtrizot az alabbi modon:

K =(1+2i6)K. (6.158)

st

Ezzel a komplex dinamikai merevségi matrix (6.157) képletében egyszertisithets:

(K, ~ M) iy =g, (6.159)

—st
és a mozgas differencidlegyenlete is atirhaté az alabbi alakra:
Mu(t) + K _a(t) = q(t). (6.160)

Az igy felirt differencidlegyenletben formalisan nincsen benne a sebesség, a
komplex statikus merevségi méatrixon keresztiil viszont mégis egy csillapitott
rendszer leirasara alkalmas.

6.3.2.2. Kiilonb6z6 csillapitasi hanyadosa elemek

Szerkezeti csillapitas esetén felmeriil az a kérdés, hogy milyen csillapitési hanya-
dot alkalmazzunk akkor, ha nem minden elemnek azonos a £ értéke. Ilyenkor is
lehet&ségiink van a csillapitatlan rendszer sajatalakjaival végzett modélanalizis-
re, de az egyes rezgésalakokhoz tartozé modalis csillapitasi hanyadot az egyes
elemek csillapitasi hanyadanak stilyozott atlagaként kell felvenni ugy, hogy azo-
nos energia disszipal6djon a csillapitas miatt az adott rezgésmoédban, mint a
szerkezetben.
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Az r-edik rezgésalak esetére az ekvivalens csillapitdsi hdnyadot a

ekv Zw]kgjk (6161)

képlettel szamoljuk, &;, a jk-elem csillapitasi hanyadosa, w}, pedig az ehhez
tartozoé suly az r-edik rezgésalakban. Az egyes csillapitasi hanyadok sulya rez-
gésalakonként eltérg lehet, nézziik meg, hogyan szamolhatjuk azokat.

Az ekvivalens csillapitasi hanyadostol azt varjuk, hogy az adott rezgésalak
szabadrezgésének lecsengését kovesse. A lecsengés a mozgési energia disszipaci-
0ja miatt kovetkezik be, ezért a wjy sulyt a jk-elem K7; mozgasi energiajanak
és a teljes szerkezet K" mozgasi energidjanak hanyadosaként allithatjuk eld:

why = 22 (6.162)

Az r-edik rezgésalakkal torténd rezgés soran a szerkezet csomopontjai az
u(t) = v, he (t) (6.163)

fiiggvény szerint rezegnek, ahol v, az r-edik sajatvektor, h.(t) pedig egy wo,
sajatkorfrekvenciaju harmonikus fiiggvény. Ennek megfelelGen a sebességfiigg-
vény:

aw(t) = v, by (t) = v,worhe(t), (6.164)
a teljes szerkezet mozgéasi energiaja pedig:
1 1-
K7(0) = JuT (OMau(t) = SR ()3, ol Mo, (6.165)

A sajatvektorokrdl tudjuk, hogy (3.166) szerint w3, v’ Mv = QTTQT, igy a
teljes szerkezet mozgasi energidja:

(6.166)

K7 (1) = 200 Ko,

A jk elemben fellépd mozgasi energiat ugy tudjuk szamolni, ha csak a j és k
csomopontok elmozdulésait, és a jk-elem K ik elemi merevségi matrixat vessziik
figyelembe:

r 1

() = ih?«( JoIFT K kyﬁk. (6.167)
A jk elem silya (6.162) képlete alapjan:

HORe

why, = , (6.168)
= Ry,
ami a szamlald és nevezs egyszeriisitése utan:
VIFTK ik
Uyt LS Uy
wh, = ——J% 6.169
jk QZQT ( )

Az r-edik rezgésalak ekvivalen csillapitasi hanyadosa ezek alapjan (6.161)
képletébol

ijgyk jkTK ,Ujkz
vy Ku,

Eeko = (6.170)
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- X1
m
- k’gf
m - X2
k’ Ea

6.6. abra. Szerkezeti modell az ekvivalens csillapitasi hdnyados szamitédséhoz.

A sulyozott atlagot talan jobban tiikrézi, ha a nevezst is az egyes elemek
Osszegeként allitjuk els, ekkor ugyanez a héanyados az alabbi lesz:

kT jk
» . ng} f]ky’]r“ gjkﬂi

ekv — kT ik
J J
E ik Ur Kjkﬂr

(6.171)

6.3.1. Példa (Ekvivalens csillapitasi hanyados). Hatdrozzuk meg a 0.0. dbrdn
ldthato szerkezet moddlis csillapitdsi hdnyadosait, ha k = 100kN/m, m = 10t,
az also szint oszlopaiban &, = 0.1, a felsd szint oszlopaiban ¢ = 0.2.

Megoldas
A kétszabadsagfoku szerkezet tOmegmatrixa egy diagonalmatrix:
10 O
M= {0 10] . (6.172)
A két szinten az oszlopok elemi merevségi métrixa is azonos:
100 —100
f— ga _
£ =K"= [100 100 } ’ (6.173)
ezekbdl kell a szerkezet merevségi métrixat kompilalni:
100 —100
K= {—100 200 } ’ (6.174)

A rendszermétrixok ismeretében kell megoldanunk az altalanositott sajat-
értékfeladatot. El6szor a |[K — w%ﬂ | = 0 egyenlet megoldasaként kapjuk a
sajatkorfrekvenciakat, majd egyenként visszahelyettesitve azokat a
2 —
(& — wo ;M) v; =0
egyenletbe kapjuk meg a sajatvektorokat, amiket a tomegméatrixra normé-
lunk. Ezek eredményeként:

Q= (1.9544 5.1167), (6.175)

~10.2690  0.1663

Y= 0.1663 —0.2690]|

(6.176)
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o Az elss rezgésalakban a szerkezet a V métrix els6 oszlopabol kiolvas-
hat6 v; vektor szerint rezeg. ekozben az egyes szintek végpontjainak
az elmozduldsaibol tudjuk meghatérozni azok v! és v¢ elemi elmoz-
dulasvektorait (az also rudelem alsoé végpontja a tdmasz, ami nem

mozog):
~ [0.2690 ;s [0.2690 o o [0.1663
£17 Jo663]0 1 T8 T o663 LT T 0
(6.177)
Ezek segitségével kell szamolnunk a (6.170) képlet szamlalojaban és

nevezdjében elGforduld vektor-matrix-vektorszorzatokat:

Frff 100 —100] [0.2690]
vi K’ v] = [0.2690 0.1663] [100 100 | lo.1663| = 1:0557
(6.178)
eraa 100 —100] [0.1663]
v K} = [0.1663 0] {_100 100} { 0 } =2.7639 (6.179)
100 —100] [0.2690
v Kv, = [0.2690 0.1663] [_100 200] [0_1663] = 3.8197
(6.180)
Végiil behelyettesitve (6.170) képletébe:
0.2-1.0557 + 0.1 - 2.7639
o =0.127 181
ckv 3.8197 01276 (6.181)

e A masodik rezgésalakban a szerkezet a ¥V matrix méasodik oszlopabol
kiolvashato v, vektor szerint rezeg. ekbzben az egyes szintek végpont-
jainak az elmozdulasaibél tudjuk meghatarozni azok Qg és vg elemi
elmozdulasvektorait (az alsé rudelem alsé végpontja a tdmasz, ami
nem mozog):

0.1663 f 12 0.1663 a o —0.2690
Vg = y  Ug = ) 2 = Uy =

Uy =V = =

—0.2690 —0.2690 0
(6.182)
Ezek segitségével kell szamolnunk a (6.170) képlet szamlalojaban és
nevezGjében eléforduld vektor-matrix-vektorszorzatokat:
vl Kfv) = [0.1663  —0.2690] [_1?80 _1%)%0} {_061566;’0] = 18.944
(6.183)
v§ K v§ = [-0.2690 0] {_1?80 _1%)%0] [_0'3690 = 7.2361
(6.184)
v, Kv, = [0.1663 —0.2690] [_1?80 _2%)%0] [_0615230] = 26.180

(6.185)
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Végiil behelyettesitve (6.170) képletébe:

» _ 0.2-18.944+0.1-7.2361
ekv = 26.180

=0.1724 (6.186)

6.3.3. Csillapitasi matrix illesztése

6.3.3.1. Rayleigh-csillapitas

A ¢ frekvenciafiiggetlen szerkezeti csillapitas esetén altalaban nem tudunk els-
allitani egy C matrixot. Ha mégis sziikség van a matrixra, akkor kozelité meg-
oldast hasznalhatunk. Egyik ilyen kozelitési lehetdség a Rayleigh-csillapitas,
amikor aranyos csillapitasként (6.134) allitjuk elS a csillapitasi matrixot:

C=aM +BK. (6.187)

Ilyenkor az « és [ paramétereket kell ugy valtoztatnunk, hogy a kivant moédon
adja & kozelitését altalunk kivéalasztott korfrekvenciaknal.

A legegyszeriibb eset az, ha azt koveteljiik meg, hogy két korfrekvencia, wy,
és wy, esetén a (6.144) csillapitasi hanyados egyezzen meg az el6irt értékkel, azaz:

« Bwn,
=— 4+ — 6.188
€= g+ 55, (6.15%)

o | Pwny
= . 6.189
=0, T3 (6.189)

Az egyenletrendszer megoldasa:
20 W, 2

S P L =f—. 6.190
“ fmerwn’ 4 Ewm+wn (6.190)

A 6.4. abra alapjan megallapithatjuk, hogy az igy kozelitett C' csillapitasi
matrix a modellezett ¢ értékénél nagyobb csillapitassal szamol az olyan rezgé-
sekre, melyek frekvencidja kisebb w,, és w, minimumanél, vagy nagyobb w,, és
wy, maximuméanal. Ha a korfrekvencia a két érték kozé esik, akkor a szamolt
csillapitas kisebb lesz a ténylegesnél.

Az wy, és w, frekvencidk felvételére tobbféle lehetGség is van. Lehetnek az
els6 és a masodik sajatkorfrekvencia, vagy lehet két tetszGleges sajatkorfrek-
vencia. Lehet a gerjesztés fiiggvényében felvenni a két frekvenciat, vagy tgy,
hogy egy bizonyos w tartoményon beliili sajatkorfrekvencidk esetére szamitott
& értékek hibéinak az 0sszege minimaélis legyen.

6.3.2. Példa (Rayleigh-féle csillapitas). Hatdrozzuk meg a 0.7. dbrdn ldthato
szerkezeten o és B értékét, ha az elsd és a harmadik sajdtkérfrekvencidhoz il-
lesztjiik a € = 0.1 csillapitdsi hdnyadot. Mekkora ebben az esetben a mdsodik
rezgésalak moddlis csillapitdsi hanyadosa? Adott: k = 100kN/m, m = 10t.
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6.7. abra. Szerkezeti modell a Rayleigh-féle csillapitas szamitasiahoz.

Megoldas
A szerkezet tomegmatrixa egy diagonalméatrix:
10 0 O
M=10 10 0. (6.191)
0 0 10

A merevségi matrixot a szintenkénti merevségekbdl kompilalassal a leg-
konnyebb elGallitani:

100 —-100 0
K= [-100 200 —100]. (6.192)
0 —100 200

A rendszermatrixok ismeretében kell megoldanunk az éltalanositott sa-
jatértekfeladatot. ElSszor a |K —wiM| = 0 egyenlet megoldasaként kapjuk
a sajatkorfrekvencidkat, majd egyenként visszahelyettesitve azokat a

2
(& —wg ;M) v; =0
egyenletbe kapjuk meg a sajatvektorokat, amiket a tomegmaétrixra norma-
lunk. Ezek eredményeként:

Q= (1.4073 3.9433 5.6982), (6.193)
0.2331  0.1869  0.1037

V = {01869 —0.1037 —0.2331] . (6.194)
0.1037 —0.2331  0.1869

A felhasznalando (6.190) képletbdl kiolvashato, hogy a sajatrezgésala-
kokra ebben a feladatban nincs is sziikségiink, csak az els§ és a harmadik
sajatkorfrekvencidkra. A képletbe behelyettesitve ezeket és a csillapitasi

hanyadost:
2.1.4073 - 5.6982
—0.1- —[0.2257 6.195
@ 1.4073 + 5.6982 (6.195)
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2
=01 ————————— =10.028147 6.196
p 1.4073 + 5.6982 (6.196)

A két paramétert visszahelyettesitve (6.144) képletébe a csillapitasi ha-
nyados a masodik rezgésalakban:

0.2257  0.028147 - 3.9433
2= 5 5oum3 " 5 —[0.084117 (6.197)

A ¢(w) fuggvény ismeretében (lasd 6.4. dbra) nagyséagrendileg ellendrizhet-
jiik, hogy a két illesztési pont (wp 1 és wg 3) k6zotti tartomanyba esd wg 2-nél
a csillapitasi hanyados kisebb lett az illesztett & értéknél.

6.3.3.2. Caughey-csillapitas

A Rayleigh-féle csillapitasnal kifinomultabb kozelitést adhatunk a £ csillapitési
hanyad mellett elsirt C' matrixra, ha nem csak az M és K matrixok linearis
kombinéciojaként allitjuk el azt. A kibévitett kombinaciotol is elvarjuk azon-
ban, hogy a csillapitatlan rendszer sajatvektoraival végzett modalanalizis soran
a csillapitasi matrix is diagonalmatrixsza valjon.

Tekintslink ehhez egy olyan matrix-csalddot, melynek j-edik tagja:

M, =M (M'K) . (6.198)

A matrix-csalad elsS par eleme’:

M,=M, M =K M,=KM'K, M =EM 'KM'K.

Eas 23 = ===
(6.199)
Korabban lattuk, hogy a tomegmatrix inverze (6.16):
Mt =vy" (6.200)
igy a j-edik matrix:
M =MVV'KVV'K.. . VV'K. (6.201)
L, T 22X & L &
1 2 j

Egy ilyen matrixbol készitett csillapitési matrixot a modalanalizis soran jobbrol
a V-vel, balrdl pedig a ET—vel szorozzuk:

VIMV=V'"MVV'KVV'K..VV'KV, (6.202)
VMV=VMVVEVV K. VVKV
1 2 j

igy a matrix-harmasszorzatok egy-egy diagonalmatrixsza valnak (3.179):

VIMYV =VTMVVTKVVTKV.. V'KV, (6.203)
YMy=V MV V AVV AV.. .V KV
£ 22 22 §2
1 2 J

9Az ,els8” itt a természetes szamok koziil felvett j esetén igaz, a bemutatott tulajdonsagok
negativ j értékekre is igazolhat6ak lennének.
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azaz ez a szorzat egyszertsithets:

ngjg = Q¥ (6.204)
Ha tehat a csillapitasi matrixot az aldbbi alakban allitjuk els'’:
J
c=> aM, (6.205)
§=0
akkor a modalanalizis soran azt kapjuk a modalis csillapitasi matrixra, hogy:
J .
VIev = a;0%. (6.206)
§=0

A k-adik rezgésalak differencidlegyenletében gy (t) egylitthatoja a fenti mat-
rix kk-eleme lesz, azaz:

J
k=Y ajwpl. (6.207)
j=0
Az ebbdl szamolt csillapitasi hanyad:
o J 21
' ok
= =Sk g 2
G =5, =D (6.208)

j=0
A képlet egyben azt is jelenti, hogy J 4 1 korfrekvenciaban tudjuk illeszteni
a csillapitasi hanyadot el6re eldontott értékhez. Jeldljik az illesztésre kijelolt

korfrekvencidkat wy, wo, ... wyii-gyel. Igy egy olyan egyenletrendszert kapunk,
ami métrixos alakban:

[ 1 wi wi W' r 7 el
i 27 Sl
1 wy wi wyt ax 3
2wz 2 2 2 as ¢
: ' : : =1. (6.209)
1 wi oW Wit '
%) 2 2 2| (e 3
J 2
1 wi+r Wit Wit ay &
_2UJJ+1 2 2 e 2 . - = -
Aminek a megoldésa adja a keresett a; egyiitthatokat:
- 1 —1
T an ] 1 w1 wi Wit (¢
0 2w 2 2 .2,
ax 1 wa w3 Wy 3
a2 2&}2 2 2 2 é—
= : : R . (6.210)
1 wi @y wi’ '
aj_1 2wy 2 2 T2 &
K _
ay 1 w1 Wiqa Wit £
- = _2w1+1 2 2 e 2 . -

6.3.3. Példa (Caughey-féle csillapitas). Hatdrozzuk meg a 0.8. dbrdn ldthato
szerkezeten ag, a1 €s as értékét, ha az elsd, mdsodik €s a harmadik sajatkorfrek-
vencidhoz illesztjik a &€ = 0.2 csillapitdasi hanyadot. Mekkora ebben az esetben
a negyedik rezgésalak moddlis csillapitdsi hdnyadosa? Adott: k = 100kN/m,
m = 10t.

10Megismételjiik: j értéke lehetne negativ is, az a kovetkeztetéseket nem befolyéasolna.
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6.8. abra. Modell a Caughey-féle csillapitas szamitasahoz.

Megoldas
A tomegmatrix egy 4 X 4-es diagonalmatrix:
10 0 0 0
0O 10 0 O
M=1g 0o 10 o (6.211)
0 0 0 10

A merevségi matrixot pedig a szintenkénti merevségekbdl lehet kompilalni:

100  —100 0 0
—100 200 100 0
0 —100 200 —100
0 0 —100 200

K= (6.212)

A rendszermatrixok ismeretében kell megoldanunk az altaldnositott sa-
jatertékfeladatot. Elgszor a |K —w%ﬂ | = 0 egyenlet megoldasaként kapjuk
a sajatkorfrekvencidkat, majd egyenként visszahelyettesitve azokat a

2 —
(K — wo ;M) v; =0
egyenletbe kapjuk meg a sajatvektorokat, amiket a tomegméatrixra normé-
lunk. Ezek eredményeként:

Q=(1.0982 3.1623 4.8449 5.9431). (6.213)
0.20762 —0.18257 —0.13551 —0.07210
0.18257 0 0.18257  0.18257
0.13551  0.18257  0.07210 —0.20762
0.07210  0.18257 —0.20762  0.13551

<
[

(6.214)
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A (6.209) egyenletbdl lathato, hogy a rezgésalakokra ebben a feladatban
nincs is sziikség, csak a sajatkorfrekvencidkra. Az els6 harom sajatkorfrek-
venciat behelyettesitve (6.209) méatrixaba az alabbi egyenletet kapjuk:

0.4553 0.5491 0.6623 7 [ao 0.2
0.1581 1.5811 15.8114| |ay| = [0.2] . (6.215)
0.1032 24224 56.8620| |as 0.2

Ennek megoldésaként a keresett harom paraméter:

\ao = 0.30226, a1 = 0.11599, as = —0.0019729\ (6.216)

Veégiil a kapott értékeket és wp 4 értékét behelyettesitjiik (6.208) képletébe:

0.30226  0.11599 -5.9431  —0.0019729 - 5.94313
&= + + =[0.1630
2. 5.9431 2 2
(6.217)

Mint latjuk, a kapott csillapitasi hdnyados kisebb az illesztett & = 0.2
értéknél. A modszer szempontjabdl még ennél is veszélyesebb, hogy a kor-
frekvencia tovabbi névekedésével ez a hanyados tovabb csokken: (6.208)
képletében a legmagasabb kitevSjd tag lesz a dominans, igy as negativ els-
jele miatt akar negativ modalis csillapitasi hanyad is kijohet. Ez minden-
képpen keriilendd, vagy az illesztés modositasaval, vagy azon korfrekvencia-
tartomany elkeriilésével.
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6.4. Szoroédo csillapitas, a talaj dinamikus megta-
maszto hatasa

Az épitémérndki szerkezettervezés soran el6fordulnak olyan végtelen kiterjedésd
kapcsol6do elemek, melyek egy specialis csillapitasi tipusnak, a szdrddo csillapi-
tasnak a megjelenését eredményezik. Ilyen példaul egy szerkezetet aldtdamasz-
t6, végtelennek tekinthets talajtest, vagy egyik irdnyban megtamasztott, mésik
irdnyban végtelen hossziisagu lemez.

Szaktargyakban megismerhetsk ilyen szerkezetek esetén kiilonb6zs helyette-
sit6 merevségek szamitasara szolgalod képletek, ebben a kdnyvben azt mutatjuk
be, hogy ezeknek a képleteknek a megjelenése, jellege milyen mechanikai hat-
térrel igazolhatd. A bemutatéast egy egyszert terhelési eseten végezziik, aminek
a helyettesité modelljét a végtelen testtel vald Gsszehasonlitas alapjan statikus
elven hozzuk létre, majd a kapott egyszertisitett modellen hajtjuk végre a dina-
mikai vizsgalatot.

6.4.1. A rugalmas féltér és az ekvivalens ridmodell

A talaj eredendGen nemlineéris viselkedését nagyban leegyszertisitve tekintsiik
a homogén izotrop, linearisan rugalmas anyagu rugalmas félteret, melynek felsé
sikjan egy merev, kor keresztmetszetii felilleten adunk at egy kézpontos fiig-
gbleges er6t. Boussinesq nyomén ismert, hogy a rugalmas féltér helyettesits
statikus rugémerevsége erre a teherre

4GR

kSBt:l—V

, (6.218)

ahol R a felszinen nyomott korfeliilet sugara, G a talaj nyirasi modulusza, v a
Poisson-tényezdje.

A helyettesits statikus rugomerevség fizikai jelentése nyilvanvalo: a felszi-
ni keresztmetszet egységnyi eltolodasa esetén az egyensilyt egy ekkora erdvel
lehetne fenntartani, ami természetesen a feliilet mentén oszlik meg.

Dinamikus helyettesité merevséghez az eddig tanultak alapjan egy egységnyi
amplitudéju harmonikus mozgast kellene létrehoznunk a felszini korfeliileten és
az &allandosult rezgés soran a rezgést 1étrehozé eré amplitidoja lenne a dina-
mikus merevség. A rugalmas féltér allandosult rezgésalakjanak meghatarozasa
viszont szinte lehetetlen: még a korszimmetria kihasznalédsa esetén is egy ten-
gelytdl valo tavolsag, egy mélység és egy idG szerepelne fiiggetlen valtozoként a
kétiranyu elmozduldsokban, melyekbdl az alakvaltozéasokat, fesziiltségeket kel-
lene kifejezni a mozgas differencialegyenletrendszerének felirasdhoz (idaig csak
ijeszt6, de megoldhato a feladat), hogy aztan azt harmonikus peremfeltételek
mellett megoldjuk.

Ehelyett vezessiink be egy egyszertisitett modellt, amit helyettesitd rudmo-
dellnek nevezziik, és az alabbi elvardsokat fogalmazzuk meg vele szemben:

a) legyen egy fliggsleges tengelyt, korszimmetrikus ruad,

b) a helyettesits statikus merevsége legyen azonos a talaj (6.218) szerinti
merevségével,

c¢) arud hossza legyen végtelen,
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d) arud keresztmetszetei merev siklapokként csak fligg6legesen mozduljanak
el,

e) a rud keresztmetszetei mozgas kozben ne valtoztassak meg a méretiiket.

Az a) feltétel egyértelmt, hiszen a végtelen rugalmas féltér és abban a fliggéleges
mozgés is korszimmetrikus. A korszimmetria miatt a d) feltételnek is teljesiilnie
kell. A b) és c) feltétel egylitt azt eredményezi, hogy a rud keresztmetszeté-
nek a hossz mentan lefelé haladva névekednie kell és a végtelen mélységben a
végtelenhez kell tartania: feliilrél korlatos keresztnetszet esetén barmilyen véges
riaders végtelen alakvaltozast okozna'l. A végtelenbe tartéan névekvs kereszt-
metszeti teriilet viszont nulldhoz tartéan csékkenti a normalfesziiltség értékét,
igy a végtelen féltér végtelen mélységében szamolhato jelenséget kapjuk vissza.
Végiil az e) feltétellel modellezziik a kornyezd {6ldtomeg megtamaszté hatasat:
azt feltételezziik, hogy a radmodellben csak fligg6leges alakvaltozasok léphetnek
fel, igy az F rugalmassagi modulusz helyett az

1—v

BT

(6.219)
gdtolt rugalmassdgi modulusz fejezi ki a fliggSleges normalfesziiltség és fajlagos
nyulas kozotti kapcsolatot. Fzzel az anyagjellemzével a végtelen rugalmas féltér
(6.218) szerinti helyettesitd merevsége:

(6.220)

A ruad siirtiségét azonosnak tekintjiik a talaj o stirtiségével.

A feltételeknek megfelelen egy olyan rudat valasztunk (lasd a 6.9. abrat),
aminek a sugara egy exponencialis fiiggvény szerint valtozik az y-iranya mélység
mentén: ,

r(y) = Re, (6.221)

ahol f egy egyel6re ismeretlen karakterisztikus mélység. Ahogy a képletbsl
latszik, az y = f mélységben lesz a sugér a felszini sugar e-szerese. A sugarbol
természetesen a keresztmetszeti teriilet is kifejezhetd:

Aly) = r*(y)m = R%e T m = Age ', (6.222)

ahol Aj a felszini keresztmetszeti teriilet. Mint latszik, a teriilet is exponencia-
lisan novekszik a mélység fiiggvényében.
A keresztmetszetek elmozdulasat a v(y,t) fliggvény adja meg, melybdl az
alakvéltozas:
_ Ou(y,t)

gy(y,t) - ay

Ebben az alfejezetben a (*) jellel az y szerinti (parcialis) derivalast fogjuk jelolni,
igy a fenti kapcsolat €, (x,t) = v'(y, t) alakban is irhato.

A gatolt alakvaltozasnak megfeleléen a normalfesziiltséget a gatolt rugal-
massagi modulusszal szamoljuk:

(6.223)

o(y,t) = Ecey(y,t). (6.224)
1 Emlékeztetiink a prizmatikus rad Al = % megnytlasara, ami végtelen £ esetén végtelen

lenne.
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6.9. abra. Az ekvivalens rﬁdmodey: a felszinen nyomott feliilet atmérdje D =
2R, az ekvivalens rud sugara az e’ fliggvény szerint valtozik.

Végiil, a merev keresztmetszetek miatt a normalfesziiltség eloszlasa a feliilet
mentén egyenletes, igy a normélerd:

N(y,t) = o(y,t)A(y). (6.225)

6.4.1.1. Mozgas differencialegyenlete

A vizsgalathoz sziikségiink lesz az ekvivalens radmodell mozgésanak differencial-
egyenletére, ezért a 6.10. abran feltiintettiik az y és y+dy mélységek kozotti elemi
rudszakasz elkiilonitését. A fels§ keresztmetszetben a o(y,t) fesziiltség miiko-
dik A(y) feliileten, az alsé keresztmetszetben a o(y + dy, t) fesziiltség miikodik
A(y + dy) feliileten. ezek az erdk hozzak létre a 4(y,t) gyorsulast. Newton ma-
sodik torvényének felirdsakor kihasznaljuk, hogy a dy tavolsag elemien kicsiny,
igy az elemi szakasz tomegének szamitasakor elhanyagolhatjuk a keresztmetszeti

terlilet novekedését:
dm = pA(y)dy, (6.226)

az also keresztmetszetre hato fesziiltségek eredGjének szamitasakor a fesziiltséget
és a teriiletet a Taylor sor els§ két elemével kozelitjiik:

oy +dy,t) ~ o(y,t) + o'y, )y, Aly+dy) ~ A(y) + A'(y)dy.  (6.227)
Igy Newton mésodik térvénye az elkiilonitett szakaszra:
0A(y)dyi(y,t) = —o(y, 1) Aly)+
+ oy, ) + o' (y, t)dy] [Ay, t) + A'(y, t)dy] . (6.228)

A szogletes zarojelek szorzatanak felbontésa utan egyszertsithetiink a negativ
és pozitiv elGjellel egyarant egyszer eléfordulo o(y,t)A(y) taggal:

0A(y)dyi(y,t) = o' (y, t) A(y)dy + o (y, ) A'(y)dy + o' (y, t)dy A (y)dy. (6.229)
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6.10. abra. Az ekvivalens radmodell elemi darabja és a ra hato erdk.

Az utolso tag a jobb oldalon masodrendiien kicsiny, igy a dy-nal torténd egy-
szeriisités utan az a tag eltdnik:

0A(y)i(y,t) = o' (y, t) A(y) + o (y, ) A'(y). (6.230)
A keresztmetszeti teriilet fliggvényének derivaltja (6.222) felhasznalasaval:

2y

Al(y) = ;A0€7, (6.231)

A fesziiltség derivaltja pedig (6.224) alapjan:

o'(y,t) = Ecey (x,t). (6.232)
Ezeket behelyettesitve (6.230) derivaltjai helyére, és az alakvaltozast (6.223)
segitségével kifejezve:

2y
f

ngeZ)Tyi}(y, t) = E"(y, t)AOezTy + B (y,t)Age T ~. (6.233)

|

Ezt egyszertisitsiik Aoe%—fel7 majd a tagok egy oldalra rendezése utén kapjuk
az ekvivalens radmodell mozgasanak parcialis differencidlegyenletét:

2
E"(y,t) + ?Ecv'(y, t) — ob(y,t) = 0. (6.234)
Vezessiik be a
E.
Cp =1 =2 6.235
. ( )

hullamsebességet, melyet felhasznalva (6.234) egyenletét osszuk le E.-vel, igy
végiil megkapjuk az ekvivalens radmodell mozgasanak differencidlegyenletét:

v"(y,t) + ;v’(y,t) - C%iﬁ(y,t) =0 (6.236)

n
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6.4.1.2. Egyensulyi differencidlegyenlet, statikus merevség

Az ekvivalens radmodell f karakterisztikus mélységének illesztését gy végez-
ziik, hogy a modell statikus merevsége azonos legyen a végtelen rugalmas féltér
(6.220) szerinti merevségével.

A helyettesité merevség fizikai jelentése alapjan azt a fligg6leges erdt kell
meghataroznunk, amit a felszini keresztmetszeten mikodtetniink kell ahhoz,
hogy annak elmozdulasa egységnyi legyen. Ezt a deforméalt alakot statikus al-
lapotban vizsgaljuk, ezért (6.230) egyenletébdl az idsfiiggeést és az id6 szerinti
derivaltakat elhagyva kapjuk az ekvivalens ridmodell egyensulyi differencial-
egyenletét:

v"(y) + ;v/(y) =0, (6.237)
melynek olyan megoldasat keressiik, ami a felszinen egységnyi, a végtelen mély-
ségben pedig zérus eltoldodassal rendelkezik, azaz kielégiti az alabbi peremfelté-
teleket:

v(0) =1, v(o0) = 0. (6.238)

Keressiik (6.237) megoldasat
v(y) = ae™? (6.239)

alakban, melynek elsg és masodik derivaltjait behelyettesitve (6.237) egyenleté-
be azt kapjuk, hogy

2
Maet + ?)\ae’\y =0, (6.240)

melynek két megoldasa a A2 4 %)\ = 0 egyenletbdl:

2
A1 =0, Ay = ——, (6.241)
f
azaz a megoldés altalanos alakja:
v(y) = a + ase” 7. (6.242)

A (6.238) peremfeltételek koziil a méasodik miatt a; = 0, majd ezt felhasznalva
az els6bdl as = 1, vagyis a keresett statikus radalak:

v(y) = e 7Y, (6.243)
Ebbdl az alakvaltozas fliggvénye:
2 2
gy(y) = —e 7Y, (6.244)
a legfels6 szinten pedig:
2
£, (0) = —=. (6.245)
f
A normalfesziiltség és a normaélerd rendre:
2 2E A
0,(0)=—E.~,  N(0)=— 9. (6.246)
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6.11. abra. Az ekvivalens radmodell dinamikus merevségének fizikai jelentése.

A rugdémerevségnek megfelel§ eré nyomja a legfels keresztmetszetet, igy a me-
revség a normalers ellentettje, azaz:

2E A
kel = 9. (6.247)
f
Ennek kell egyenlének lennie a (6.220) szerinti merevséggel:
1—-2v 2E.Ag
2F, = , .24
o (0245
amibe behelyettesitjiik Ag = R%7-t és megoldjuk f-re:
(1-v)?
= .24
f=Rm T 5, (6.249)

6.4.2. Az ekvivalens riiddmodell dinamikus merevsége

6.4.2.1. Dinamikus merevség

Az ekvivalens radmodell dinamikus merevségét a (6.249) karakterisztikus me-
revséggel a statikus merevséghez illesztett modellen keressiik annak fizikai je-
lentése alapjan. Hozzunk létre egy egységnyi amplitidoja, komplex harmonikus
mozgast a rad felszini keresztmetszetében, és hatdrozzuk meg a mozgast létre-
hozo eré amplitudojat (lasd a 6.11. abrat).
Azaz keressiik a (6.236) parcialis differencidlegyenlet megoldasat, ha a pe-
remfeltételek:
9(0,t) = 1™, ¥(c0,t) = 0. (6.250)

Keressiik a megoldast a valtozok szétvalasztasaval
v(y, t) = o(y)e™* (6.251)

alakban, ahol 9(y) a komplex alakfiiggvény. A feltételezett alak sziikséges deri-
valtjai:

V' (y,t) = (y)e™t, V' (y,t) =" (y)e™t, by, t) = —w?i(y)e™t,  (6.252)
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Amiket behelyettesitve a differencidlegyenletbe:

gf)/(y)ei‘”t + uﬁf}(y)e“"t =0. (6.253)
f c

Az e tagot kiemelve és azzal egyszertsitve kapjuk a komplex rezgésalak ko-
zonséges differencidlegyenletét:

6H(y)eiwt4+

w2
7" (y) + ;f/(y) + 5 0(y) = 0. (6.254)

A (6.251) szerinti feltételezett alakot behelyettesitve a (6.250) peremfelté-
telekbe, ugyancsak e™!-vel vald egyszertisités utan kapjuk az alakfiiggvény pe-

remfeltételeit:
(1) =1, 9(00) = 0. (6.255)

6.4.2.2. Rezgésalak megoldasa

Keressiik az alakfiiggvényt R
o(y) = beMV (6.256)

alakban, melynek sziikséges derivaltjai:
T(y) =bre™,  T(y) =AM (6.257)

Ezeket behelyettesitve a rezgésalak differencidlegyenletébe az alabbi egyenletet
kapjuk:

~ 2 w?
beY {A2 + ?/\ + 2} = 0. (6.258)
Az egyenlGség ugy teljesiilhet, ha a kapcsos zarojelben levé kifejezés értéke 0,
mely masodfoki egyenletbdl A lehetséges értékei:

~24(2) - 4(4)

2 )

1 /1 w? 1 /1 w?

a megoldas altalanos alakja pedig

A2 = (6.259)

azaz

o(y) = B1eMY + Byet?V, (6.261)

A A\ és Ay értékekre f, ¢, és w viszonyatdl fliggSen kaphatunk két valds
gyokot, vagy egy komplex konjugalt gyokpart. A két eset kozotti kiilonbséget
a gyiikjel alatti kifejezés elGjele adja. Mivel egy adott modellben az f és ¢,
értékek rogzitettek, igy azt mondhatjuk, hogy a gerjesztés korfrekvenciajatol
fligg, hogy melyik eset all fenn.

e Ha a gydkjel alatti szam negativ, akkor nagy frekvencidji gerjesztésrol
beszéliink. Ilyenkor
w Cn

Cn
< = < fw, 2 <w. 6.262
. o</ en < fw 7w ( )

~| =
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e Ha a gyokjel alatti szam pozitiv, akkor alacsony frekvencidju gerjesztésrél
beszéliink. Ilyenkor

S A ) 07" > w. (6.263)

A folytatasban ezt a két esetet kiilon vizsgaljuk.

6.4.2.3. Nagy frekvenciaji gerjesztés

A nagy frekvenciaju gerjesztés esetében a két A gyok komplex. Vezessiik be a
csq sebességet az alabbi moédon

1 /1 1
— == — 5=- 6.264
Csd 6121 f2w2 ( )

A cgq értéke valos szam, a mértékegysége pedig valoban egy sebességé. Ezt
felhasznalva a két gyok egyszeriibben irhato:

1 w 1 w
M=—= +i—, Ao = —— —i—, 6.265
1 7 + Zch 2 7 chd ( )
amit felhasznalhatunk a rezgésalakban:
O(y) = Bre F T + Bye T (6.266)
iwt

A teljes rezgés fiiggvényéhez ezt e"*-vel kell szoroznunk, igy:

Y ; WY - Yy ; WY -
— i —F Tl
’U(y7t) = B]e f Csd 6ZWt + Bze f Csd e'LUJt =

wy

_Y 4 ; _y ey,
= Bie e "eae™t + Boe T Te "eae™t. (6.267)

Bévitsiik az utols6 exponenciélis tagok kitevsit f;—':—vel:

Ry Lweggt W weggt
v(y,t) = Bre fet'euie v + Bye Yo taie’ v , (6.268)
igy elvégezhets az alabbi Gsszevonas:
v(y,t) = Bie feTieaWtesat) 4 poe=F e tag W omat), (6.269)

Az Euler-féle atirast'” alkalmazva igy azt kapjuk, hogy:

v(y,t) = Bie 7 [cos <w (y+ csdt)> + isin <w (y + csdt)>] +

Csd Csd

+Bye” ¥ [cos <w (y — csdt)) —gsin (w (y — csdt)ﬂ .
Csd Csd

A szogletes zarojelben levd fliggvényekrol azt allapithatjuk meg, hogy azok
egy-egy halado hullam fiiggvényét adjak meg. A B; egyiitthatoju fliggvény
Yy + csqt argumentuma egy negativ y iranyba, azaz felfelé halado hullamot ir le,

(6.270)

2etiz — cosz + isine
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mig a By egyiitthatoja fliggvény y — csqt argumentuma egy pozitiv y iranyba,
azaz lefelé halado hullamot ir le.

A 4.1.3. szakaszban lattuk, hogy az egyik irdnyba haladé hullamok két forras-
bol szarmazhatnak: a vizsgélt tartoméanyon a kezdeti feltételek miatti alakbol,
és a masik irdnyba halad6 hullaimok visszaver6désébdl azon a peremen, ahol
azok kilépnek az értelmezési tartomanybol. Az allandosult rezgés soréan a kez-
deti alak nem befolyasolja a rezgést, a lefelé halado hullamok pedig a végtelen
meélységben levé peremrsl nem verddnek vissza: ott mar nulla lenne az ampli-
tadojuk és végtelen id6 mulva érne fel a felszinig ez a nulla amplitudoja alak.
Emiatt a felfelé haladé hullam amplitadoja, azaz a B; egyiitthato értéke nulla
lesz, a 6.266 szerinti rezgésalak pedig az aldbbiak szerint egyszertisodik:

1

B(y) = Byel T}y, (6.271)

A felszini keresztmetszetre vonatkozo peremfeltételbe (tehat (6.255) elss egyen-
letébe) behelyettesitve:

5(0) = Boel 10 _ g0 1, (6.272)
amibdl By = 1 adédik, a peremfeltételeket kielégits alakfiiggvény tehat:

_1_

o(y) = el 3, (6.273)

Az alakvaltozés alakfiiggvénye ennek y szerinti derivaltja:

1 S w

Ey(y) =0'(y) = {— —iw}e{ bty (6.274)

£,(0) = {—1 - iw} . (6.275)

Ugyanebben a keresztmetszetben a normalfesziiltség és a normalerd amplitudoja
rendre:

1 w - 1 w
5, (0)=F, 4 —— —i— V4. NO)=E.Agd—> —i2 . 6.276
5,0 =B il O =Ea{-f-iZ) G2
Emlékeztetiink, hogy a dinamikus rugémerevség a normalerd ellentettje, igy:
~ E.A . E.A
kain = =52 4 jw—"0 (6.277)
f Csd

Szo6r6do csillapitas

Ahogy (6.277) képletében latjuk, nagy frekvenciaju gerjesztés esetén a dinami-
kus rugémerevség komplex alaku lesz. Korabban lattuk, hogy ilyenkor a rugal-
massag és a tomeg miatti egyiittes hatés a valés k—w?m dinamikus merevségben
jelenik meg, mig a csillapitas a képzetes iwc tagban. A kapott eredménybdl azt

I3Emlékeztetiink, hogy ez az alak még szorzodik az e*“t-vel, de mivel a dinamikai merev-
séghez is csak az amplitudora van sziikségiink, az idéfiiggést mar nem vissziik tovabb.
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allapithatjuk meg, hogy nagy frekvenciaju gerjesztés esetén az ekvivalens rud-
modell alapjan a talaj dinamikus megtamaszt6 hatasat egy

kain = ECfAO (6.278)

merevségl rugoval (ami a statikus rugéomerevség (6.247) szerinti értékének a
fele) és egy

E.Ag
Csd

(6.279)

Cekv =

egyiitthatoju viszkozus csillapité elemmel modellezhetjiik.

A komplex dinamikus merevségben megjelend csillapitas annak ellenére jott
létre, hogy a talaj anyaganak bels6 csillapitasat elhanyagoltuk. A csillapitéas
forrasa az, hogy a végtelen féltérbe behatold hullamok nem ver6dnek vissza, igy
az altaluk hordozott energia szétszorddik a talajban. Emiatt ezt a csillapitast
(és altalaban a végtelenbe terjedd hullamok miatti energia-disszipéaciot) szdrédo
csillapitdsnak nevezziik. A (6.264) képletet behelyettesitve a csillapitési tényezd
(6.279) szerinti képletébe azt lathatjuk, hogy a gerjesztés korfrekvencidjanak
novelésével a csillapitds mértéke is novekszik. Hatarértéke a végtelenbe tartd

korfrekvencia esetén:
0o ECAO
Celv =

(6.280)

Cn
Megjegyezziik azt is, hogy nagy frekvenciaju gerjesztés esetén a valos di-
namikus rugéomerevség (6.278) szerinti értéke éppen a fele a statikus merevség
(6.247) szerinti értékének.

6.4.2.4. Alacsony frekvenciaju gerjesztés

Alacsony frekvenciaju gerjesztés esetében a (6.260) szerinti mindkét A gyok va-
l6s. Természetesen le lehet vezetni a dinamikus merevséget e két gyok és a
belsliik szarmaztatott rezgésalakbol kozvetleniil is, de felhasznalhatjuk a kordb-
bi eredmeényt is, ami (6.277) képletére vezetett.

Az alacsony frekvenciaju gerjesztés esetén a (6.264) képlettel bevezetett cgq
sebesség képzetes lesz, amit valossa tehetiink, ha beszorozzuk i-vel:

1 1 1
i— =V—1,|—

2 2,2
Csd 2 fPw

1 1 1 1
\/(_1) <C$L - f2w2) = \/fzwz e (6.281)

Ezt az eredményt helyettesitsiik be (6.277) képletébe:

E.Aq 1 1
kagin = E Ao 5= — =, 6.282
d 7 +w 0 Pa? & ( )

amit egyszertibb alakra hozhatunk:

f 2o

1 1 w?
kain = EcAg ( )= — “) (6.283)
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a) T T T T b) T T T

EcAp/Cn [ e
2E A /f 8 e R0 En

Kain [~

E Ag i |- Cekv [~

0 1 1 1 1 I 0 1 I
0 cn i w 0 o /f w

6.12. abra. Az ekvivalens riddmodell komplex dinamikus merevségének Osszete-
v6i: a) valos dinamikus merevség (6.283) és (6.278), b) a csillapitasi tényezd
(6.279).

Ebben az esetben tehat nincsen szérédo csillapitas, a helyettesité rugdmerevség
pedig a statikus merevség értéke és annak fele kozé esik a gerjesztés frekvenci-
ajatol fiiggGen.

Gsszegzés

Az alacsony és a nagy frekvenciajua gerjesztésekre levezetett komplex dinamikus
merevséghdl szarmazo dinamikus merevséget és csillapitasi hanyadot a 6.12.a)-
b) abrakon mutatjuk be jellegzetes értékeikkel. A talajra helyezett szerkezet
vizsgalata ezutan egy rugalmasan megtamasztott szerkezet vizsgalataként foly-
tatodhat.

6.4.3. Egyebek

6.4.3.1. Osszenyomhatatlan anyagok csillapitasa

Osszenyomhatatlan, vagy kozel sszenyomhatatlan anyagok (példaul sportpé-
lyak rekortanboritasa, vagy miifiivek gumitormelékes feltoltése) esetén a szoro-
do csillapitas megjelenése eredményez a hasznalat szempontjabél kedvezs ha-
tasokat. Ennek megértéséhez nézziik végig az Osszenyomhatatlansagot jelentd
v = 0.5-6s Poisson-tényez6 hatasat a szamitasra, hiszen a kozel 6sszenyomhatat-
lan anyagok v = 0.49... jellegli Poisson-tényez&je esetén is hasonld jelenségre
szamithatunk.

A sz6r6do csillapitas szempontjabol a 07” hényados a lényeges, hiszen az ennél
nagyobb frekvenciék esetén tapasztalhaté annak hatasa. Irjuk fel e hanyadost
(6.235) és (6.249) alapjan:

¢n _ [Ec Rm(1-2v)
f_\/j a7 (6.284)

és helyettesitsiik be a gatolt modulusz (6.219) szerinti képletét:

1—v Rr (1 —2v)
\/7 I+v)(1—-2v) (QA-v)2 (6.285)
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Kis atalakitassal és egyszertisitéssel azt kapjuk, hogy:

en E 1-v)(1-2v)° _|E (1-2v)
f_RW\/;\/(l-l-V)(l—Qu)(l—u)‘l =R \/; (1+v)(1—v)* (6.286)

A képlet szamlalojabol kiolvashato, hogy az 6sszenyomhatatlan anyagnak meg-
felels v = 0.5 esetén a hanyados nulla lesz (majdnem Gsszenyomhatatlan anyag
esetén pedig nulldhoz tart), vagyis (6.262) képletének megfeleléen minden dina-
mikus gerjesztés nagy frekvenciaja gerjesztésnek fog szamitani, ahol valamek-
kora szo6r6do csillapitas is megjelenik.

6.4.3.2. Szo6rodo csillapitas modellezése véges rendszerben

Mint lattuk, a végtelen féltérben tavolodé haladd hullamok energia disszipaciot
eredményeznek a szerkezetben. Végeselemes modellezés esetén viszont altalaban
az elemeink és a modelliink is véges kiterjedésti, amit a peremein megtamasz-
tunk. A merev, vagy rugalmas tamaszok esetén a szerkezettsl indulé halado
hullamok visszaver6dnek, ezaltal modosulhat a véges modell viselkedése a mo-
dellezni kivant végtelen szerkezetéhez képest. Ezt kétféleképpen lehet elkeriilni.
Az egyik lehetGség az, hogy a peremekre nem csak rugos, hanem viszkozus csil-
lapité elemekbdl 4ll6 megtamasztast is elhelyezlink. A maésik lehetGség, hogy a
talajnak adunk valamilyen fiktiv belss csillapitasi hanyadost, ami ezaltal a véges
tartomanyban disszipalja azt az energiat, ami egyébként a végtelenbe tartana.

6.4.3.3. Talaj anyaganak viszkozus csillapitasa

A komplex dinamikus merevség (6.277) szerinti képletét linearisan rugalmas
anyagra vezettiik le. Amennyiben a talaj anyaganak a & csillapitésat is figye-
lembe szeretnénk venni, akkor a komplex statikus merevség (6.158) szerinti kép-
letében latott modon jarhatunk el: a gatolt modulusz helyett komplex gatolt
modulusszal dolgozhatunk, ami

E, = E.(1+ 2i¢), (6.287)

igy (6.277) képletét modositanunk kell

. B.Ay . E.A
kdm=<1+2i§>( ® +iw °)=
f Csd
B.A B.A 2 B.Ay | E.A
:( <0 2w="S 0)+iw(§ 0 4= 0) (6.288)
f Csd f Csd

Nagy frekvencidju gerjesztés esetén fenti képlet annyit jelent, hogy a valds
rugémerevséget és a csillapitasi tényez6t modositanunk kell, és (6.278), illetve
(6.279) helyett az alabbi képletekkel dolgozhatunk:

E A E.A 26 E.A E.A
kdin: - 0_2&*‘] - 07 Cek:v:é - 0+ 0

f Csd w f Csd
Alacsony frekvencidji gerjesztés esetén (6.288) képletében cgq képzetes, igy
érdemesebb (6.283) képletébdl kiindulni. A komplex merevség valos értéke nem

. (6.289)
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valtozik, a 2i&-vel vald szorzas miatt viszont egy csillapité elemet is alkalmaz-
nunk kell a megfelels egyiitthatoval:

1 1 w? 2
kdin - ECAO (f + F - C%) 5 Cekv = ;kjdin- (6290)

6.4.3.4. Szorodo csillapitas el6fordulasa mas modellekben

Ebben az alfejezetben csak a rugalmas féltér fliggsleges rezgésére mutattuk be
a szorodo csillapitas jelenségét, amikor a keresztmetszet egy kor. A felszini
keresztmetszet vizszintes mozgésa esetén hasonlo lépésekkel lehet hasonlo ered-
ményekre jutni, akircsak a merev alaptest elfordulasahoz kapcsol6do, an. billegs
mozgas esetén.

Ezeken kiviil megemlitjiik, hogy egyéb, végtelen szerkezeteknél is megjelenik
a halad6 hullamok vissza nem ver6dése miatti energiaveszteség, és az ezt jellemz§
szorodo csillapitas. Erre példa lehet az egyik iranyban végtelen hosszisagi
lemez esete.
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