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méretek meghatdrozdsa fokméréssel. Nevezetes fokmérések és eredményeik.
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1. zdrthelyi dolgozat.

9. 4 6. ea A geodéziai datum. A vonatkoztatdsi ellipszoid elhelyezésének gyakorlati
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11. 46.ea A geoidkép meghatdrozdsdnak geometriai mddszere. A csillagdszati szintezés
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12. 46.ea A geoidmeghatérozds fizikai médszereinek alapjai.
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Oravézlat a Fels6geodézia eldaddsaihoz

1. Hét
1. ALAPFOGALMAK

11. A fels6geodézia feladata, kapcsolatai

A geodézia a helymeghatarozas tudomanya. Gyakorlati feladata a Fold (vagy mds égitest)
méreteinek, alakjdnak, térbeli tdjékozdsdnak, kiilsé nehézségi eroterének és idobeli
vdltozdsaiknak meghatdrozdsa.

Ezen beliil az alségeodézia a kisebb kiterjedésii teriiletek részletes felmérésével foglalkozik, a
felsogeodézia feladata pedig a nagyobb kiterjedésii teriiletek — orszagok, foldrészek és az
egész Fold — egységes felmérésének elméleti és gyakorlati megalapozésa.

Ebbe a feladatkorbe tartozik a Fold egésze, mint égitest, méretének, alakjanak és kiilso
nehézségi eroterének a meghatarozasa. A foldtest térbeli tdjékozdsdanak kérdésével a Globdlis
helymeghatarozds és a mesterképzés Kozmikus geodézia tantargya foglalkozik, ugyanis a
Fold helyzetét a forgdstengelyen a polusmozgds, és a forgastengelynek csillagokhoz
viszonyitott térbeli helyzetét a precesszid és a precesszidzavar (vagy csillagdszati nutécio)
jellemzi.

A felsdgeodézia ismeretanyaga alapvetden a természettudomdnyokbdl fejlodott ki, igy
kozvetleniil épiill a matematika, (a feliiletek elmélete, a potencidlelmélet, stb.), a fizika (a
tomegvonzds), a mechanika (a szabad tengely koriili forgd mozgas elmélete), a csillagdszat
(az asztrometria €s az €gi mechanika), a geofizika (a Fold alakjat és méreteit befolyasold
fizikai folyamatok) valamint a geoldgia egyes fejezeteire.

A felsdgeodézia szoros kapcsolatban dll a geodézia tobbi tudoményteriiletei koziil a globdlis
helymeghatarozdssal, a kozmikus geodézidval, az orszdgos felméréseket megalapozé
geodéziai alaphélézatok 1étesitésével kapcsolatos gyakorlati ismeretekkel és kiterjedten
alkalmazza a kiegyenlitd szamitasok modszereit.

12. A féldalak fogalmak

A Fold alakjarél a tovabbiakban kétféle értelemben fogunk besz€lni. Megkiilonboztetjiik a
Fold fizikai és az elméleti (vagy matematikai) alakjdt.

A Fold fizikai alakjan a szilard Fold hatarol6 feliilete és a felszini vizek (tavak, tengerek
stb.) nyugalomban képzelt (idealizdlt) felszine altal alkotott feliiletet értjiik. Ez, fOként a
szarazfoldeken igen valtozatos, szabdlytalan feliilet. Ezt dbradzoljdk analég moédon, pl. a
topografiai, vagy a hegy- és vizrajzi foldrajzi térképeink, digitdlisan a térinformatikai
adatbézisaink, digitalis terepmodelljeink.

A foldfelszinnek mintegy 70%-at tengerfelszinek alkotjdk. Mér az 6korban is ugy gondolték,
hogy a Fold egészének az alakjat jobban képviseli a vildgtengerek sokkal simabb,
szabdlyosabb alaku felszine (és ennek a szdrazfoldek alatti képzeletbeli kiterjesztése). Az
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ismeretek kiilonbozo fejlettségi fokdan a (nyugalomban képzelt) tengerfelszint mads-més
matematikai feliiletnek vélték, és mindenkor ezt tekintették a Fold elméleti (vagy
matematikai) alakjanak.

A korabbi primitiv vildgszemlélet utdn, amely a Foldet lapos korongnak képzelte, mar az
okori gordg, babiloni és mas kultirdkban megjelentek azok a tudésok, akik a Fold (elméleti,
vagy matematikai) alakjit gombnek (a helyi fiiggdleges iranyokat gombsugaraknak) tartotték,
€s a maguk akkori egyszerli eszkozeivel — ma meglepd megbizhat6sdggal — meghataroztik
egyetlen méretét, a gdbmb R sugarat.

Ez a felfogds tartotta magat egészen a XVII. szdzadig, amikor Newton mechanikdjanak
(egyebek mellett a tomegvonzdas és a forgasbol szarmazoé (centrifugdlis) erOhatds) ismeretében
tudatosult az, hogy forgd, folyadékszerli tomeg egyensulyi alakja gomb nem, hanem
valamilyen forgdsi ellipszoid lehet. Ennek megfeleléen, a nyugalomban képzelt tengerek
felszinét valamely ellipszoid feliiletdarabjainak, a helyi fiiggdleges iranyokat ezen ellipszoid
feliileti normédlisainak tekintették. Ett6l kezdddden a Fold matematikai (elméleti) alakjanak
meghatarozasara végzett mérések és szamitdsok célja a tengerfelszineknek megfeleld forgasi
ellipszoid két méretének, az a €s a b tengelyhosszisdgnak megéllapitdsara iranyultak.

Héaromszogelési és foldrajzi helymeghatidrozasi munkdi soran Gauss figyelt fel arra, hogy a
geodéziai alapponthdlézatdnak pontjaiban a helyi fiiggéleges irdnyok tobbé-kevésbé
szabdlyos eltérést mutattak az ellipszoidi normélisoktél. Annak ismeretében, hogy a szabad
folyadékfelszin egyenstlyi allapotdban — ha rd csak a nehézségi erd hat — minden pontjadban
merdleges a nehézségi erd (a helyi fliggdleges) irdnydra, arra kovetkeztetett, hogy a tengerek
felszine nem forgasi ellipszoid alakd, hanem a Fold tomegeloszldsanak szabdalytalansagai
miatt ennél véltozatosabb feliilet.

Mint késObben [1.4.] latni fogjuk, valamely er6térben az erd irdnydra merdlegesen futd
feliileteket szintfeliileteknek nevezziik. Igy Gauss végiil is azt dllapitotta meg, hogy a
nyugalomban képzelt tengerek felszine (és ennek a szdrazfoldek alatti kiterjesztése) a
nehézségi erotér szintfeliiletének alakjdt veszi fel.

A megfigyelések szerint a tengerek tényleges szabad felszine — kiilonb6z0 fizikai hatdsok
kovetkeztében — egyrészt helyenként, masrészt ugyanazon helyen is az 1d6 fiiggvényében mas
€s mas szintfeliileten helyezkedik el. Ezért a foldalak-fogalom egységes értelmezése
érdekében a szdbajohetd tengerfelszinek koziil egyet — valamely tenger kozéptengerszintje
kozelében kijelolt ponton dthalado szintfeliiletet — vélasztjuk. Ezt tekintjiik a tengerek
nyugalomban képzelt (idealizalt) felszinének. Ezt a feliiletet és ennek a szarazfoldek alatti
meghosszabbitdsat tekintjiik a Fold elméleti (vagy matematikai) alakjanak, amit idegen szdval
geoidnak neveziink. Ez, a Fold fizikai alakjanal sokkal kevésbé valtozatos, simédbb lefutdsu,
de az ellipszoidnal bonyolultabb feliilet (amelynek az ellipszoidhoz viszonyitott hulldmai
1130 méternél nem nagyobbak).

Megjegyezziik, hogy a valddi (pillanatnyi) tengerfelszinek eltérése a geoidtol mintegy £15 m-
en beliilli érték, ami az i1d0 fiiggvényében folyamatosan valtozik. Hosszabb idOtartamra
kozépértéket képezve az eltérés mintegy 2 m-nél kisebb. Ezt nevezziik a tengerfelszin
topogrdfidjdnak, aminek a pillanatnyi tengerfelszinre végzett méréseknek a geoidra
atszamitasakor van jelentosége.

A foldalak fogalom kettdsségének megfelelden a foldalak meghatarozas is kettds feladatot
jelent:

- a Fold fizikai alakjdnak (a fizikai foldfelszinnek) és

- a Fold elméleti (matematikai) alakjdnak (a geoidnak) a meghatdrozasat.
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Mindkettonek fontos gyakorlati jelentdsége van. A felsogeodézidban a Fold meghatarozandé
fizikai alakjdt a fizikai foldfelszinen kijelolt és gondosan dllandésitott, egymast6l néhanyszor
tiz kilométerre fekvd geodéziai alaphdl6ézati pontok — orszdgokra, foldrészekre, az egész
foldfelszinre kiterjedd (poliédert alkoté) — halmaza és a térbeli helyzetiiket megado
koordinatak jegyzéke (adatbazisa) jelenti. (A Fold fizikai alakja, vagy a topografiai foldfelszin
tovabbi részleteinek az alaphdlézati pontokra tdimaszkodé meghatdrozdsa és analdg, vagy
digitdlis megjelenitése mar alségeodéziai feladat, amivel jelen keretek kozott nem
foglalkozunk.)

Fold elméleti (matematikai) alakjdnak a kiillonds gyakorlati jelentésége abban van, hogy
ehhez viszonyitjuk a Fold fizikai felszinén fekvé pontok magassdgat (tengerszint feletti
magassig). Ezért — kiillonosen a GPS kordban — a geoid alakjanak meghatdrozdsa a
mindennapi alségeodéziai gyakorlat szamara is nélkiilozhetetlenné valt, mert ennek ismerete
teszi lehetdvé, pl. a mesterséges holdak észlelésével meghatdrozott magassagi
mérdszamoknak geoid (tengerszint) feletti magassagga atszamitasat.

A geoid, mint a foldi nehézségi erdtér szintfeliilete, képet ad az erdtér eloszldsardl, igy
megismerése a geodézia egyik alapfeladata megolddsanak, a nehézségi erotér
meghatdrozdsdnak is részét képezi.

A Fold fizikai és elméleti (matematikai) alakjdnak bizonyos idOkozonkénti ismételt
meghatdrozdsai lehetdvé teszik a foldfelszini pontok, veliikk az egyes kéregdarabok, tablak
térbeli elmozduldsanak, rajtuk keresztiil a foldtest idobeli alakvdltozdsainak tanulmanyozasat
(vizszintes és fliggoleges mozgasvizsgdlatok). Ezekre a mérési eredményekre timaszkodnak a
geodinamikai vizsgélatok.

Megjegyezziik, hogy a Fold korabbi matematikai alakjai, a gdmb és a forgési ellipszoid sem
vesztette el jelentdségét a geodézidban. Az ellipszoid, pl. mint a geoidot jol kozelitd,
viszonylag egyszerti, szabdlyos matematikai feliilet, amely a Fold méretét, alakjit egészében
(a részletek nélkiil) jol szemlélteti (modellezi) (foldmodell, vagy a Fold normdlalakja), és
amely vonatkoztatdsi (viszonyitasi) alapul szolgadl mind a Fold fizikai, mind elméleti
alakjanak meghatdrozasdhoz (vonatkoztatdsi, vagy alapfeliilet) most is haszndlatos. (Ezekkel
a fogalmakkal a késObbiekben fogunk megismerkedni.)

A gombot pedig pl. simulogombként hasznéljuk a foldfelszin kisebb kiterjedésli darabjainak
matematikai leképezésekor (vetiileti szamitdsokban), stb.

13. Potencialelméleti alapfogalmak

A Fold elméleti (matematikai) alakjat szintfeliiletként értelmezziik. Ennek matematikai
targyaldsdhoz sziikséges a matematika potencidlelméletnek nevezett részének rovid
Osszefoglalasa.

131. A potencial fogalma

Ha valamely x,y,z haromdimenziés tér minden pontjdhoz valamilyen V skaldr mennyiség
tartozik, akkor skalar térrél beszéliink. Ennek lefrasara a V = V(x,y,z) = V(r) skalar-vektor
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figgvényt hasznaljuk. Errdl feltételezziik a tovabbiakban, hogy folytonos és differencidlhato.
(Itt r = r(x,y,z) a pont helyvektora €s x,y,z ennek derékszogli 6sszetevoi.)

A térnek valamely azonos skaldr értékkel jellemzett pontjai feliiletet alkotnak, amelyet a
skalar mennyiség szintfeliiletének neveziink. Ennek lefrasdra a

V =V(x,y,z) = V(r) = dllando

egyenletet haszndljuk. A skalar mennyiség térbeli valtozdsit a gradiens vektorral
jellemezhetjiik. Ennek hatdsvonala merdleges a szintfeliiletre (a legnagyobb véltozds irdnydba
mutat), értelme a skaldr mennyiség novekedésével egyezd és nagysdga a skalar mennyiség
fliggvényének a legnagyobb valtozds irdnydba esd differencidlhdanyadosaval egyenld. Ilyen
értelemben a gradiens vektor nagysdga (abszolut értéke) tehdt a skalar mennyiségnek a
legnagyobb véltozds irdnyaba es® hosszegységre vonatkoztatott vdltozdsdt mutatja.

A gradiens vektor tetszOleges irdnyld OsszetevOjének nagysdgidt megkaphatjuk a skaldr
mennyiség fiiggvényének kivalasztott irdny szerinti differencidldsaval.

Ha az x,y,z haromdimenzids tér minden pontjdhoz valamilyen A vek tor mennyiség tartozik,
akkor vektortérrol beszéliink. Ennek leirdsara az A = A(x,y,z)=A(r) vektor-vektorfiiggvényt
hasznaljuk. Errdl feltételezziik a tovdbbiakban, hogy a széban 1évd térben véges és folytonos.

Ha valamely A = A(x,y,z) = A(r) vektortér felfoghat6, mint a V(x,y,z) = V(r) skalar
mennyiség gradiensvektorainak a vektortere, akkor a V skaldr mennyiség az A vektortér
potencidlja. Ez esetben az A vektor tetszéleges irdnyud Osszetevdjének nagysdgit a skalar
mennyiség fliiggvényének (a potencialfiiggvénynek) megfeleld irdnyu derivaltjaként kapjuk.

Ha a vektortér valamilyen erétér f térerdsség-vektorainak a tere, akkor az el6bbi mddon
hozzarendelhetd skaldr mennyiséget mechanikai potencidlnak nevezziik. (Emlékeztetiink,
hogy a térerdsség a fajlagos (pl. tomegegységre, toltésegységre, stb.) vonatkoztatott eréhatas.)
A térerdsség(-vektor) €s a hozzarendelhetd V potencidl kapcsolata

avV . oV

f=grad V= a—Vi+—J+—k, (131.1)
ox  dy 0z

ahol i, j, k a koordindta-irdnyokba mutat6 egységvektorok.

A mechanikai potencidl létezésének feltétele az, hogy az erOtérben végzett elemi munka a
potencial teljes differencidljaval legyen egyenlo, azaz
14 oV oV

dL= —dx+—dy+—dz=dV 131.2
ax ey P (131.2)

A potencidlos er6 munkdja fiiggetlen az utt6l, és éppen az Ut két végpontjanak
potencidlkiilonbségével egyenlo.

Ezekbol kovetkezik, hogy a mechanikai potencidl munka mértékegységli skaldr mennyiség. A
geodézidban a nehézségi erdtérrel kapcsolatban dltaldban a tomegegységre (1 kg-ra)
vonatkoztatott ~ (fajlagos)  erOhatdst, a  nehézségi  térerdsséget  (mértékegysége
Newton/kilogramm = N/kg), és ennek megfelelden a tomegegységre vonatkoztatott (fajlagos)
munkdt hasznaljuk a potencidl méroszdmaként (mértékegysége Joule/kilogramm = J/kg, ami
egyszerlisitve m” s az SI rendszerben).

Ha a vektortérben az erdvektorok valamely k6zos kozéppont felé irdnyulnak és nagysaguk az
ettdl mért tavolsag fiiggvénye, akkor kozpontos (centrdlis) erotérrol beszéliink.

Ha pedig az er6vektorok valamely egyenesre merdlegesen édllnak és nagysdguk az ettdl mért
tavolsag fiiggvényeként valtozik, akkor hengeres erdteret mondunk.
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Az erOtér orvénymentes, ha a roticidja nulla
rotf=Vxf=0, (131.3)

ahol a nabla vektor, V = d/dx i + d/dy j + d/dz Kk, a Hamilton-féle operdtor. A potencidlos
er6tér mindig orvénymentes.

Az erOtér forrdsmentes, ha a divergencidja nulla

divf=VA£=0. (131.4)
Potenciélos erdtérben
f=grad V=VV.
Ezzel
divf=divgrad V=VVV =4V =0, (131.5)

ahol A = 9%/0x” + 9°/0y* + 0%/97% , a Laplace-operdtor és
0’V 9’V 9’V
+ =

divf=A4V= +
ox>  dy> 97°

0, (131.6)

a Laplace-egyenlet, aminek a késObbiekben fontos szerepe lesz. (Megjegyezziik, hogy a
(131.6) jobb oldala (az un. forrasfiiggvény) csak forrasmentes térben (mint pl. a Fold tomegén
kiviil) nulla, forrdsos térben (pl. a Fold belso terében) nullatol eltéré valamilyen fiiggvény.

A potencidl fogalmanak bevezetése azért elonyos, mert sok esetben az erdtér leirdsara ezt a
skalar mennyiséget hasznédlhatjuk a vektorfiiggvények helyett.

132. A tdmegvonzas potencialja

Képzeljiik el a tér ry helyvektorral megadott pontjdba helyezett M tomegpont koriil Newton-
féle tomegvonzds hatdsara keletkezd erdteret. A térnek az r helyvektorral jellemzett
tetszéleges pontjdban az f térerdsség nagysagat az altalanos tomegvonzas

f=—k —- 132.1
7] ( )
térvénye frja le, ha bevezetjiik az 1 = r—ry jelslést. (Ebben k = 6,672 59-10™" Nm2kg'2, vagy
m’ kg 57, a Newton-féle tomegvonzasi alland6.) A vonzé er6 a tér minden pontjdbdl az M
tomegpont felé irdnyul, igy az f vektorok kozpontos erdteret alkotnak.

Ha kiszdmitjuk az f erd dL elemi fajlagos munkdjit és ezt egyenlové tessziik valamely V
skalarfiiggvény dV teljes differencidljaval, olyan elsérendii, linedris differencidlegyenletre
jutunk, amelynek integralasaval kapjuk a
M
V=k o (132.2)

skalarfiiggvényt. Mivel ez kielégiti a mechanikai potencidl 1étezésének dL = dV feltételét
(hiszen éppen ebbdl szamitottuk ki), ez a skalarfiiggvény az M tomegpont dltal keltett
tomegvonzdsi erotér potencidlfiiggvénye. Ehhez az erdtérhez tehat sikeriilt taldlni megfeleld
skaldr fiiggvényt, azaz potencialt.
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A (132.2) értelemszerti alkalmazasaval kiszamithatjuk valamely tetszdleges test tomege altal
keltett tomegvonzdsi erOtér potencidljat is a test kiilsé terére. A (132.2)-hoz hasonld
potencidlfiiggvényt értelemszertien felirhatjuk egyenként a test minden egyes dM
tomegelemére. Mivel a test valamennyi elemi tomegpontja altal keltett vonzasi potencial
azonos jellegli skaldr mennyiség, ezek a P pontban egyszertien dsszegezhetk. Igy jutunk az
egész test tomege dltal keltett vonzdsi potencidl

an

V=kjl

test

(132.3)

fiiggvényére. Ebbdl a potencial értéke minden olyan esetben kiszdmithatd, ha ismerjiik és
matematikailag kezelhet6 moddon le tudjuk irni a test sliriségeloszlasat (azaz minden
térfogateleméhez tartozo stirliséget) és a test hatdrol6 feliiletének alakjat.

A potencialfiiggvény vizsgalata alapjan megallapithat6, hogy a kiilsd, forrasmentes térben a
vonzdasi potencidl, ennek elsd és mésodik differencidlhdnyadosai a végesben véges, folytonos,
egyértékli fliggvények. A potencidl és ennek elsd derivdltjai a végtelenben reguléris
fiiggvények. Mivel a forrdsmentes térben az er6tér divergencidja nullaértékl, a
potencidlfiiggvény kielégiti a (131.6) Laplace- egyenletet, azaz harmonikus fiiggvény. A
potencidl szintfeliiletei analitikus feliiletek.

A vonz6 tomegen beliil (a belsé térben) a potencidlfiiggvény és elsd derivaltjai véges,
folytonos, egyértékli fiiggvények, de a masodik derivaltak a slirliségi hatarfeliileteken
ugrasszerll valtozasokat szenvednek. A vonzé tomegen beliil az erétér divergencidja zérustol
eltérd, a helyi strliségtdl fliggd véges ért€k. A potencidl szintfeliiletei analitikus
feliiletdarabok mozaikjaibol dllnak.

Feladatok:
- Ellendrizziik az utoljdra kapott potencidlfiiggvény mértékegységét, hogy megfelel-e a korabban mondottaknak?

- Vizsgdljuk meg, hogy milyen alakdak lesznek a centrdlis er6tér potencidljanak a V = dllando értékkel
jellemzett szintfeliiletei!

- Ellendrizziik, hogy a potencidlfiiggvény gradiense megadja-e a térerdsség vektorat, vagy valamely koordinita-
tengely irdnyu derivaltja megegyezik-e a térer6sség ugyanilyen irdnyud 6sszetevojével?

- Szamitsuk ki az er6tér divergencidjit és a rotaciéjat. Allapitsuk meg ebbdl, hogy az erdtér forrasmentes és
orvénymentes, azaz valéban potencidlos-e?

- Szamitsuk ki az R sugari és ¢ = 4lland6é (homogén) siirliségli gdmb alaki tomeg vonzasi potencidjit a
kozéppontjatdl rp > R tdvolsdgra 1évo P pontban!

- Ellendrizziikk az eredményt, egyrészt a mértékegység szempontjdbol, madsrészt, hogy a kapott
potencidlfiiggvény sugdrirdnyd derivaltja valéban a térerdsséget adja-e?

- Milyen lesz az igy keletkezd er6tér, milyen alakdak lesznek a szintfeliiletei és az er6vonalai?

Vegyiik észre, hogy a kiilsd hatds szempontjab6l a homogén gomb alaki tomeg a tomegkdzéppontjaba
stirithetd! Ugyanez igaz barmely gombszimmetrids tomegeloszl4sd, gdmb alakid tomeg esetében is.

133. A forgasbdl szarmazoé erétér potencialja

Ha a tér tetszOleges vizsgdlt pontjdban elképzelt tomegpont valamely forgastengely koriil w
szogsebességgel forog, és ekdzben p sugard korpdlyan mozog, akkor ra a forgasbol szarmazo
(centrifugédlis) erd hat. Az igy keletkez6 er6térnek a térer0ssége

fr = pro?. (133.1)
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Ha ennek a dp sugdrirdnyd elemi elmozdulds mellett végzett dL elemi fajlagos munkdjat
kiszamitjuk és egyenldvé tesszilk valamely Vg(x,y,z) skalarfiiggvény dVr teljes
differenciadljaval, akkor megint elsOrendli, Iinearis differencidlegyenletre jutunk, amibdl
integraldssal a

Ve =V2 p? o? (133. 2)

skalar fiiggvényalakot nyerjiik. Ez a forgdsbol szdrmazo erdtér potencidlja.

Feladatok:
- Ellendrizziik, hogy a (133.2) potencidlfiiggvénybdl derivdldssal megkaphatd-e a térerdsség.

- A 131. végén mondottak figyelembevételével allapitsuk meg, hogy milyen lesz az erdtér eloszldsa és
milyen alaktak a forgdsi centrifugdlis er6tér potencialjanak szintfeliiletei?

- Szamitsuk ki az er6tér divergencidjat!
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14. A féldi nehézségi erétér

141. A f6ldi nehézségi erétér potencialja

A foldi nehézségi eré a foldi tomegek Newton-féle tomegvonzasinak, a forgasbol szarmazé
(centrifugdlis) erének és a kiilsé égitestekkel kapcsolatos darapalykeltd erének az ereddje. Ez
utébbi viszonylag kicsi, de gyorsan valtozd érték. Annak érdekében, hogy a nehézségi
adataink ezt a rovidperiddusu, gyors valtozdst ne tartalmazzak, mérési eredményeinkbdl az
arapélykeltd er0 hatdsat levonjuk, és a nehézségi értékeket igy hasznaljuk fel. A
késObbiekben, amikor sziikséges, az drapdly-hatds adott idopontra vonatkozo értékének
hozzdadasaval vissza tudjuk 4llitani a barmikori természetbeni értéket.(Részletesen a
Geofizika tantargy foglalkozik vele.)

Geodézidban — mint mar emlitettiik — az er6hatdst dltaldban a tomegegységre vonatkoztatjuk,
igy a nehézségi erotér

g="F+1fr+(fs) (141.1)

térerosségét hasznaljuk. (Mértékegysége: N/kg.) Sztatikai szamitasokban ez szerepel, amikor
kiszamitjuk valamely nyugalomban 1€vé m tomegi testre hat6

G=mg (141.2)
nehézségi erd nagysagat (a test silyat).(Ennek mértékegysége: N.)

Fogalmilag ett6l megkiilonboztetjiik a szabadesés gyorsuldsdt, vagy — ahogy geodézidban
gyakran hasznéljak — a nehézségi gyorsuldst, ami dinamikai szamitdsokban (mint pl. szabad
esés, fiiggdleges €s ferde hajitds) szerepel. (Ennek mértékegysége ms™.)

A nehézségi er6térben szabadon esé m tomegu test dinamikai egyensiilydt Newton 1. torvénye
szabja meg, ami esetiinkben

F=ma,. (141.3)

A testre hat6 Osszes erdk ereddje most F = G, amibe beirva a (141.2)-t, és egyszerlisitve m-
mel, kapjuk, hogy

a =g, (141.4)

vagyis a szabadon esé test a, gyorsuldsa irdny, értelem és nagysdg szerint megegyezik a
nehézségi térerosséggel.

Fogalmilag, és ehhez kapcsolédéan mértékegységiikben azonban kiilonboznek egymastol,
mert az egyik térerdsség, mig a masik gyorsulds, amit nem célszerli 6sszekeverni. Nem
szerencsés ugyanis a sztatikai nyugalomban 1év0 test sulyat a tomeg és a nehézségi gyorsulés
szorzataként értelmezni, hiszen a nyugalomban 1év0 test gyorsuldsa értelemszerlien nulla!
Gyorsulésrdl csak mozgésban 1€vo tomeggel kapcsolatban beszélhetiink.

A tovibbiakban a nehézségi erdtér lefrdsara a g nehézségi térerosséget fogjuk daltaldban
haszndlni. (Ez felel meg az angol, ill. német nyelvi ,, gravity”, ill. ,,Schwere” kifejezésnek.)
A szabadesés gyorsuldsardl (,,acceleration of the free fall”, ill. , Schwerebeschleunigung”)
csak a szabadon esd test mozgasanak lefrdsakor fogunk beszélni. (A magyar szaknyelvben a
két fogalom dltaldban nem valik el, és tobbnyire — mindkét értelemben — a nehézségi
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gyorsuldst hasznaljdk. Mértékegységre mindkét értelemben a ms > haszndlata terjedt el, ami a
térerdsség vonatkozdsaban a N/kg-nak kg-mal egyszerisitett alakjaként is felfoghat6.)

Mivel a nehézségi erd valamennyi OsszetevOje potencidlos erd, ezek potencidljanak
Osszegezésével dllitjuk el a nehézségi erd potencidlfiiggvényét a

W=V+Ve(+Vi) =k j am + 27 @’ (+ VR) (141.5)

Fold

alakban, ahol az drapdlykeltd erd zardjelbe tett potencidljatél egyeldre eltekintiink.
Meértékegysége — az eddigieknek megfeleloen — J/kg.

A Foldon kiviili térségben, ahol az ott 1év0 tomegpontok nem vesznek részt a Fold forgdsaban
(mint, pl. a mesterséges holdak) a nehézségi erdtér potencidlja csak a tomegvonzasbol
szarmazd V = V(r) potencidlfiiggvényre korlatozodik (az arapalykeltd eré potencidljat itt is
kiilon javitassal vessziik figyelembe, ahol erre sziikség van).

142. A nehézségi erotér potencialjanak szintfeliiletei és erévonalai

A térnek azon pontjai, melyekben a nehézségi erOtér potencidlja ugyanazon szamérték, a
nehézségi erdtér potencidljdnak szintfeliileteit alkotjdk. Valamely szintfeliilet pontjainak a
helyzetét a

W = W(x,y,z) = W(r) = dllando (142.1)

egyenlettel adhatjuk meg. Mivel a szintfeliileteket meghatdrozé éallandé (mun-kaérték)
végtelen sok lehet, ezért szintfeliilet is végtelen sok van, amelyek héjszerlien veszik egymast
koriil. A nehézségi erdtér potencidljanak szintfeliiletei (a tovabbiakban roviden:
szintfeliiletek) értelemszertien [131.] minden pontban merdlegesen haladnak a nehézségi erd
(térer0sség) irdnydra. Ha egymadst burkolé szintfeliileteken kijeloljilk a nehézségi erd
(térer0sség) irdnyat mas széval a helyi fiiggolegest akkor a szintfeliilletekre merdlegesen
haladé gorbesereget (ortogondlis trajektoridkat) kapunk. Ezek a nehézségi erétér erdvonalai,
vagy mas néven fiiggévonalai.

A fiiggdvonal ivelemét dH-val jelolve (pozitiv értelmét a kiils6 tér irdnydba felvéve)
kiszamithatjuk, hogy mennyi munkavégzés aran juthatunk az ivelem egyik végpontjardl a
masik végpontjan dthaladé szintfeliiletre. Ez éppen a két szintfeliilet elemi nagysagu

dW=gdH =-gdH (142.1)
potencialkiilonbsége. Ebbdl a
dw
— == 142.2
dH 8 ( )

alapvet6 Osszefiiggés kovetkezik.
A szintfeliiletek dltaldnos tulajdonsdgait a kovetkezokben foglalhatjuk 6ssze:

¢ a szintfeliileten a potencidl értéke W = éllandod, fajlagos munkaérték, mértékegysége
J/kg, a szintfeliilet a nehézségi térerdsség potencidljdnak szintfeliilete;

e aszintfeliilet merdleges a nehézségi térerdsség vektordra, g = gradW;

e a szintfeliilet mentén elmozdulva munkavégzés nincs, a szintfeliilet barmely pontja
ugyanazon munkaval érhetd el;
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o két szintfeliilet kozott végzendd (vagy az erdtér altal végzett) munka dllandd, és
egyenld a két szintfeliilet potencidlkiilonbségével;

e valamely szintfeliilet potencidlértéke az a munkamennyiség, amennyit el kell
végezni az erOtérrel szemben, ha lkg tomeget a szintfeliiletrdl nulla potencidlu
helyre (pl. gyakorlatilag a csillagk6zi térbe) akarunk juttatni (pl. treszkozok
felbocsatasa);

e a gzintfeliletek  potencidlértékét egyelére mérni nem  tudjuk, de
potencidlkiilonbségiiket igen. A geoid potencidlértéket kozvetett Gton, szamitassal
tudjuk meghatérozni [343.].

143. A szintfelliletek és a fliggdvonalak goérbilete
A szintfeliiletek és a fliggévonalak gorbiileti viszonyai a potencidlfiiggvény madsodik
differencidlhdnyadosaival jellemezhetok.

Helyi vizszintes (érintd) sikd x,y,z koordinita-rendszerben a szintfeliiletek x és y irdnyd
gorbiilete

2
W
1 _ 1 A (143.1a)
R, g Ox g
és
1 2 W,
1 __ 19 _‘g M (143.1b)
R, g ay 8
Az atlagos gorbiilet
W_+W
1 L_FL —— W (143.2)
2| R, R, 2g
A szintfeliilet gorbiilete tetszdleges A azimutu vertikalis sikban
RL =— l(Wxx cos’A + Wiy sinA +2 W,y sin A cos A). (143.3)
A 8
A fliggévonal merididn (xz) és rd merdleges €s (yz) siku vetiiletének gorbiilete
2 W W,
= 10V =—£ és K=—". (143.4)
g 0x0z g g
A fiiggbvonal teljes gorbiilete
o= =L w2 aw2)” (143.5)
R, g ' '

A szintfeliiletek gorbiileti viszonyainak tanulmanyozdsa képet ad eltérésiikre a kozpontos
erftér gomb alaku szintfeliileteitdl. (Gombre vonatkozéan, ugyanis, R, = R, és W, = W, . A
centrdlis erdtér fiiggdvonalai pedig, egyenesek, ugyanis W, = W, =0).
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144. A nehézségi erdtér elemi valtozasa

A nehézségi erOtérben a térerOsség irdnya és nagysdga dltaldban pontrdl pontvaltozd. A
nehézségi térerdsségnek a P pont sziik kornyezetében a ds(dx,dy,dz) elemi elmozduldshoz
tartozé dg kis valtozasat az er6tér

=E-ds
(3,|g (33) (1)

teljes differencialjaval szamithatjuk ki. Ebben a (3,3) méretli E matrix a g vektortér derivdlt

tenzora, az Eotvos-féle tenzor, amely az erdtér g, g, g. OsszetevOi gradiensvektordnak 3-3
elemét tartalmazza. Ha a térerdsséget a potencidl gradienseként értelmezziik, akkor az Edtvos-
féle tenzor a W potencidlfiiggvény tiszta és vegyes masodik differencidlhdnyadosaibdl 4ll:

Wxx ny sz
E=|W, W, W,_| (144.1)
WZX WZ}’ WZZ

Jelent6s résziiket az Eotvos-féle torzids ingdval, illetve mas (pl. tireszkozokon elhelyezett)
gradiométerekkel kozvetleniil mérni tudjuk.

15. A féldalak meghatarozasanak alapelve

151. A szintfelliletek analitikus meghatarozasa

Mivel egyrészt a Fold elméleti alakjat — a geoidot — is szintfeliiletként értelmeztiik, masrészt a
szintfeliiletek alakjdnak megismerése mar jo képet ad az erdtér szerkezetérdl, mindenképpen
feladatunk a foldi nehézségi erdtér egyes szintfeliileteinek meghatdrozasa. Tekintve, hogy a
szintfeliiletek a kiilso térben analitikus feliiletek, meg kell ismerni analitikus meghatdrozasuk
modszerét.

Ez a differencidl-geometria azon tételére tdimaszkodik, amely szerint 6 mennyiség (ha egymds
kozott bizonyos feltételeket kielégitenek) meghatdrozza a feliiletet.

Ez a 6 mennyiség a feliilet fliggvényének, esetiinkben a W potencialfiiggvénynek az elso és a
masodik differencidlhdnyadosaib6l 4llithaté eld. Szintfeliileti érintdsiki koordinata-
rendszerben

4 4

p = Wx= O’ y =— X - XX = 0’
W, g
W W

g=W,=0, i (151.1)
w

m=(1+p*+¢*)'"* =1, f=— 2=

(I14p"+q°) W "

Z

Beldliik kiszamithat6 a Gauss-féle 6 alap- (fundamentdlis) mennyiség
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E:1+p :1, L= —=— xx’
m 8
s W,
F=pq=0, M=o (151.2)
m 8
W,
G=l+q =1, N=Ll=T»
m 8

Mint lathaté, ez utdébbiakbdl (kiilonleges elhelyezésti koordindta-rendszeriinkben) egy
mennyiség zérussal, kettd az egységgel egyenld, a maradék hdaromban pedig a
potencialfiiggvénynek egy elsdrendli, egy vegyes ¢&s két tiszta madsodrendd
differencidlhanyadosa szerepel. Koziiliik a két el0bbit €s a két utdbbinak a kiilonbségét tudjuk
kozvetleniil mérni (gravimetria és gradiometria). A  két tiszta ~madsodrenda
differencidlhdnyados Osszegét pedig a nehézségi erdtér divergencidjabol (forrdsossagabol)
tudjuk kiszamitani. Ez ugyanis a Fold kiilso terében, a Fold forgdsiaban részt nem vevo
pontban (pl. tireszk6z6kon) nulla értékli ((131.6) Laplace-egyenlet), a Fold felszinén fekvo, és
vele egyiittforgé mérési helyen pedig 2ew” (a forgdsbdl szarmazé erdtér forrdsfiiggvénye). igy,
ha a W_, tiszta masodik derivalt, azaz nehézségi térerdsség fiiggdleges gradiense is mérhetd, a
Wi + Wy, Osszeg szamithatd A W, mérése, egészen a legutébbi idokig a tobbinél csak 1-2
nagysagrenddel kisebb megbizhatésdggal sikeriilt, de a mai eszkdzokkel (gradiométerekkel)
ez a kiilonbség megsziinik.

ElOkésziiletben van a potencidlfiiggvény sziikséges differencidlhanyadosainak kell
megbizhatésdgi mérése a kiils6 térben mozgd jarmiiveken, illetve tlireszkozokon
(tirgradiometria), és igy a modszer gyakorlatilag alkalmazhatéva valik.

Emlékeztetiink arra, hogy a foldi nehézségi erétérnek csak a kiilso szintfeliiletei (amelyek a
Fold tomegébe nem metszenek bele) analitikus feliiletek, igy ez a megoldas kozvetleniil csak
kiilso szintfeliiletek meghatarozasara alkalmazhaté. De a Fold tomegeloszldsara vonatkozd
kelld6 mennyiségli ismeret birtokdban, megfelel6 matematikai médszerrel — kisebb-nagyobb
megbizhatésdggal — kovetkeztetni tudunk beldliik a nehézségi erdtér eloszlasara a Foldhoz
kozelebbi térségben is.

Sajnos a geoid a foldrészek teriiletén belemetsz a Fold tomegébe, és a tomegeloszlasra
vonatkozé ismereteink sem elegendéek a geoid kelld megbizhatésagi és részletességi
meghatdrozasédra ezen a modon, igy erre a célra mas megoldast (is) kell keresniink.

Feladat:

- Miért akaddlya a médszer alkalmazdsdnak az a koriilmény, hogy a geoid belemetsz a Fold tomegébe?

152. A Fold alakjanak pontonkénti meghatarozasa

Ez a mddszer abbdl 4all, hogy a feliilet kelld stirliségben kivélasztott egyes (diszkrét)
pontjainak meghatdrozzuk a térbeli helyzetét kifejezd koordindta-harmasit valamilyen,
altalunk célszerlien megvdlasztott koordinata-rendszerben, és a feliilet tovdbbi pontjainak
helyzetét ezek kozott megfeleld6 matematikai (predikcids) eljardssal (pl. egyszerli linedris
predikcidval) interpoldljuk. A mddszer kozvetlen eredménye a kivalasztott feliiletpontok
koordinéta-jegyzéke (adatbdzisa). Adott esetben ebbdl rajzi (analég) dbrazolast is
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készithetiink. (Ez 1ényegében ugyanaz a moddszer, amit a fizikai foldfelszin egyes kisebb
darabjainak meghatdrozdsara a domborzat felmérésekor az alsgeodéziaban hasznalunk.)

A pontonkénti meghatdrozds moddszere egyarant alkalmazhaté mind a Fold fizikai, mind
elméleti alakjdnak (a geoidnak) meghatdrozasara.

Emlékeztetiink, hogy a felsdgeodézidban a Fold fizikai alakjdnak meghatdrozasan nem a helyi
részletek bemérését, és dabrazoldsat, hanem csak az ennek alapjaul szolgdlé geodéziai
alaphdlézat fizikai foldfelszinen kijelolt (és éllanddsitott), kivalasztott pontjainak
meghatdrozasat értjiik. Itt tehdt a fizikai foldfelszinen egymdstél néhdnyszor 10 km-es
tavolsdgokban kijelolt ponthalmaz (egy sok pontbdl allé poliéder sarokpontjai) térbeli
helyzetének meghatdrozasardl van sz6.

Altaldban ugyanezen pontok geoidi megfelel6i szolgdlnak a Fold elméleti (matematikai)
alakjdnak — a geoidnak — a meghatarozdsara.

Mindkét esetben a feliilet tovabbi pontjainak helyzetét tovabbi, stritd mérésekkel és/vagy
szamitidsokkal hatdrozzuk meg.

A kivalasztott feliileti pontok térbeli helyzetét dltalunk célszerien megvélasztott koordinata-
rendszerben hatarozzuk meg.

16. Az alkalmazott koordinata-rendszerek

161. A foldi térbeli derékszdgii koordinata-rendszer

A Globadlis helymeghatdrozds tantargy és oktatasi segédlete
(http://www.agt.bme.hu/tantargyak/globalis-helymeghatarozas/globalis-helymeghatarozas-
segedlet.doc) keretében, az [1.2.]-ben mar megismerkedtiink, és részletesen foglalkoztunk a
vonatkoztatasi rendszerekkel.

Emlékeztetiink arra, hogy a geodézidban azon anyagi pontok Osszességét €s a hozzijuk
rogzitett koordindta-rendszert, amelyhez tovabbi pontok helyzetét és ennek megvaltozasat
(mozgését) viszonyitjuk, vonatkoztatdsi rendszernek nevezziik A helymeghatirozasban a
szerint, hogy a viszonyitds alapjit képezd anyagi pontokat (az un. keretpontokat) hol
vélasztjuk, kiilonboz6é vonatkoztatdsi rendszereket hasznalunk. fgy beszéliink égi, foldi és
helyi vonatkoztatdsi rendszerekrdl. Az €gi vonatkoztatdsi rendszerek keretpontjai tavoli
lathat6, vagy radidcsillagok, a foldi (globdlis) vonatkoztatdsi rendszereink koordindta-
rendszerét a Fold tomegkozéppontjdhoz, vagy az egész Fold felszinén minél egyenletesebb
eloszlasban kijelolt geodéziai f6 alappontokhoz, mig a helyi vonatkoztatdsi rendszerek
koordinéta-rendszerét a foldfelszin kisebb-nagyobb darabjain (orszdg, szomszédos orszagok,
foldrész teriiletén) kijelolt egyes geodéziai alaphaldzati pontokhoz kapcsoljuk.

Itt hivjuk fel a figyelmet arra, hogy szaknyelviinkben hasznaljuk a vonatkoztatdsi rendszer fogalmat az eddiginél
sziikebb és bovebb értelmezésben is.

Gyakran, tisztdn geometriai értelemben, vonatkoztatdsi rendszernek mondjuk valamely vonatkoztatdsi
rendszernek csak magét a koordindta-rendszerét is. Ez a leszlkitett értelmezés akkor lehet indokolt, amikor a
teljes értelemben vett vonatkoztatdsi rendszernek a koordinata-rendszeren kiviili, mas elemei az adott kérdésben
nem jatszanak szerepet.
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Mivel a napi helymeghatdrozdsi gyakorlatban 4ltaldban ez a helyzet, még ennél is 4ltaldnosabban,
helymeghatdrozo adatok viszonyitasi alapjaként szolgdléo bdrmely koordindta-rendszert is gyakran
vonatkoztatasi rendszernek mondunk.

Madskor a vonatkoztatdsi rendszer fogalmat bévebb értelmezésben is hasznaljuk, amikor az eddigieken kiviil, a
geodézia feladatainak megolddsdahoz (helymeghatirozdsainkhoz és a foldi nehézségi erétér leirdsihoz)
viszonyitdsi alapként haszndlt egyéb tovdbbi elemeket is beleértiink (geodéziai vonatkoztatdsi rendszer [34.]).

Megjegyezziik, hogy a ,,vonatkoztatdsi rendszer” fogalomra a magyar nyelvli szakirodalomban a ,,vonatkozdsi
rendszer” kifejezést is kiterjedten hasznéljuk. Mindkett egyformén helyes.)

Foldi (és foldkozeli) pontok geodéziai helymeghatdrozasainak alapvetd koordindta-rendszere
a foldtesthez (a lehet6ségig) kotott, igy a Folddel egyiittforgd, geocentrikus elhelyezésii, a
Kozmikus geodézia tantargyban megismert, X,Y,Z foldi térbeli derékszogii koordindta-
rendszer. Ennek kezdOpontja (origdja) egybeesik a Fold tomegkozéppontjaval (erre utal a
»geocentrikus” jelzd), Z tengelye pedig igen kozel all a Fold forgastengelyéhez.

A Z tengely és a forgdstengely irdnya folyamatosan vdaltozo, de (a kozeli évtizedekben) 17-nél kisebb szdget zar
be egymadssal, mert — amint Geofizikdbdl és Kozmikus geodézidbdl tudjuk — a Fold forgdsa nem a tehetetlenségi
fotengelye korill indult meg, ezért a forgastengelynek és a foldtestnek egymdshoz viszonyitott helyzete
folyamatosan valtozik, és létrejott a pdélusmozgds jelensége. Azért, hogy a foldi pontok koordinitdi ne
véltozzanak az id6 folyamén ugyanilyen mértékben, koordinata-rendszeriink Z tengelyét nem a forgastengelyhez,
hanem (csak ennek kozelében) a foldtesthez kotjiik.

A +X tengely irdnyat megegyezéssel kivélasztott foldfelszini ponthoz (Greenwich), vagy
pontokhoz kapcsoljuk.

A +Y tengely a +X és a +Z tengellyel jobbsodrasu rendszert alkot.

Ezt a koordindta-rendszert a foldfelszinen erre a célra kijelolt, kiilonlegesen nagy
megbizhatésdggal meghatdrozott geodéziai alappontok (a vonatkoztatdsi keretpontok) és
egyezményesen elfogadott koordinataik valdsitjdk meg a természetben. Ezen pontok szdma az
elmult szdz évben néhanyrdl tobb szdzra novekedett, €s meghatarozdsuk a tudomany és a
(mérés-) technika fejlodésével egyre megbizhatobba valt. Ennek megfeleléen a Nemzetkozi
Geodéziai Szovetség (International Assotiation of Geodesy = IAG, http://www.iag-aig.org/)
javaslataira a Nemzetkozi Geodéziai és Geofizikai Unio (International Union of Geodesy and
Geophysics = IUGG, http://www.iugg.org) az idé folyaman ennek a foldi térbeli derékszogl
koordindta-rendszernek egyre pontosabb, djabb megvaldsitdsait vezette be a gyakorlat
szamadra. Jelen keretek kozott ennek a fejlodésnek csak a legutébbi két dllomésat targyaljuk.

A milt szdzad elejei kordbbi megoldasok utdn 1967-t0l az IUGG ajanldsiara a geodézia a
CIO-BIH rendszernek is nevezett Egyezményes (Kozepes) Foldi Rendszernek (Conventional
Terrestial System = CTS), mint a Foldhoz kotott vonatkoztatdsi rendszernek a koordindta-
rendszerét haszndlta. Ezt mintegy 50 geodéziai alappont (keretpont) egyezményesen
elfogadott koordinatdi valdsitottdk meg. Ennek +Z tengelye a forgdstengely 1900.0-1906.0
kozotti kozepes helyzeteként szamitott Egyezményes Nemzetkozi Kezdopont (Conventional
International Origin = CIO) irdnya, XZ sikja a BIH kezdomerididnsiknak is nevezett
Greenwichi Kozepes Szintfeliileti Merididnsik (Greenwich Mean Astronomic Meridian). Ezzel
a rendszerrel kordbbi munkarészekben €s szakirodalmi miivekben még gyakran talalkozunk.

Az TUGG 1991-ben vezette be a jelenleg Aaltalanosan haszndlt Nemzetkozi Foldi
Vonatkoztatisi Rendszert (International Terrestrial Reference System = ITRS
http://www.iers.org/iers/pc/itrs/). Az ITRS koordindta-rendszere kezdOpontjanak (orig6janak)
és alapirdnyainak a foldtesthez viszonyitott helyzetét a Nemzetkozi Foldforgds és
Vonatkoztatdasi Rendszerek Szolgdlat (International Earth Rotation and Reference Systems
Service = IERS, http://www.iers.org/) keretében mintegy 300 helyen miikodd dllomds tobb
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mint 550 pontjdnak nemzetkdzi megegyezéssel elfogadott koordinatdi (megbizhat6sag +0,5-
2,0 cm) és mozgassebessége (megbizhatésdg +1-3 mm/év) rogzitette a természetben. Ezek
alkotjak a Nemzetkozi Foldi Vonatkoztatdsi Keretpontokat (International Terrestrial Reference
Frame = ITRF, http://lareg.ensg.ign.fr/ITRF/ ). Ezt rendszeresen bovitik és javitjdk, és ma mar
beszEliink ITRF93, ITRF97 és ITRF2000-r6l. (Ez utébbit mar mintegy 500 dllomds tobb mint
800 pontja alkotja.) Igy, az ITRS koordinita-rendszerét egyre nagyobb megbizhatdsdggal
tudjuk keretpontjainkhoz kétni. Ha helymeghatdrozasaink sordn tovabbi pontokat hatdrozunk
meg az ITRS koordindta-rendszerében, akkor helyzetiiket a koordindta-rendszeren keresztiil
tulajdonképpen az ITRF (keret-) pontokhoz viszonyitva hatarozzuk meg, Oket beillesztjiik a
keretpontok kozé.

Az ITRS koordindta-rendszere +Z tengelyének igy rogzitett irdnya az IERS Vonatkoztatdsi
Polushelyzet (IERS Reference Pole = IRP) irdnya, az XZ sikja az IERS Vonatkoztatdsi
Merididnsik (IERS Reference Meridian = IRM), a +Y tengelye a +X és a +Z tengellyel
jobbsodrasu rendszert képez, és a rendszer O kezddpontja (origdja) a Fold tomegkozéppontja
(£ néhdny milliméterre). (Megjegyezziik, hogy az IRP és a kordbban hasznalt CIO
pélushelyzet irdnya csak mintegy £0,03”-nél kisebb mértékben tér el egymastol.)

Ez a koordinéta-rendszer a Fold tdjékozdsi paramétereinek (Earth Orientation Parameters =
EOP, http://www.iers.org./iers/products/eop/) felhasznaldsdval lehetové teszi, hogy a valodi
(pillanatnyi) forgdstengelyen Kkeresztiil barmikor megadjuk a foldtest térbeli helyzetét
(tajékozasat), és vele egyiitt barmely meghatdrozott f6ldi pont koordinatdit a térben rogzitett
Nemzetkizi Egi Vonatkoztatdsi Rendszer (International Celestial Reference System = ICRS)
koordindta-rendszerének alapirdnyaihoz és rajtuk keresztiil ennek keretpontjaihoz, a tavoli
radidcsillagokhoz (kvazarokhoz) viszonyitva.

Megemlitjiikk, hogy a mesterséges holdas helymeghatirozasokhoz mar 1960-t61 Geodéziai
Vilagrendszer (World Geodetic System = WGS) elnevezésli vonatkoztatdsi rendszer
koordindta-rendszerét hasznaljuk. Ez magatdl értetddden geocentrikus elhelyezésti (hiszen a
mesterséges hold a Fold tomegkozéppontja koriili palyan kering), és tengelyirdnyai elvileg
megegyeznek az 1967-ben bevezetett, mar emlitett, CIO-BIH rendszer Kkoordindta-
rendszerének alapirdnyaival, és a természetben a mesterséges hold kovetd allomdshélézat
pontjainak (a WGS keretpontoknak) elfogadott koordinatai valdsitjdk meg. Ezt tdbb
1épcsdben finomitottdk, és ma a WGS84 jelli véltozata haszndlatos (pl. a GPS-mérésekben).
Az ebben adott koordinatak, tehét elvileg nem ITRS koordinatdk, azonban az alapirdnyok
csekély kiilonbségét €s a rendszerek megvaldsitasanak véges megbizhatésagat (0,05 m )
figyelembe véve mondhatjuk, hogy ezen a megbizhatésdgi szinten a WGS84 koordindtdk
gyakorlatilag az ITRS koordinatdk megvaldsuldsanak tekinthetdk.

Az eurdpai orszdgok annak érdekében, hogy az eurdpai tdbla mozgdsa kisebb mértékben
befolydsolja a rajta fekvo dllomésok (alappontok) koordinatdit, az 1980-as évek végétdl az
eurdpai tdbldhoz kotott Eurdpai Foldi Vonatkoztatdsi Rendszert (European Terrestrial
Reference System 1989 = ETRS89) vezettek be. Koordinita-rendszerének gyakorlati
megvaldsuldsa az eurdpai dllomésoknak (az Eurdpai Foldi Vonatkoztatdsi Keretpontoknak =
ETRF, http://www.euref-iag.net/) folyamatos (permanens) GPS-hal6zati mérése és az IERS
tevékenysége alapjan szamitott koordinatai és mozgassebessége. Az dllomaskoordinatdkat a
bevezetésiikkkor gy hatdroztdk meg, hogy ETRS89-es koordindtdik azonosak legyenek az
ITRF89-es koordindtdikkal. Kovetkezésképpen az ETRS koordindta-rendszerének
kezddpontja és koordindta-irdnyai a rendszer bevezetésekor (1989) azonosak voltak az ITRS
megfeleld elemével. Azéta az allomdsok — az eurdpai tdbla mozgdsdnak megfeleléen —
folyamatosan, kis mértékben (mintegy 3 cm/év sebességgel EK irdnyban) eltolédnak az ITRS
koordinéta-rendszeréhez viszonyitva. Ugyanakkor ezeknek (az eurdpai) pontoknak az ETRS
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koordinatait véltozatlanul tartjdk, ami azt jelenti, hogy az ETRS koordinata-rendszere a Fold
tomegkozéppontjdhoz képest folyamatosan, péarhuzamosan eltolédik. Ezért az ETRS
koordindta-rendszere ma mar un. kvdzi-geocentrikus elhelyezéslivé valt. Az eurdpai és a
nemzetkozi foldi rendszer kapcsolata mintegy 1 cm-re megbizhato.

Térbeli derékszogli koordindta-rendszerben a meghatdrozott pontok helyzetét egyre
gyakrabban az r(X,Y,Z) helyvektorukkal adjuk meg. Ehhez kozvetlen mérési modszeriink van
a mesterséges holdakra végzett geodéziai mérésekkel (mint pl. a GPS). A beldliikk kapott
helyvektorok (mint mar emlitettiik) gyakorlatilag a foldi térbeli derékszogii koordindta-
rendszer ITRS megvalosuldsdra vonatkoznak.

Kisebb teriiletek, mint pl. egy-egy orszdg alappont-hdlézatdnak meghatdrozasakor kordbban
altalanos volt helyi vonatkoztatdsi rendszer 1étesitése. Ennek keretpontjai a helyi (nemzeti)
geodéziai alaphdlézat egyes kivélasztott (dltaldban csillagdszati-geodéziai) pontjai
Koordindta-rendszerének helyzetét ezen pontok valamilyen célszerliséggel megvélasztott
koordinétai jelolik ki. Ez esetben is mindig torekedtek arra, hogy a koordinata-iranyok
parhuzamosak legyenek a nemzetkozi foldi rendszer alapiranyaival, és az egyes rendszerek
csak a kezdOpontjuk (origéjuk) r, eltoldsaval kiilonbozzenek egymastol és a nemzetkozi foldi
rendszertdl. Ez azonban csak a mérési megbizhatésdgnak megfeleld mértékben sikeriilt, igy a
valésdgban mindig adddott csekély (altalaban 17-nél nem nagyobb) elforgatds is a tengely-
irdnyok kozott (e, &y, €;). (Ilyen pl. a magyarorszagi geodéziai alappont-hdlézat HD72 jelii
vonatkoztatdsi rendszerének koordinita-rendszere is.) Az ilyen helyi koordinata-
rendszerekben megadott yr helyvektorok egymdsba és/vagy a nemzetkozi foldi rendszerbe
(ITRS-be) az

r =1y + Ri(ed) Ry(ey) Ri(e:) nr (16.1)

geometriai  Osszefiiggéssel atszamithatok. Ebben R forgatdsi matrixokat jelol. Ilyen
atszamitasokkal késObben fogunk részletesebben megismerkedni [4.].

Az r(X,Y,Z) helyvektorok tisztdn geometriai rendszerben teljes korii térbeli helymeghatarozast
adnak az adott koordindta-rendszerben. A helyvektorok haszndlata a mesterséges holdas
helymeghatarozasok (pl. GPS) egyre szélesebb korti alkalmazasdval mindjobban elterjed.
Foldi pontok helyzetének meghatdrozdsan kiviil, haszndljuk Oket a Fold koriil keringd
mesterséges holdak palyapontjainak megaddsdra is. Hatrdnyuk, hogy pusztin a pontok
egymashoz (és a koordinata-rendszer kezddpontjdhoz, valamint tengelyeihez) viszonyitott
geometriai helyzetét mutatjdk, de a pontoknak a foldi nehézségi erdtér szintfeliileteihez (pl. a
tengerszinthez) viszonyitott (magassagi) helyzetét nem jellemzik, tovabbd a felhasznaldk
széles kore szamara nem szemléletesek.

Feladatok:
- Milyen a foldi térbeli derékszogii koordindta-rendszer?
- Mik a f6ldi térbeli derékszogii koordindta-rendszer legutébbi gyakorlati megvaldsuldsai?

- Vazoljuk fel a foldi térbeli derékszogii koordindta-rendszert és valamely helyi elhelyezésti derékszogi
koordinata-rendszert!

162. Feluleti koordinata-rendszerek
A kordbban kialakult (hagyomédnyos) mérési mddszereink (vizszintes és magassagi

szogmérések, tavolsagmérések, szintezések és nehézségi mérések) mérési eredményeinek
feldolgozasdhoz, st gyakran a mesterséges holdas mdodszerekkel kapott helyvektorok (térbeli
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derékszogl koordinatdk) tovabbi felhaszndlasdahoz is — a Fold alakjahoz célszerlien valasztott
feliiletre vonatkozd — feliileti koordindtdkat hasznédlunk. Ezek a felhaszndl6 szdmdéra a
szemléletesség szempontjabdl is elonydsebbek.

Ekkor a valasztott feliiletet vonatkoztatdsi vagy alapfeliiletnek nevezziik, €s a térbeli pontokat
valamilyen célszer(i vetitévonallal erre az alapfeliiletre vetitjiik. Igy kapjuk a pont alapfeliileti
megfelelojét. A pont térbeli helyzetének megaddsdhoz meghatdrozzuk alapfeliileti
megfeleldjének két koordinétdjat (vizszintes koordindtdk) és a pontnak az alapfeliilettdl a
vetitovonalon mért tavolsagat (magassdg).

162.1. Ellipszoidi feliileti koordinatak

A geodéziai gyakorlatban a foldi pontok helyzetének megadasédra kiterjedten hasznéljuk a
foldi koordindta-rendszer kezddpontjara (a Fold tomegkozéppontjara) €s koordindta-
tengelyeire illesztett, vagy ettdl parhuzamosan eltolt (Un. helyi elhelyezésii), a és b méretli
E(a,b) forgasi ellipszoid alapfeliilethez, az un. vonatkoztatdsi ellipszoidhoz kapcsol6dd
ellipszoidi  feliileti  koordindtdkat, kozottik elsé sorban az ellipszoidi foldrajzi
koordinatakat; a

@ ellipszoidi foldrajzi szélességet, a
A ellipszoidi foldrajzi hosszisédgot, valamint a
h ellipszoid feletti magassagot.

A P ponton atmend ellipszoidi normaélison sorozott sikokat ellipszoidi vertikdlis sikoknak és
koziilik azt, amelyik az ellipszoid kistengelyét is tartalmazza, a P pont ellipszoidi
merididnsikjdnak nevezzik.

Ellipszoidi foldrajzi szélességen értjik a P ponton dtmend ellipszoidi feliileti normadlisnak a
kistengelyre merdleges sikkal bezart szogét. (Ezt az ellipszoidi egyenlitd siktdl észak felé
pozitivnak, dél felé negativnak tekintjiik). Az ellipszoid kistengelyének irdnya elvben
megegyezik (vagy legaldbb pdrhuzamos) a f{oldi koordinita-rendszer valamelyik
megvaldsuldsa +Z tengelyének (jelenleg az IRP, kordbban a CIO) irdnyaval.

Ellipszoidi foldrajzi hossziisdgnak a P ponton dtmend ellipszoidi merididnsik és a kezdd
ellipszoidi merididnsik altal bezart szoget nevezziik és ezt kelet felé tekintjiikk pozitivnak. A
kezdd ellipszoidi merididnsik elvben parhuzamos a foldi koordindta-rendszer valamelyik
megvaldsuldsa +XZ sikjaval (jelenleg az IRM, kordbban a BIH) kezdd meridiansikkal.

Az ellipszoid feletti magassdgon a P ponton dtmend ellipszoidi feliileti normdlisnak az
ellipszoid felszine €s a P pont kozotti szakaszat értjiik.

A ¢ és a A ellipszoidi foldrajzi koordindtdk geometriai értelemben a ponton 4dtmend
ellipszoidi feliileti normadlis térbeli helyzetét adjdk meg az ellipszoid kistengelyéhez és az
ellipszoidi kezdd merididnsikhoz viszonyitva. Beldliik az ellipszoidi normélis irdnyat kijel616
m egységvektor Osszetevoi (irdnykoszinuszai) az
cos@ cos A
m=|cos@ sinA |, ahol|m|=1 (162.1)
sin @

Osszefiiggéssel szamithatok.
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Az ellipszoid felszinén a @ = dllandé és a A = dllandé értéki helyek az ellipszoid szélességi,
ill. hossziisdgi vonalait alkotjdk. Ezek egymassal ortogondlis (egymdsra merdleges)
gorbesereget képeznek, amiket ellipszoidi feliileti koordindta-vonalaknak is tekinthetiink.
Ilyen értelmezésben beszélhetiink ellipszoidi feliileti gorbe vonali koordindta-rendszerrol.

Mondottuk, hogy a feliileti koordinata-rendszerek bevezetése a pontok helyének térbeli
meghatarozasat két részre osztja. A P ponton dtmend ellipszoidi normaélis, mint vetitévonal, az
ellipszoid felszinén kidofi a P pont P” ellipszoidi megfelelgjét. Ennek ¢ A ellipszoidi
foldrajzi koordinatdi azonosak a P pontéval (hiszen azonos feliileti normélison fekszenek). Ok
a P pont un. vizszintes helyzetét adjadk meg. A P pont magassdgi helyzetét ebben a rendszerben
(harmadik koordindtaként) a / ellipszoid feletti magassdg hatarozza meg.

Az ellipszoid feletti magassagrél tudni kell, hogy pusztdn a pontok geometriai helyzetét
jellemzi, de — a helyvektorokhoz hasonléan — ez sem mutatja a foldi nehézségi erotér
szintfeliileteihez (a tengerszinthez) viszonyitott elhelyezkedésiiket (igy példaul széleskorii
felhaszndldsra szolgdld térképi dbrdzoldsra, épitd, vizrajzi és egyéb tevékenységekhez
kozvetleniil nem alkalmas).

Az ellipszoidi foldrajzi koordindtdk és az ellipszoid feletti magassig adathdrmasa, az

ellipszoid geometriai jellemzdivel egylittesen, a helyvektorral egyenértéki teljes kort térbeli
helymeghatarozast ad tisztan geometriai rendszerben. Kapcsolatuk:

(N +h) cos ¢ cos A
r=| (N+h)cospsind |, (162.2)
[1=¢?)N +h]sing
ahol
2 2
, a~ b . a
e = es N =
a’ (1-e’sin’¢ )"

az ellipszoid (els6) numerikus excentricitisdnak négyzete, ill. hardntgorbiileti sugara. (A
feladat visszafelé, csak fokozatos kozelitéssel oldhaté meg.)

A @Ah ellipszoidi koordinita-hdrmas mesterséges holdakra végzett mérésekbdl
atszamitassal, vagy a hagyomanyos foldi geodéziai (vizszintes, magassagi és gravimetriai)
alaphdlézati mérésekkel (beleértve a csillagdszati geodéziai munkdékat is) hatarozhaté meg.

Megemlitiink ritkdbban alkalmazott még két ellipszoid feliileti koordinata-harmast.

A foldfelszini P pont ellipszoid felszinén fekvé P" ellipszoidi megfeleldje helyzetének
megaddsdra a térbeli poléris koordindta-rendszert is haszndlhatjuk. Ez esetben a P" ellipszoid
feliileti pontnak térbeli helyzetét a

yellipszoidi geocentrikus szélesség, a
A ellipszoidi foldrajzi hosszisag és az
rp- ellipszoidi helyvektor hossza

hatdrozza meg. Az ellipszoidi foldrajzi és a geocentrikus szélesség @ —y kiilonbsége a
geodéziai gyakorlatban haszndlt ellipszoidok esetén 11’°-nél kisebb.

Megjegyezziik, hogy itt a geocentrikus szélesség elnevezés bizonyos fokig félrevezetd lehet.
Ebben az értelemben haszndlva a fogalmat ugyanis az ellipszoid (és vele egyiitt a koordinata-
rendszeriink) altaldnos elhelyezésti is lehet, és a geocentrikus jelzé valdjaban csak arra utal,
hogy a széban 1év6 szoget az ellipszoid geometriai kdzéppontjdban kell értelmezni (szemben
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az ellipszoidi foldrajzi szélesség szogével). Ettdl az egyetlen esettdl eltekintve, a geocentrikus
koordinatdkon 4ltaldban olyan koordinita-rendszerre vonatkoz6é helymeghatdrozé adatokat
értiink, amelynek kezddpontja (origdja) a Fold tomegkozéppontjaval egybeesik.

Az ellipszoid felszinén lévo P" (vetiileti) pont helyzetét az ellipszoidon az
u ellipszoidi redukalt szélesség, a
A ellipszoidi hosszusag és az
rp" ellipszoidi helyvektor hossza

segitségével is megadhatjuk. Az ellipszoidi foldrajzi és a redukalt szélesség @ — u kiilonbsége
nem haladja meg az 5,5'-et.

Itt jegyezziik meg, hogy vonatkoztatdsi ellipszoid méretei (vagy mérete €s alakja) elvileg
tetsz€s szerint megvélaszthatd, azonban célszeriiségi okokbdl a geodézia arra torekszik, hogy
az ellipszoid a Fold (pontosabban a geoid) alakjahoz lehetd legjobban simuljon. Az ismeretek
és a méréstechnika fejlodésével tobb kiillonbozo ilyen ellipszoid méretet hataroztak meg az
id6 folyaméan [3.].

Az egyes nemzeti geodéziai alaphdlézatokban kiilonb6z0 méretli, alakd és helyi (nem
geocentrikus) elhelyezésii ellipszoidra vonatkozo koordinatdkkal is taldlkozunk. Ezeket
koordindta-atszamitdssal lehet egymdsba, és/vagy a Nemgzetkozi Foldi Vonatkoztatdsi
Rendszerbe (ITRS) atszamitani[43.].

Az eddigiekbol az is kovetkezik, hogy ugyanazon természetbeni pontnak szdmszerlien
egymastol kissé kiilonbozd ellipszoidi koordindtdi lehetnek, attdl fiiggéen, hogy milyen
méretli, alaku, elhelyezésli ellipszoidra vonatkoznak [42.]. Ezért minden ellipszoidi
koordinatdhoz az elébb felsorolt adatokat meg kell adni.

Végiil megjegyezziik, hogy a kiilfoldi szakirodalom az ellipszoidi foldrajzi koordinatakat
altaldban ,, geodéziai koordindtiknak” nevezi. Ezzel meghatdrozasuk geodéziai mddszereire
utalnak.

Feladatok:

- Vazoljuk fel az ellipszoidi feliileti koordinatdk értelmezését! Mik az ellipszoidi szélességi és
hosszisdgi vonalak? Szdmitsuk ki a P ponton dtmend ellipszoidi normdalis m egységvektorat.

- Ertelmezziik az ellipszoidi egyenlité fogalmat!

- Vazoljuk fel a foldi derékszogli koordinata-rendszert, a geocentrikus €s valamely helyi
elhelyezésili vonatkoztatasi ellipszoidot!

162.2. A szintfellileti féldrajzi koordinatak

A foldi pontok térbeli helyzete megaddsanak harmadik médja a foldi nehézségi erotérhez
(ennek szintfeliileteihez és fliggdvonalaihoz, gyakorlatilag ez utébbinak érintdjéhez (a helyi
fiiggoleges iranyahoz) kapcsolddik. Ez esetben a pont térbeli helyzetét a

& szintfeliileti foldrajzi szélességgel,
A szintfeliileti foldrajzi hosszisiggal és

W poteciélértékével, ill. a gyakorlatban a pont W-W, geopotencidlis
mérészamaval, vagy ebbdl szdarmaztathat6 H (geoid feletti)
magassiagaval
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jellemezziik. (Ez utébbi fogalmakat késObb targyaljuk [53.]). Veliik kapcsolatban most csak
annyit jegyziink meg, hogy barmely (geometriai, vagy fizikai) elven, barmilyen médszerrel is
végezziik a foldi pontok helymeghatdrozasat, végeredményként a felhaszndlé szamédra minden
esetben a szintfeliiletek kozotti (tengerszint feletti) magassagokat kell megadnunk. Ezt koveti
a szabad folyadékfelszin, ezt igényli minden épitési tevékenység, ezért ezt abrazoljak a
térképeink, stb. A magassagi (fliggéleges) helyzet megadéasara végiil is ezeket kell kiszamitani
a helyvektorral, vagy az ellipszoid feletti magassaggal megadott térbeli helyzetbdl is. Ez teszi
a mesterséges holdas helymeghatarozdsok koraban is elkeriilhetetleniil sziikségessé a geoid —
mint magassagi alapszintfeliilet — részletes meghatarozasat.

A D szintfeliileti foldrajzi szélesség a helyi fiiggéleges irdnynak a foldi térbeli derékszogu
koordinata-rendszer valamelyik megvaldsuldsa [161.] Z tengelyére (jelenleg az IRP, korabban
a CIO irdanyara) merdleges sikkal (vagy az X,Y sikjaval) bezart szoge.

A A szintfeliileti foldrajzi hossziisdg a helyi szintfeliileti meriddansiknak a foldi térbeli
derékszogl koordinata-rendszer valamelyik megvaldsuldsdnak X,Z sikjdval, (jelenleg az IRM,
kordbban a BIH) kezdd szintfeliileti meridiansikkal bezart szoge.

A helyi szintfeliileti merididnsik a széban 1év0 pont helyi fiiggdlegesén sorozott sikok koziil
az, amelyik pdarhuzamos a foldi térbeli derékszogli koordindta-rendszer (valamelyik
megvaldsuldsa) Z tengelyével. A szintfeliileti merididnsikot tehat, a szoban 1€vo pont helyi
fliggblegese €s ugyanezen pontban a foldi térbeli derékszogli koordinata-rendszer (valamelyik
megvaldsuldsa) Z tengelyével parhuzamos egyenes fesziti ki.

A @ é a A szintfeliileti foldrajzi koordindtik egy egyenesnek, a foldi pont helyi
fiiggolegesének (a ponton atmend szintfelilletre merdleges irdnynak, feliileti normaélisnak)
térbeli helyzetét adjadk meg a foldi térbeli derékszogli koordinata-rendszer (valamelyik
megvalosuldsa) alapirdnyaihoz viszonyitva.

A helyi fiiggdleges n egységvektoranak osszefiiggése a szintfeliileti foldrajzi koordinatdkkal:

cos@cos A
n= ==|cosgsina |,ahol n/=1. (161.3)
sin @

Az eldbbi fogalom-meghatirozdsokban a valésidgban mindig a foldi térbeli derékszogli
koordinéta-rendszer valamelyik gyakorlati megvalosuldsdt (jelenleg az ITRS, kordbban, pl. a
CIO-BIH rendszer tengely-iranyait [161.]) értjiik. Igy ugyanazon foldfelszini pontnak
egyidejien — egymdstél pardnyi mértékben — eltérd szintfeliileti foldrajzi koordinatai
lehetnek. Kiilonbségiikk mértéke elvileg akkora, amennyire a foldi térbeli derékszogii
koordinédta-rendszer gyakorlati megvaldsuldsai egymdstdl eltérnek. Mivel a gyakorlati
munkarészekben kiilonboz6 idokben, kiilonb6z6 rendszerekre vonatkoz6 szintfeliileti foldrajzi
koordinatdkkal taldlkozunk, minden koordindtdhoz mindig meg kell adni, hogy a foldi térbeli
derékszogli koordindta-rendszer melyik megvaldsuldsara (pl. ITRS, vagy CIO-BIH, vagy
esetleg valamelyik még korabbi rendszerre) vonatkoznak.

A szintfeliileteken a @ = dllando és a A = dllando értékii helyek a szintfeliileti szélességi, ill.
hosszisdgi vonalakat alkotjdk. Ezek egymadssal ortogondlis (egymdsra merdleges)
gorbesereget képeznek, amiket szintfeliileti koordindta-vonalaknak is tekinthetiink. Ilyen
értelmezésben beszélhetiink szintfeliileti gorbe vonalii koordindta-rendszerrol.

Itt is megjegyezziik, hogy a szintfeliileti koordindta-rendszer alkalmazdsa is a pontok
helyének térbeli meghatdrozasat két részre osztja. A szintfeliileti foldrajzi koordinédtdk a pont
vizszintes helyzetét adjdk meg, mig a fiiggdleges helyzetiiket késobb targyaland6 valamelyik
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magassdagi méroszammal [53.] jellemezziikk. Ez a megosztds tulajdonképpen megfelel a
geodéziai mérési gyakorlatnak, hiszen egészen mds moddszerekkel hatdrozzuk meg a
vizszintes helyzetet jellemz6 koordindtdkat, mint a magassagokat.

A @D, A szintfeliileti foldrajzi koordindtdk szabatos meghatidrozdsa a Kozmikus geodézia
tantargy keretében megismert csillagaszati-geodéziai modszerekkel, csillagészleléssel
(foldrajzi helymeghatdrozdssal) lehetséges. Nagy eldnyiik, hogy a Fold barmely helyén,
egymastol fiiggetleniill meghatdrozott koordindtdk mindegyike ugyanazon koordinata-
rendszerre, a foldi térbeli derékszogli koordinata-rendszerre (pontosabban ennek ugyanazon
megvaldsuldsara, pl. jelenleg az ITRS koordindta-rendszerére) vonatkoztathat6. Tobb
geodéziai alaphdlézati pont szintfeliileti foldrajzi koordindtdinak ismerete lehetdvé teszi a
vonatkoztatdsi ellipszoid méretének, alakjanak, térbeli elhelyezésének és tdjékozasanak,
valamint a szintfeliiletek (els6sorban a geoid) alakjanak nagypontossigi meghatdrozdsat.
(Ezekkel a feladatokkal késébben foglalkozunk [3.], [4.], [5].)

Ugyanakkor tudnunk kell, hogy a szintfeliiletek til bonyolult feliiletek ahhoz, hogy a
szintfeliileti foldrajzi koordindtdkbdl, pl. a pontok feliileti tdvolsdgdt kiszamithassuk.
Ugyancsak nem tudjuk beldliik (legaldbbis jelenleg) a pont teljes térbeli helyzetét jellemzo
helyvektordt meghatarozni.

Megjegyezziik, hogy a kiilfoldi szakirodalom a @&, A szintfeliileti foldrajzi koordinatakat
altaldban ,,csillagdszati koordindtdknak™ nevezi, utalva a meghatarozdsuk modjéra.

Feladatok:
- Vazoljuk fel a szintfeliileti f6ldrajzi koordinatak értelmezését!
- Szamitsuk ki a helyi fiiggbleges irdnyba mutaté n egységvektor derékszogli Gsszetevdit!

- Ertelmezziik a szintfeliileti hosszisagi és szélességi vonalak, valamint a szintfeliileti egyenlité fogalmat. Miért
nem sikgorbék ezek?

- Miért lesznek ugyanazon pontnak kiilonbozd szintfeliileti koordinétai az ITRS-ben és a CIO-BIH rendszerben?

162.3. A gombi koordinatak

Ha a foldi térbeli derékszogii koordindta-rendszer kezddpontjira (a Fold tomegkdzéppontjira)
képzeletben kozos kozéppontd (koncentrikus) gomboket illesztiink, akkor a meghatdrozandd
pontunk térbeli helyzetét a rajta dtmend gOombre vonatkozdgombi koordindtdkkal is
megadhatjuk. Ebben a rendszerben a

¢} gbmbi polustavolsag, vagy y gombi szélesség, a
A gombi hosszisag és az
r gdmbsugdr, vagy a pont helyvektordnak hossza
jellemzi a pont helyzetét. Ebben a rendszerben a feliileti normdlisok gombsugarak.

A & gombi polustavolsdg a P ponton dtmend gombsugdrnak a foldi térbeli derékszogu
koordindta-rendszer Z tengelyével (ennek valamelyik gyakorlati megvaldsuldsdval) bezért
szoge.

A W gombi szélesség a gombi polustavolsig kiegészitd szoge, azaz = 90°-2

A A gombi hossziisdg a P pont gdmbi merididnsikjanak a foldi térbeli derékszogii koordinata-
rendszer XZ sikjaval (a kezdé meridiansikkal) bezart szoge.
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A gombi merididnsik a P ponton dtmend gombsugar és a foldi térbeli derékszogli koordinata-
rendszer Z tengelye altal kifeszitett sik.

A P ponton dtmend gomb feliiletén a & = dllando, vagy a y = dllando értékll helyek a gombi
szélességi vonalak (paralelkérok), mig a A = dllando helyek a gémbi hossziisdgi vonalak.
Ezek a gombfeliileten egymdsra merdleges (ortogondlis) gorbesereget képeznek, amit
gombfeliileti (gorbe vonalld) koordindta-rendszernek is tekinthetiink. A gdmbi hosszusédgi €s
szélességi vonalak metszéspontjdban, a ¢ (vagy ¥) és A koordinitdji hely a P pont
gombfeliileti helye, a koordinatapart a pont gombfeliileti koordindtdinak nevezziik.

A gdombi koordinatdkat kozvetleniil mérni nem tudjuk, csak szamitani tudjuk 6ket pl. a térbeli
derékszogli, vagy az ellipszoidi koordindtdkbdl. Haszndlni fogjuk Oket egyes fontos
fliggvénykapcsolatok feldllitdsakor fiiggetlen valtozoként.

Feladatok:
- Véazoljuk fel a gobmbi koordindtdk értelmezését!

- Ertelmezziik a gombi egyenlité fogalmat!
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2. A FELSQGEODEZIA MERESI MUVELETEI ES
EREDMENYEIK

A fels6geodézia mérési miiveletei azok a geodéziai mérési miiveletek, amelyek eredményei a
foldalak meghatdrozasdhoz felhaszndlhatok. Ezek részben geometriai, részben fizikai jellegli
mennyiségek meghatarozasat szolgaljak.

21. A fels6rendii vizszintes é
S magassagi szogmereés

Az allaspontban helyesen feldllitott teodolit allétengelye a helyi fiiggbleges irdnyéval esik
egybe. Ekkor a miiszer vizszintes kore a helyi vizszintes sikkal lesz parhuzamos. Miiszeriink a
Geodézia és a Kozmikus geodézia tantargybdl mar ismert helyi szintfeliileti (horizonti)
koordindta-rendszert valésitja meg. Ebben mérni tudjuk a kiilsd pontok felé haladé irdnyok
vizszintes vetiilete altal bezart 7 n. vizszintes szogeket. (Mérésiikkor a 1égkori sugartorés
vizszintes OsszetevOjének hatdsa megfeleld0 mérési modszerrel dltaldban elhanyagolhat6
mértékiire csokkenthetd.) A korszerli vizszintes szogmérés megbizhatésaga mintegy
10,2+0,4" kozéphibaval jellemezhetd.

A vizszintes szogmérés eredményeit felhasznalds elétt — a Geodéziai alaphalézatok tantargy
keretében megismert — megfeleld moddszerrel (a j; (i = 1, 2, 3) javitdssal) a koordinata-
szamitds céljara megvélasztott vonatkoztatdsi ellipszoidra vetitjik. Igy a P allaspont P”
ellipszoidi megfeleldjében, az ellipszoid feliiletén, a mért kiilsé pontok ellipszoidi
megfeleldjére mend ellipszoidi geodéziai vonalak végérintdéje kozotti szogeket kapunk.
Ezeket hasznéljuk fel az ellipszoidi feliileti koordindtdk szamitdsahoz.

Mérni tudjuk tovabba a kiilsd pontok feldl a tdvcsObe érkezd fénysugar terjedési gorbéje
végérintdjének (beérkezési irdnyanak) a helyi fiiggolegessel bezdrt szogét. Ez utébbi az irdny
Z szintfeliileti zenitszoge, mely tartalmazza a 1égkori sugartorés (refrakcid) hatdsat is. A
refrakcié a zenitszog mérését terheld egyik legveszélyesebb hibaforrds, aminek teljes
kikiiszobolése egyelore megoldatlan. Ezért a zenitszogek mérési megbizhatdsaga kisebb a
vizszintes szogmérésénél. A zenitsz0g mérésének irdnyzdsi és leolvasdsi kozéphibdja
egyiittesen mintegy + 0,3+0,5" kozéphibdval jellemezhetd, amihez még hozzdjarul a
refrakcids hatéds bizonytalansaga.

Ha a szintfeliileti zenitszoget megjavitjuk az allasponton dtmend ellipszoidi normélisnak a
helyi fiiggblegessel bezart szogével (a fliggdvonal-elhajldssal [322.]), akkor a mért irdnynak
az ellipszoidi zenitszogét kapjuk.

A szintfeliileti, ill. az ellipszoidi  zenitszogeket trigonometriai magassagmérés [532.]
szamitdsaban hasznaljuk fel.
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22. A szabatos tavolsagméreés

Modszerét tekintve a tdvolsag-meghatirozas, vagy
- tdvmérés, vagy
- hosszmérés.
Tdavméréskor fizikai elven mikodé tdvmérd miiszer segitségével meghatdrozzuk az

elektromégneses hullam terjedési gorbéjének s” ivhosszdt a tavolsag két végpontjat kijelolé A
és B pont kozott. A nyert mérési eredménybdl a terjedési gorbe alakjanak figyelembevételével

el6észor az s” = AB hdrhosszat szamitjuk ki, majd ezt a geoidra, illetve a vonatkoztatési
ellipszoidra atszamitva hatdrozzuk meg az A és a B pont geoidi illetve ellipszoidi megfeleldje
kozotti s, illetve s feliileti ivhosszat, a geoidi, ill. az ellipszoidi geodéziai vonal hosszdt.

A felsdgeodézidban mért tdvolsdgok néhdnyszor 10 km nagysdgrendiiek. A tdvmérésben
elérhetd megbizhatésag mintegy

my = £(1+20 mm+(1+5)-10° s~
kozéphibaval jellemezheto.

Hosszmérést a felségeodézidban ma mar gyakorlatilag nem végziink.

23. A nehezségi erétér merése

Megfeleld6 mérdeszkozzel a Fold fizikai felszinén (vagy ennek kozelében) mérni tudjuk a g
nehézségi térerosséget, (vagy a szabadesés gyorsuldsat) illetve szomszédos pontok kozott a
dg nehézségi kiilonbséget. Sz€lsO pontossdgd méréseket csak szildrdan aldtdmasztott
miszerrel, azaz a szdrazfoldeken tudunk végezni, de kisebb megbizhatosdggal nehézségi
méréseket a tengereken, sot a kiilsé térben (pl. repiilégépen vagy tireszkozokon) is tudunk
végezni.

A nehézségi mérések elérhetd megbizhatdsaga

szédrazfoldeken +0,1+0,2-10° N/kg, azaz  +0,1+0,2 pms?,
tengereken +10+100-10°° N/kg, azaz +10+100 ums'z,
levegében (dtlagértékek)  + 50+100-10° N/kg, azaz =+ 50+100-ums™

kozéphibaval jellemezhetd.

Megjegyezziik, hogy a geodéziai gravimetriai gyakorlatban az SI rendszer bevezetése utan is
kiterjedten hasznéljak a Galilei nevéhez kapcsolt mértékegységet, a ,,Gal”-t. Kapcsolata az SI
rendszerrel:

1 Gal = 10° ms™,
1 mGal = 10° ms? =10 ums'z,
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1 pGal = 10® ms? = 107 pms™.

A nehézségi mérések eredményébdl minden esetben levonjuk az drapalykeltd erdhatés
méréskori értékét. Az igy kapott nehézségi térerOsséget szamos geodéziai feladat
megoldasdhoz haszndljuk, mégpedig a feladattdl fiiggden, vagy a foldfelszini P pontbeli gp
értéket, vagy ennek a geoidi P’ pontba — megfelel6 modell [333.] segitségével — atszamitott
gp-értékét. Ezekkel a feladatokkal a késébbiekben részletesen fogunk foglalkozni.

Eotvos-féle torzids ingdval vagy mds gradiométerrel mérhetok a nehézségi erdtér potencialja
masodik differencidlhanyadosainak tobbsége.

Az Eotvos-inga szilard aldtdmasztast igényel, igy csak a szdrazfoldeken haszndlhats. A
korszeri gradiométerek, mir mozgd jarmuveken (foldi, 1égi és lireszkdzokon) is lehetové
teszik a masodik derivaltak mérését. Jelenleg mérhetdk a

(Wyy = W), Wy, Wy és W,

masodik derivéltak. Az elérhetd sz&lsé megbizhat6sdg Eotvos-ingdval £1+2:107 s? = +1+2 E
(Eotvos egység) kozéphibaval jellemezhetd. A korszeri gradiométerek megbizhatésdgal+2
nagysagrenddel még jobb is lehet.

Mis médszerrel meghatdrozhaté még a W, masodik derivélt is (a nehézségi térer0sség dg/dz
fliggbleges gradiense). Ennek megbizhatdsaga mintegy *10 E, de a mddszerek fejlodésével
varhat6an javulni fog a kozeli jovoben.

A mért gradiens értékeket a nehézségi erdtér eloszlasanak, a szintfeliiletek — kozottiik a Fold
matematikai (elméleti) alakjanak, a geoidnak — a meghatdrozdsdhoz hasznaljuk fel.

A nehézségi er6tér mérésének részleteivel a Geofizikai alapismeretek, tovabba a
mesterképzésben a Geofizika és a Gravimetria tantargy foglalkozik.)

24. A szabatos szintezés

Szintezéssel egymashoz kozel fekvd foldfelszini pontok AH; magassagkiilonbségét, azaz a
rajtuk atmend szintfeliiletek fiiggoleges tdvolsdgdt tudjuk meghatdrozni. Ennek elérhetd
megbizhatésdga mintegy £0,3+1,0 mm/km kozéphibdval jellemezhetd.

Nagyobb tavolsdgokon azonban kitlinik, hogy a szintfeliiletek nem parhuzamossiga miatt
nem a kozottiik 1€vo tavolsag, hanem a potencidlkiilonbségiik allandé. Ezért a felsdgeodéziai
céli (nagy teriiletre kiterjedd) szabatos szintezést a szintezés utvonala mentén megfeleld
stiriségben végzett gi nehézségi mérésekkel kell kiegésziteni. A kétféle mérés
eredményébdl a

B

D> g AH, = Wa—Ws= AW,

A
Osszefiiggés alapjan az A és a B végpont potencidlkiilonbsége hatdrozhaté meg nagy
megbizhatdsdggal, minden elvi feltevés nélkiil (J/kg-ban).

Itt jegyezziikk meg, hogy potencidlértékeket kiilon-kiilon egyeldre sajnos nem tudunk
mérni, mérési eredményeinkbdl csak kiillonbségiiket, a potencidlkiilonbséget tudjuk
meghatdrozni. A foldfelszini pontoknak a geoidhoz, mint magassagi alapszintfeliilethez
viszonyitott potencidlkiilonbsége a pont magassagi helyzetének alapvetd mérdszdma.
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Bel6le tudunk hosszegységben kifejezett magassdgi mérdszamokat kiszamitani
kiilonb6zo fizikai modellek segitségével [53.].

25. A kozmikus geodéziai merések

A kozmikus geodéziai modszerek segitségével a Foldon kiviili természetes €s mesterséges
égitestekre végzett mérések alapjan vezetiink le helymeghataroz6 adatokat. (Veliik a Globdlis
helymeghatdrozds, majd a mesterképzésben a Kozmikus geodézia, a GPS elmélete és
felhaszndldsa és a GNSS infrastruktira tantargyban foglalkoztunk, ill. foglalkozunk
részletesebben.)

A természetes égitestekre (dltalaban csillagokra) végzett vizszintes és magassagi szogmérés
(ill. mas kiilonleges mérési modszerek) eredményei alapjan kiszdmithatok az 4llaspont helyi
fliggblegesének térbeli helyzetét jellemzé mennyiségek, a @ szintfeliileti foldrajzi szélesség és
a A szintfeliileti foldrajzi hossziisdg, tovabba valamely foldi irdnyra mend A szintfeliileti
azimit. A @ és a A szogbdl képezhetdk a helyi fiiggdleges irdnyat kijelold egységvektor
irdnykoszinuszai. Az ehhez sziikséges méréseket és szdmitdsokat egyiittesen foldrajzi
helymeghatdrozdsnak nevezziik. Pusztan a szintfeliileti azimuit meghatarozasanak kiilonleges
modszere a stelldris hdaromszogelés.

A foldfelszini P alldspontban meghatarozott szintfeliileti foldrajzi koordinatdkat a fliggdvonal
gorbiiltségének figyelembevételével atszamitjuk a geoidra. Igy megkapjuk az &lldspont P’
geoidi megfeleldjének szintfeliileti foldrajzi koordinatait, amelyek megadjak a P’ pontban a
geoidi (feliileti) normdlis térbeli helyzetét a foldi térbeli derékszogli koordindta-rendszer
valamelyik megvalosuldsanak (jelenleg az ITRS) tengelyiranyaihoz viszonyitva.

Geodéziai alaphdlézati pontok ellipszoidi és szintfeliileti koordinatdinak (az ellipszoidi és a
geoidi feliileti normdlisainak) és egyes foldi irdnyok kétféle azimutjdnak eltéréseibdl (a
fliggdvonal-elhajlasokbdl [322.]) tudjuk a geoidhoz simuld ellipszoidnak a méretét, alakjat,
elhelyezését és tajékozdsat [323. és 42.], ill. a geoidnak az ellipszoidhoz viszonyitott
eltéréseit, hulldmait [521.] meghatarozni.

A szabatos foldrajzi helymeghatdrozdsok elérhetd megbizhatdsdga a koordindtdkban mintegy
10,1£0,3", az azimitban mintegy +0,3+0,5" kozéphibaval jellemezhetd.

A Fold mesterséges holdjaira vonatkozé mérésekkel és a rajuk tamaszkodé geodéziai
helymeghatarozdssal a szatellitageodézia foglalkozik. Mérési mddszereivel meg tudjuk
hatdrozni a foldi alldspontbdl a mesterséges holdra mutaté s un. észlelési vektor irdnyat,
nagysagat (a mesterséges hold tdvolsagat) ill. ez utébbinak az id6 szerinti ds/dt derivaltjat (az
un. radidlis sebességet). Az irdnymeghatdrozdsban elérhetd kozéphiba mintegy +1+2", a
tavolsdgmérésben mintegy +1+10  cm és a radidlis sebességben mintegy +0,1 ms™.

Tobb ponton (kozel) egyidejlien végzett mérések végeredményeként foldi pontok egymdshoz
viszonyitott (relativ) helyzete (térbeli irdnyok és tdvolsdgok) hatarozhaték meg (geometriai
szatellitageodézia). Az elérhetd megbizhatésdg néhany milliméter-centiméter kdzéphibaval
jellemezhetd.

Teljes térbeli helymeghatdrozdshoz az emlitett mérések mellett a mesterséges hold palydjanak
ismerete is sziikséges (dinamikai szatellitageodézia). Ezzel végeredményként f6ldi pontok rp
geocentrikus  helyvektordt tudjuk meghatarozni. Az elérhetd megbizhatésag egyedi
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pontmeghatarozas esetén mintegy £2+5 m kozéphibdval, 100200 km-nél nem tdvolabbi,
nagy-megbizhat6sagu alappontokra tdmaszkodé relativ mérések esetén mintegy 1+20 mm
kozéphibaval jellemezhetd.

A mesterséges holdak geodéziai észlelésébdl szamitott helyvektorok a WGS84 rendszer
koordindta irdnyaira és kezdOpontjira (origdjara) vonatkoznak, amelyek elvileg a foldi
derékszogli koordindta-rendszer CIO-BIH megvaldsuldsaval azonosak, de a meghatdrozas
megbizhatdsagi szintjén gyakorlatilag ITRS koordinatdknak is tekinthetok [161.]. A teljes
térbeli helymeghatdrozds mellett a mddszer nagy eldnye, hogy az Osszes tobbi geodéziai
helymeghatdrozdsi mddszertdl fiiggetlen, a foldfelszin barmely részén elhelyezkedd
(egymastdl akar tobb ezer kilométerre fekvd) alappontok helyzetét ugyanabban a foldi térbeli
koordindta-rendszerben adja meg, egymastol fiiggetleniil. Ezek a pontok a foldfelszint
beborité egységes vilaghadlézatot alkothatnak.

A kiilonb6z6 modszerekkel végzett mérések és szamitdsok végrehajtdsdnak gyakorlati
részleteit mds tantargyak ismertetik. A fels6geodézidban a kapott eredmények
felhaszndlasdval foglalkozunk a Fold elméleti, illetve fizikai alakjanak és nehézségi
erdterének meghatarozdsa szempontjabol. Ezekre a mérési eredményekre tdmaszkodva kell a
foldalak-meghatédrozas feladatat megoldanunk.

Szdmunkra a feladat, tehét a fizikai foldfelszinen kijelolt geodéziai alaphaldzat pontjaibdl allé
poliéder sarokpontjai térbeli helyzetének meghatdrozdsa. Ebben az egyes mérési muveletek
eredményei a kovetkezOkben Osszefoglalt szerepet jatsszak.

A vizszintes szogmérések megadjdk a hélézat alakjdt, a tavolsigmérések egyes haldzati
oldalak hosszat, ezzel az egész halézat méretét. Az egyes pontokon meghatirozott
szintfeliileti foldrajzi koordindtdk megadjdk a halozat elhelyezését és a mért szintfeliileti
azimutok pedig ennek tdjékozdsdt a foldi derékszogli koordinata-rendszer alapirdnyaihoz
viszonyitva. A koordinéta-tengelyekre ellipszoidot illesztve, ezutdn szdmitani tudjuk a
héalézati pontok un. vizszintes helyzetét mutaté ellipszoidi foldrajzi koordinatékat.

A szabatos szintezések a nehézségi mérésekkel egyiitt a pontok geoid (tengerszint) feletti
magassdgadt eredményezik.

A foldrajzi helymeghatdrozasok eredményei a mar ismert ellipszoidi foldrajzi koordinatakkal
egyiittesen €s/vagy a nehézségi mérések lehetové teszik a geoid alakjdnak az ellipszoidhoz
viszonyitott meghatdrozasat. Ezzel a tengerszint feletti magassagokat kiegészitve, kapjuk
pontjaink ellipszoid feletti magassdgdt, ami a vizszintes koordindtdkkal egyiittesen megadja a
pont teljes térbeli helyzetét (sziikség esetén a helyvektorat).

A magassigmeghatdrozdst mds uton, zenitsz0g mérésen alapuld trigonometriai
magassagméréssel is végezhetjiik.

Az eddig emlitett mérési miiveletek €s eredményeik sziikségesek és elégségesek a Fold fizikai,
ill. elméleti alakjat képez6 ponthalmaz térbeli helyzetének (a Fold alakjanak) a hagyoményos
geodéziai uton végzett meghatarozdsahoz.

A napjainkban egyre jobban elterjedd mesterséges holdas helymeghatdrozasi médszerek — az
eddigiektol teljesen fiiggetleniil — dnmagukban képesek alaphal6zati pontjaink feljes térbeli
helymeghatdrozdsdra a foldi térbeli derékszogli és a réillesztett ellipszoid feliileti koordinata-
rendszerben. A pontjaink tengerszint (geoid) feletti magassdgdnak meghatarozasiahoz azonban
ez esetben is sziikség van a geoid alakjanak mar emlitett médon végzendd meghatarozasara.
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Feladat:

- Mutassuk be vdazlatokon az egyes mérési miiveletek sordn mért mennyiségek geometriai
tartalmat és a meghatarozott végeredményt.
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3. GEODEZIAI VOI}IATKOZTATASI RENDSZEREK
MEGHATAROZASA

31. A geodéziai féldmodell és a geodéziai vonatkoztatasi
rendszer

A Fold alakjanak és kiils6 nehézségi eréterének meghatdrozasdhoz a természetet megkozelitd
modellt, geodéziai foldmodellt alkotunk. Ennek elemeit a ,,normdl” jelzOvel kiilonboztetjiik
meg a valosagostol.

A Fold normdlalakja a Fold (matematikai alakjinak, a geoidnak) méretét, alakjat jol
megkozelito szabdlyos (forgdsi és egyenlitoi szimmetrids), viszonylag egyszerti matematikai
(geometriai) feliilet. A gyakorlatban éltalaban forgasi ellipszoid.

A Fold normdl nehézségi erotere a Fold valosdgos nehézségi eroterét jol megkozelito
szabdlyos (forgdsi és egyenlitoi szimmetrids) eloszldsu, viszonylag egyszeri matematikai
osszefiiggésekkel elodllitott (képzeletbeli) erotér.

A geodéziai foldmodell a Fold normdlalakjdnak és normdl nehézségi erdterének
(matematikailag 6sszekapcsolt) egyiittese. Ilyen értelmezésben a geodéziai foldmodell

o ecgyrészt geodéziai feladataink megolddsidban a Fold geometridjanak és kiilso
nehézségi erdterének olyan ,.elozetes értéke”, melyhez a természetet (a fizikai
val6sdgot) viszonyitjuk. Ha foldmodelliinket j6l valasztjuk meg, akkor a természet
és a modell eltérései kicsi értékek, amelyeket viszonylag egyszerlibb (gyakran
linedris) osszefiiggésekkel tudunk meghatarozni.

(A matematikai statisztika nyelvén fogalmazva, foldmodellink a Fold
geometridjanak (alakjanak) és kiils6 nehézségi erdterének a ,,trendjét” mutatja, és a
természetnek ehhez viszonyitott eltérése a mérésekkel meghatdrozando ,,jel”.)

e masrészt a Fold geometridjanak és kiilsd nehézségi erdterének jé kozelitdje, mely
alkalmas arra, hogy a geodézia mellett, a tarstudomanyok (geofizika, csillagdszat,
navigacio, stb.) és a nagykozonség részére Foldiinket nagy vonalakban jellemezze.

Fels6geodéziai munkdkban a meghatdrozott foldfelszini, vagy felszinkozeli (tobbnyire az 1.
rendli alaphdldzati) pontok helyzetét altaldnos hasznalatra ellipszoidi feliileti koordinédtdkkal
[162.1.] adjuk meg. Erre a célra a Fold ellipszoidi normadlalakjat valamely vonatkoztatasi
rendszer koordinata-rendszerére illesztve vonatkoztatdsi (referencia) ellipszoidként hasznaljuk
(amire a koordinatdkat vonatkoztatjuk).

Mindaddig, amig helymeghatarozasi feladatainkat pusztin geometriai (szog és tdvolsag)
jellegli mérési eredményekre tdmaszkodva oldjuk meg, ezen geometriai jellegi mérések
eredményeinek feldolgozdsdhoz elegendd a vonatkoztatési ellipszoidot (a Fold normalalakjat)
tisztdn geometriai feliiletként értelmezni (amelynek az anyaghoz semmi koze). Mérete, alakja
tisztan geometriai (sz0g- és tavolsdag-) mérések eredményeibdl meghatarozhato [32.].
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(Megjegyezziik, hogy a Fold ellipszoidi normdlalakja és a XVII-XIX. szazadban
ellipszoidként értelmezett matematikai alakja annak idején azonos fogalom volt. A két
fogalom azota kiiloniilt el egymastdl, amiéta Gauss felismerése alapjan a Fold matematikai
alakjat a nehézségi erdtér szintfeliileteként értelmezziik (geoid)).

A Fold geometridjanak meghatdrozasa mellet a geodézia feladata a foldi nehézségi erdtér
(szerkezetének, eloszldsdnak) meghatdrozasa is. Tovabbd, ha a foldalak meghatidrozasdba a
tengereken és az egész Fold kiilsO terében is mérhetd fizikai jellegi mennyiségeket (pl.
nehézségi méréseket, mesterséges hold észleléseket) is be akarunk vonni, akkor ezek
eredményeinek feldolgozdsahoz is viszonyitdsi alap, (az ,.el0zetes érték” szerepét betoltd)
»vonatkoztatdsi erotér” sziikkséges. Erre a célra szolgdl a Fold val6di nehézségi erdterét
megkozelitd, de viszonylag egyszerlien szamithato, szabalyos eloszlasu (képzeletbeli) normadl
nehézségi erotér, amelyet megfeleld matematikai eszkozokkel alkotunk. Szamszerii
meghatdrozdsa geometriai adatok ismeretében fizikai jellegli (nehézségi) mérések
eredményeibdl lehetséges [34.].

A Fold geometridjanak €s nehézségi erdterének meghatdrozasakor a geometriai €s a fizikai
jelleglh méréseink eredményeit egyiittesen akarjuk feldolgozni. Ehhez olyan kozos viszonyitdsi
alap kell, amelyben a Fold normadlalakja é€s normdl nehézségi erdtere (matematikailag
meghatdrozott) egyetlen kozos rendszernek, a geodéziai foldmodellnek egy-egy eleme.

Ehhez gy jutunk, hogy a Fold M tomegével megegyezd tomegli (forgdsi és egyenlitdi
szimmetrids tomegeloszlasi), a Fold méreteit j6l megkozelité méretli testet képzeliink, amit
tehetetlenségi fotengelye koriil a Fold w forgasi szogsebességével megforgatunk. Ekkor a test
felszinén és kiilso terében a Foldéhez hasonld, ezt megkozelitd, de forgési és egyenlitoi
szimmetrids eloszldsu, szabdlyos nehézségi erdtér keletkezik. Ezt a képzeletbeli erdteret
tekintjiilk normdl nehézségi erdtérnek. Ennek térerOssége a Y normdl nehézségi térerdsség és
potencidlja az U normadlpotencidl, szintfeliiletei altaldban valamilyen szintszferoidok [3.3.2.].
A Fold normadlalakjdt pedig a normdl nehézségi erdtér egyik szintfeliileteként értelmezziik.
Gyakorlati okokbdl mindig toreksziink arra, hogy mind a normdl nehézségi erdtér, mind a
Fold normadlalakja viszonylag egyszerti Osszefiiggésekkel legyen matematikailag leirhato.
Vonatkoztatdsi feliiletként vagy az igy, fizikailag meghatdrozott normadlalakot, vagy a vele
egyenld tengelyhosszusagu forgési ellipszoidot hasznaljuk (ha a kettd nem azonos). A fizikai
geodézidban a vonatkoztatési feliilet mindig geocentrikus elhelyezésii.

Az 1igy értelmezett geodéziai foldmodellt matematikailag meghatdrozéo mennyiségek
(paraméterek) (mint, pl. a vonatkoztatasi feliilet a mérete, f lapultsaga (alakja), a Fold tomegét
jellemzé kM szorzat (az un. geocentrikus graviticiés dlland6), a Fold @ forgési
szOgsebessége, stb.) szdmszerii értéksordt geodéziai vonatkoztatasi rendszernek (Geodetic
Reference System = GRS) nevezzilk. Meghatdrozdsa geometriai és fizikai jellegi mérési
eredmények egyiittes feldolgozasaval lehetséges [3.4.].

Felhivjuk a figyelmet, hogy a ,.geodéziai vonatkoztatdsi rendszer” fogalom a 161.-ben targyalt , vonatkoztatdsi
rendszer” fogalomnak lényegesen kibdvitett tartalmud véaltozata. Mint az el6bbi értelmezése mutatja ez a Fold
geometridja és kiilsé nehézségi erdtere meghatdrozdsdnak viszonyitdsi alapjaként szolgdlé foldmodellnek a

szamszeri jellemzdit tartalmazza. A foldmodell pedig kozvetett médon magédba foglalja a foldi térbeli
derékszogii koordindta-rendszert” (valamelyik megvaldsuldsat és ennek keretpontjait) is.

Nemzetkozi munkacsoportok, vagy nagyobb geodéziai intézmények egyre tobb és tjabb
mérési eredmény feldolgozasdval ezt az adatsort idonként djraszamitjdk. Egyes
kozgytléseinek idejében legjobb értéksort a Nemzetkozi Geodéziai és Geofizikai Unio
(International Union of Geodesy and Geophysics = IUGG) a tagorszagai részére ajanlasba
foglalja. Igy haszndlatban van pl. a GRS67, GRS80 jelii értéksor. Ezek hosszabb id6re sz616
»szabvany” (standard) értékek a geodézia, geofizika, csillagdszat, navigacid, stb. szdmaéra.
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Az Unid ajanldsai kozotti idOben is folyik az értéksor idonkénti Ujraszdmitdsa, és a kapott
»pillanatnyi legjobb értékekrdl” a Nemzetkozi Geodéziai Szovetség (International Association
of Geodesy = IAQG) ad tdjékoztatast.

A kovetkezokben — a fejlédés sorrendjét kovetve — tekintsiik at eldszor az ellipszoidméretek
meghatdrozasanak tisztdn geometriai modszereit.

32. Az ellipszoid-méretek meghatarozasa geometriai
modszerekkel

321. A fokmérés és alkalmazasanak eredményei

321.1 A fokmérés elve

Ha valamely gorbe felilleten megmérjilk a feliiletre merdleges sik dltal kimetszett rovid
feliileti ivdarab hossziisdgat és meghatdrozzuk az ivdarab két végpontjdhoz tartoz6 gorbiileti
sugarak daltal bezart kozépponti szoget, akkor ezekbdl az adatokbdl — az iv, a sugér és a
kozépponti szog Osszefiiggésével — kiszamithaté a feliileti ivdarabnak — és egyidejiileg a
feliiletnek az ivdarab irdnydba esd — gorbiileti sugara. Ez a fokmérés alapelve.

A fokmérés elvét az dkorban a gomb alakiinak képzelt Fold R sugardnak meghatirozaséara
hasznéltdk. Ehhez elegendd volt egyetlen s {vdarab és a hozzétartozé A kozépponti szog
megmérése, amibol a gomb sugarat ki tudtdk szamitani. (A mérést — gyakorlati okbdl —
merididnban, vagy kozvetlen kozelében végezték.)

A XVIL szazadtol, amikor Newton és Huygens felismerései alapjan a Fold (elméleti) alakjat
forgasi ellipszoidnak tekintették [12.], a feladat a forgési ellipszoid a és b tengelyhosszanak,
vagy a és ¢ paraméterének meghatarozdsa volt. Ekkor feltételezték, hogy

e a nyugalomban képzelt tengerfelszinek wugyanazon forgdsi ellipszoid egyes
feliiletdarabjai,

® a helyi fiiggbleges iranyok ellipszoidi feliileti normdlisokkal azonosak (igy a
csillagészleléssel meghatdrozott foldrajzi koordinatdkat ellipszoidi  foldrajzi
koordindtdknak tartottak),

® atengerszintre dtszamitott ivhosszak ellipszoidi feliileti ivhosszakat eredményeznek.

Mivel akkoriban a poélusmozgéds fogalmat még nem ismerték, a XIX. szdzad végéig az
eldbbiekhez hozzdjarult még az a hallgatdlagos feltételezés is, hogy

* a foldtestnek a forgéastengelyen elfoglalt helyzete az idOben valtozatlan, és a
csillagészleléssel meghatarozott foldrajzi szélesség értékeket a forgdstengelyre
vonatkoztattak.

A fokmérés modszere az ellipszoid méretének €s alakjanak meghatarozdsara is alkalmazhato,
de mivel ez esetben két paramétert kell meghatdrozni, a fokméréshez tartoz6 méréseket
legaldbb két helyen kell elvégezni. Mivel a feliileti normélisok (gorbiileti sugarak) altal bezart
kozépponti szoget legkonnyebben (és igy legrégebb o6ta) az iv két végpontjanak foldrajzi
szélesség kiillonbségeként tudtdk meghatdrozni, ezért kezdetben csaknem kizarélag meridian
iranya fokmérést végeztek. Kiilonbozé foldrajzi szélességli helyeken (az ellipszoid
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méretéhez viszonyitva elemi hosszisdgi) két merididn ivdarabot ttztek ki, melynek
megmérték az s,; és s, hosszisagit, tovibbd végpontjaik ¢@; és ¢;-, valamint ¢ és @~
foldrajzi szélességét. . Ha az {vdarabok végpontjainak A@; = ¢ — @7, ill. Apy = @ — ¢~
masodpercben kifejezett sz€élességkiilonbségével elosztjuk a megfelel? s,,; , ill. s,,» ivhosszat,
akkor kiszamithatjuk az ellipszoidnak az egyes, elemi hosszisagunak tekintett ivdarabokhoz
tartoz6 kozepes merididn irdnyud gorbiileti sugarat. Ez viszont az ellipszoid geometridjabol
ismert

M = M(a, ¢ , )
kapcsolatban van az ellipszoid paramétereivel és a foldrajzi helyzettel. Igy a két ivdarabhoz az
M, és az M, ismert szamértékkel és az ivhosszak @,, ill. @, ismert kozepes szélességével

kétismeretlenes egyenletrendszert irhatunk fel, amelybél az a és az e két ismeretlen
kiszamithatd.

Az ivhosszaknak a meghatarozédsara Snellius 1615-ben bevezette a haromszogelés mddszerét,
amit az6ta is kiterjedten alkalmazunk a geodéziai gyakorlatban.

A foldrajzi hosszisagkiilonbségek mérésének fejlodésével lehetévé valt a paralelkor iranya
fokmérés is. Ez esetben azonos paralelkoron fekvé két pont kozott kell megmérni az s,
(paralelkor) ivdarab hosszét, tovdbbd sziikséges a végpontok AA ellipszoidi foldrajzi
hosszusagkiilonbségének és @ ellipszoidi foldrajzi szélességének ismerete.

A paralelkor sugardt egyrészt a mérési eredményekbdl az s,/4A4 hanyadosként, mésrészt az
ellipszoid geometridjdbol ismert N-cos¢@ Osszefiiggéssel fejezhetjiik ki, ahol az N
hardntgorbiileti sugdar az

N=N(a, ¢, o)
kapcsolatban all az ellipszoid paramétereivel €s a foldrajzi helyzettel.

A gyakorlati megolddshoz ismét két ivdarabot kell megmérni ¢; és ¢, kiillonbozd foldrajzi
szélességen. Az igy felirhat6 két egyenletbdl az a és e két ismeretlen szdmithato.

Végiill a fokmérés elve harmadik vaéltozatban, altalanos iranya (vagy ferde ivii)
fokmérésként is hasznosithat6. Ez esetben a P, és a P, tetszéleges helyzetli végpontok kozotti
s12 ivhosszat, a végpontok ¢; és ¢, ellipszoidi foldrajzi szélességét, AA; ; ellipszoidi foldrajzi
hosszusagkiilonbségét, valamint az {v két végérintdjének a helyi meridian iranyaval bezart
a2 és op; ellipszoidi azimutjat kell meghatarozni.

Ily médon ismertté valik a PP,P, ellipszoidi pdlushdromszdgnek 6 adata. Mivel ennek
geometriai meghatdrozasahoz 3 adat és az ellipszoid megaddsahoz tovabbi 2 adat, 6sszesen
tehat 5 adat sziikséges, ezért még folos mérésiink is van. Igy a mérési eredményekbél
megfeleld6 geometriai Osszefiiggésekkel az ellipszoid keresett két meghatdrozé adata
kiszamithato.

A gyakorlatban — az elkeriilhetetlen mérési hibdk hatdsdnak csokkentése érdekében —
altaldban a sziikségesnél tobb mennyiség mérésével hatarozzuk meg a keresett ismeretleneket,
ha az elérhetd széls® pontossdgra toreksziink. A fokmérés esetében is, a gyakorlatban
lehetdleg hosszabb ivdarabokat mértek, amelyeket kozbensd pontokkal tobb szakaszra
osztottak. Igy a keresett ismeretlenek meghatdrozasa szempontjabél tn. f6los méréseik is
voltak. Ilyenkor az ismeretlenek legmegbizhatébb értékét valamilyen négyzetosszeg
minimumfeltétel bevezetésével a legkisebb négyzetek modszerének alkalmazasdval
szamitottdk ki.
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Feladat:

- Mutassuk be vézlaton a merididn, a paralelkor és az éltaldnos irdnyd fokmérés elvét.

321.2. Nevezetes fokmérések

A nevezetesebb merididn-fokmérések:

1. Az angol-francia-spanyol {v Saxavordtél (+60°50") Laghouatig (+33°48") 27°2'
amplitidoval kb. 3000 km hosszban. Ennek a fokmérésnek kiilonos nevezetessége a Foldkozi-
tengert Spanyolorszg és Eszak-Afrika kozott dthidalé néhdny hdromszog, amelyben 270 +
280 km hosszu oldalak fordulnak eld, s igy a haromszogek szogeinek megmérése annak
idején - a XIX. szdzad utols6 évtizedeiben - rendkiviili nehézségeket okozott. Erdekességként
megemlitjiik, hogy ennek a merididnivnek Dunkerque és Barcelona kozotti kozépso szakasza
azonos a méterfokmérés ivével, amelynek 1792-1808 kozott végrehajtott mérése alapjan
vezette le Méchain és Dalambre a méter hosszat.

2. A Struve-Tanner-féle orosz-skandinidv iv a Fekete-tengertél az Eszaki-Jeges-tengerig
(+45°20' és +70°40'" kozott) 25°20" amplitaddval 2800 km hosszban.

3. Az afrikai iv a 30°-os merididn mentén a Fokvarost6l Kairig 61° amplitidéval (6750 km),
amelynek koz€pso kb. 18° hosszusagu ivét csak 1953-ban mérték meg.

4. Az indiai f6iv a 73°-os merididn mentén 21° amplitidéval.
5. Az indiai 2. iv a 75°-0s merididn mentén 19° amplitidéval.

6. A 98° menti merididniv az USA-ban, illetéleg Mexikdban, amelynek kész szakasza egy
23°-0s és egy 6°-0s {v.

7. A kelet-eurpai iv az Eszaki-Jeges-tengertél Kairig, amely csatlakozik az afrikai ivhez.
Nagy része, amely dtszeli Norvégiat, Finnorszdgot, Oroszorszdgot, Ukrajnit, a masodik
vildghdboriig elkésziilt. A Foldkozi-tenger athidaldsat Krétan 4t azonban csak késdbben
oldottdk meg a SHORAN mérési technika (radar) eszkozeivel.

A nevezetesebb paralelkdr menti fokmérések:

1. A francia kozép paraleliv csaknem 15° amplitidéval a 31°-os paralelkor mentén egész az
Adriai-tengerig.

2. A padrizsi paraleliv Brestt6l Miinchenig.

3. Az 52°-0s paraleliv ~ 69° amplitidéval, frorszdgtdl az Urélig.

4. Az észak-afrikai {v.

5. Az indiai paralelivek a 13, 18 és 24°-o0s paralelkor mentén.

6. Négy amerikai paraleliv (32, 39, 42, és 46° mentén) 60° amplitiddval.

7. Az amerikai ferde iv a keleti part mentén 23,5° amplitiddval.
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321.3. A fokmérések eredményei

A nevezetesebb fokmérések eredményei koziil szamszertien a mar emlitett Un. méterfokmérés
(1792-1798) ellipszoidjanak jellemzdit mutatjuk be (itt és egyéb helyeken is a numerikus
excentricitds helyett a szemléletesebb f geometriai lapultsig értéket adjuk meg):

a=6375738,7 m,
f=1/334,29.

Ennek, és mds fokméréseknek az eredményei is arra a gyakorlati tapasztalatra vezettek, hogy
a kettonél tobb ivdarab mérési eredményeinek egyiittes feldolgozdsakor a maradék
ellentmonddsok dltaldban 1ényegesen nagyobbra adddtak, mint amit a mérések szdrdsa
(kozéphibdja) alapjan varni lehetett.

A késébbi id6kben, amikor mar tobb fokmérés eredményei is rendelkezésre dallottak,
megkisérelték ezeket egyiittes kiegyenlitéssel feldolgozni. Erre els6 példa Walbeck
ellipszoidja (1819), mely 6 fokmérés egyiittes feldolgozasdval jott 1étre. Ennek jellemzdi:

a=6376 896 m,
f=1/302,78.
Bessel, koranak legjobb 10 fokmérésébdl vezette le ellipszoidjanak jellemzdit (1837-41):
a=6377397,15m,
f=1/299,1528.
(Ez volt hosszu ideig a magyarorszagi felmérések vonatkoztatasi ellipszoidja [44.].)

A tobb fokmérés eredményének egyiittes feldolgozdsa arra a sajitos tapasztalatra vezetett,
hogy a maradék ellentmondasok ahelyett, hogy a mérési eredmények szdméanak novelésével
csokkentek volna, még inkdbb novekedtek, €s nem véletlen eloszlast mutattak. Ez a
tapasztalat arra a felismerésre vezetett, hogy a helyi fiiggdlegesek nem ellipszoidi normalis
iranyok. Akkor pedig a helyi fiiggdleges iranyokra merdleges feliilet nem ellipszoid, hanem
valamilyen mds feliilet. Igy jutott el Gauss a szintfelilletek és a Fold elméleti alakja dj
fogalméhoz, amit késObb geoidnak neveztek el (Listing 1878).

Foldrajzi szélesség meghatdrozdasaink kozvetlen mérési eredményei az dallaspont helyi
fiiggblegesének, tehat szintfeliileti normdlisanak irdnyat hatdrozzak meg a térben. Igy a
maradék ellentmondésok, a mérési hibak mellett, a helyi fliggdleges iranyok és az ellipszoidi
normdlisok irdnykiilonbségét, vagyis a szintfeliiletek, (a geoid) és az ellipszoid egymastdl
eltérd gorbiileti viszonyait tiikrozik.

Igy mai ismereteink szerint a fokmérések eredményeként egyes (merididn, paralelkor, vagy
altalanos irdnyu) ivek mentén a szintfeliiletek (a geoid) alakjahoz simulé ellipszoid méretét és
alakjat, azaz helyi simulé ellipszoidokat kapunk.

Mivel a geoid gorbiileti viszonyai meglehetdsen valtozatosak, ezért a simuld ellipszoidok is
kiillonbozd méretiiek és alakudak, attdl fiiggden, hogy hol végezték a méréseket. A kiillonbozd
helyeken simul6 ellipszoidok geometriai kozéppontja sem esett egybe, sem egymadssal, sem a
Fold tomegkozéppontjaval. Ily moddon fokméréssel gyakorlatilag nem lehet in. foldi
(geocentrikus) elhelyezésii ellipszoidot meghatdrozni.

A geoid fogalménak bevezetésével az ellipszoid meg is szlint mint ,,a Fold elméleti alakja”, de
megmaradt egyrészt a geodéziai helymeghatarozds vonatkoztatdsi feliileteként, masrészt a
foldalak egyik szabdlyos megkozelitdjeként. Atvitt értelemben ezért ma is haszndljuk pl. a
,Fold egyenlitdi tengelyhossza” és a ,,Fold lapultsdga” fogalmakat, amelyeken a Foldet (a
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geoidot) helyettesitd (kozelitd) valamelyik ellipszoid, szabatos értelemben az un. kozepes

foldi ellipszoid [343.3] megfeleld jellemzdjét értjiikk. (Ennek meghatdrozdsa azonban csak
fizikai modszerek bevondsaval lehetséges, amivel késobben fogunk foglalkozni [34.]) .

Feladatok:

- Hogyan hatdrozzdk meg a foldrajzi koordinitdk a helyi fiiggdleges, illetve az ellipszoidi normadlis térbeli
helyzetét?

- Mely esetben kapndnk nulla maradék ellentmondas rendszert?
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322. A figgovonal-elhajlas fogalma és alapésszefiiggései

A helyesen feldllitott teodolit allétengelye a helyi fiiggdleges (a helyi szintfeliileti normélis)
irdnyaba mutat. Mint a fokmérések tapasztalatai alapjan bebizonyosodott, a helyi fiiggdleges
irdnyok, amelyeknek térbeli helyzetét a foldrajzi helymeghatirozds méréseink eredményei
mutatjak, az allasponton dtmend ellipszoidi normadlis irdnnyal néhéany (esetleg néhanyszor 10)
mdasodpercnyi szoget zdrnak be. Ennek a szognek & merididn irdnyd vetiilete a fokmérésekkel
kapcsolatban mar emlitett maradék ellentmondés [321.]. Hasonlé maradék ellentmondasokra
jutunk a paralelkor irdnyd fokmérés szamitdsa sordn is (ha folos szdmu méréseink vannak).
Ezek pedig a helyi fiiggdleges irdny és az ellipszoidi normélis kozotti szog merididnra
merdleges vetiiletét adjak, amit 77-val jeldliink.

A két 6sszetevobol eloallithatéd
O=(E+n7)" (322.1)

sz0g tehat a helyi fiiggoleges és az dlldsponton dtmend ellipszoidi normdlis irdanykiilonbsége,
amit fiiggovonal-elhajlasnak neveziink. (A fliggdvonal-elhajlasnak ettd]l kissé eltérd, mas
értelmezésével is fogunk még taldlkozni [533.3.].)

Attdl fiiggéen, hogy a fiiggdvonal-elhajlast valamely P foldfelszini pontban, vagy ennek P'
geoidi megfeleldjében értelmezziik, megkiilonboztetiink foldfelszini (Helmert-féle), illetve
geoidi (Pizetti-téle) fliggdvonal-elhajlasokat.

Masik megkiilonboztetés szerint relativ fliggdvonal-elhajlasrdl beszéliink, ha a vonatkoztatasi
ellipszoid geometriai kzéppontja dltalanos helyzetli és abszoliit (geocentrikus) fiiggdvonal-
elhajlast mondunk, ha az ellipszoid kézéppontja a Fold tomegkdzéppontjaval azonos. (Ezt a
helyzetet csak fizikai mdédszerek alkalmazédsaval lehet elérni.)

A fiiggdvonal-elhajlds szogét, pontosabban ennek Osszetevoit a helyi fiiggbleges, illetve az
ellipszoidi normalis térbeli helyzetét meghatiroz6 foldrajzi koordinatakbol és/vagy a
szintfeliileti és ellipszoidi azimut értékekbdl szdmithatjuk. (Emlékeztetiink arra, hogy mind a
szintfeliileti, mind az ellipszoidi foldrajzi koordinatdkat a foldi térbeli derékszogii koordinata-
rendszer (valamelyik megvaldsuldsa, CIO-BIH, vagy ITRS) Z tengelyére, és XZ sikjira
vonatkoztatjuk [16.].) Ezekbdl

=D-¢ (322.2)
n=(A-A) cos¢, (322.3)
n=A-octge. (322.4)

A (322.3) és (322.4) egybevetésébdl rendezés utdn az azimutokra vonatkozé Laplace-
egyenletre jutunk

A—-a=(A-sing, (322.5)

amely valamely irdny szintfeliileti és ellipszoidi azimutja kozotti kiilonbséget mutatja. Ennek
fontos szerepe van a geodéziai alaphalézatok szdmitdsakor.

A fiiggdvonal-elhajlasok alapvetéen abbdl szdrmaznak, hogy a Fold tomegeloszlasdnak
szabdlytalansdgai miatt a szintfeliiletek valtozatosabb alaku feliiletek, mint a szabédlyos forgasi
ellipszoid alak.
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Feladatok:

- Szerkessziink vézlatot a fiiggdvonal-elhajlds foldfelszini és geoidi értelmezésének bemutatdsdra!

- Bizonyitsuk a fiiggdvonal-elhajlds dsszetevOkre felirt (322.2) és (322.3) dsszefliggés helyességét egységsugari
gomb segitségével.

- Allapitsuk meg, hogy mely esetben lesz valamely irdny szintfeliileti és ellipszoidi azimutja azonos nagysagu.

- Mi a geometriai értelme a (=0, 7#0); a (£#0, 7=0) és a (£ =0, 17=0) értékpédroknak?

- Mi a geometriai tartalma a nullaértékii fliggévonal-elhajlasnak?

323. A felliletek modszere és alkalmazasanak eredményei

Az emberi tarsadalom fejlédése soran a XVIIL.-XIX. szdzadban a gazdasigilag gyorsabban
fejlodé foldrészeken megkezdddott az orszagok teriiletét beborité (nemzeti) geodéziai
alaphdlézatok kialakitdsa. Ezeken beliil néhdnyszor 10 km-es atlagos tavolsagokra
alappontokat 1étesitenek, és megmérik a szomszédos pontok kozotti s, tdvolsdgokat valamint
a pontokbdl kialakitott geometriai alakzatok (dltaldban haromszogek) [, bels6 szogeit. A
mérési eredményeket a tengerszint magassdgdba szamitjdk at, €s a hdlozatban felirhato
geometriai feltételek figyelembevételével kiegyenlitik.

A hdlézat bels6é szogeinek és oldalhosszainak mérésén kiviil, tobb (Iehetdleg egyenletes
teriileti elosztdsban) kijelolt P; (i = 1, 2,... n) ponton (a csillagdszati-geodéziai pontokban)
megmérik a ®; és A; szintfeliileti foldrajzi koordinatdkat és a pontbdl kiindulé valamelyik
oldal A;; szintfeliileti azimutjat. Ezeket a mérési eredményeket — a szintfeliiletek kozott
vetitOvonalként a fiiggdvonalat haszndlva — a foldfelszini pontok geoidi megfelelojébe
szamitjak at.

A felsorolt mérési eredmények sziikségesek €s elégségesek ahhoz, hogy beldliik a széban 1€vo
hélézat teriiletén a geoid ezen feliiletdarabjdhoz simulé E(a, €°) forgdsi ellipszoidnak a
jellemzdit szamszerlien meghatdrozzuk. Az erre a célra szolgdl6 szamitasi eljards a feliiletek
maodszere, vagy mas néven a csillagdszati-geodéziai fiiggovonal-elhajlds kiegyenlités. Ennek a
fejlodés kiilonbozo fokat képviseld két valtozatat kiillonboztetjiik meg.

323.1. A Helmert (Hayford)-féle (transzlativ) fliggévonal-elhajlas kiegyenlités

Ez az eljaras 1ényegében a fokmérés tovibbfejlesztése (dltalanositdsa) ugy, hogy nem csupin
egyes merididn, ill. paralelkor ivdarabokhoz, hanem a geoid egyes feliiletdarabjaihoz
szamitunk simul6 ellipszoidot.

A két feliilet simuldsdnak geometriai feltételeként a két feliilet normadlisai 4ltal bezart szogek
(azaz a fiiggoévonal-elhajldsok) négyzetosszegének minimumdt vélasztjuk. (Ez vezet ugyanis a
legegyszeriibb matematikai Osszefiiggésekre a mérési eredményekkel kapcsolatban, és
ugyanakkor geometriai tartalmdban megegyezik azzal a feltétellel, mintha a két feliilet
merdleges tavolsdgainak nulla 6sszegét, vagy négyzetosszegének minimumat irnank eld.)

A geoidi normdlisok térbeli helyzetét egyes haldzati pontokban a foldfelszinen mért és a
geoidra atszamitott ®; és A; szintfeliileti foldrajzi koordinatak segitségével adjuk meg.
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Az ellipszoidi feliileti normdlisok helyzetét ugyanezen pontok ellipszoidi foldrajzi koordinatai
mutatjdk. Ez utébbiak kiszamitdsdhoz fel kell venni az (a) és (e2) elozetes értékekkel
jellemzett ellipszoidot eldzetes vonatkoztatdsi feliilet céljara. Fel kell venni tovabba a hél6zat
egyik csillagdszati-geodéziai pontjanak (¢;), (1)) eldzetes ellipszoidi koordindtdit és végiil az
ebbdl kiindul6 egyik oldal (amelyre szintfeliileti azimuitot mértek) (o) eldzetes ellipszoidi
azimiitjdt. Ezen felvett 5 kiindul6 adat és a hédlézatban végzett szog- és tavolsagmérések
kiegyenlitett eredményeinek fiiggvényében szamithaték a hdlézat valamennyi csillagdszati
geodéziai pontjanak (@) és (4) eldzetes ellipszoidi koordindtdi. Ezek adjak meg az elézetesen
felvett ellipszoidnak a hadlézati pontokon atmend feliileti normadlisai térbeli helyzetét. E
mellett a hdlézati pontok eldzetes ellipszoidi koordindtdibdl szamithaté az egyes haldzati
oldalak (¢ ;) eldzetes ellipszoidi azimitja is, amely szintén a feliileti normélishoz kapcsol6dé
geometriai mennyiség.

Az egymashoz illesztendd két feliilet, a geoid és az ellipszoid feliileti normalisai éltal bezart
szogeket, a (geoidi) fiiggévonal-elhajlasokat a geoidi pontok szintfeliileti és ellipszoidi
foldrajzi koordindtdinak Osszevetésébdl (illetve az 1 OsszetevOt még az azimutok alapjén is)
lehet szadmitani a (322.2), (322.3) és (322.4) Osszefiiggéssel.

Nyilvanvald, hogy a fiiggdvonal-elhajlasok (a feliileti normalisok altal bezart szogek) ily
modon kiszdmitott értéksorozata még nem fogja a simulds feltételeként vélasztott
négyzetosszeg-minimum feltételt kielégiteni. Ahhoz, hogy ezt elérhessiik, a felvett 5 kiinduld
mennyiségnek d¢;, dA;, da;, da és dé® kis vdltozdsait kell megengedniink, és keressiik ezen
kis véltozdsoknak (kozottiik az ellipszoidi jellemzOk valtozasanak) azt az értéksorat, amellyel
az eldzetes értékrendszert megvéltoztatva a nyert ellipszoidi koordinatdkkal szamitott
fliggdvonal-elhajlasok négyzetdsszege mar a legkisebb.

Mivel a feladat megoldasidt négyzetdsszeg-minimum kereséshez kotottiik, elonydsen
alkalmazhaté itt is a legkisebb négyzetek moddszerének a kiegyenlitd szamitdsokbol
megismert formanyelve. (Jollehet, itt tudjuk, hogy a fiiggévonal-elhajldsok nem tekinthetdk
val6sziniiségi véltozénak, mert nagyon is szabdlyos teriileti eloszldst mutatnak. Igy
tulajdonképpen nem helyes kiegyenlitésrol beszélni, de a gyakorlatban ez a szdmitasi eljaras
mégis fiiggdvonal-elhajlas kiegyenlités néven valt ismertté.)

A kozvetitd egyenleteket a fiiggdvonal-elhajlas mar emlitett (322.2), (322.3) és (322.4)
Osszefiiggései szolgdltatjak, azzal a kiilonbséggel, hogy a @, A; és o végleges ellipszoidi
foldrajzi koordindtdkat és ellipszoidi azimiitokat a (@), (A), (&) eldzetes ellipszoidi
koordinétak és azimutok és ezek egyel6re ismeretlen d@, dA;, da;y véaltozasainak 6sszegeként
irjuk be.

Kis atalakitassal és a d@, dA;, da;; valtozasokat az 5 kiindulé6 mennyiség szerinti parcidlis
differencidlok 0©sszegébdl alkotott teljes differencidllal helyettesitve, kapjuk a javitdsi
egyenleteket a

v = A - x + 1 (323.1)
(max 3n,1) (max 3n,5) (5,1) (max.3n,1)
alakban. Ebben
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S

y=|_Th (323.2)
cos Q.

1;
| ctg @, |

a kiegyenlitd szdmitds formanyelvén a javitdsok vektora, ahol az 1; /cos¢; -ket a foldrajzi
hossztisagbol és az 7, /ctge; -ket az azimuitokbdl szamitjuk. A javitdsi egyenletek szdma
legfeljebb 3n, ahol n a hdl6zatban mért csillagdszati-geodéziai pontok szdma (é€s mindegyikiik
Laplace-pont, azaz mindegyikiikon mértek szintfeliileti sz€lességet, hosszisdgot és azimutot
1s).

A tisztatagok 1 vektoranak elemeit a mért szintfeliileti és a szamitott eldzetes ellipszoidi
foldrajzi koordindtdk, valamint azimutok kiilonbsége adja.

Az A egyiitthatomdtrix elemeit a @, A ellipszoidi foldrajzi szélesség és hosszisag, valamint az
o ellipszoidi azimut kiszamitasara szolgdlo fiiggvényeknek az 5 kiindulé mennyiség szerinti
parcidlis elso differencidlhdnyadosai adjak az i.-ik mérési eredmény helyén, negativ eldjellel.
(Itt jegyezzilk meg, hogy ebben a szadmitdsi eljardsban sem a szintfeliileti foldrajzi
koordinatakhoz és azimutokhoz, sem pedig a haldzati szog- €s tavolsagmérésekhez nem
rendeliink valtozast, azaz ezeket gyakorlatilag hibatlannak tekintjiik.)

Az ismeretlenek
dp,
dA,
x=|da, (323.3)
da
de’

vektora az 5 kiindul6 adat kis véltozasait tartalmazza, melyekkel a kiindulé adatok elézetesen
felvett értékét meg kell valtoztatni ahhoz, hogy az ellipszoid a mérési helyeken a geoidhoz a
legjobban simuljon.

Az ismeretlen vektor elemeit a (323.1) szerinti, legfeljebb 3n szdmu javitasi egyenletbdl a
3 (&)= min. (331.4)
feltétel mellett az
x = — (A*A)" A%l (331.5)
alakbdl szamithatjuk, ha a javitasi egyenletek szama nagyobb 5-nél.

Az ismeretlen vektor elemeinek kiszamitdsa utdn végeredményként kapjuk egyrészt annak az
ellipszoidnak az

a=(a)+da és & =()+de’ (323.6)

jellemzdit, amelynek a feliileti normadlisai ugy illeszkednek a mérési helyeken a geoidi
normdlisok ko6z¢é, hogy az d4ltaluk bezart maradék szogek (a fiiggdvonal-elhajldsok)
négyzetosszege minimumot adjon, azaz a két feliilet egyméshoz legjobban simuljon.
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A végeredmények mdsik csoportja a halozat P, kivalasztott pontjdnak a (323.6) adatokkal
jellemzett simulé méretl és alaku ellipszoidra vonatkozé

or=(p)+dy; é A=) +dA (323.7)

végleges ellipszoidi koordindtdit, valamint az ebbdl a pontbdl kiindulé kivalasztott haldzati
oldal

o =) +do (323.8)
végleges ellipszoidi azimiitjdt adja.

Ez utébbi eredmények a kapott (323.6) méretli és alaku ellipszoidnak a geoidhoz viszonyitott
simuld elhelyezését és tdjékozdsdt [42.] adjak meg.

Ez a szdmitési eljards hallgat6lagosan feltételezi azt, hogy a halézat kivalasztott P, pontjaban
a geoid és az ellipszoid egymdshoz viszonyitott merdleges tavolsdga N; = 0, és mivel ehhez
valtozast sem rendel (dN; = 0), a simul6 elhelyezés utdn is az marad. Geometriailag ez azt a
kotottséget jelenti, hogy a (323.6) méretli és alaku ellipszoidot a simul6 helyzet elérése
érdekében csak a feliilet irdnydban (két dimenzidban) mozgathatjuk (tolhatjuk el) Ggy, hogy
minden helyzetében a P; pont geoidi megfelelojén dtmenjen. Ezért ezt a megoldast két
dimenzids fiiggdvonal-elhajlds kiegyenlitésnek is nevezik. Erre utal a cimben szerepld

wtranszlativ” jelzd is (transzlacié = eltolds).

323.2. A Vening Meinesz-féle (projektiv) figgévonal-elhajlas kiegyenlités

Az elobbi megolddsndl tokéletesebb simulé helyzetet érhetiink el, ha eggyel tobb
szabadsdgfokot megengedve, az ellipszoidnak a geoidhoz viszonyitott hiarom dimenzids
mozgatdsat tessziik lehetdvé. A harmadik irdny ez esetben az ellipszoid feliiletére merdleges.
Ilyen irdnyd mozgatds azzal érhetd el matematikailag, hogy a kezdetben felvett eldzetes (N;)
geoid-ellipszoid tavolsidgnak (ami nulla is lehet) simulé helyzet elérése érdekében dN;
valtozasat engedjiik meg, és ezt is felvessziik a kiszamitand6 ismeretlenek koz¢. Ily médon az
ismeretlenek x vektora a (323.3)-hoz viszonyitva, boviil a dN; hatodik sorral.

Mivel a geoid-ellipszoid tavolsagok véltozasa az ellipszoidi foldrajzi koordinatdk és az azimuit
értékét (és velik egyiitt a fiiggdvonal-elhajlds OsszetevOket) is befolydsolja, ezért az A
egyiitthatd matrix is bovill az ellipszoidi szélesség, hosszisdg és azimit fiiggvénynek N
szerinti parcidlis differencialhdnyadosaibdl all6 hatodik oszloppal.

Végeredményként itt is megkapjuk a simul6 ellipszoid méretét és alakjat, tovdbba a simuld
helyzetben az ellipszoidnak és a geoidnak egymdshoz viszonyitott elhelyezését megadé ¢, A;
és N; = (N;) + dN; értékharmast, valamint az ellipszoid tdjékozasat jellemzd kiinduld
azimutot.

323.3. A feliiletek médszerének eredményei

A feliiletek médszerét eredményesen alkalmazta Hayford (1909-1912) az Eszak-Amerikai
Egyesiilt Allamok teriiletén létesitett csillagdszati-geodéziai hal6zat eredményeinek alapjin
simuld ellipszoid meghatarozasara.

Szandéka az volt, hogy ellipszoidja az egész Fold alakjat jol képviselje. Igy, ennek érdekében a mérés titjan
levezetett fiiggdvonal-elhajldsokat izosztatikus javitdssal latta el. (Az izosztdzia elvével a Geofizika tantdrgyban

ismerkedtek meg.) Ez azt jelenti, hogy a mérési pontokra kiszdmitotta a lathat6 és az izosztdzia modellje alapjan
Oket kiegyenlitd tomegek 4ltal okozott fiiggdvonal-elhajlds értékeket, és ez utdbbiakat a mért értékekbdl levonta.
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Feltételezése szerint az igy megmaradé (izosztatikusan javitott) fliggdvonal-elhajldsok mar mentesek a helyi
hatdsoktol, és az egész Fold tomegeloszlasat tiikkrozik. Igy, az ezekkel szdmitott simuld ellipszoid dltaldnosan jol
haszndlhat6 lesz.

Eredményként
a=6378 388 m,
f=1/1297

fél nagytengely hosszusdgot és lapultsagot kapott, A veliik jellemzett ellipszoidot a
Nemzetkozi Geodéziai Szovetség (IAG) 1924-ben ,,Nemzetkozi ellipszoid" néven elfogadta,
és a tagorszdgoknak haszndlatra ajénlotta. Szdmos orszdg még ma is vonatkoztatdsi
ellipszoidként hasznélja.

Mai ismereteink szerint azonban Hayford feltételezése az izosztatikus javitds hatdsét illetden
nem valtotta be a hozza fizott reményt, mert mind a méret, mind a lapultsag kissé nagynak
sikeriilt.

Ugyancsak a felilletek modszerének alkalmazasaval vezette le Kraszovszkij (1942)
ellipszoidjanak jellemz&it az akkori Szovjetunid, Eur6pa €s az Eszak-Amerikai Egyesiilt
Allamok csillagaszati-geodéziai hal6zatara tdimaszkodva. Eredményként

a=6378 245 m,
f=1/2983

ellipszoidi jellemzoket kapott. Ezt az ellipszoidot vezették be a Szovjetunié és a 2.
vildghdbord wutdni Un. eurdpai szocialista orszagok (kozottik Magyarorszdg) kozos
nemzetkozi vonatkoztatdsi feliiletként. Mai ismereteink szerint ennek fél nagytengelye még
mindig mintegy 100 m-rel hosszabb lett, mig a lapultsiga mar gyakorlatilag megegyezik a
mas modszerekkel meghatdrozott késébbi lapultsag értékekkel.

Végeredményben a feliiletek mddszere is helyi simulé ellipszoidokat szolgaltat, amelyek a
simulds feltételét a meghatarozdasukhoz haszndlt csillagdszati-geodéziai hdlézat teriiletén
elégitik ki. A fokméréshez viszonyitva mégis fejlettebb modszer, mert az ellipszoid simitdsat
a geoidhoz nem csak ivdarabok, hanem feliiletdarabok mentén végezziik el. (Kiilonleges
esetként azonban magaba foglalja a fokmérést is, amikor a feliiletdarab vonaldarabba szikiil
0ssze.) Az egész Fold geoidjdhoz simuld ellipszoid méretét €s alakjat azonban igy sem lehet
meghatirozni, hiszen a foldfelszinnek csak alig tobb mint % része széarazfold, ahol a
sziikséges méréseket elvileg el tudjuk végezni. (Amint a tapasztalat mutatja, ezen még a
fliggdvonal-elhajlasok izosztatikus javitdsa sem segit kello6 mértékben.)

Az egész geoidhoz simulé ellipszoid jellemzdit tehdt az eddig megismert geometriai
modszerek egyikével sem lehet meghatdrozni. Mivel a gyakorlat szdmara erre mégis sziikség
van, kifejlédtek a fizikai geodézia mobdszerei is, amelyek segitségével ez a feladat is
megoldhatéva valt. A tisztdn geometriai és a fizikai mdédszerek kozott dtmenetet képez az a
megoldas, amely mesterséges holdak €szleléseit felhasznalva, geometriai iiton hatarozza meg
az egész geoidhoz simulé ellipszoid méretét és alakjat.

Feladatok:

- Hasonlitsuk 6ssze a fokmérésnek és a felilletek moédszerének eljarasat. Miben hasonléak, és miben
kiilonboznek egymast61?

- Irjuk fel a feliiletek médszerének szamitdsdban szereplé A egyiitthaté matrix elemeit mindkét féle megoldds
esetére.
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- Miért nem lehet az egész Foldhoz egyetlen simul6 ellipszoidot szadmitani a feliiletek médszerével?

324. Az ellipszoid-méretek meghatarozasa a szatellitageodézia
geometriai moédszerével

A mesterséges holdak geodéziai észlelésével az utébbi évtizedekben valamennyi foldrészre
kiterjedd, Osszefiiggd vildghdlozatok 1étesiiltek. Ezek lehetdséget adnak a geoidhoz egész
foldi viszonylatban j6l simulé, a geoidot j6l megkozelitd ellipszoid a, ¢’ jellemzdinek
geometriai meghatdarozasara.

Ismert a vilaghdlézat pontjainak szatellitageodéziai médszerrel meghatarozott r helyvektora,
amibdl valamilyen (tetszdleges) eldzetes E[(a), (e2)] ellipszoid felvételével szamithatok a pont
(@), (L), (h) elbzetes ellipszoidi koordindtdi. Ha a szatellitageodéziai vilaghalézat n szamu
pontjanak szintezéssel meghatdrozzuk a geoid (tengerszint) feletti H; magassdgat is (i = 1,
2,...n), akkor a kétféle magassagi mérdszam kiilonbségeként szamithatjuk az egyes
pontokban a geoid és a felvett ellipszoid (N; ) fiigglleges tavolsdgat. Ebben a kiillonbségben H;
a természetben mért, valésdgos méret, mig (h;) a valasztott ellipszoid paramétereitdl fiiggd
(képzeletbeli) érték.

Keressiik az ellipszoidi jellemzéknek azt a da, de” megviltozdsét, amelyet a felvett (a), és (¢°)
elézetes értékhez hozzdadva, olyan E[(a) + (da), (ez) + de2] méretli és alaki ellipszoidot
kapunk, amely a YN; = 0, vagy a ¥ N? = minimum feltétellel a legjobban simul a geoidhoz.

Bizonyithat6, hogy mindkét feltétel ugyanarra az eredményre vezet, de véalasszuk az utébbit,
mert akkor a legkisebb négyzetek modszerét alkalmazhatjuk.

A szintezéssel is meghatdrozott magassagd szatellitageodéziai vildghdlézati pontok
mindegyikére felirhato az

N;=(h) — H; +(%j da +(a—h2j de’ (324.1)
da ), de” ),
alakd ,javitdsi egyenlet”. Az n szamui egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszert a vélasztott
minimum-feltétellel megoldva, kapjuk az ismeretlenek x vektoranak da, de” elemeit.

Végeredményként a szintezett vilighdldzati pontokban a geoidhoz simulo ellipszoid jellemzo6i

a=(a)+da és & = (62) +dé’.

%

Mivel a geoid a foldi nehézségi erdtér potencidljdnak szintfeliilete, a geoidhoz simuld
ellipszoid jellemzdinek meghatdrozasara tovabbi olyan modszereink is vannak, amelyek a
feladat megoldasakor a nehézségi erdtérrel kapcsolatos fizikai mennyiségek mért értékeire is
tdamaszkodnak. A felsdgeodézidnak a fizikai mennyiségek mérési eredményeinek
feldolgozasaval (hasznositasaval) foglalkozé részét fizikai geodézidnak nevezzik.
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33. A fizikai geodézia matematikai és fizikai alapjai

A torténelmi fejlodés soran — mint lattuk — kordbban a geodézidnak a geometriai (sz0g és
tdvolsdg) jellegli eredményeket szolgaltatd mérési miiveletei alakultak ki. Ezek azonban a
vonatkoztatasi ellipszoid meghatdrozasidban csak korlatozott lehetdségeket tudnak biztositani.
Segitségiikkel csak helyi simul6 ellipszoidok hatdrozhatok meg a geoidhoz. Az egész Fold
elméleti alakjat kozelitd, geocentrikus elhelyezésii vonatkoztatdsi feliilet alakjanak és
méretének meghatdrozdsahoz a nehézségi erdtérre vonatkozé fizikai jelleglh mérések
eredményei segitenek hozzd. Az alkalmazhaté moddszerek targyaldsa eldtt célszeru
feleleveniteni, kiegésziteni és Osszefoglalni az ehhez sziikséges matematikai és fizikai
alapokat.

Mivel a fizikai geodézia modszerei a nehézségi erdtér mérésén és matematikai leirdsan
alapulnak, elsd sorban az ehhez sziikséges kiilonleges matematikai ismereteket foglaljuk 6ssze
a gyakorlati geodéziai hasznositishoz sziikséges mélységig. (Tovabbi részleteket a
mesterképzés Potencidlelmélet geodéziai alkalmazdsa tantargya ismertet.)

331. A gémbfliggvények geodéziai alkalmazasa

A foldi nehézségi erétér W = W(r) = W(x,y,z) potencidlfiiggvényét a (141.5) alakban allitottuk
eld. Ebben a forgasi centrifugdlis ertér Vr potencidljét kifejezd tag kiszdmitdsa a hely és a
forgasi szogsebesség ismeretében nem okoz nehézséget. Ha azonban a V vonzdsi potencialt
kifejez6 tagot szamszerlien is meg akarjuk hatarozni, akkor a benne elOirt integralds
végrehajtdsa 4thidalhatatlan nehézségekbe iitkozik (nem ismerjik sem a Fold belso
tomegeloszlasat, sem a Fold fizikai alakjat, ami egyébként sem matematikai feliilet). Ezért a V
tomegvonzasi potencidl lefrdsdara alkalmasabb filiggvényalakot keresiink, amelybdl ez
ténylegesen kiszamithato lesz.

Vizsgalatunkat korlatozzuk a vonzoé foldtomegen kiviili térre.

A V potencialfiiggvényrdl tudjuk, hogy gradiens vektora (definici szerint) éppen a vonzd
erohatdst adja. A tomegvonzési erOtérrdl pedig tudjuk, hogy a forrdsmentes kiilsé térben
divergenciaja nulla értékili. Ezzel a megfontolassal jutottunk a

0’V 9’V 9%V

divgrad V=4V = + + =0 331.1
8 o’ oy 0z 3L
Laplace-egyenletre, ahol
0> 9 0
A= x> + ayz + 972 (331.2)

a Laplace-téle differencidloperator [131.].

Ha a V vonzasi potencialfiiggvény alakjat ismeretlennek tekintjiik, akkor a (331.1) Laplace-
egyenlet a masodrendii, linedris, alland6 egyiitthat6ji elliptikus differencidlegyenletek
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osztalydba tartoz6 meghataroz6 egyenlet V-re, melynek megolddsaként szamithatjuk ki a V
potencialfiiggvényt.

Ehhez a szdmitdshoz célszerliségi okokbdl az r,} A térbeli poléris, azaz mas széval gombi
koordindtdkra tériink at, és a potencialfiiggvényt is a gdmbi koordinatdk V = V(r) = V(r, 3. 4)
fliggvényeként, azaz gombfiiggvény alakban keressiik.

331.1. Afeliileti és a térbeli gémbfliggvények

A célszerliségi okokbol bevezetett r,2% A gombi (térbeli poléris) koordinatdkba atirva a
(331.1) Laplace-egyenletet, a

2 2 2
rzaV+2ra—v+a—v+ctg1§l a—V+L8—V:0 (3311.1)

AV =
or? or 9 009  sin’?} 9°

alakd parcidlis masodrendii differencidlegyenletre jutunk. Ennek megolddsaként keressiik
tehat a V= V(r) = V(r, ¥ A,) potencidlfiiggvényt.

A valtozok szétvilasztasdnak mddszere szerint irjuk fel a keresett V fliggvényt a
V(r, 8 ) =fir)Y(S A) (3311.2)

alakban ¢és helyettesitsiik ezt a (3311.1)-be. Ezzel a (3311.1) parcialis differencidlegyenlet
megoldasat kozonséges differencidlegyenletek megoldasara vezetjiik vissza. Igy f(r)-re Euler
tipusu differencidlegyenletet kapunk, amelynek egymastdl linedrisan fiiggetlen két megoldédsa

fitn=r" és fo(r)=rm"". (3311.3)
Ezekkel pedig a keresett potencidlfiiggvény a
Vi A) =1 V(B8
és (3311.4)

Voo = Yal®A)

n+1
r

alakba irhat6, ahol n =0, 1, 2... nem negativ egész szamok.

A ¥ A gombi koordinatdk egyel6re ismeretlen alakd Y fiiggvényét feliileti gombfiiggvénynek
(vagy gombfeliileti fiiggvénynek) nevezik, mig a V fliiggvény (3311.4) alakjanak jobb oldaldn
allo fiiggvényalakokat térbeli gombfiiggvénynek mondjak.

Mivel linedris differencidlegyenlet partikuldris megolddsainak 6sszege is megoldas, irhatjuk
altaldnossdgban, hogy

oo

V=>r7,(84) és V:iy"
n=0

n=0

(8,4)
n+l

r

(3311.5)

A (3311.1) Laplace-egyenlet megoldasa tehat elsé alakban a (3311.5) szerinti két rérbeli
gombfiiggvény sor. Koziiliik a kiilsd térre a jobboldali alak vonatkozik, igy a tovabbiakban
csak ezt fogjuk hasznélni.

Keressiik a tovdbbiakban az Y feliileti gombfiiggvények alakjat.
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A (3311.1) Laplace-egyenletnek, mint mdsodrendli differencidlegyenletnek a tovabbi
megolddsa sordn az

Y(BA) =g (D-h(d) (3311.6)

Ujabb helyettesitéssel és a valtozok szétvdlasztasival tovabbi két kozonséges
differencidlegyenletre jutunk.

Ezek egyikének megoldasait

hi(A)=cos mA és hy(A) =sinmA (3311.7)
alakban kapjuk.
A masik kozonséges differencidlegyenlet Legendre tipusu egyenlet, amelynek megoldésai a
g(» = Py u(cos ¥) = Py, (1) (3311.8)
n-ed foku, m-ed rendli Legendre-fiiggvények, amelyeket dltaldban a
Pon(f) = ! (-5 a (#-1)", (3311.9)
2"n! dar"™

ahol
n=0,1.2,.; m=0,1,2,..n

képletbdl szamithatjuk. Itt a rovidség kedvéért alkalmaztuk a cos?? = ¢ jelolést.
(Emlékeztetiink arra, hogy 0! = 1.)

A (3311.7) és a (3311.8) megoldist a (3311.6)-ba helyettesitve az n-ed fokii feliileti
gombfiiggvényekre az

Y. (B A) = P, u(cos B cos mA
és (3311.10)
Y (B A= P, (cos ) sin mA

alakokat kapjuk.
Altaldnos megoldasként ezek osszes linedris kombindcidjanak osszege
Y(BA) = z [Cnm Prm(costh cos mA + s, Py u(cos?h sin mA], (3311.11)
m=0

ahol ¢, és s, tetszéleges allandok.

Behelyettesitve az n-ed foku feliileti gobmbfiiggvények (3311.11) altaldnos alakjat a (3311.5)-
be, kapjuk a V potencidlfiiggvényt térbeli gombfiiggvénysor alakban a (3311.1) Laplace-
egyenlet dltalanos megolddsaként a kiilso térre:

V(r, ) = z r’}” z [Cnm Pnm(costd) cos mA + sy, Pym(cos?) sin mA]. (3311.12)
n=0 =

= m=0

Tetszoleges testnek, igy a Fold tomegének is a vonzdsi potencidlfiiggvénye felirhaté a
(3311.12) térbeli gombfiiggvénysor (té€rbeli Fourier-, vagy Laplace-Fourier-sor) alakjaban a
Cnm €S Spm egylitthatok megfeleld megvélasztisaval.

Miel6tt azonban erre ratérnénk, roviden Osszefoglaljuk még az ebben szerepld feliileti
gombfiiggvények fontosabb tulajdonsagait.
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A (3311.10) szerint értelmezett feliileti gombfiiggvényekben szerepld n-ed fokud és m-ed
rendli Legendre fiiggvényeket a (3311.9) képletbdl szamithatjuk. Két csoportjukat
kiilonboztetjiik meg.

A Legendre-polinomok, az m = 0 rendli Legendre-fiiggvények, amelyek (ismét a rovidség
kedvéért a cos =t jeloléssel) a

1 d"
2"n! dt"

P,(t) = -1 (3311.13)

Rodrigues-képlettel éllithatok eld.

A szemléletesség kedvéért helyettesitsik a ¢ gombi polustdvolsdgot a geodézidban
hasznélatosabb y = 90°—2 gombi szélességgel; ekkor cos? helyett siny~t kell irnunk, és a
tovdbbiakban ennek a P,(siny) Legendre-polinomjainak a tulajdonsagait foglaljuk 6ssze.

Ezek és — mivel m = 0 esetben cos mA = 1 és sin mA = 0 — a veliik alkotott (3311.10) alakd
feliileti gombfiiggvények siny nek n-ed fokd polinomjai. Ennek megfelelden a —m/2 < y <
+7/2 tartomanyban n darab valddi nullahelyiik (el¢jelvaltasuk) van. A fiiggvényértékek —1 <
P, =Y, < +1 értékhatarok kozé esnek, és mivel a A szogtdl fiiggetlenek, az egységgomb
felszinén csak a geocentrikus szélességtdl fiiggd eloszlast mutatnak. A nullahelyek + és —
eldjelli ovekre (zondkra) osztjdk az egységgomb felszinét. Innen szdrmazik a zondlis
gombfiiggvények elnevezésiik. A péaros foku zondlis gombfiiggvények siny~nek csak a pdros,
a paratlan fokszamuak csak a pdratlan hatvanyaibdl allé6 polinomok, igy ennek megfeleloen
paros ill. pdratlan fliggvények, amelyek a y = 0 gombi egyenlitére szimmetrids, illetve
aszimmetrids eloszlast mutatnak.

A hozzdrendelt (asszocidlt) Legendre-fiiggvények képezik a (3311.9) Legendre-fiiggvények
masik csoportjat, ha m # 0 értéktli. Ezek vagy a (3311.9) altalanos képletbdl, vagy a P,(1)
n -ed foku Legendre-polinomhoz a

Pou®=(1-1)" im P,(1) (3311.14)

Osszefiiggéssel, a Legendre-polinom m-ed rendll differencidldsaval szamithatok. Ezek (n—m)-
ed foku polinomok, amelyeknek ugyanennyi valds nullahelyiik (eldjelvaltasuk) van a —=1 <¢ <
+1 azaz a —/2 < < + /2 tartoményban.

A veliik alkotott (3311.10) alaku feliileti gombfiiggvények a A szoget is tartalmazzak. Ennek
megfeleléen tovabbi 2m darab nullahelyiik is van a 0 < 4 < 27w tartomdnyban. Ezek a feliileti
gombfiiggvények tehat a nullahelyeknek megfelelé y = élland6 és A = dlland6é vonalakkal
hatarolt + és — eldjelli fliggvényértékekkel jellemzett gombi négyszogekre (tesszerdkra)
osztjak az egységgomb feliiletét. Innen szarmazik a fesszerdlis gombfiiggvények elnevezésik.

Kiilonleges eset, ha n = m, amikoris a hozzarendelt Legendre-fiiggvényeknek és igy a veliik
alkotott feliileti gdmbfiiggvényeknek nincs nullahelyiik a —1t/2 <y < +m/2 tartomédnyban. Ez
esetben csak a 0 < 4 < 27w tartomanyban kapott 2m szamu nullahelyet ad6 A4 = alland6 vonalak
osztjdk + és — elgjelt fiiggvényértékekkel jellemzett gombi kétszogekre (szektorokra) az
egységgomb felszinét. Ezért ezeket a feliilleti gombfiiggvényeket szektoridlis
gombfiiggvényeknek nevezik.

A gombfiiggvények szemléletes dbrazoldsa taldlhaté a kovetkezd cimen: http://icgem.gfz-
potsdam.de/ICGEM/potato/Tutorial.html .
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Feladatok:

- Szamitsuk ki siny n-ed fokd Legendre-polinomjat és n-ed fokd, m-ed rendii hozzarendelt Legendre-
fiiggvényét az els@ néhany n értékre.

- Trjuk fel ezekkel a megfeleld feliileti gombfiiggvényeket. Abrazoljuk a zondlis, a tesszerélis és a szektorialis

gombfiiggvények eldjel szerinti eloszlasat n < 3 esetre.

- Abrazoljuk a P,(siny) és a Ps(siny) zondlis gombfiiggvény értékek eloszlasit az egységgdmbon.

331.2. A foldi tomegvonzas potencialfliggvénye gémbfiiggvény alakban

A gombi koordindtdkban felirt (3311.1) Laplace-egyenletnek, mint parcidlis masodrendi
differencidlegyenletnek  altalanos megoldasaként a (3311.5), illetve a feliileti
gombfiiggvények részletesebb kifejtésével a (3311.12) alakd térbeli gombfiiggvénysort
kaptuk. Ez tehat tartalmazza mindazon V(r,3A) fiiggvényalakokat, amelyek a Laplace-
egyenletet kielégitik. Egyes konkrét fiiggvényalakokra az egyeldre tetszdleges ¢, €S Sum
egyiitthatok megfeleld megvalasztisaval juthatunk.

A geodéziai szemléletesség kedvéért haszndljuk ismét a = 90°—¢} gdbmbi koordinatat (ennek
megfelelden coshelyett sin y~t kell irnunk) és vezessiik be a
s

Cn,m: “nm €s Sym= e (33121)
kMa" kMa"

jelolést, valamint emeljiik ki a feliileti gombfiiggvények kozos P, (siny) tényezdjét. Ily
moédon a (3311.12) a

v=> kM‘f D [Comcos mA + Syusin mA] Py (siny) (3312.2)
n=0

r m=0
altalanos alakba irhato.

Mivel a tomegvonzds potencidlfiiggvénye a forrdsmentes kiilso térben (1. feltétel!) kielégiti a
Laplace-egyenletet, ez az altalanos alak a tomegvonzas potencialfiiggvényét is tartalmazza.

Tetszoleges test, igy a foldtomeg vonzasi potencialfiiggvényére akkor jutunk, ha a (3312.2)
altalanos alakban szerepl0 egyiitthatokat a kovetkezok szerint értelmezziik:

(n - m) | .

Com=2 rl P, (sin cos mAy dM, 3312.3a
’ (n+m)! Ma" F;)[d u P (SI0Yf) M ( )
5, =2 mmt 1 [ 7y Pum(sinyas) sin mAy am (3312.3b)

nm (n + m) ' Ma" ey M Lnm M M ’ .

illetve m = 0 esetben
C,= L [ ni Pu(sinyas) du, (3312.4)
Ma"

ahol (ry, Wi, Ay) a Fold tetszéleges dM = r,ﬁ cosWy dry dyar dAy tomegelemének a gombi

koordinatéi, @ = ry, W, Ay) most a strliség, M a Fold ossztomege és a a Foldet képviseld
ellipszoid egyenlitoi félatmérdje.
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A gombfiiggvénysor alakjdban felirt tomegvonzdsi potencidlfiiggvény egyiitthatéinak
kiszamitasdra szolgdld (3312.3) és (3312.4) Osszefiiggéseket megnézve, elsd tekintetre ugy
tinik, hogy ezek résziinkre szdmszerien éppen annyira nem hasznilhaték, mint a
potencidlfiiggvény (132.3) alakja. Ugyanis itt is sziikséges lenne a Fold stirliségeloszldsanak
és alakjanak ismerete az integrdlok kiszdmitdsdhoz. Miel6tt azonban ebben a kérdésben
véglegesen éllast foglalndnk, nézziikk meg a gdbmbfiiggvénysor széban 1év0 értelmezés szerinti
egyiitthatoinak fizikai tartalmdt legalabb az elsé néhany n érték esetére.

Szamitsuk ki a (3312.3) és (3312.4)-ben elbirt integrdlokban szerepld térbeli
gombfiiggvényeket n = 0, 1, 2 esetre €s a szemléletesség érdekében most helyettesitsiik vissza
ezekbe a tomegelem (xy, yu, za) derékszogl koordinatait.

Figyelembe vessziik, hogy

j dM = M (3312.5)
Fold
a Fold ossztomege,
1 1
— j xpydM = xp, — I ymdM =y,
Fold Fold
1
— J' wdM = 7 (3312.6)

Fold

a Fold tomegkozéppontjanak koordindtdi,

[ On+andM=1.=A,
Fold

[ (z+xy)dM=1,=B (3312.7)

Fold

j (X +y:)dM=1.=C
Fold

a Foldnek az x, az y és a z tengelyre vonatkozo tehetetlenségi (inercia) nyomatékai, melyeket
a geodézidban szokdsos modon rendre az A, a B és a C betiivel jeldliink, tovabba, hogy

[ xuywam =1,=D,
Fold

[ ywzw am =1, (3312.8)

Fold

j XM M dM = Ixz
Fold

a Foldnek az (x,y), az (y,z) és az (x,z) tengelyparra vonatkozd centrifugdlis mdsodrendii
nyomatékai.

A koordinata-rendszeriinket ugy vesszikk fel, hogy kezddpontja (origéja) a Fold
tomegkozéppontjaval (2. feltétel!), z tengelye pedig a Foldnek azzal a tehetetlenségi
foirdnyaval (fotengelyével) egybeessék, amelyre szdmitott tehetetlenségi nyomatéka a
legnagyobb (3. feltétel!). Ekkor a Fold tomegkozéppontjdnak koordinédtdi és a z tengellyel
(mint tehetetlenségi fOirdnnyal) kapcsolatos centrifugdlis masodrendli nyomatékai nulla
értékiiek.
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Mindezek figyelembe vételével kapjuk az egyiitthatok elsd néhany értékére, hogy

Coo=1,
Cro=Cr1=C1=811=5,:=0, (3312.9)
tovabba
Cro = Mlaz [A;B —c), (3312.10)
Cor= ¢ Sip= L D. (3312.11)
4Ma 2Ma

Lathat6, hogy a madsodfokd tagok nulldtél kiilonb6z6 egyiitthatéi a Fold mdésodrendil
(tehetetlenségi €s centrifugdlis) nyomatékait tartalmazzak, amelyek a Fold dssztomegének
kiils6 mechanikai hatdsait tiikrozik. Hasonl6 a helyzet a tobbi egyiitthatokkal is.

Itt jegyezziik meg, hogy a masodfoku, nulladrendii egyiitthaté a sarki lapultsdggal aranyos,
mig a mdsodfoki méisodrendil egyiitthat6 az egyenlitdi lapultsagra jellemz0.

Szokasos jelolési mod (foként a szatellitageodézidban) a

Jom==Cpmeeeen.n €S.eunnnn. Kom=—=Sum- (3312.12)
Ezzel a nullatdl kiillonbdz6 masodrendii egyiitthatok
c_ A -; B

Jy= ———, 3312.13

2 Vot ( )
A-B D

Joo = s  Kop=-— 3312.14

227 AMd’ 22 2Ma® ( )

Szokasos végiil a nulladrendii tagok egyiitthatéira a J,, és az m > 0 rendii tagok egyiitthatdira a
Cy.m €s Sy,m jelolést egyiittesen alkalmazni.

A nulla értékii tagok elhagydsaval, valamint az m = 0 (nulladrendi) é€s az m > O rend{i tagok
kiillon csoportositdsdval kapjuk végeredményben a Fold vonzdsi potencidlfiiggvényét
gombfiiggvénysor alakjdban:

:"TM{FE( j J, P (siny) iz[ j c cosm/1+Sn’msinm/1)Pn’m(sinl//)]

(3312.15)

Szokédsos még ugyanezt a gombfiiggvénysort a

:kTM{l—i(%j (iny) ZZ( j (C,, cosmA+S,, sinmd)P,, (sint//)}

n=2 m=1

(3312.16)

normalizdlt alakban is felirni, ahol

_ J Enm (n+m)' Cnm
7o s || 2 ’ 331217
Tt [Sn,m} \/2(2n +1)(n—m) {Sn,m ( :
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a normalizalt gombfiiggvény egyiitthatdk, tovabba

P
P, (sin )= v2n+1 P,(siny) és P, (sin y) :{2(2n+1)(_—mﬂ P, (siny)

n
(n+m)
(3312.18)

a normalizdlt Legendre-fiiggvények.

A foldi nehézségi erdtér potencidlfiiggvényét pedig ugy kapjuk, ha a tomegvonzasi
potencidlhoz hozzdadjuk a forgasbol szarmazé (centrifugalis) erdtér potencialjat:

W=Wrwy )=V(ry )+ %a)z ¥ cos’y. (3312. 19)

Ennek gradiense pedig megadja a nehézségi térer0sség

114
or
114

roy
1 oW

eosy 94

g=gradW = (3312. 20)

vektorat.

A (3312.15) vagy (3312.16) tomegvonzasi potencidlfiiggvény elsd tagja pontszerli, vagy
gdombszimmetrids tomegeloszlasi, gomb alakd M foldtomeg kozpontos (centrdlis) eloszldsi
vonzasi potencidljat fejezi ki. A nullarendii tagok sora a Fold vonzdsi potencidljanak
forgdsszimmetrids eloszldsu eltéréseit mutatjak az elobbiekhez viszonyitva, migaz 1 <m<n -
ed rendli (m # 0) tagok a foldi tdmegvonzasnak a hosszusagtdl is fiiggd (dltaldnos eloszldsi)
eltéréseit fejezik ki a gomb- és forgdsszimmetrids eloszlastol.

A potencidlfiiggvény gombfiiggvénysor alakja egyrészt azért eldnyds a szamunkra, mert ezzel
jol szétvalaszthatok a potencidl gombszimmetrids, forgdsi szimmetrids és dltaldnos eloszldsu
részei. De ennél is fontosabb madsik eldny az, amit egyes gombfiiggvény egyiitthatok
kiszamitasakor lattunk, nevezetesen az, hogy ezek az egész Fold (és tomegeloszldasdnak) kiilso
mechanikai hatdsait tiikrozik, igy ezek az ilyen hatdsokat tartalmazd mérések eredményeibdl,
a Fold belso tomegeloszlasanak (stirtiségeloszldsdnak) ismerete nélkiil is szdmszeriien
meghatdrozhatok. Ennek modszerével késobb fogunk megismerkedni.

Feladatok:
- Gytijtsiik Ossze a vonzdsi potencidlfiiggvény (3312.15) alakjdnak érvényességi feltételeit!
- Trjuk fel forgasszimmetrids erétér vonzési potencidlfiiggvényét gombfiiggvénysor alakjaban.

r

- Irjuk fel a nehézségi térerésség gombfiiggvénysorit a g = kozelitéssel.

- Bizonyitsuk, hogy az n = 0, 1. és 2. fokd gombfiiggvény egyiitthaték valéban a (3312.9), (3312.10) és
(3312.11) értéket veszik fel.
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332. A szintszferoidok

332.1. A szintszferoidok alaposszefiiggései

A nehézségi erdtér potencidlfiiggvényét tetszdleges dllanddkkal egyenldvé téve, kaptuk az
erdtér potencidljanak

W = W(r) = allando

egyenlettel lefrhat6 szintfeliileteit. A W potencidlfiiggvénybe a vonzdsi potencidl (3312.15)
gombfiiggvénysorat irva a fliggvény pontos értékére és a szintfeliiletek valddi alakjara akkor
jutunk, ha az 0sszegezést n = oo tagszamig végezziik el.

Ha azonban a potencialfiiggvény gombfiiggvénysora tagjainak 0sszegezését valamely n = k <
oo , véges szdmndl abbahagyjuk (azaz a tovédbbi, n > k-ad foku tagokat nulla értékiinek
tekintjiik, vagy elhanyagoljuk), akkor a potencidlfiiggvény pontos értéke (a valddi potencidl)
helyett ennek k. foku kozelitését kapjuk. Az igy nyert k. foka kozelitd potencidlfiiggvényt a
normdl potencidl fiiggvényének nevezziik, és megkiilonboztetésiil Uy = U(r) - rel jeloljiik.

A normélpotencidl fliggvényét kiillonbozé dllandokkal egyenlévé téve a normdlpotencidl
szintfeliileteinek, vagy mas néven a k. foku szintszferoidoknak az

Ui = Ui(r) = alland6
egyenletére jutunk.

(A szintszferoidok elnevezés gyujtéfogalom, amelybe beleértendd a szintszferoidok oo serege,
ugyanis végtelen sok k értékkel végtelen sokféle foki normdl potencidlfiiggvény irhaté6 fel, és
ezek mindegyike végtelen sokféle dllandéval egyenlové tehetd.)

A szintszferoidok potencial- (vagy munka-) feliiletek, és ilyen értelemben valamely k. foku
szintszferoidok alkalmasak arra, hogy a valddi szintfeliiletek kozelitd feliileteként tekintsiik
Oket. A Fold elméleti alakjanak, a geoidnak a kozelitdjét normdlszferoidnak vagy foldi
szferoidnak nevezziik.

A normalpotencidl fiiggvényéhez is tartozik valamilyen erdtér, amely er6térnek a potencialjat
irja le. Ezt a képzeletbeli erdteret nevezziik normdl nehézségi erotérnek. Ez anndl kozelebb all
a Fold valosdgos nehézségi érdteréhez, minél kevesebb tagot hagytunk el a végtelen
gombfiiggvénysorbol.

A normadl nehézségi térerdsség 7y vektorat a normélpotencial
Y= grad U;
gradienseként értelmezziik.

A késobbi gyakorlati felhasznalas érdekében daltaldban arra toreksziink, hogy a
normdlpotencidl eloszlasa, és ezzel a szintszferoidok alakja, lehetdleg egyszeri
Osszefiiggésekkel legyen leirhatd, ezért eleve elhagyjuk a gombfiiggvénysornak a A
hosszusagtdl i1s fiiggd, m > O rendll (tesszerdlis) tagjait €s a megmaradd forgasszimmetrids
eloszlastd, m = 0 rend(i zondlis tagok koziil is csak a pdros fokszamu tagokra korlatozédunk,
amelyek yrnek paros fiiggvényei. Az igy megmarad6é gombfiiggvénysor altal leirt normal
potencialfiiggvény és ennek szintfeliiletei (a szintszferoidok) forgdsi és egyenlitoi szimmetridt
mutatnak.
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A gyakorlatban ennek a gombfiiggvénysornak is csak az els0 egy néhany tagjara
korlatozédunk.

A legegyszeriibb eset a k = 0 értékhez tartoz6 kozpontos (centrélis) er6tér lenne, de ez még tul
durva kozelités a foldi szintfeliiletek alakjara, ezért a gyakorlatban elfogadott legegyszeriibb
esetben k = 2-ig Osszegezziik a sor tagjait. Igy jutunk a Clairaur dltal levezetett, és réla
elnevezett Clairaut-féle szintszferoidra. Ennek

Us = kM {1—@) J, P, (sin y/)}% @ r* cos” = dlland6 (3321.1)
r r

egyenletében az U normdlpotencidl fiiggvénynek a 0. és a 2. fokui gombfiiggvény tagja
szerepel.

J6 kozelitéssel, ennek r szerinti parcidlis differencidlhdnyadosa abszolut értékeként kapjuk
meg az U, potencialfiiggvényhez tartoz6 elképzelt, normal nehézségi erltér rérerdsségét,
ugyancsak gombfiiggvénysor alakjaban

2
Y= ‘aUz :k—A;I{l—{ﬁj J, P, (sinl//)} — & r costy (3321.2)
r

o

r

Ha y=0° és r = q, illetve = 90° és r = b = a(1-f) helyettesitéssel kifejezziik a (3321.1)-bdl
az U normdlpotencidl és a (3321.2)-bdl a % €és ¥ normdl nehézségi térerdsség értékét a Fold
elméleti alakjat (a geoidot) helyettesitd normalszferoid felszinén az egyenliton és a sarkokon,
akkor 4 Osszefliggésre jutunk, amelyben a normdl nehézségi erdteret meghataroz6 osszesen 8
mennyiség

W, %,%.kM, J>,a, fés @)
szerepel.
Fejezziik ki az els6 harom egyenletbol kM-et, U-t és Jo-t, és irjuk be ezek kifejezését a
negyedikbe, amit végiil oldjunk meg f-re. Igy az
_Swa_1,"V
2y o7

nevezetes alakra, a szintszferoidok Clairaut-féle Osszefiiggésére jutunk. Ennek jelentOsége
abban van, hogy lehetdséget nyudjt a Fold elméleti alakjat helyettesitd szintszferoid f
geometriai lapultsagdanak meghatdrozdsdra az @ forgési szogsebesség €s a szferoid a
egyenlitdi féldtmérdjének ismeretében a normal nehézségi térerésség ¥, sarki €s ¥ egyenlitoi
értéke, vagyis fizikai jellegii mennyiségek alapjdn.

i (3321.3)

A (3321.3) jobb oldali els6 tagjdban az egyenlitdi centrifugélis €s nehézségi térerdsség
ardnyat szokds m-mel és a madsodik tagot pedig f-val jelolni. Ez utébbit nehézségi
lapultsdgnak is nevezzilkk. Itt jegyezzilk meg, hogy haszndljuk még a potencidl
gombfiiggvénysora 2.-fokud, nullarendli

C-A
Jo = 33214
2= ( )
egyiitthatdjara a sztatikai lapultsdg és tehetetlenségi nyomatékok
c-4 (3321.5)
C
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ardnyszdmaéra a dinamikai lapultsdg elnevezéseket is.

Felhasznaldsukkal a szintszferoidok néhdny osszefiiggése (az f geometriai lapultsdg 107
nagysagrendjéig, a =@ kozelitéssel):

a normdl nehézségi térerdsség a @ foldrajzi szélesség fliggvényében

y=% (1 + Bsin’p+ ...), (3321.6)
ahol a nehézségi lapultsag
B= u:—312+2m+...; (3321.7)
Ve 2
a szferoidi helyvektor hossza
r=a(l —fsin’@+..), (3321.8)
ahol
goazhb 3, m, (3321.9)
a 2 2

a szintszferoid geometriai lapultsdga. Végiil a szferoidokra felirhaté hdrom alaposszefiiggés a
hét meghatdrozé mennyiség kozott:

2 —
f=§a)a_7p 7e=§m+18,
27, Y. 2
kM = % a* (1-f + %m +..), (3321. 10)

U= kﬂ (1 +f13+m/3+...).
a

Lathaté tehat, hogy a szintszferoid (a normdl nehézségi erOtér) hét meghatirozo
mennyiségébol elegendé négynek az ismerete, a tobbi hirom a (3321.10) alap
Osszefiiggésekbdl mar kiszdmithatd.

Ha a vonzdsi potencidl (3312.15) gombfiiggvénysora tagjainak Osszegezését k = 4-ig
végezzilkk el, és az igy kapott fiiggvényalakot irjuk a nehézségi erdtér potencidljanak
(3312.19) kifejezésébe, akkor az

Uy = kﬂ{l—(?jz J, P, (sin 1//)—(%)4 J, P, (sin 1//)} +

r

+ % « 1 cos® = dlland6 (3321.11)

egyenlettel jellemzett Helmert-féle szintszferoidok seregére jutunk. Ez esetben minden
Osszefiiggésiink tovabbi f 2 azaz 107 nagysdgrendll tagokkal boviil. Igy példaul a normadl
nehézségi térerosség

y= % (1 + Bsin’@+ fsin’ 2@+ ...), (3321.12)
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ahol
1., 5
ﬁ1=§f —gfm- (3321.13)

A Helmert-féle szintszferoidok Osszefiiggéseiben 13 meghatdroz6 mennyiség szerepel, és
kozottik 8 Osszefiiggést lehet felirni. Igy 5 kiindulé mennyiség ismeretében a tobbi mér
szamithato.

A szintszferoidokat alkalmazni fogjuk a Fold alakjat j6l megkozelitd méretli és alaku
geodéziai alapfeliilet fizikai uton végzendd meghatarozdsihoz. Ennek részleteivel késdbben
fogunk foglalkozni.

Feladatok:
- Gytjtsiik 6ssze az eddig megismert lapultsagfogalmakat!

- Szamitsuk ki annak a Clairaut-féle szintszferoidnak a geometriai lapultsdgit és potencidlértékét, amelynek
egyenlitdi félatmérdje megegyezik a Kraszovszkij-féle ellipszoid fél nagytengely hosszisdgdval, ha

®=0,729 211 51 -10* s,
= 0,005 302 és 7 =9,780 30 N/kg.

332.2 A szintszferoidok egyes tovabbi 6sszefiiggései

A szintszferoidok a normdlpotencidl szintfeliiletei, tehat munkafeliiletek, amelyeknek
egymashoz viszonyitott potencidlkiilonbsége dlland6 a feliilet egész kiterjedésében. Ez azt
jelenti, hogy bérhol helyeziink 4t valamely (pl. egységnyi) tomeget az U, potencidlértékil
szintszferoidrdl az U, szintszferoidra, azonos munkavégzés torténik. A szintszferoid mentén
azonban a normdl nehézségi térerdsség viltozik (az egyenlit6tdl a sarkok felé folyamatosan
novekszik), amit pl. a normal nehézségi térerdsség (3321.6) alaku képletével lehet kifejezni.
Kovetkezésképpen az U, és az U, potencidlértékii szintszferoidok tdvolsdga is, a nehézségi
térerdsség valtozasaval forditott aranyban valtozik.

A szintszferoidok tdvolsdgdnak megvdltozdsa a

sin® @, —sin” @,
1+Bsin’ @,

Osszefliggésbol szamithatd. (A kozelitd alak csak kis A@ szélességkiilonbségekre érvényes!)

hi—hy=h, 8 ~h Bsin2pAg (3322.1)

A nehézségi térerdsségnek az egyenlitd és a sarkok kozotti vdltozasa kovetkeztében a
szintszferoidok kozotti tdvolsdg tehdt nem éalland6, a szintszferoidok a sarkok felé
osszehajlanak. Ennek megfelelden a normal nehézségi erdtér erdvonalai (fiiggdvonalai),
amelyek a szintszferoidokra mindenhol merdlegesen haladnak, az egyenlitd feldl nézve
domboru (konvex) gorbék. Ha a foldrajzi szélesség fogalmat a szintszferoiddal kapcsolatban
is a feliileti normdlisnak a foldi koordindta-rendszer Z tengelyére merdleges sikkal bezart
szogeként értelmezziik, akkor az erdvonalak (fliggdvonalak) gorbiiltsége azt okozza, hogy az
azonos fiiggdvonalon, de kiilonb6z6 magassagban fekvd szferoidi pontok foldrajzi szélessége
kis mértékben kiilonbozd. Mas szdval a foldrajzi szélesség vdltozik a magassdggal.

Ezt a valtozast kiszamithatjuk, ha felirjuk a szintszferoidok tdvolsaganak h;—h, megvaltozasat
a feliilet mentén valamely kis s tdvolsdgon €s képezziik (h—h,)/s aranyukat. Ebbdl
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AQ” =0, 171" H sin2¢, (3322.2)
ahol H a szintszferoidok egymastdl mért tdvolsdga km-ben.

Ezt az Osszefiiggést a foldfelszinen mért szintfeliileti foldrajzi szélességeknek a geoidra
(tengerszintre) atszamitdsakor hasznositjuk azzal a kozelitéssel, hogy a valdsdgos nehézségi
erotér fliggdvonalat a normal nehézségi erdtér erdvonaldval helyettesitjiik.

A normal nehézségi térerdsség vdltozdsdt a magassdg fiiggvényében a kiilsé térben a

97 _ 27 53 e 3086 E=— 3086 10° 52 = — 3086 .10° VK&
oH R m
vagy
Jy
—— =-0,3086 mGal/m
oH

normdl fiiggoleges gradiens fejezi ki, ahol

(1 1
= —+4+—
R 2\M N
a szintszferoid kozepes gorbiilete. Ezt az Osszefiiggést a nehézségi értékeknek a geoidra
(tengerszintre) atszamitasakor haszndljuk, €s tiszta magassdgi hatdsnak nevezziik.

)| =

Feladatok:
- Szamitsuk ki az egyenlitén egymads felett 100 m-re 1évd szintszferoidok tdvolsagat a sarkokon!

- Szamitsuk ki, hogy mennyivel csokken a Magyarorszdg déli szélén egymas felett 100 m-re haladé
szintszferoidok tdvolsdga az orszag északi szélén. (Ap =2°457)

- Mennyivel véltozik a Kékesteton mért szintfeliileti foldrajzi szélesség, ha dtszamitjuk a geoidra? (H=/000 m.)

- Mennyivel valtozik a normdl nehézségi térerdsség a BME kozponti épiilet magasfoldszintje és a III. emelet
szintje ko6zott, ugyanazon fiiggdlegesben? (Tekintsiik az emeletmagassdgot kereken 6 m-nek.)

333. A nehézségi erétér mérése és a nehézségi rendellenességek

A geodéziai alapfeliilet, a vonatkoztatdsi ellipszoid meghatdrozdsdnak eddig megismert
modszerei (a fokmérés és a feliiletek modszere) a nehézségi erd irdnydt (a helyi fliggdleges
iranyt) meghatidrozé geometriai jellegi mérések eredményeire tdmaszkodnak. A fizikai
geodéziai mddszerek, ezzel szemben, a nehézségi térer0sség nagysdgdnak, €s a nehézségi
erOtér gradienseinek a meghatarozasara végzett fizikai jellegi mérések eredményeit
hasznaljék fel.

A fizikai geodézia mddszereinek gyakorlati alkalmazdsahoz igy els6 sorban sziikségiink van a
foldfelszin minél tobb pontjdban mért nehézségi értékekre.

Ezeket a nemzetkozi és orszdgos nehézségi alappontokhoz csatlakozé nehézségi alaphélézat
és gravitacios részletmérések keretében végzett abszolit és relativ nehézségi mérésekkel
hatdrozzak meg. A mért g érték mellett sziikségiink van a mérési hely vizszintes (ellipszoidi
foldrajzi) koordinatdira és tengerszint feletti magassagara.

Emlékeztetiink arra, hogy annak érdekében, hogy a nehézségi térer0sség rovidperiddusu
idobeli valtozasatol mérési eredményeinket megszabaditsuk [141.], beldliik a mérések utan
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rogton levonjuk az drapdly hatését, és igy foglaljuk ket adatbézisba. (Igy vélik lehetségessé
ugyanazon a helyen, kiilonb6z3 idépontokban mért g értékek osszehasonlitdsa.) Arapdly-
adatokat a Nemzetkozi Geodéziai Szovetség (IAG) Nemzetkozi Foldi Arapdly Kiozpontjdtol
(International Center for Earth Tides = ICET, http://www.astro.oma.be/ICET/) kaphatunk.

(A nehézségi mérések eszkozeivel és modszereivel a Geofizikai alapismeretek, a nehézségi
alaphalozattal pedig a Geodéziai alaphdlozatok tantargy keretében ismerkedtek meg.)

Egyes feladatok megolddsdhoz elOnyOsen hasznosithatok a nehézségi erdtér vizszintes
gradienseinek (a potencidlfiiggvény egyes mdsodik derivaltjainak) meghatdrozdsara végzett
mérések eredményei. Ennek hagyomanyos mddszere az Eotvos-inga mérés, de most vannak
fejlédésben az ennél gyorsabb, gazdasdgosabb 1) mérési modszerek. Ennek eredményeként
egyes foldfelszini pontokban, helyesebben a foldfelszin egyes darabjain meglehetdsen strii
(1+3 km) hélézatban kijelolt pontokban, vagy a Foldon kiviili térségben megkapjuk a
nehézségi erdtér W potencidlfiiggvénye

Wy =Wy, Wy, W, és W,
masodik derivéltjainak szamértékét.

(A mérés eszkozeit és mddszereit, valamint a mérési eredmények feldolgozasat a Geofizika
tantargy targyalja.)

Fels6geodéziai feladatok megolddsdhoz dltalaban nem magukat a mért nehézségi térerdsség
értékeket hasznaljuk, hanem eltérésiiket valamilyen (a Fold valésdgos nehézségi erdterét jol
kozelitd, képzeletbeli) normél nehézségi erdtérben a mérési hely koordindtdinak megfeleld
helyre kiszamitott normdl nehézségi térerosségtol. Ezek az eltérések a Ag = g—y nehézségi
rendellenességek.

(Hasonl6an, mint a &X&n) fiiggdvonal-elhajldsok, vagy a N geoid-ellipszoid tdvolsdgok, amelyek geometriai
értelemben jellemzik a szintfeliiletnek (pl. a geoidnak) valamely ,kozelité értékként” felfoghat6é szabdlyos
matematikai feliilethez (ellipszoidhoz) viszonyitott eltéréseit; fizikai értelemben a Ag nehézségi rendellenességek
a valésagos szintfelilleteknek (pl. a geoidnak) — az ugyancsak ,kozelité értékként” felfoghaté szabdlyos,
elképzelt, normdl nehézségi erdtér szintfeliileteihez viszonyitott eltéréseit mutatjdk. Ez, tehat most mar a
harmadik olyan mérészdm, amely valddi feliiletnek valamilyen képzeletbeli, szabdlyos (kozelitd) feliilethez
viszonyitott helyzetét jellemzi.)

Attdl fiiggden, hogy a meghatarozandé feliiletiink a Fold fizikai, vagy matematikai (elméleti)
alakja, képezziik a nehézségi rendellenességet a foldfelszini, vagy geoidi pontban, és
beszéliink foldfelszini, vagy geoidi nehézségi rendellenességrol.

A foldfelszini Agp nehézségi rendellenesség szamitasdhoz a foldfelszinen ténylegesen mért
(és az arapaly-hatdst6l megszabaditott) gp értékeket vetjiik 0ssze valamilyen normélértékkel.
Ennek részleteivel késObb fogunk foglalkozni [533.].

A geoidi Agp- nehézségi rendellenesség kiszamitasahoz a foldfelszini P pontunk P” geoidi
megfeleldjében kellene ismerniink az itteni gp-nehézségi értéket. Ez a geoidi pont azonban a
szérazfoldek teriiletén a felszin alatt, a Fold belsejében fekszik, ahol mérni nem tudunk. A
madsik 4thidalandé nehézség az, hogy a késObbi felhaszndlds matematikai Osszefiiggései a
Fold tomegén kiviili, kiilsé nehézségi ertérre érvényesek [522.]. Igy tehat a geoid
meghatarozasdhoz felhaszndlandé Agp-nehézségi rendellenességeket olyan gp-értékekbdl kell
szamitanunk, amelyeket a geoidon (tengerszinten mérnénk, tigy, mintha felette tomegek nem
lennének (vagyis mintha a geoid a Fold tomegének hatérol¢ feliilete lenne).

A foldfelszinen mért gp értékekbdl ilyen geoidi gp- értékeket kiillonbozd fizikai modellek
segitségével szdmolunk. Ezt a miiveletet nevezziik a nehézségi mérések tengerszintre
(geoidra) atszamitasanak (redukdldsanak). Tobbféle ilyen modell terjedt el a gyakorlatban,
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koziilik fogunk néhanyat megismerni.(Ezzel a kérdéssel mas szempontbol a Geofizika
tantargyban is taldlkoztak, igy az ott is haszndlt fogalmakat a tovdbbiakban mar ismertnek
tekintjiik.)

A foldfelszini nehézségi értékek geoidra atszamitdsanak Bouguer-féle modelljében el6szor a
geoid feletti szarazfoldi tomeget a mérési hely H magassdganak megfeleld, minden irdnyban
végtelen kiterjedésii sik-parhuzamos lemeznek tekintve, kiszdmitjuk ennek tomegvonzasat a
lemez szélére (Ogp Bouguer-féle hatds). Ezt a P pontbeli mért értékbdl levonva, olyan g
értékre jutunk, amit — feltételezésiink szerint — ott mérnénk, ha alatta a tengerszintig tomegek
nem lennének. A szamitds masodik 1épésében ehhez hozzdadjuk a dgr Faye-féle, vagy tiszta
magassdgi hatdst, ami azt mutatja, hogy mennyit valtozik a térer0sség, ha forrdsmentes
(Iégiires) térben a P pontb6l a pont magassdganak megfeleld0 mértékben a Fold vonzd
tomegéhez kozelebb keriiliink. Eredményiil (a modellnek megfeleld kozelitéssel) azt a

gp'=8p— 08B+ O8F (333.1)

geoidi nehézségi értéket kapjuk, amit a geoidon mérnénk, ha felette tomegek nem lennének.
Az ezzel szamitott Agp-Bouguer-féle nehézségi rendellenességek eloszlasa a geoid felszinén
viszonylag sima lefutdsu, j6l interpoldlhaté. Hatranya, hogy az atszdmitdssal

- megvaltozott a Fold 6ssztomege és ezaltal
- athelyez6dott a tomegkozéppontja.

E két utébbit egyiittesen kozvetett (indirekt) hatdsnak nevezziik, ami ennél a modellnél
meglehetdésen nagy. Ezért a geodézidban kevésbé, inkdbb csak kozvetetten hasznéljuk.
(Geofizikédban elterjedten alkalmazzak més célra.)

A javitott Bouguer-féle modellben tovabbi dg, javitdssal figyelembe vessziikk a mérési hely
kornyezetében a pont vizszintes sikja (a Bouguer-lemez felsd hatarol6 sikja) alatti és feletti
domborzati formdk tomegvonzasi hatdsat a P pontbeli egységnyi tomegre, és a

gp’=8p—08p+ 081 +8F (333.2)

alakbdl szamitjuk (a modelliinknek megfeleld kozelitéssel) azt a nehézségi értéket, amit a
geoidon mérnénk, ha folotte tomegek nem lennének. A vele szdmitott geoidi nehézségi
rendellenességek az elébbiekben emlitett tulajdonsdgokat mutatjdk, alkalmazasuk is azokéval
megegyez0, de a szdmitas az elobbinél sokkal munkaigényesebb.

Ha a nehézségi értékek geoidra datszamitasakor az izosztatikus kiegyenlitodés elvét
alkalmazzuk, akkor a geoid feletti tomegeket ugy rendezziik at, hogy veliik a mélységben 1évo
tomeghianyokat ,kipétoljuk”. Ezt a og;,, izosztatikus javitdssal vessziik szamitdsba, és a
geoidi nehézségi értéket a

gp'=8p— 08+ 081 +8i:p + O8F (333.3)

alakbdl szamitjuk. Az ezzel szamitott izosztatikus nehézségi rendellenességek igen sima
lefutasu, jol kozepelhetd és interpolalhaté kicsi értékek. A modell hatranya, hogy a szdmitas
nagyon munkaigényes, és ennek is még nagy a kozvetett hatdsa (a képzeletbeli
tomegétrendezés miatt). Ezek ellenére korabban tobb példa volt geodéziai alkalmazdsara.

Az eddigieknél tobb szempontbdl kedvezobb a Helmert-féle kondenzdcios modell. Ennek
alkalmazasakor a geoid feletti tomegeket nem tavolitjuk el, hanem képzeletben igen vékony,
de nagy siirliségii rétegbe a geoid ald tomoritjiik. Ennek vonzé hatdsit a Ogi.ng javitdssal
vessziik figyelembe, és a

gp’ = 8p—08p+ 081 +8iond + O8F (333.4)
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alakbdl szamitjuk a geoidi nehézségi értéket.

A Ogrona kondenzacis javitds kiszamitdsdnak legegyszeribb médja, ha a geoid ald siiritett
tomeget is végtelen kiterjedésli sik-parhuzamos lemeznek tekintjiik, és a mar ismert médon
szamitjuk a lemezben foglalt tomeg vonzo hatasat a lemez szélén fekvo pontban képzelt 1 kg
tomegre. Mivel ez a vonz4 hatds nem fiigg a lemez vastagsdgatol, csak a benne foglalt tomeg
nagysigitol, — ami feltételezésiink szerint megegyezik a geoid feletti, ugyancsak sik-
parhuzamos lemeznek tekintett tomeg nagysdgaval — a hatds ugyancsak oOgp , csak most
pozitiv eldjellel.

Ezen megfontolds alapjan a (34.4)-be Ogiona helyett Ogp —t irva, és a domborzat viszonylag
kicsi dg; hatdsét elhanyagolva, a

gr'=8p + O8F (333.5)

nagyon egyszerl alakra jutunk. ami éppen (a Geofizika tantargybdl ismert) Faye-téle modell.
Az elObbiekbdl kitlinik, hogy ehhez az — elsé tekintetre ugyancsak onkényesnek tlind —
egyszeri szamitdsi moddhoz is tartozik fizikai modell, nevezetesen a Helmert-féle
kondenzdcios modell.

A (333.5)-tel szamitott Faye-féle nehézségi rendellenességek a domborzati formakat tiikr6zo
igen véltozatos, ezért nehezen interpoldlhaté értékek. Ennek ellenére a geodézidban a
legelterjedtebben haszndljuk Oket, bizonydra a szamitisuk egyszerlisége kovetkeztében.
Tovébbi elony a viszonylag csekély kozvetett hatés.

Itt jegyezziik meg, hogy a tengerszint (geoid) feletti magassdg [531.2] szamitdsdhoz olyan
nehézségi értékre van sziikségiink, amit a Fold belsejében mérnénk, ugy, hogy minden tomeg
a helyén van. Ez esetben is el6szor szamitdssal eltavolitjuk a P” pont feletti tomegeket
(Bouguer-féle javitds),majd a Faye-féle (tiszta magassagi) hatdssal atszamitjuk a P-ben mért
értéket a P’pontba, és végezetiil visszahelyezziik a (sik-parhuzamos lemezként) eltavolitott

tomegeket eredeti helyiikre (most mar a P” pont f6l€), ugyancsak a Bouguer-féle javitassal.
Ezzel

gp'=8p—208p+ 08F (333.6)

Ez a Poincaré-Prey-féle modell. (Ezekkel az értékekkel nehézségi rendellenességeket nem
szdmitunk.)

A mért (és arapdly-javitdssal ellatott) nehézségi értékeket, tovdbba a beldliik szamitott
Bouguer- és Faye-féle nehézségi rendellenességeket, a mérési hely vizszintes és magassagi
koordinatdival egyiitt digitdlisan adatbazisba rendezve gytjtik ezzel foglalkozé nemzeti és
nemzetkozi intézmények, szervezetek.

Geodéziai célokra az egyes pontokra vonatkozé eredményekbdl kiilonbozd strtiségli (pl.
1°x1°, vagy 0,5°x0,5°, vagy még slirlibb) rdcshédlézatok sarokpontjaira interpolalt értékeket
allitanak eld, illetve kozépértékeket képeznek az egyes racsmezdkre (a rdcsmezd geometriai
kozéppontjara).

A kapott nehézségi rendellenességeket analég moddon dtlag-anomadlia, vagy izoanomadlia
térképeken szemléltetik.

A nehézségi adatokat az egész Foldre kiterjedden a Nemzetkozi Geodéziai Szovetség (IAG)
Nemzetkozi Gravimetriai Iroddja (International Gravimetric Bureau = BGI) gyiijti, és teszi
mindenki szdmdra hozzaférhetdvé (http://bgi.cnes.fr).
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34. A normal nehézségi er6tér meghatarozasa a
potencialfiiggveny sorbafejtésével

A normadl nehézségi erdtér és a Fold normélalakjdnak (egyiittesen, a geodéziai foldmodellnek)
meghatdrozasara a legrégibb mdédszer a Fold valésdgos potencidlfiiggvényének sorbafejtésén
alapszik.

Ha a vonzasi potencidl (3312.15) gombfiiggvénysoraban a [332.1]-ben targyalt médon csak a
forgasi és egyenlitdi szimmetrids eloszlasu tagokat tartjuk meg, akkor a nehézségi erdtér
potencidljat kozelitd U normadl potencidlfiiggvény gombfiiggvénysorara jutunk.

Ha ebben k véges szami tagra korldtozédunk, azaz a végtelen sort a k. tag utin elvagjuk, és az
0sszes tovabbi tagokat nulldval egyenldnek tekintjiik, akkor a k. foku Uy fliggvény a k szamtdl
fliggben tobbé-kevésbé jol kozeliti meg a Fold valdsdgos nehézségi erOterét, viszont
matematikailag konnyebben kezelhetd. Legegyszeriibben az igy nyert, U; fiiggvénnyel leirt
nehézségi erdteret tekinthetjiik normdl nehézségi erdtérnek. Ennek szintfeliiletei az U, =
allandé potencidlértékii k. foku szintszferoidok. Ekkor a Fold normdlalakja az a szferoid,
amelynek méretei a Fold méreteit j61 megkozelitik.

Lattuk, hogy a legegyszeriibb esetben, ha k = 2, akkor az un. Clairaut-téle szferoid (3321.1)
egyenletére jutunk.

Hatarozzuk meg a Fold masodfoku szintszferoidként értelmezett normaélalakjat és a hozza
tartoz6 normdl nehézségi erdteret. Erre vonatkozdan Clairaut a (3321.10) harom Osszefiiggést
vezetett le (az f lapultsig 1/300 =~ 3-10” nagységrendjéig terjedd viszonylagos pontossiggal).
Ebben a hdrom egyenletben a normdlszferoidnak 7 ismeretlen jellemzdje szerepel, igymint

af, kM, U,B %, @
Kiszamitdsukra a harom egyenlet kevés, tehat négy ismeretlennek az értékét mas uton kell
meghatdrozni. Ezek koziil a Fold forgdsdnak @ szogsebessége nagy pontossaggal ismert.

A Fold normélalakja a nagytengely-hosszdnak értékét datvehetjik a geometriai
meghatirozasokbdl (fokmérések, feliiletek mddszere stb.).

Harmadik és negyedik adatként % és [ értékét szokds tapasztalati uton, mérésekkel
meghatarozni.

Mint ismeretes a szferoid felszinén valamely ¢ foldrajzi szélességli helyen a % normadl
nehézségi térésséget (ugyancsak a lapultsdg nagysdgrendjéig terjedd viszonylagos
pontossdggal, vagyis az egység mellett az f > nagysdgrendii negyedfokd és ennél kisebb
nagysagrendii tagokat elhanyagolva) a (3321.6) adja. Ha a foldfelszin kiillonb6z6 helyein mért
¢s a tengerszintre (geoidra) dtszamitott g, nehézségi értekeket ezzel Osszevetjik,

kiillonbségiikre a
Agi = gp—%(1+Bsin’ @)

kifejezést kapjuk, az egyeldre ismeretlen ¥ és S értékkel. Ezt n szamu mérési helyre felirva, a

1

n
Ag? = minimum feltétellel % és B szamértéke a legkisebb négyzetek modszerével
=1
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szamithatdo a mérési eredmények alapjan. Ilyen példaul Helmert 1884-1 meghatdrozasanak
eredménye

% = 9,780 00 N/kg (vagy ms ) és
B=0,005 310.

(A korszeriibb meghatirozdsok mar a negyedrendli tag figyelembevételével, tehit f 2
viszonylagos pontossagig torténtek. Lasd késébb.)

A felvett négy mennyiség alapjan a tobbi harom meghatdroz6 adat, vagyis f, kM és U a
(3321.10) osszefiiggésekbdl mar szdmithatd. Ezzel meghataroztuk a Fold a és f méretli és
alaku 2. foku szintszferoidként értelmezett normdlalakjdt, ennek U potencidlértékét, felszinén
a % és [ paraméterekkel szamithatd normdl nehézségi térerdsséget, ezekkel a normdl
nehézségi eroteret.

Tovdbbmenve a k Newton-féle tomegvonzasi édlland6 tapasztalati uton meghatarozott
értékének felhasznalasdval a kapott kM-bdl a Fold normadlalakjanak (ami megkdzelitden a
Foldnek is) az M tomege szamithato.

Igy a Fold tomegére
M =5976-10* kg

adodik. Kiszamitva a normalalak térfogatat, ez j6 kozelitéssel
K:%nzﬁ(l—j), (34.1)
és a Fold atlagos stirtisége
p= _ 550 kgm™
K

koriili értéknek adodik.

A potencidlfiiggvény 2. fokig terjedd sorbafejtésével meghatdrozott geodéziai foldmodell
bizonytalansiga a magasabb foki tagok elhanyagoldsa miatt til nagy. Igy példdul a minket
kozvetleniil érdekld nehézségi térerdsség eloszlasat is csak az f nagysdgrendnek megfeleld
(1/300) pontossédggal irja le, ami a korszerli abszolit nehézségi méréseink + 2+5.10° N/kg
(vagy £ 2+5 pGal) megbizhatésdgaval aligha vethetd Ossze. Ugyancsak a magasabb foku

tagok elhanyagoldsa miatt a Fold valdédi szintfeliileteinek, igy normadlalakjanak is csak durva
kozelitését jelenti a 2. foku szintszferoid.

Jobb kozelitést kapunk, ha Helmert nyoméan a potencialfiiggvény végtelen sorabdl k = 4. fokig
terjedo tagokat vessziik figyelembe. Ekkor a normél nehézségi er6tér potencidljat a (3321.11)
fejezi ki. Mint tudjuk a Fold negyedfoku szintszferoidként értelmezett normaélalakjara
vonatkozdan Helmert 6sszesen 8 Osszefliggést allitott fel a szferoid 13 jellemzdje kozott. A
szferoid meghatarozasdhoz tehdt 5 mennyiségnek az értékét kell ismerni, ill méréssel
meghatarozni.

Lattuk, hogy ez esetben a nehézségi térerdsségnek az eloszlasat a szferoidon leir6 (3321.12)
képlet is boviilt az f 2 nagysagrendii (negyedrendil) taggal. Igy az a és az w értéke mellett a
nehézségi mérésekbdl % , Bés B hatdrozhaté meg. Ezzel megvan az 5 kiindulé mennyiségnek
a Foldre vonatkoz6 tapasztalati értéke. A normal nehézségi erdtér és a Fold normélalakjanak
tovabbi 8 jellemzdje a Helmert-féle 8 osszefiiggésbol kiszdmithatd. A (3321.12) 4llanddinak
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tapasztalati meghatdrozdsara példaként Helmert 1901. évi meghatdrozdsdnak eredményét
adjuk meg:

%=9,780 30 N/kg (vagy ms™),
£=0,005 302,
S =-0,000 007.

Ha ezeket az értékeket helyettesitjik a Helmert-féle Osszefiiggésekben is szerepld, de
negyedfoku tagokkal is kiegészitett Clairaut-képletbe, akkor f = 1/298,3-t kapunk a Fold
normadlalakjdnak lapultsdgéra, ami legkorszeriibb ismereteinknek is megfelel.

A geodéziai foldmodell meghatdrozasdnak wjabb lehetdségét nyitottdk meg a mesterséges
holdak. Mint l4ttuk a Kozmikus geodézia tantirgyban [332], a pdlyamozgasuk
megfigyelésébdl kozvetleniill a kM szorzat és a Jp, J4 ... stb. gombfiiggvény-egyiitthatok
szamértéke hatdrozhat6 meg. Igy a Helmert-féle egyenletrendszer megoldhatéva valt a

kM, J>, Js, @ a

kiindul6 mennyiségeknek a valédi Foldre vonatkozé értékével. Ebbdl tehdt a normdlalak f
lapultsdga és a normdl nehézségi erdtér %, B, i, stb, tovabbi meghatirozé mennyiségei
szamithatok.

A szintszferoid a vele egyenld tengelyhosszisdgu ellipszoidot a sarkokon és az egyenliton
természetesen érinti, kozottiik a szferoid teljes terjedelmében az ellipszoidon beliil fekszik, és
legnagyobb eltérése kozel 7 m. Mivel a szintszferoid az ellipszoidnél sokkal bonyolultabb
feliilet, és ezért rajta a feliileti koordindtdk szdmitdsa igen nehézkes lenne, a gyakorlatban
vonatkoztatdsi feliiletként soha nem hasznéltdk. Ha a geodéziai foldmodellt ezen az uton
hatdrozzuk meg, akkor a koordindta-szamitdshoz szolgdlé vonatkoztatdsi feliilet a Fold
normadlalakjdval egyenld tengelyhosszisagu forgdsi ellipszoid (vonatkoztatdsi ellipszoid.)

Az ily médon levezetett geodéziai foldmodell meghatarozasat, mint lattuk, sikeriilt teljesen
fliiggetleniteni a Fold belsé tomegeloszldsdnak ismeretétdl (helyesebben nem ismeretétdl),
mert a meghatdrozasban csak a Fold egészének kiilsé mechanikai hatésait tiikkr6zo
mennyiségek (nehézségi térerOsségek, tehetetlenségi nyomatékok, a Fold Ossztomege, stb.)
szerepelnek, és a belsd tomegeloszlasra csak azt a feltevést tettiik, hogy ez forgési és
egyenlitdi szimmetrids.

A megoldds hatrdnya, ami miatt ezt tovabb kellett fejleszteni, az, hogy mig a kiszdmitott
normdl nehézségi térerOsségek a Fold szintszferoid alaka normdlalakja felszinére
vonatkoznak, és veliik, pl. a geoidnak a szintszferoid feletti magassdgdt tudjuk kozvetleniil
szamitani, addig a vizszintes koordinatakat a vonatkoztatdsi ellipszoidon szamitjuk. Ennek a
kettOsségnek a megsziintetése valt lehetségessé a geodéziai foldmodell meghatarozasanak
kovetkez6 modszerével.
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35. A geodeéziai vonatkoztatasi rendszer meghatarozasa
szintellipszoiddal

351. A megoldas alapelve

A Fold normadlalakja, bizonyos célszerliségi hatarokon beliil, fizikai értelemben is 6nkényesen
is megvalaszthatd. Erre a lehetdséget Stokes és Poincaré tétele adja meg. Ennek értelmében az
adott w szogsebességgel forgd M tomeg S kiilsO szintfeliiletének onkényes felvétele utdn a
felvett szintfelilleten a ¥ normdl nehézségi térerdsség, illetve kiilsd terében az U
normdlpotencidl az (M, S, @) Un. Stokes-féle elemek fiiggvényében egyértelmiien szdmithat6
anélkiil, hogy az M tomegnek S-en beliili eloszlasar6l barmit is tudnank. (A tomegeloszlast
ugyanis az S szintfeliilet valasztott alakja mar meghatarozza, de ennek milyenségét nem kell
ismerniink.) Ennek megfeleléen tehdat a normdlpotencidlnak valamely szintfeliiletét,
célszeriien éppen a Fold normadlalakjat onkényesen felvessziik, tgy, hogy céljainknak a
legjobban megfeleljen.

A célszerliség pedig azt kivanja, hogy a Fold normaélalakjaként éppen a geodéziai
vonatkoztatasi feliiletként szolgalo forgdsi ellipszoidot vegyiik fel. Ha ezt a Fold M tomegével
kitoltve képzeljiik, tovabba feltételezziik, hogy kistengelye koriil a Fold allandonak képzelt
forgédsi sebességével forog, akkor ez az ellipszoid alakii szintfeliilet (szintellipszoid) lesz a
Fold normdlalakja és kiils6 potencidlja a normdlpotencidl. Az M tomegnek a felszinét képezo
szintellipszoidon beliili eloszldsa ismeretlen.

Hangstlyozzuk, hogy ez esetben az ellipszoid nem valamely szintszferoid kozelitd
feliileteként szerepel, hanem ténylegesen ellipszoid alakii szintfeliilet felvételérdl van sz6. A
normalpotencidlnak azonban csak ez az egyetlen szintfeliilete lesz ellipszoid alakd, amit ennek
vettiink fel, az 0Osszes tobbi kiilso szintfelillete az ellipszoidnal nagyobb lapultsagu
szintszferoid lesz.

A geodéziai foldmodellt (a Fold normalalakjat €s a normél nehézségi erdteret) meghatdrozo
a, b, @ kM, % .%, Uo

hét mennyiség kozott, ez esetben is, hdrom potencidlelméleti Osszefiiggés irhatd fel.
Kovetkezésképpen itt is négy kiindulé mennyiségnek a Foldre vonatkozé szdmértékét kell
ismerniink. Ezek lehetnek a Stokes-Poincaré-tétel bemutatdsakor méar emlitettek, de lehetnek
— veliik egyenértékli — masok is. Ha példaul (késébbi gyakorlati esetnek megfelelden) az a, b,
o, % Stokes-féle elemek szamértékébdl indulunk ki, ahol a és b célszerlien a koordinéta-
szamitdsaink vonatkoztatasi feliiletéiil szolgal6 ellipszoid a fél nagytengelyének és b fél
kistengelyének a hossza, akkor a hidnyz6 harom mennyiség a

B=pBa b a ),
kM = kM(a, b, @ %) és (351.1)
U() = U()(a, b, a, %)

harom potencidlelméleti Osszefliggésbdl szdmithaté (koziilik az els6 az ellipszoidra
modositott Clairaut-képlet). A hét meghatiaroz6 mennyiség ismeretében a normal nehézségi
erOtér minden tovabbi jellemzdjét ki tudjuk szamitani.

A felvett méretli szintellipszoid felszinén a normdl nehézségi térerdsség eloszlasa is méar
egyértelmiien meghatarozott (a tomegeloszlas ismeretétdl fiiggetleniil) és Somigliana
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ay,cos’@+by,sin’ @
r= 2 2 2 .2 /2 (3512)
(a cos” @+b” sin (p)

zért képletébdl nyerhetd, ahol @ az ellipszoidi szélesség. Ennek sorbafejtett alakja
=% (1 +Bsin’@+ B sin” 2 + ...). (351.3)
(Ezekben y = % (1 +/9), tovibba i = Si(f, m), vagyis i =fi(a, b, @ %).)

A normadl nehézségi er6tér potencidlja (a normdlpotencidl) az

r

2 4
U= kﬂ{l—ﬁ[ﬁj P, (cos¥)—J. [ﬁj P, (cosﬂ)—..} + @ Psin’d (3514
r r

gombfiiggvénysorral irhat6 le, ahol
Jp = J; (a, b, @ p),
Jy = Jdy(a b, @ p),

a normdl nehézségi erdtér eloszlasat jellemzo gombfiiggvény-egyiitthatok.

Lathat6 tehat, hogy ezen az tton lehet olyan normal nehézségi erdteret (€s ennek minden
jellemzdjét) kiszamitani, melynek egyik szintfeliilete ellipszoid alaku (szintellipszoid), amely
magaba zérja a Fold 0ssztomegével megegyezd nagysagu tomeget (a Fold normalalakja). A
szintellipszoid méreteit megvdalaszthatjuk Ugy, hogy ezek éppen geodéziai vonatkoztatdsi
ellipszoidunk méretei legyenek.

Mivel a (351.2) a y normal nehézségi térerdsség eloszlasat a szintellipszoid felszinén irja le,
ezen az uton megszint az a kettdsség, ami a Fold szferoidi normadlalakjanak geodéziai
alkalmazasakor fellép. Nevezetesen az, hogy mads feliilet a koordindta-szamitas vonatkoztatési
feliilete (a vonatkoztatési ellipszoid), mint amelyen a normal nehézségi térerdsség eloszlasat
ismerjiik (szintszferoid).

A geodézia a XX. szdzadtél mar csak ezt a megoldast alkalmazza a geodéziai foldmodell és
ezzel a vonatkoztatasi rendszer meghatarozasdra. A kovetkezokben bemutatjuk ennek néhany
gyakorlati alkalmazasat.

352. Gyakorlati megoldasok

A geodéziai gyakorlat sordn elsé izben a Nemzetkozi Geodéziai Szovetség (IAG) 1924. évi
kozgyllésén nemzetkizi ellipszoidnak nyilvanitott Hayford-féle ellipszoidhoz hatiroztak meg
azt a normdl nehézségi erdteret, amelynek ellipszoid alaki szintfeliilete éppen ez az
ellipszoid.

Kiindul6 adatként tehat adottak voltak a Hayford-ellipszoid
a=6378388 més
f=1/297
jellemzdi. Ehhez jarult a forgési szogsebesség mar akkor j6l meghatdrozott

®=0,72921151-10"s"
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értéke, és negyedik kiindulé adatként Heiskanen meghatarozasabol elfogadtak a
%= 9,780 490 N/kg (vagy ms™)
egyenlitdi nehézségi értéket.
Ezek alapjan az ellipszoidra modositott Clairaut-féle képletbol Cassinis 1930-ban
kiszdmitotta a normadl nehézségi térerdsség (3431.2) képletének f egyiitthat6jat. A lapultsag

négyzetének nagysagrendjéig az ellipszoidra is érvényes (3321.13)-bol pedig meghatarozta a
P egyiitthat6t f és m fiiggvényében.

Igy a Heiskanen-féle ¥ értékkel és a Cassinis ltal szamitott B és B egyiitthatékkal felirhaté
y= 9,780 490 (1+0,005 2884 sin® @ — 0,000 0059 sin” 2 @) N/kg (vagy ms™)

(3431.3) sorbafejtett alakd képlet megadja a normdl nehézségi térerOsség eloszlasit a
Hayford-téle ellipszoid felszinén. Ezt az ily mddon elddllitott Osszefiiggést Cassinis-féle
normdl nehézségi képletnek nevezik €s hosszu idOn keresztiill nemzetkozi normdl nehézségi
képletként hasznaltak (hasznaltuk Magyarorszagon is).

A kiindul6 adatokbdl potencidlelméleti Osszefiiggésekkel kiszamithatok a normal nehézségi
erotér tovabbi jellemzdi

U = 6,263 9787-107 J/kg (vagy m’s™?),

kM = 3,986 3290-10'* Nm?/kg (vagy m’s™),
J, =1092,0-10° és
J, =—2,43-10°.

Uy igy kiszamitott értékét (jobb hidnydban) a geoid (nem mérhetd) W, valodi
potencidlértékének is, a kM szorzatra kapott szamértéket a valddi Fold tomege jellemzdjének
is tekintjiik. A foldmodell, illetve a vonatkoztatdsi rendszer elemein keresztiil igy valt
lehetségessé a geoid potencidlértékének, és a Fold tomegének kozvetett meghatdrozdsa az
ellipszoidi normélalak meghatarozdsara szolgdlé geometriai (szog- és tdvolsdg-), valamint a
foldfelszini nehézségi mérésekbol.

A mult szdzad kozepétdl az akkori Un. eurdpai szocialista orszdgok éltal kozos nemzetkozi
vonatkoztatasi feliiletként hasznalt

a = 6378 245 m és
f=1/2983

méretl és lapultsagt Kraszovszkij-féle ellipszoidhoz egyszertibben lehetett megfelelé normaél
nehézségi erdteret rendelni.

Szerencsés véletlen folytan ugyanis Helmert 1901. évi normdl nehézségi képletének az akkori
1400 foldfelszini és a geoidra atszdmitott nehézségi mérésbol szamitott

% = 9,780 30 N/kg (vagy ms™),
B=0,005 302 és
B =—-0,000 007

egyiitthat6i gyakorlatilag elegend6 6sszhangban vannak a Kraszovszkij-ellipszoid adataival,
igy Helmert képletét véltoztatds nélkiill alkalmaztdk a normdl nehézségi térerdsség
eloszlasanak lefrdsara a Kraszovszkij-ellipszoid felszinén. Az dsszhangot az mutatja, hogy, ha
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a szintellipszoidra vonatkoz6é Clairaut-képletbe a Kraszovszkij-ellipszoid jellemzdit, a
Helmert-féle ¥%-t és @ mar ismert értékét beirjuk, eredményiil gyakorlatilag a S nehézségi
lapultsdag Helmert-féle értékét kapjuk.

Az 1960-as évek folyamdn mind a csillagdszok, mind a geodétdk tgy itélték meg, hogy az
utolsoé évtizedekben — fOként a mesterséges holdak pdlyamozgasanak megfigyelése révén —
szerzett ismereteink tiikrében sem a nemzetkozinek tekintett Hayford-féle ellipszoid mérete
és alakja, sem pedig az ezen, mint szintellipszoidon, a normdal nehézségi térerdsség
eloszlasat kifejez6 nemzetkozi, vagy (Cassinis-féle) normdl nehézségi képlet nem
alkalmas arra, hogy a Fold méreteit, nehézségi erdterét, kiils6 mechanikai hatésait kellden
jol kozelitse. Felmeriilt tehat annak a sziikségessége, hogy mind a csillagdszat, mind a
geometriai és a fizikai geodéziai mddszerek szamdra a nemzetkozi szervezet Uj, megfelelobb
vonatkoztatasi rendszert hatdarozzon meg és ajanljon haszndlatra a tagorszdgoknak.

A vonatkoztatdsi rendszer meghatdrozdsanak alapelvét illetden a geodétdk tobbsége tovabbra
is a szintellipszoiddal végzendd megoldast kivanta kovetni. Sok vitat valtott ki azonban a
sziikséges négy kiindulé mennyiség kérdése.

A vonatkoztatdsi rendszert meghatiroz6 kiindulé adatok megallapitidsakor alapvetd
szempontként a feltevésmentességre torekvés keriilt elotérbe. Ennek megtelelden célszerli
keriilni minden olyan mennyiségnek felvételét kiinduldé adatként, amelynek szamértékét
csak kiillonbozd feltevések mellett lehet meghatarozni. Ilyenek helyett a vonatkoztatasi
rendszert, lehetdleg, mérési eredményekbdl kozvetleniil (feltevések nélkiil), azaz
egyértelmiien szamithato értékekkel kivanatos meghatédrozni.

Ebbdl a szempontbdl birdlhaté a kordbbi gyakorlat szerinti csaknem valamennyi kiinduld
mennyiség. Koziilik is leginkdbb a normdl nehézségi képlet gyakorlati uton (foldfelszini
nehézségi mérésekbdl) meghatdrozott dllanddi tdmadhatok (¥ , esetleg £ és B is, ha igy
hatdroztdk meg).

Meghatarozéasukkor ugyanis a foldfelszinen mért tényleges nehézségi értékeket a tengerszintre
(a geoidra szamitjdk at, nem a Fold normdlalakjara, a normaélszferoidra vagy a
szintellipszoidra, amire a normdl nehézségi képlet vonatkozik. Ezen utébbiak eltérése a
geoidtdl sz€lso esetben a mintegy + 100 m-t is eléri, mely magassagkiilonbség elhanyagolasa
tobb 10 mGalt is jelent a g értékében.

Tovébbi bizonytalansdg oka az, hogy a tengerszintre végzendd atszamitdsnak nincs
egyontetlien elfogadott, egységes modszere. De barmelyik médszer (modell) szerint végezziik
is a redukdldst, mindenképpen sziikséges lenne a szamitdssal figyelembe vett tomegek
tényleges slirliségének ismerete. Erre vonatkozdan is csak kozelitésekre timaszkodhatunk.

Az elmondottak értelmében a foldfelszini nehézségi értékek alapjan levezetett mennyiségeket
— lehet6ség szerint — keriilni kell a kiindul6é adatok megvalasztisakor, ha feltevésmentességre
toreksziink.

Nem sokkal kedvezObb a helyzet a geometriai mdédszerekkel meghatéarozott ellipszoidméretek
egyértelmiiségével kapcsolatban sem.

A felsorolt negativumok mellett figyelembe kell venniink azt is, hogy a korszerii technikai
lehetOségek (kozottiikk elsdsorban a mesterséges holdak pédlyamozgédsanak megfigyelését,
valamint a rdjuk és a Fold természetes holdjara, a Holdra, végzett nagyszabatossagu 1ézeres
tavolsagméréseket emlitve) lehetdvé tették a Fold egyes fizikai jellemzdinek minden
eddiginél pontosabb — viszonylag kozvetlen — meghatdrozasat. Igy példaul elséként kell
emliteniink a Fold tomegének és az dltaldnos tomegvonzdsi édllandé szorzatinak a kM
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szorzatnak, valamint a Fold J, masodfoki tomegfiiggvényének (gombfiiggvény-
egyiitthatdjanak, a sztatikai lapultsdgnak) nagyszabatossdgi meghatdarozasat.

A Jp-vel kapcsolatban megjegyezziik, hogy szamértéke egyenesen ardnyos a Fold
tehetetlenségi nyomatékainak

A+B
C -

,ill. C-A

kiilonbségével, igy a foldtest lapultsdgara jellemzd kiindul6 mennyiség lehet.

Nem emlitettiik még a forgdsi szogsebesség kérdését. Nevezetesen azért, mert ez kordbban is,
de kiilondosen a mai idémérési pontossdg mellett, szinte a legnagyobb viszonylagos
megbizhatdsdggal ismert mennyiség. Ennek bevondsa az alapmennyiségek kozé mindenesetre
célszerll.

Végiil, egyeldre elkeriilhetetlen, hogy — jobb hidnyaban — a szintellipszoid a fél nagytengely-
hosszét vegyiik fel a kiindul6 értékek kozé. Ezzel a kényszermegolddssal egyeldre tudatosan
le kell mondani arr6l, hogy a szintellipszoidként meghatdrozandé vonatkoztatasi feliiletet
kizarélag egyértelmiilen meghatarozhatd, feltevésmentes kiindulé mennyiségekbdl vezessiik
le, de ismereteink jelenlegi szintjén mas lehetdség nem kindlkozik.

Ilyen koriilmények figyelembevételével, végiil is a Nemzetkozi Geodéziai és Geofizikai Unid
1967.-1 Kozgytilése altal ajanlott Geodéziai Vonatkoztatdsi Rendszer (GRS67)
megalkotdsakor a

kM = 3,986 03-1014 Nm?/kg (vagy m’s™),
@=7,292 115 1467-107s™,

J, =1082,7-10°,

a=6378 160 m

kiindul6 mennyiségekbdl vezették le a szintellipszoid potencidlelméleti Gsszefiiggéseivel a
Fold normalalakjdval azonos vonatkoztatdsi ellipszoidnak (Reference Ellipsoid 1967) f
geometriai lapultsdgdt, az akkor 4j normal nehézségi képlet (Gravity Formula 1967) % , B, és
P egyiitthat6jat €s a normal nehézségi erdtér tovabbi jellemzait.

A szamitott eredmények:

f=1/298,247...
% =9,780 318 N/kg (vagy ms™)
B=0,005 3024

B =—0,000 0059

Up = 6,263 703-10" J/kg (vagy m’s™)
J; = J, e (méréssel meghatérozott kiindulé érték)
J, =-237-10°

A kiindulé mennyiségekkel kapcsolatban megjegyezziik, hogy kM, J, és a a mesterséges
holdak pédlyamozgédsanak megfigyelése révén levezetett érték, amelyek koziil az elsé kettd
csaknem kozvetlen meghatarozds eredménye, mig a értékének tovabbi kis valtozdsa varhatd
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volt. Ezért az igy kapott ellipszoidot még nem tekintjiik a Fold legjobb ellipszoidi
normadlalakjanak, csak a Foldet jol megkozelito ellipszoidnak, amely azonban geodéziai
vonatkoztatdsi feliiletnek teljesen megfelelt.

A hazai gyakorlatban az Egységes Orszdgos Térképrendszer alappont-hdlézatanak
vonatkoztatasi ellipszoidjaként mi is bevezettiik, és az6ta is hasznaljuk.

A XX. szdzad késoébbi évtizedeiben a Nemzetkozi Geodéziai Szovetség (IAG) kozgytlésein
tovabb finomitotta a geodéziai foldmodellt. A kapott eredmények koziil a Nemzetkozi
Geodéziai és Geofizikai Unié 1980-ban fogadott el, és ajanlott iijabb nemzetkozi Geodéziai
Vonatkoztatdsi Rendszert GRS80 megjeloléssel.

Ebben ugyanazon kiindulé mennyiségekkel szamoltak, mint a GRS67 megalkotdsakor, de
Ujabb szdmértékekkel. Lényeges véltozds az a fél nagytengely hosszban van, ez csokkent 23
m-rel, kM és J, alig valtozott, mig @ maradt valtozatlan.

A kiindul6 adatok, tehat
kM = 3,986 005-10"* Nm?/kg (vagy m’s™),
w=729211510""s",
J,=1082,63-10° és
a=6378 137 m.
A beldliik levezetett tovabbi jellemzok :
1/f=298,257 222 101
% =9,780 326 7715 N/kg (vagy ms ™)
B = 0,005 302
Uy = 6,263 686 850-107J/kg (vagy m’s™)

J; = J, 5 (méréssel meghatdrozott kiinduld érték)

J; =-2,37091222-10°

Megjegyezziik, hogy mivel mind a GRS67, mind pedig a GRS80 vonatkoztatdsi rendszer
kiindulé adatét képezd kM értéket mesterséges holdak észlelésébdl hatdroztik meg, ez a Fold
légkorének tomegét is tartalmazza. Kovetkezésképpen a kiszdmitott normal nehézségi értékek
kozel 1-10° N/kg-mal (vagy 1 mgallal) nagyobbak a kelleténél. A g—y nehézségi
rendellenességek szamitdsakor ezt a mérési hely magassdganak megfeleld javitdssal
figyelembe kell venni.

A mesterséges holdas helymeghatarozasok (pl. a GPS) vonatkoztatasi rendszere a Geodéziai
Vilagrendszer 1984 (World Geodetic System) = WGS84, amit ugyancsak a szintellipszoid
elméletével alkottak meg. Ezt az Amerikai Egyesiilt Allamok védelmi térképészeti szervezete
(Defence Mapping Agency = DMA) fejlesztette ki, 1960 6ta tobb véltozatban. Az 1984-es
megoldas kiindulé mennyiségeibdl harom megegyezik a GRS80 szdmértékével. A negyedik
abban kiilonbozik, hogy a mesterséges holdak észlelésébdl nem J, -t, hanem a
potencidlfiiggvény gombfiiggvénysora masodfoki egyiitthatéjanak 52,0 normalizalt értékét

vették fel, kettdvel tobb értékes szamjeggyel.
Igy a kiindulé értékek:
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kM = 3,986 005-10"* Nm?/kg (vagy m’s™),
w=729211510""s",
C,o =—484,166 85-10° és
a=6378 137 m.
A beldliik kiszamitott tovabb jellemzok is kis mértékben kiilonboznek a GRS80 értékeitdl:
1/f= 298,257 223 563
% =9,780 326 7714 N/kg (vagy ms™)
% = 9,832 186 3685 N/kg (vagy ms ™)
Us = 6,263 686 084 97 10”J/kg (vagy m’s™)

Ji==+5C,, =1082,629 989 05 J, ,,,, (a méréssel meghatd-

rozott kiindulé EZ,O értéknek megfeleld J, ., érték)

Ebben a rendszerben a szintellipszoid felszinére a normdl nehézségi térerdsséget nem a
sorbafejtett (351.3) alakban, hanem Somigliana (351.2) zart képletének kissé dtalakitott,
ugyancsak zart

3 (1+ksin® o)
= (1 — e’ sin? ¢)V2

alakjabdl szamitjak, ahol a k egyiitthatd itt nem a Newron-féle altaldnos tomegvonzdsi allando,
hanem

b
k= Y -1
ay.
és
62_ a2 —b2
a’

a szintellipszoid els6 numerikus excentricitisanak négyzete.
Ezért a kiindul6é mennyiségekbdl kiszamitottdk még
k=0,001 93185138639 és e”=0,006694379 990 13

értékét is.

&

Ezzel attekintettiik azokat a legjelentdsebb geodéziai vonatkoztatdsi rendszereket, amelyek
széles korben elterjedtek a nemzetkozi gyakorlatban. Elvileg ezek mindegyike alkalmas a
geodézia feladatainak a megoldasdhoz, kozottik a kiilonbség abban van, hogy a mérési
modszerek és megbizhatésaguk fejlodésével az tGjabb vonatkoztatdsi rendszerek jellemzdi
(paraméterei) szdmszertiségiikben a Fold megfeleld jellemzdjének egyre jobb kozelitését
adjak.
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353. A kozepes foldi ellipszoid

Mint az el6z6ekben lattuk, geodéziai foldmodell, a szintellipszoid és kiils6 nehézségi erdtere
gyakorlatilag csak mérésekbdl vezethetOk le, igy elkeriilhetetleniil hibdval terheltek. Mivel
mérési modszereink és miiszereink egyre tokéletesednek, a kiindulé mennyiségeknek is egyre
pontosabb értékét ismerjiik meg, amelyekbdl djabb és ujabb vonatkoztatdsi rendszereket
hataroztak meg (GRS67, GRS80, stb.). Ezek mind annak az egyetlen — idedlis (elképzelt) —
vonatkoztatdsi rendszernek az egyre jobb megkozeliti (realizacidi), melynek kiinduld
mennyiségei pontosan (hibdtlanul) megegyeznek a Fold megfelelo fizikai jellemzdjével.

A Fold valédi (hibétlan, vagy pontos) kiindulé adataib6l meghatirozott szintellipszoidot
nevezzilkk kozepes foldi ellipszoidnak. Ez a Fold legjobb ellipszoidi kozelitdje mind
geometriai, mind fizikai értelemben.

Geometriai értelemben kielégiti a simuldsnak mind a geoid-ellipszoid tavolsdgok, mind pedig
a fiiggdvonal-elhajldsok négyzetosszegének minimum feltételét.

Fizikai értelemben kielégiti a nehézségi-rendellenességek négyzetosszegére vonatkozd
minimum feltételt, és nehézségi erdtere a Fold kiilsé nehézségi erdterét jol kozeliti, ugyanis a
normdl potencialfiiggvény gombfiiggvénysordanak n = 0-t6l n = 2-ig terjedo tagjai a Foldével
megegyeznek.

Mindezek mellett a kozepes Foldi ellipszoid fogalmén keresztiil szabatosan és egyértelmiien
értelmezhetové valik a ,,Fold egyenlitoi félatmérdje” ,,a Fold lapultsdga” és a ,foldi
egyenlitoi nehézségi érték” fogalma is.

Az eddigi gyakorlat altal meghatdrozott vonatkoztatdsi rendszerek, ill. ezek alapfeliiletét
képezd vonatkoztatasi ellipszoidok a kozepes foldi ellipszoid tobbé-kevésbé j6 megkozelitdi.
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4. A VONATKOZTATASI ELLIPSZOID ELHELYEZESE.
ATSZAMITAS VONATKOZTATASI RENDSZEREK
KOZOTT

41. A feladat leirasa

A foldfelszinen kijelolt alaphdlézati pontok, vagy a geoid megfelelé pontjainak térbeli
helyzetét — a jelenlegi geodéziai gyakorlat dontd tobbségében — forgdsi ellipszoid alaku
geodéziai alapfeliiletre vonatkozé ellipszoidi  foldrajzi  koordindtdkkal adjuk meg.
Célszeriiségi okbol megkivanjuk, hogy ez az alapfeliilet, a vonatkoztatasi ellipszoid a a
Fold méretét és alakjat jol megkozelitse. Az eddigiekben megismertiik azokat a médszereket,
amelyekkel az ezt a kivanalmat kielégito ellipszoidi jellemzdk a mérési eredményeink alapjan
kiszdmithatok.

A koordindta-szdmitdshoz azonban még az is sziikséges, hogy ezt, a most mdr ismert méretii
és alaku (elképzelt) ellipszoidot a Fold fizikai felszinén kijelolt alaphdlézati pontokhoz, vagy
a geoidhoz (mds szoval a természethez) és a mdar elképzelt foldi térbeli derékszogl
koordinata-rendszeriink valamelyik (jelenleg az ITRS) megvaldsuldsdhoz képest a térben
elhelyezziik. Az ily médon ismert méretii, alakd és elhelyezésii vonatkoztatasi ellipszoid
valositja meg helymeghatdrozé koordinéta-szamitasaink feliileti koordinata-rendszerét.

Ha foldfelszini geodéziai alappont-hdl6zatunkat mesterséges holdas (szatellitageodéziai)
modszerekkel (pl. GPS) hatdrozzuk meg, akkor a WGS84 rendszer mar magdba foglalja a
vonatkoztatdsi  ellipszoid  elhelyezését is. A  szintellipszoid potencidlelméleti
Osszefiiggéseiben, ugyanis, benne van az a feltétel, hogy a koordinata-rendszer kezddpontjat,
és vele egyiitt az ellipszoid geometriai kdozéppontjat a Fold tomegkozéppontjaba helyezziik.
Az ellipszoid kistengelyét, pedig a foldi térbeli derékszogii koordinata-rendszer Z tengelyére,
ellipszoidi kezd$ merididnsikjat ennek X tengelyére illesztjiik. Igy, a GPS-halézatok esetében
a vonatkoztatdsi ellipszoid illeszkedik a foldi térbeli derékszogli koordinata-rendszer
(valamelyik megvaldsuldsdnak) tengelyeire, és ezzel egyiitt a Fold tomegkézéppontjdra. A
vonatkoztatasi ellipszoid ilyen elhelyezését geocentrikus elhelyezésnek mondjuk.

Hagyomanyos geometriai modszerekkel (szog- és tdvolsigmérésekkel) meghatarozott
geodéziai alaphalézatok esetében a koordinata-szamitasaink vonatkoztatdsi ellipszoidjanak
méretét, alakjat és térbeli elhelyezését jellemz6 mérészamokat a geodéziai datumban
foglaljuk ossze.

Az elhelyezési adatokat a gyakorlatban hiromféle médon lehet megadni. Egyik lehetséges
megadasi mod, ha rogzitjiik a vonatkoztatdsi ellipszoid geometriai kozéppontjanak a Fold
tomegkozéppontjdhoz viszonyitott Xy, Yo, Zo (geocentrikus) térbeli derékszogii koordinétit.

A maésik két megadasi mod esetében kivalasztjuk a szdmitandé geodéziai alaphéldzat
valamely (éltaldban kozponti fekvésll) csillagdszati-geodéziai (Laplace-) pontjat Pl
csillagaszati kiindulopontként, és megadjuk a

(@1, A1, ) ellipszoidi f6ldrajzi koordinatait, vagy

(&, m, Ny) fiiggévonal-elhajlds dsszetevdit és geoid-ellipszoid tavolsagat
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a szoban 1év0 geodéziai alapfeliiletre vonatkozéan. Ezek a mennyiségek kijelolik az
ellipszoidnak a csillagdszati kiinduléponton (pontosabban ennek geoidi megfeleldjén)
athaladé feliileti normalisat és ezen az ellipszoid feliiletnek a geoidtdl mért tavolsagat. Ezen
adatok mellett még hallgatélagosan mindig feltételezzilk a vonatkoztatdsi ellipszoid
kistengelyének a foldi térbeli derékszogli koordinata-rendszer (valamelyik, jelenleg az ITRS,
megvaldsulasanak) Z tengelyével, és az ellipszoidi kezdé meridiansiknak a foldi koordinata-
rendszer (valamelyik, jelenleg az ITRS, megvaldsuldsanak) X tengelyével parhuzamos
helyzetét. Ezt azimitméréssel a kordbban mar megismert, az azimuitokra vonatkoz6 (322.5)
Laplace-egyenleten keresztiil biztositjuk. Ez utébbi miiveletet az ellipszoid tdjékozdsdnak
nevezzik.

A csillagaszati kiindulépontban a geodéziai ditum megaddsaval lehetségessé valik Osszefiiggd
geodéziai alaphdl6zat tovdbbi pontjainak koordindta-szamitdsa az 1. geodéziai fofeladat
sorozatos alkalmazdsaval (1d. Geodéziai alaphdldézatok tantargy).

A koordindta-szamitds szempontjabol a vonatkoztatdsi ellipszoidot a Foldhoz viszonyitva
elvileg teljesen tetszOlegesen helyezhetjiik el. A gyakorlati célszerlis€ég azonban mégis azt
kivanja, hogy az ellipszoidot olyan helyzetbe hozzuk, hogy a természetben kijelolt geodéziai
alaphalézatunk az ellipszoidnak is arra a feliiletdarabjara (arra a részére) essék, ahol a
foldfelszinen is, a valdésdgban van. Ez ugyanis azzal az el6nnyel jar, hogy egyrészt
alappontjaink ellipszoidi koordinatai a mért szintfeliileti koordinatdkt6l csak kis mértékben
fognak kiilonbozni, igy a pontok valddi foldfelszini helyzetét is j6 kozelitéssel jellemzik,
masrészt az egész halozatunk az ellipszoidnak arra a részére keriil, amelynek gorbiileti
viszonyai a hdlézat teriiletén a geoid alakjanak megfelelnek. Igy, a természetnek az ellipszoid
feliiletére leképezésével jaro elkeriilhetetlen vetitési torzuldsok a lehetoségig csokkenthetok.

Megjegyezziikk, hogy a vdlasztott méreti ¢€s alaki vonatkoztatdsi ellipszoidunk
(helymeghatéarozdsainkhoz viszonyitasi alapul szolgdld) egyrészt ellipszoidi feliileti, masrészt
(geometriai kozéppontja, kistengelye és ellipszoidi kezddé merididnsikja daltal) térbeli
derékszogl koordindta-rendszert valdsit meg. Ezt a koordindta-rendszert az elhelyezési és a
tdjékozdsi adatokkal foldi ponthoz (valamely geodéziai alaphalézati ponthoz, vagy a Fold
tomegkozéppontjdhoz) kotjiikk. Ebben az értelemben minden geodéziai ddatum egy-egy (helyi,
vagy geocentrikus) vonatkoztatdsi rendszer [161.] megvalosuldsaként is felfoghato.

A geodézia fejlodéstorténete sordn a vonatkoztatdsi ellipszoid elhelyezésének haromféle
gyakorlati megolddsa alakult ki, amelyeket a kovetkezokben fogunk megismerni.

Feladatok:
- Mutassuk be vazlaton az elhelyezési adatok geometriai tartalmat!

- A geodéziai ddtum megaddsanak haromféle modja miért egyenértékii egymassal?
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42. A vonatkoztatasi ellipszoid elhelyezésének gyakorlati
megoldasai

421. Az 6nkényes elhelyezés

Az eddigiekbdl mar lathatd, hogy a vonatkoztatdsi ellipszoid elhelyezésének gyakorlati
megolddsdhoz a geodéziai alaphdlézat legaldbb egy pontjdban, a P; csillagdszati
kiindulépontban kozmikus geodéziai modszerekkel (csillagészleléssel) meg kell mérni a pont
@, A; szintfelilleti foldrajzi  koordindtdit, szintezéssel, esetleg trigonometriai
magassagméréssel meg kell hatdrozni a H; tengerszint feletti magassagat és a tdjékozas
céljara ugyancsak kozmikus geodéziai modszerrel mérni kell a pontbdl kiindul6 legaldbb egy
halézati oldal A; szintfeliileti azimutjat.

A csillagdszati-geodéziai mérések eredményeit a pont magassdgdnak ismeretében (a
fliggbvonal gorbiiltsége miatt a mar megismert (3322.2.) Osszefiiggéssel) éaltalaban a
tengerszintre kell dtszdmitani. Igy végeredményben a mért és atszamitott szintfeliileti foldrajzi
koordinatdk megadjdk a csillagdszati kiindulépont geoidi megfeleldjében a szintfeliileti
normalis (a geoidi helyi fiiggbleges) térbeni helyzetét.

Ha ezeket a méréseket valéban csak egyetlen pontban, a csillagdszati kiindulépontban
végeztilk el, akkor a vonatkoztatdsi ellipszoid elhelyezésének legegyszeriibb esete, az
onkényes elhelyezés abbdl all, hogy a mar emlitett gyakorlati szempontok [41.] figyelembe
vételével a csillagdszati kiindulépont ellipszoidi koordinatdit a mért szintfeliileti értékek
kozelében tetszés szerint felvessziik.

Ennek kézen fekvo megoldésa az, hogy az ellipszoidi helymeghatdrozé adatok értékrendszerét
a pont geoidi megfeleldjének szintfeliileti foldrajzi koordinatdival €s tengerszint (geoid) feletti
magassagaval azonos értékben allapitjuk meg, azaz

o =D
/11 E/ll
h1 = H1.

Ez més szdval azt jelenti, hogy ebben a pontban a fiiggévonal-elhajlds 0sszetevok és a geoid-
ellipszoid tdvolsag értékrendszerét nulla értékben vessziik fel, vagyis

£=0
=0
N, =0.

Ezzel a megoldéassal azt érjiik el, hogy vonatkoztatdsi ellipszoidunk kivalasztott feliileti
normalisat a csillagdszati kiindulépontban (pontosabban ennek geoidi megfeleldjében) a pont
geoidi helyi fiiggolegesével egybeejtjiik, és az ellipszoid felszinét abban a pontban a geoidhoz
érintd helyzetbe hozzuk.

Az ezzel a felvétellel a csillagdszati kiindulépont geoidi megfeleléjében érinté helyzetbe
hozott ellipszoidunk az e ponton dtmend kivélasztott feliileti normélisa koriil még tetszés
szerint forgathaté a térben. Az ellipszoidnak a kordbban leirt tdjékozdsdra, azaz a tengelyek
parhuzamossigénak biztositasara hasznéljuk fel az azimiitmérés eredményét.

A csillagészati kiindulépontbdl kidgazé kivalasztott alaphdlézati oldal mért (és a geoidra
atszamitott) szintfeliileti (geoidi) azimutjat a (322.5) Laplace-egyenletbe beirjuk. Esetiinkben
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nulla értékii fliggdvonal-elhajlds 6sszetevokkel szamolva, megkapjuk ebbdl a széban 1€vo
hélézati oldalnak megfeleld normalmetszet ellipszoidi azimiitjdt olyan helyzetl ellipszoidra
vonatkozéan, amelynek kistengelye a foldi térbeli derékszogli koordindta-rendszer
(valamelyik, jelenleg ITRS megvaldsuldsdnak) Z tengelyével, ellipszoidi kezdd merididnsikja
ennek X tengelyével, (a mérési megbizhat6sdgnak megfelel6 mértékben) parhuzamos. Ez az
ellipszoidi azimut ebben a kiilonleges esetben éppen a geoidi azimuittal egyenld.

(Megjegyezziik, hogy a tovdbbi koordindta-szamitdshoz ezt a kiindulé -ellipszoidi
azimutértéket, a Geodéziai alaphdlozatok targyban megismert médon, a geodéziai vonalra
még at kell szamitani!)

Az 1igy elhelyezett és tdjékozott vonatkoztatdsi ellipszoidunk geometriai kdzéppontja,
kistengelye és ellipszoidi kezdd merididnsikja — a foldi térbeli derékszogli koordinata-
rendszer (valamelyik, jelenleg ITRS megvaldsuldsdhoz viszonyitva eltolt helyzetli ) — (x,y,2)
helyi térbeli derékszogli koordindta-rendszert is meghatédroz.

Ezzel az eljardssal tehat minden egyes 0Ondlld geodéziai alaphdlézathoz (a csillagdszati
kiindul6pontjukban) egy-egy 6nall6 koordindta-rendszert létesitiink, amelyek egymadssal csak
annyi kapcsolatban vannak, hogy koordinéta-tengelyeik (a mérési megbizhatésdgon beliil)
egymdssal parhuzamosak. A tengelyek egymashoz viszonyitott eltoldsanak mértéke viszont
ismeretlen, €és az eddigi adatokbol nem is hatdrozhaté meg.

Az ily médon végzett dnkényes elhelyezés elonyei:

- egyszerlsége,

- csak egyetlen pontban igényel csillagdszati-geodéziai (foldrajzi helymeghatdrozds)
méréseket €s

- a csillagdszati kiindulépont kornyezetében a foldfelszinnek az ellipszoidra vetitésével jaro
torzulasokat a lehetd legkisebbre csokkenti.

Ezekkel szemben hatranya nagyobb Kkiterjedésti hdl6zatok esetében mutatkozik, amikor a
hal6zatban a csillagdszati kiinduléponttdl tdvolodva a torzuldsok a szélek felé egyre
novekednek. Igy a torzuldsi viszonyok a hélézat teriiletén igen kiilonbozéek lehetnek. Ezen a
hatranyon segit a vonatkoztatasi ellipszoid relativ elhelyezése.

Feladatok:
- Szemléltessiik vazlaton a & = 77, = N| = 0 6nkényes elhelyezés geometriai tartalmat!

- Mutassuk be ugyanezen a vdzlaton a hédl6zat tetszdleges P; (i # 1) pontjainak fiiggdvonal-elhajldsat és a geoid-
ellipszoid tavolsagat! Hogyan oszlanak ezek el a hdldzat teriiletén?

- Onkényes elhelyezés esetén dltalaban milyen helyzetbe keriil az ellipszoid geometriai kozéppontja a Fold
tomegkodzéppontjahoz viszonyitva?

- Mi biztositja a megfelelé koordinata-tengelyeknek a megkivant parhuzamossdgat, miért, és milyen
megbizhatésdggal?

- Miért hatdrozzuk meg a csillagdszati kiindulépont szintfeliileti foldrajzi koordinatait?
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422. A simulé (relativ) elhelyezés

A vonatkoztatési ellipszoid simulé elhelyezéséhez az sziikséges, hogy a geodéziai alaphélézat
tobb pontjdban is végezziink csillagiszati-geodéziai (foldrajzi helymeghatdrozds) méréseket
és — bizonyos esetben — magassdgmeghatirozast. Ez esetben ugyanis lehetségessé vélik az
elhelyezési adatok kiszamitdsa oly moédon, hogy a vélasztott vonatkoztatdsi ellipszoidot a
hdlézat egész teriiletén simuld helyzetbe hozzuk a geoidhoz. Igy a természetben kijelolt
hal6zatnak az ellipszoidra vetitésével jar6 elkeriilhetetlen torzuldsok legaldbb a Ilehetd
legkedvezdbb eloszldsban fogjak terhelni a hdldzatunkat.

A simul6 elhelyezésnek kétféle megoldasa alakult ki a gyakorlatban attél fiiggden, hogy a
simuld helyzet eldéllitdsakor az ellipszoidnak csak a sajit felszine irdnydban végzendd (Un.
vizszintes), kétdimenzios, vagy vizszintes €s fliggdleges, azaz hdromdimenziés mozgatasat
tessziik lehetové. Megjegyezziik, hogy a csillagdszati kiinduléponton kiviili csillagdszati
geodéziai pontok magassdgara csak ez utébbi esetben van sziikség.

Az eldbb emlitett kétdimenzids (feliileti) megoldds Helmert nevéhez flizddik és gyakran
transzlativ - fiiggovonal-elhajlds kiegyenlitésnek” nevezik. A haromdimenzids (térbeli)
megoldast Vening Meinesz dolgozta ki €s projektiv fiiggovonal-elhajlds kiegyenlités néven
ismert a geodéziai gyakorlatban. Megjegyezziik, hogy valdjdban egyik eljards sem
kiegyenlités a sz6 valddi értelmében, hanem a legkisebb négyzetek mdodszerének alkalmazdsa

az elhelyezési adatoknak ,folos szdmu” egyenletb6l a fiiggdvonal-elhajlasok
négyzetdsszegének minimumfeltétele melletti kiszdmitaséra.

Mindkét szamitdsi eljardsnak &ltaldnosabb alakjaval mar megismerkedtiink a feliiletek
modszerének tirgyaldsakor [323.]. A kiilonbség (és egyben az egyszeriisités) ehhez
viszonyitva abban 4ll, hogy akkor a legjobb simuléds érdekében az ellipszoidi. adatok (fél
nagytengely és a lapultsdg) valtozdsit is megengedtiik a szamitds sordn, s6t éppen ezen
ismeretlen valtozdsok meghatirozasa volt az elsddleges célunk. Ezzel egyidejlileg megkaptuk
még a simulé méretli és alaku ellipszoid legkedvezdbb elhelyezését €s tajékozdsat biztositd
ismeretlen mennyiségek (a csillagdszati kiindulé pont ellipszoidi koordinatdinak és a kiindul6
oldal ellipszoidi azimutjanak) szdmértékét is. Jelen esetben viszont mdr adott (tobbnyire
nemzetkozileg ajanlott) méretii és alaki ellipszoid simuld elhelyezését keressiik, igy az
ismeretlenek vektordbdl elmarad az ellipszoidi adatok valtozdsa, és maradnak csak az
elhelyezés és tdjékozds adatai. Igy az ismeretlenek szdma hdromra, illetve a projektiv médszer
esetében négyre csokken. Egyébként a szdmitds moddszere elvben megegyezik a maér
megismert eljaraséval.

A gyakorlatban azonban ennek kiss€é modositott két valtozata terjedt el. A moddositas
mindkettében  abban  4ll, hogy a  fiiggdvonal-elhajldsok  négyzetdsszegének
minimumfeltételéhez még hozzdveszik az azimitra vonatkozé Laplace-ellentmonddsok
négyzetosszegének minimumat is, ezzel mindjart a legkedvezdbb tdjékozast is biztositva. (A
Laplace-ellentmondds valamely Laplace-pontbdl kiindulé hédlézati oldalra az azimuitmérés
alapjan, a (322.5) Laplace-egyenletbdl kiszamitott ellipszoidi azimut és ugyanerre az oldalra a
kezdd hélézati oldal azimutjabol a mért hélézati szogekkel levezetett ellipszoidi azimut
kiilonbsége.)

Wolf szabatos (a legkisebb négyzetek mddszere szerinti) megolddsa csak abban kiilonbdzik az
eredetileg megismert Helmert-féle eljarastol, hogy a fiiggdvonal-elhajlasok négyzetosszege
mellett a Laplace-ellentmonddsok négyzetdsszegét is bevonja a minimumfeltételbe, de
kiilonben a szdmitist a mar megismert szabatos eljards szerint végzi. A kibdvitett
minimumfeltétel miatt a javitdsi egyenletekben és tisztatag vektorokban is adddik kiilonbség,
ugyanis a Laplace-egyenletre tekintettel, itt negyedik féle javitasi egyenlettipust is fel kell
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allitani, ha a pontban azimut és hossziusagmérést is végeztek. A tisztatag vektor is boviil a
Laplace-ellentmondésok eldzetes értékével.

Ledersteger kozelito modszerében kiilon elégiti ki a fliggdvonal-elhajlasokra vonatkozé
minimumfeltételt és ezzel szamitja a dg, és a da; ismeretlent, majd kiilon szdmitasi 1épésben
elégiti ki a Laplace-ellentmondédsok négyzetosszegének minimumfeltételét, és szamitja a dA1
ismeretlent. A mddszer kozelito volta ellenére a gyakorlat szdmara elegendden j6 eredményre
vezet, és elOnye a szamitds egyszerliségében €s gyorsasdgiban van.

Végeredményként tehdt a csillagdszati kiindulépontnak a felvett méretii, alaki €s a hdlozat
teriiletén a geoidhoz simulé helyzetbe hozott ellipszoidra vonatkozd ellipszoidi szélességét,
hosszusagat, illetve fliggdvonal-elhajlas Osszetevdit, valamint a kiindulé oldal ellipszoidi
azimutjat (és esetleg geoid-ellipszoid tdvolsdgat, Vening Meinesz eljarasa esetében) kapjuk.
Ezek ismeretében a javitdsi egyenletekbdl szamithatok még a haldzat tobbi csillagdszati-
geodéziai pontjainak a simuld ellipszoidra vonatkozé fliggdvonal-elhajldas Osszetevoi, a
tovabbi mért oldalak ellipszoidi azimitja (€s esetleg ezen pontok geoid-ellipszoid tavolsaga)
is. Ezen adatokbol konnyen képezhetOk a csillagdszati-geodéziai pontok ellipszoidi
koordinatdi a mért szintfeliileti foldrajzi koordinatak alapjan.

Ily médon a simul6 (relativ) elhelyezéssel minden 6ndllé geodéziai alaphal6zathoz egy-egy
helyi simulo elhelyezésii (tehat egymdstdl fiiggetlen) koordindta-rendszert hozunk I1étre,
amelyek egymdssal csak annyi kapcsolatban vannak, hogy a koordindta-tengelyeik egymassal
(a mérési megbizhatésagnak megfeleld6 mértékben) parhuzamosak, de egymastdl ismeretlen
tdvolsdgban helyezkednek el. A gyakorlat azt mutatja, hogy ezek a tdvolsdgok néhanyszor
100 m nagysagrendiiek, vagy ennél kisebbek, mig a tengelyek parhuzamossaga a jelenlegi
méréstechnika mellett mintegy 1”-en beliil biztosithato.

A megolddsnak minden esetre elonye, hogy a természetnek a simuld elhelyezési
vonatkoztatdsi ellipszoidra vetitésekor keletkezd (elkeriilhetetlen) torzuldsok mértéke és
eloszlasa a héldzat teriiletén a lehetd legkedvezdébb, mert az ellipszoid a geoidhoz igen kozeli
helyzetben van. A XX. szdzad mésodik feléig (végéig) az egyes orszdgok nagyméretaranyu
felmérésének alapjat képezd nemzeti geodéziai alaphdlézatok szdmitisdhoz ez volt a
vonatkoztatasi ellipszoid elhelyezésének szinte kizdrélagosan hasznélt médszere.

Tudomadsul kell venni azonban, hogy a kiilonb6zé simuld (relativ) elhelyezési helyi
rendszerekben megadott koordinatdk kozos szdmitdsi  eljdrdsba (pl. azimut- és
tdvolsdgszamitds a II. geodéziai fofeladat segitségével) nem vonhatok be. Ez az orszagok
kozotti nemzetkozi miiszaki, kozlekedési (1€gi, tengeri, felszini jarmiivek, lreszk6zok, stb.
irdnyitasa), gazdasagi, stb. kapcsolatok, egyiittmikodések egyre erdteljesebbé valasaval
kezdett gondokat okozni. Igy gyakorlati igényként jelentkezett az egyes helyi ellipszoidi
rendszerek kozotti kapcsolat létesitése, illetve egységes, kozos elhelyezésii vonatkoztatasi
ellipszoid bevezetése. Ezt a célt szolgélja a vonatkoztatési ellipszoid elhelyezésének harmadik
lehetdsége, amelynek alkalmazdsa esetén az itt emlitett nehézségek nem meriilnek fel.

Feladatok:
- Szemléltessiik vazlaton a simuld (relativ) elhelyezés alapelvét!

- Mutassuk be vazlaton az egymadst6l fiiggetlen geodéziai alaphdlézatokhoz szamitott simuld elhelyezésii
vonatkoztatdasi ellipszoidoknak a Fold tomegkozéppontjahoz és forgastengelyéhez viszonyitott helyzetét.

- Mi a simul¢ elhelyezés elonye és hatranya?
- Miben egyezik és miben kiilonbozik a vonatkoztatdsi ellipszoid simul6 elhelyezése a feliiletek médszerét61?

- Mibdl szarmazik a Laplace-ellentmondas?

9-6



9. Hét

- Miért nem lehet az egész geoidhoz egyetlen simul ellipszoidot illeszteni ezzel a mdédszerrel?

- Mi a feltétele annak, hogy simulé (relativ) elhelyezést szamithassunk?
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423. A geocentrikus elhelyezés

A mai felhaszndl6i igények a kordbbi, egymastdl fiiggetlen helyi (nemzeti) halozatok helyett a
foldfelszin nagy részeire, a foldrészekre, s6t az egész Foldre kiterjedd (kontinentdlis,
interkontinentdlis, globdlis) geodéziai alapponthdlézat(ok), geodéziai vildghédlézat(ok)
kialakitasat kovetelik meg. Ez akkor oldhat6 meg, ha a Fold barmely részén kialakitott
geodéziai halézat pontjainak koordinatdit egy €s ugyanazon (méretli, alaki és elhelyezésii)
kozos vonatkoztatési ellipszoidon szdmitjuk.

A jelenlegi gyakorlatban geodéziai vonatkoztatasi rendszert csak fizikai mddszerrel alkotunk
[34.]. Lattuk, hogy ennek eredményeként olyan vonatkoztatdsi ellipszoid méretét és alakjat
kapjuk, amely a geoid egészéhez ugy simul, hogy geometriai kozéppontja a Fold
tomegkozéppontjaval, kistengelye a foldi térbeli derékszogii koordinata-rendszer (valamelyik,
jelenleg az ITRS megvaldsuldsanak) Z, ellipszoidi kezd6 merididnsikja annak X tengelyével
parhuzamos. A vonatkoztatasi ellipszoidnak ezt az elhelyezését neveztiik geocentrikusnak.

Ha geodéziai alaphdlézatunkat ilyen (geocentrikus) elhelyezésii vonatkoztatdsi ellipszoidon
akarjuk szamitani, akkor az ellipszoid elhelyezése kotott, €s a geodéziai datum elhelyezési
adatai most a hal6zatunknak az elhelyezését adjdk meg az ellipszoidon. De ez utébbit sem
valaszthatjuk meg szabadon, hiszen a fizikai foldfelszin és rajta a geodéziai alaphdlézatunk a
Fold tomegkodzéppontjdhoz viszonyitva valamilyen adott természetbeni helyzetben van, amit
mérésekkel kell meghataroznunk.

Méréseink eredményeibdl geodéziai alaphdlézatunk P1 kiindulépontjdnak a geocentrikus
elhelyezésti alapfeliiletre vonatkoz (¢, Ai, hi)eeoc koordindta-harmasét kell kiszdmitani. Ha
ezeket tekintjiik halézatunk elhelyezési adatainak, azaz

¢%, ¢a
A=l (423.1)
}Zl }11

geoc

és beldliik szamitjuk az 1. geodéziai fofeladattal a tobbi hdldzati pont koordinatdit, akkor ez
utébbiak is valamennyien geocentrikus ellipszoidi foldrajzi koordinatdk lesznek. Igy, a Fold
barmely részén, akdr egymadstdl teljesen fiiggetleniil kialakitott, (geometriai mddszerekkel
mért) geodéziai alaphdlézatok valamennyi pontjdnak helyzetét, koordinatdit azonos
koordinata-rendszerben ismerjiik. Egymast6l barmilyen messze fekvo hédlézati pontok kozott
szamithatunk tdvolsdgot és azimutot a pontok koordindtdibol (a II. geodéziai fofeladat
algoritmusaval).

Ezzel szemben, valamelyes hatranyként jelentkezik az, hogy, mivel a geocentrikus
elhelyezésii ellipszoid a Fold egész geoidjdhoz simul, egyes helyeken mintegy £130 m-rel
eltérhet tole. Ez pedig a foldfelszinnek az ellipszoidra vetitésével jaré torzuldsok
szempontjabol nem kedvezd (pl. nagyméretaranyu térképezés). A mai geodéziai gyakorlat , az
eldnyok mellett, ezt a hatranyt nem tekinti jelentdsnek.

A koordinéta-szamitdshoz természetesen itt is sziikség van a hal6zati kiindul6 oldal ellipszoidi
azimutjara, azaz a halézat tdjékozdsara. Ez meghatdrozhaté csillagdszati-geodéziai
modszerrel, azimutméréssel, vagy esetleg a kiindulé oldal masik végpontja geocentrikus
ellipszoidi foldrajzi koordinatainak meghatdrozasaval.

10-1



Oravézlat a Fels6geodézia eldaddsaihoz

A geocentrikus ellipszoidi koordindtdk meghatarozasanak legelterjedtebb és jelenleg
legmegbizhatobb mdédja a mesterséges holdak geodéziai észlelésén (pl. GPS-méréseken)
alapszik. Tudjuk, hogy beldliik mindig geocentrikus koordindtdkat kapunk (kozvetleniil nem
is tudunk madst), mert a mesterséges holdak pédlydja a Fold tomegkozéppontja koriil alakul ki
(Kepler 1. torvénye), és ezért a pélyapontok koordinétdit is geocentrikus elhelyezésii
koordindta-rendszerben szdmitjak és adjdk meg (pl. a WGS84 koordinata-rendszere).

A geocentrikus ellipszoidi koordindtdk meghatdrozdsanak masik lehetséges utja, ha a P,
kiindulé pontban f6ldrajzi helymeghatdrozds mérésekkel meghatirozzuk a pont (@, A;)
szintfeliileti foldrajzi koordinatdit és szintezéssel H; geoid (tengerszint) feletti magassagat,
valamint Ag nehézségi rendellenességekbdl a pont geocentrikus (korabbi megjeloléssel:
abszolut) fliggdvonal-elhajlds 6sszetevdit €s geoid-ellipszoid tdvolsdgat. Veliik a geocentrikus
elhelyezés adatai

¢H ¢% GZH éi
A=A | =|A |+|n/cose, , (423.2)
hl l ge()(‘ Hl Nl geOC
ahol
51 § (Ag )
n | =|nag)| (423.3)
N, N (Ag )

geoc

A fliggdvonal-elhajlas Osszetevok €s a geoid-ellipszoid tavolsag kapcsolatit a nehézségi
rendellenességekkel a Fizikai geodézia tantargy targyalja. Ezek az Osszefiiggések és a normal
nehézségi erdtér szerkezetét meghatidrozd, mar megismert képletek [343.] tartalmazzdk azt a
feltételt, hogy a koordinata-rendszer kezd6pontja a Fold tomegkozéppontjaval egybeesik.

Az elérhetd megbizhat6sdg vonatkozdsiaban megjegyezziik, hogy a mesterséges holdakra
végzett mérésekbdl  levezetett  geocentrikus  koordindtdk  kozéphibdja, egyedi
pontmeghatarozds esetén, kozel 4ll a csillagdszati geodéziai mérésekéhez (£1+5 m). Ha
valamely pont helyzetét valamely vildghal6zat (ITRF), vagy helyzetiinkben az egységes
eurdpai halézat keretpontjaira (EUREF) tdmaszkodé mérésekkel vezetjiik le, a megbizhatésag
két nagysagrenddel is jobb lehet. A gravimetriai meghatidrozasbol szdrmaz6 elhelyezési
adatok kozéphibdja inkdbb 10 m nagysiagrendii és erdsen fiigg a pont kornyezetének
gravimetriai felmértségétdl, igy ez a megoldas a mesterséges holdak megjelenése 6ta mdr
inkabb csak elvi jelentdséglivé valt.

A mai geodéziai gyakorlatban egyre inkdbb elterjed a geodéziai alaphdl6zatok mesterséges
holdas meghatdrozasa (GPS-hdlézatok, magyarorszagi OGPSH). Ezekben természetesen
kozvetleniil geocentrikus elhelyezésli ellipszoidi koordindtdkat szdmithatunk. Ugyanakkor
szamos orszagban, mint Magyarorszagon is, kozhasznédlatban vannak a korabban, geometriai
modszerekkel mért (hagyoményosan kialakitott) geodéziai alaphélézatok (is). A felsdgeodézia
egyik fontos és idOszeri feladata ezeknek, a méar kordbban helyi simul6 ellipszoidon
kiszamolt hdl6zatoknak valamely vildghdlézatba beillesztése. Ilyen esetekben a meglévd helyi
hal6zat tobb pontjan végzett mesterséges hold észleléssel geocentrikus (pl. WGS)
koordinatdkat is meghatarozunk, és az igy nyert — mindkét rendszerben ismert koordindtdju
pontok alapjan — a tobbi pontok helyi rendszerti koordinatdit a geocentrikus rendszerbe
atszamitjuk. Ennek mdédszereivel a kovetkezOkben fogunk megismerkedni.
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Feladatok:

- Mutassuk be vazlaton a geocentrikus, (vagy kordbbi elnevezéssel: abszolit) elhelyezés
geometriai tartalmét!

- A mesterséges holdakra végzett mérések miért geocentrikus koordinatdkat eredményeznek?
- Mi az eldnye és a hatrdnya a geocentrikus elhelyezésnek?

- Mi a feltétele annak, hogy az alapfeliiletet geocentrikus elhelyezésbe hozzuk?

43. Atszamitds kiilébnbézé vonatkoztatdsi rendszerek kozott

Bar, mint lattuk, az elvi és gyakorlati lehetdség fenndll kozos geocentrikus koordindta-
rendszerben egységes geodéziai vildghdlozat kialakitdsdra, a jelenlegi geodéziai gyakorlat,
egyelére még széles korben, haszndl helyi (6nkényes vagy relativ) elhelyezésii vonatkoztatasi
ellipszoidokat. Mindaddig, amig ez az allapot fennall, fel kell késziilni arra, hogy egyes helyi
rendszerekben megadott (¢, 4, h) ellipszoidi foldrajzi koordindtdkat, vagy (& #, N)
fliggdvonal-elhajlds OsszetevOket és/vagy geoid-ellipszoid tavolsdgokat mdsik vonatkoztatdsi
rendszerbe is 4t tudjunk szdmitani.

Hasonl6 igény meriil fel a geodéziai gyakorlatban akkor is, amikor ugyanazon geodéziai
alaphdlézat pontjainak koordindta-szamitdsahoz bevezetett geodéziai ditumot késobb,
valamilyen okbdl, djabbra kivdnjuk felcserélni. Ilyenkor elképzelhetd, hogy a kordbbi
vonatkoztatasi ellipszoid szdméra az wjabb csillagdszati-geodéziai mérések eredményeinek
figyelembevételével korszerlibb elhelyezési adatokat szdmitva megvaltoztatjuk ennek
elhelyezését. De az is lehetséges, hogy egyidejiien mas méretii €s alaku alapfeliiletet (pl. jabb
nemzetkozi ellipszoidot) is be kivanunk vezetni. Az a véltozat is gyakori a geodéziai
gyakorlatban, hogy valamely kiszdmitott geodéziai hal6zat kordbban felvett vonatkoztatasi
ellipszoidjit kivanjuk korszeriibbel felcserélni. A mai gyakorlatban egyre tobbszor vélik
sziikségessé valamely helyi elhelyezésii rendszerbdl geocentrikusba, vagy forditva,
atszamitani.

Mindezen feladatokat gyiijtdnéven ditummaodositasnak nevezziik.

431. A datummaodositas hatasainak kiszamitasa

A datummodositds valéjdban koordindta-transzformadciot jelent a pontjaink térbeli derékszogii
koordinatai kozott. Ezért a datummodositds hatdsainak kiszdmitdsdhoz a kiinduld
Osszefiiggéseket térbeli derékszogli és az ellipszoidi foldrajzi koordindtdk kozotti — a
koordindta-rendszerek targyaldsakor mar megismert — 0sszefiiggések képezik.

A tovéabbiakban egyelore feltételezziik, hogy a vonatkoztatdsi rendszereink koordinéta-
tengelyei egymadssal parhuzamosak, €és igy az atszdmitdsokban csak parhuzamos eltoldsokat
vesziink figyelembe.

Vezessilk be a kovetkezd jeloléseket a térbeli derékszoghi és az ellipszoidi foldrajzi
koordinatak kozotti transzformacio leifrdsara:
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X (N + h)cos @cos A
y|=r(@, A, ha, f)y=| (N+h)cosgsinA |, (431.1)
z [N1=e2)+ hsing
ahol
N= a(l—ezsin2(1))—1/2 (431.2)

itt az ellipszoid hardntgdrbiileti sugara és e* = 2f — £ az elsé numerikus excentricitds
négyzete.

Sziikségiink van még a (431.1) inverz fliggvényére is, amit a kovetkezOképpen fogunk jeldlni:

[ z+e?bsin’ 6]
arctg ——————
@ p—e-acos” @
Al=r"'(x, v, z;a, f)= arctg > , (431.3)
X
h
P__nN
cos @
ahol
0= arctgz—‘; (431.4)
p

segédszog, p = (x> + y9)1/2 a pontnak a z tengelytl mért tévolsdga és e’ > = e*/(1 — ¢%) a
masodik numerikus excentricitds négyzete.

A datummodositas hatdsainak kiszamitasat harom részben targyaljuk.

431.1 A koordinata-rendszer kezdépontjanak eltolodasa

Valamely geodéziai alappont-hélézat tetszéleges P pontjanak (¢, A, h) koordinatdit ismerjiik a
kiillonbozd datumadatokkal jellemzett 1 és 2 jeli rendszerben. Legyen a feladatunk a
kiillonbozé méretii, alaku és elhelyezésti két vonatkoztatési ellipszoid geometriai kozéppontja
egyméashoz viszonyitott helyzetének (eltoloddsdnak) meghatarozésa.

A megoldast az el6zéekben [431.] ismertetett koordindtadtszamitas segitségével egyszeriien
megkaphatjuk azaltal, hogy a (431.1) Osszefliggés értelemszerli alkalmazdsaval kiszamitjuk
mindkét rendszerben a pontunk térbeli derékszogii koordinétaival a pont 1r(X, Y, Z) és or(x, y,
z) helyvektorit.

X
r= | Y | =r(G@ 4 1h; 4, 1f) (4311.1)
Z

1L

X
or = | y| =r(@, 24, 215 20, of). (4311.2)
Z

2L
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Ezek utdn a 2 jelli rendszer kezddpontjanak (origdjanak) az 1 rendszeréhez viszonyitott ro(Xo,
Yo, Zp) eltolasvektora a P pont kétféle helyvektordnak

o= ,r — I (4311.3)
kiilonbségeként szamithato.

Ezt a megoldast alkalmazhatjuk minden olyan pontra, amelyiknek mindkét rendszerbeli
koordinatait ismerjiik. Ez lehet a hal6zatunk csillagéaszati kiindulépontja, vagy barmely masik
ilyen pontja.

A gyakorlatban ez a feladat vagy kiilonboz6 geodéziai ddtummal jellemzett helyi rendszerek
egymashoz viszonyitott, vagy valamely helyi rendszer geocentrikus elhelyezésének vizsgalata
soran meriil fel.

431.2 Az ellipszoidi foldrajzi koordinatak atszamitasa

Oldjuk meg a forditott feladatot, és szamitsuk ki az 1 jelti rendszer |E(a, f) ellipszoidjara
vonatkoz6 (¢, 4, h) ellipszoidi koordinatdkkal jellemzett tetszéleges P foldfelszini pontnak a
2 jelti rendszerbeli »(¢, 4, h) ellipszoidi koordinatdit, ha a geodéziai ditum megvéltozasat az
ellipszoidi jellemzdk ,E(a, f) 1) értékével, valamint az ellipszoid geometriai kézéppontjanak
1y eltolasvektoraval adott 4j helyzetével jellemezziik.

Ez esetben el0szor a (431.1) Osszefiiggés segitségével meghatirozzuk a P pont térbeli
derékszogl koordinatdit az 1 jelli rendszerben

ir= r(l(p? 12’ lha 14, lf)? (43121)
majd figyelembe vessziik azt, hogy a pont 2 jelli rendszerbeni helyzetét az
of =T 4T (4312.2)

Osszefiiggéssel meghatdrozva, a (431.3) inverz transzformdciéval a kivant eredményhez
jutunk:

=r'(,x, ,y 12 ,a, ,f) (4312.3)

> o S

2

Kovetkezo feladatként szamitsuk ki, hogy mennyit valtoznak valamely geodéziai alaphdl6zat
tetszéleges P pontjdnak az 1 jelii rendszerben ismert ;(¢, 4, h) ellipszoidi koordinatai akkor, ha
a datum megvéltozdsa a P; pont 2 jelii rendszerbeli ellipszoidi foldrajzi koordinéatdinak
ismeretében adott.

Ezt a feladatot is egyszeriien megoldhatjuk két Iépésben tgy, hogy a [431.1]-ben ismertetett
modon eldszor meghatdrozzuk a vonatkoztatési ellipszoid geometriai kozéppontjdnak a 2 jelt
rendszerbeni helyzetét (azaz az 1, eltoldsvektort), majd pedig kovetjik az el6z6
bekezdésekben vazolt szamitési eljarast a P pont 2 jelli rendszerbeni (¢, 4, h) koordinatdinak
szamitdsara.
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431.3 A figgovonal-elhajlasok és a geoidundulacidk atszamitasa

Szamitsuk ki a P tetszleges halozati pont (& #) fliggdvonal-elhajlas OsszetevOinek és N
geoid-ellipszoid tdvolsdganak megvaltozdsat, ha a geodéziai datumot a P; csillagdszati
kiindulépont hasonl6 adataival adjuk meg mind az 1, mind a 2 jeli rendszerben.

Ekkor azt kell figyelembe venni, hogy a pont (&, A) szintfeliileti foldrajzi koordinatai és H
geoid (tengerszint) feletti magassdga a természetben mért értékek, amelyek a ditum
modositdsa miatt nem valtoznak. Ezért a fiiggdvonal-elhajlas (322.2) és (322.3)
alaposszefiiggéseit és a geoidundulacio értelmezését tekintetbe véve, felirhatjuk azt, hogy

IE+H19=20+20=P
1m/cos @ + 1A =m/cos ¢ +24=A (4313.1)
—1N+1h:—2N+2h:H.

Ezekkel az 0Osszefiiggésekkel mind a P; csillagdszati kiindulépontban, mind valamely
tetszOleges P pontban kapcsolatot teremtiink az ellipszoidi foldrajzi koordindtdk valamint
fliggbvonal-elhajlds OsszetevOk és geoidunduldcidk két kiilonb6zé geodéziai datumhoz
tartoz6 értékei kozott. Ezzel pedig a feladatot visszavezettiik az el6z6 pontban mondottakra,
azaz az ellipszoidi foldrajzi koordinatdk atszdmitasara.

*k

Mint lattuk, az 1 és a 2 jelli (pl. valamely helyi és geocentrikus vagy maés tetszdleges két
geodéziai rendszerben adott koordinatdk, fiiggdvonal-elhajlasok, geoid-ellipszoid tdvolsdgok
atszamitdsa megoldhatd, ha ismerjilk legaldbb egyetlen pont mindkét (pl. a helyi és a
geocentrikus) rendszerbeli ellipszoidi koordinétdit vagy fliggévonal-elhajlas Osszetevoit és
geoid-ellipszoid tdvolsagat.

432. Az atszamitas hét paraméteres megoldasa

Az eddigiekben feltételeztiik, hogy az egyes helyi elhelyezésli vonatkoztatdsi ellipszoidok
altal meghatarozott koordindta-rendszerek tengelyei a foldi térbeli derékszogli koordinata-
rendszer (valamelyik, jelenleg az ITRS megvalésuldsa) koordindta-irdnyaival —
kovetkezésképpen egymadssal is — parhuzamosak. Ez esetben az egyes koordinata-rendszerek
egymastol csak parhuzamos eltoldssal kiilonboznek. Erre az (idedlis) esetre vonatkozo
koordindatadtszdmitdsi Osszefliggéseket ismertiink meg az el6zéekben [431.].

A geodézia torekszik ennek az elvi dllapotnak az elérésére, de a valésdgban ezt csak a
méréseink megbizhatésdganak megfelelé mértékben (jelenleg mintegy +1”-en beliil) sikeriil
megvaldsitani. A koordindta-tengelyek ilyen mértéki nem parhuzamossidganak hatdsa a
koordinata-szamitdsra ma mar nem elhanyagolhato, ezért atszdmitasi Osszefiiggéseinket is
pontositani kellett.

Igy térbeli derékszogii koordindta-rendszerek kozotti koordindta-atszamitdsra jelenleg
legelterjedtebben a Helmert-féle hasonlésagi transzformaciét hasznéljuk. Ennek megfeleléen
azt feltételezziik, hogy a széban 1évd két koordindta-rendszer térbeli elhelyezésben,
tdjékozdsban és méretaranyban (is) kiilonbozik egymastdl. Ekkor a két rendszer kapcsolatat az
ro(Xo, Yo, Zp) eltolas-vektor (harom Osszetevdje), a harom tengely koriili €x, €y, €z elforgatés
és a Kk méretarany kiilonbségi tényezd, 6sszesen tehat 7 paraméter hatdrozza meg.
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Ennek megfelelden az 1 jelti [X,Y,Z] és a 2 jelii [x,y,z,] koordindta-rendszer kozotti dtszamitas
az

r=ro+(I+©® R ,r (432.1)
alakban irhatd, ahol az atszamitandé pont 1, ill. 2 jelli rendszerbeli koordinatai
X X
r=|Y |, ill. ,r=|y (432.2)
Z Z
és
R=R(&) Ry(g) - R(&) (432.3)

a forgatasi matrixok szorzata. Mivel a tengelykoriili forgatdsi szogek, mint emlitettiik, (17-nél
kisebb) kicsi szogek, a (432.3) az

£, —E
R=|-¢ 1 £, (432.4)
e, -¢£ 1

egyszerusitett alakban irhato.

Ezekkel a koordinata-atszamitds 7 paraméteres modellje (amit BurSa-Wolf modellnek is
szoktak nevezni) végiilis

X X, 1 £ —&||x
Y | =Y | +(I+0)]| ¢, 1 £, yl. (432.5)
Z Z, e, -€£ 1

A benne szerepld 7 atszamitdsi paraméter szamértékét tapasztalati titon, olyan pontok alapjan
hatdrozzuk meg, amelyeknek koordinatdit mindkét rendszerben ismerjiik. Ezekre a pontokra
az ismert koordindtdkkal a (432.5)-6t felirva, egyenletrendszert kapunk, amelynek
megoldasdval az ismeretlen dtszamitasi paraméterek kiszdmithatok.

Ha csak egyetlen ilyen pontunk van, akkor 3 skaldr egyenlet felirdsdval az eltolds-vektor (X,
Yo, Zy) harom Osszetevjét tudjuk meghatdrozni azzal a feltevéssel, hogy & = g =£=0, és «
= 0, azaz, hogy a koordinéta-tengelyek parhuzamosak és a két koordinata-rendszer kozott
nincs méretardny kiilonbség. (Ez volt a [431.]-ben targyalt eset, amit, tehdt — kiilonleges
esetként — a 7 paraméteres megoldas is magéba foglal.)

Ha van a halézatunkban legaldbb két olyan pontunk, amelynek koordindtdit mindkét
rendszerben ismerjiik, akkor a felirhat6 6 skalar egyenletbdl az eltolds vektor hirom
OsszetevOje mellett, a koordinata-tengelyek nem parhuzamossagat kifejezo &, &, & forgatasi
szogeket is ki tudjuk szamitani. Ehhez mar csak azt kell feltételezni, hogy x = 0, azaz, a két
koordinata-rendszer kozott nincs méretardny kiilonbség. A két rendszer egymashoz
viszonyitott helyzetét jellemz0 7 paraméter koziil a kiszamitand6 6 ismeretlent, természetesen
masként is megvalaszthatjuk (ha pl. valamelyik mennyiség szamértékét mar eldre ismerjiik,
vagy megkotjiik).

Ha legalabb harom, vagy ennél tobb olyan pontunk van, amelynek koordinétdit mindkét
rendszerben ismerjiik, akkor a felirhaté egyenletekbdl mar mind a 7 atszamitdsi paraméter
szamértéke meghatarozhat, s6t mivel ez esetben ,,folos szdmi” egyenletiink is van, az
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ismeretlen paraméterek a legkisebb négyzetek mddszerével szamithatok. A gyakorlatban arra
toreksziink, hogy minél tobb pont alapjin tudjuk az atszdmitdsi paramétereket meghatarozni,
és azok eloszldsa az atszamitand6 pontmezd (haldzat) teljes teriiletét jol fedje le.

Mivel a gyakorlatban az ismert koordinatdk mind mérésekbdl szarmaznak, szdmolnunk kell
azzal, hogy a hélézatunk a mindkét rendszerben ismert koordinitdjai pontokra
ellentmonddsmentesen nem illeszthetd rd, vagyis maradék ellentmonddsok lesznek. (A
legkisebb négyzetes szamitds sordn éppen ezek négyzetosszegének minimum feltételét irjuk
eld.) A maradék ellentmondésok elemzésével lehet a hdlozat esetleges szabdlyos hibaforrisait
felderiteni. Vektorok alakjdban térképi dbrazoldsuk sok érdekes kovetkeztetésre ad
lehetdséget. Minden esetre tudnunk kell, hogy a kiilonb6zdségek részben a geodéziai datum
adatokban 1év0 eltérésekbdl ( a vonatkoztatasi ellipszoid egymadstdl kiillonbozd mérete, alakja,
elhelyezése, tdjékozdsa), részben pedig a hdl6zat méréseiben és szdmitdsaban rejlo szabalyos
hibakbdl adédnak.

A mai geodéziai gyakorlatban a 7 paraméteres megoldast kiterjedten hasznaljuk, egyrészt
ugyanazon alappont-hdlézatnak kiilonboz6 helyi geodéziai ddtumok atszamitdsara, masrészt a
helyi elhelyezési (hagyomdényos) halozat pontjainak geocentrikus (ITRS, ill. WGS84)
rendszerbe, vagy forditva, pl. GPS-méréssel meghatarozott Gj pontoknak geocentrikusbdl a
helyi rendszerbe dtszamitdsara. Utobbi esetekben a hdldézat mesterséges holdas mddszerrel is
meghatdrozott pontjai képezik azokat a pontokat, amelyeknek koordindtait mindkét
rendszerben ismerjiik.
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44. A Magyarorszagon alkalmazott geodéziai datumok és

kapcsolataik

A Magyarorszagon eddig bevezetett vonatkoztatisi ellipszoidok geometriai jellemzdit
megbizhatésagi mérdszamukkal egyiitt, tovdbba az alkalmazott geodéziai datumok jelolését a
44.1 tabldzatban tintettiik fel.

A 441.1. tdbldzatban a Magyarorszdgon az elmult kozel két évszazad folyaman kifejlesztett
négy orszagos haromszogelési hilézatunkhoz felvett, ill. nemzetkozi egyiittmiitkodésekhez is

kapcsol6do geodéziai ddtumok fobb elhelyezési adatait foglaltuk dssze.

44.1. tabldazat

A Magyarorszdgon alkalmazott vonatkoztatdsi ellipszoidok geometriai adatai

és megbizhatosdagi méroszamuk

Geodéziai datum

Vonatkoztatési ellipszoid

elnevezése megnevezése, éve fél nagytengely lapultsag (f)
(@) [m]

0Z1845 Oriani/Zach (1807/1812) |6 376 130 1:310

Walbeck  (1819) 6376896  +123 1:(302,78  +2,0)
B1860, B1892 (MGI)

Bessel (1841) 6 377 379,155 1:(299,1528 +4,7)
B1908, B1944 (DHG)
ED50, H1966, ED87 Hayford (1909) 6 378 388 +18 1:(297 +0,5)
S42/58, FAGH (1972)

Kraszovszkij (1940) 6 378 245 +15 1:(298,3 +0,4)
S42/83
HD72 GRS67 (1967) 6378 160 1:298,247 164 27
WGS72 WGS72 (1972) 6378 135 +5 1:298,26
ETRS89 GRS80 (1980) 6 378 137 1:298,257 222 101
WGS84 WGS84 (1984) 6378 137 +2 1:298,257 223 563

10-9



Oravézlat a Fels6geodézia eldaddsaihoz

441. Haromszogelési alaphalézataink hagyomanyos (geometriai)
elhelyezései

A mdsodik katonai felmérés céljara 1807-1869 kozott létesitett haromszogelési haldzat
helyszini és szamitdsi munkaival foglalkoz6 utasitdsokat (tobbek kozott a geodéziai datum
felvételét is) 1810-ben és 1845-ben adtik ki Bécsben. Az 1810-es utasitisban a szamitas
alapfeliiletéiil a Delambre altal 1802-ben meghatdrozott ellipszoid adatait haszndltdk, de
mivel részleteket nem taldltunk elhelyezésére vonatkozdan, ezért a tablazatban ezt nem
tiintettiikk fel. Az 1845-ben bevezetett vonatkoztatési ellipszoid nagytengelye az Oriani altal
1807-ben kozzétett ellipszoidé, lapultsdga pedig az 1812-ben megjelentetett Zdch-téle
ellipszoidé, ezért haszndljuk a geodéziai ddtum megnevezésére az OZ1845 jelolést.

A Walbeck-ellipszoid volt az alapfeliilet 1859-1860-ban a Gellérthegy kezddpont ellipszoidi
foldrajzi koordinatdinak levezetésekor, amelyeket Bessel-ellipszoidi koordindtdkként fogadtak
el. A Bessel-féle ellipszoidot tobb geodéziai datum (B1860, B1892(MGI), B1908 és
B1944(DHG)) létesitésekor hasznaltak az 1860. évi (mdsodik) felsorendii hdromszdgelési
hdlozatunk szamitasi munkdlataival Osszefliggésben. (MGI a bécsi Katonafoldrajzi Intézet,
DHG a 2. vildghédborus német katonai rendszer jelolése.)

A Il. vildaghdboriit kovetéen Magyarorszag korszeri geodéziai alapjainak 1étrehozésa sordn két
1épésben Uj I. rendli haromszogelési halozatot 1étesitettek. Elsoként lancolatvazat hoztak 1étre
1948-1952 kozott, majd a mésodik iitemben a dundntili és a tiszamenti kitoltd haldzatrész
mérésére keriilt sor. Ezekbdl egyiittesen az un. feliileti asztrogeodéziai hdlézatot (FAGH)
alakitottdk ki. Az I. rendli haromszogelési hdlézatunk pontjainak koordinatdit tobb helyi
geodéziai vonatkoztatdsi rendszerben is meghataroztak. Az egyes geodéziai datumokat
egyrészt a halézati méréseknek 6ndllé6 nemzeti kiegyenlitése keretében vették fel (mint pl. a
H1966 rendszer), masrészt nemzetkdzi egyiittmiikodések sordn kialakitott egységes
haromszogelési hdlézatok vonatkoztatdsi rendszereként megadtdk szamunkra. Ez utébbival
Osszefiiggésben kell megemliteni, hogy az un. eurdpai szocialista orszidgok 1952-ben
hataroztdk el, hogy teriiletiikon egységes asztrogeodéziai hdlozatot (EAGH) hoznak létre. Az
EAGH els6é kiegyenlitését 1958-ban végezték el, amelynek magyarorszagi részeként a
lancolatvazat fogadtdk el. Az EAGHS8 hal6zat geodéziai datumat a Pulkovo pontban 1942-
ben elhelyezett Kraszovszkij-ellipszoid hatdrozza meg. Az eredményiil kapott koordindtdk
vonatkoztatdsi rendszerét a tovdbbiakban S42/58 jeloléssel latjuk el.

441.1. tabldzat

A Magyarorszdagon alkalmazott geodéziai datumok elnevezése és elhelyezési adatai

Geodéziai Csillagdszati kiindulépont Ellipszoidi foldrajzi Déatumparaméterek
didtum
neve
elnevezése szélesség (@) hosszisag (1) 13 n g

(e "1 (e "1

Bécs(Szent Istvan
1 071845 48-12-32,75 16-22-35,58 0,00" 10,00" 0,0 m
templom tornya)
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Bécs (régi egyetemi
2 Walbeck 48-12-35,50 16-22-49,98 0,00" 0,00" 0,0 m
csillagvizsgald)
Gellérthegy
3 B1860 47-29-14,93 19-03-05,67 -3,93" |-591" 0,0 m
(levezetett)
Bécs
4 B1892 (MGI) 48-16-15,29 16-17-55,04 0,00" 0,00" 0,0 m
(Hermannskogel)
S5a Széchényihegy 47-29-37,53 18-59-31,08 0,00" | 0,00" | 0,0 m
Gellérthegy
5b |B1908 47-29-09,6380 | 19-03-07,5533 1,36" [-7,19" | 0,0 m
(levezetett)
6 [B1944 (DHG) | Gellérthegy (GK) 47-29-15,382 19-02-59,723 -4,38" [-1,86" | 0,0 m
7 |H1966 Jobbégyihegy 47-49-55,15 19-42-40,56 -2,31" [-5,98" 130,0 m
8 S42 Pulkovo 59-46-18,55 30-19-42,09 +0,16" |- 1,78" | 0,0 m
9 [FAGH(1972) |Sz6l6hegy 47-17-32,9010 [ 19-36-11,8224 -2,46" [-1,11" | 6,56 m
10 |HD72 Sz616hegy 47-17-32,6156 | 19-36-09,9865 -2,18" |+0,14" | 6,56 m
Potsdam
ED50 52-22-51,4456 | 13-03-58,9283 | +3,36" |+1,78" | 0,4 m
(Helmert-torony)
Miinchen
12 [EDS87 48-08-22,2273 [ 11-34-26,4862 -2,25" [+3,15" | 0,7 m
(Mdria-templ.t.)
WGS72 Sz616hegy
13 47-17-31,60 19-36-05,99 -1,16" [+2,84 140,20 m
(Doppler) (geocentrikus)
ETRS89 Sz616hegy
14 47-17-31,6665 [ 19-36-05,9394 -1,23" [+2,88" 142,85 m
(~WGS84) (geocentrikus)

A feliileti csillagdszati-geodéziai halézatunk méréseinek ondllo nemzeti kiegyenlitését 1972-
ben végezték el, el0szor a Kraszovszkij-ellipszoidon, amelyet Sz6/6hegy pontban helyeztek el
ugy, hogy a pont S42/58 rendszerbeli koordindtdit rogzitették. A hdalézat pontjai
koordindtdinak vonatkoztatasi rendszerét FAGH roviditéssel jeloljiik.

Célszerliségi okok miatt a hdlézatunkhoz 1972-ben 1j geodéziai datumot is vezettek be, amely
az Egységes Orszagos Térképrendszer (EOTR) alapjaul szolgdl még ma is. Ezt a geodéziai
datumot HD72-vel jeloljiik. Ennek alapfeliilete a GRS67 vonatkoztatasi rendszer RE67 jelu
forgasi ellipszoidja (amit szokdsos IUGG 1967 jeloléssel is emliteni), amelyet Szélohegy
pontban ugy vettek fel, hogy az ellipszoidot a geoid magyarorszégi feliiletdarabjdhoz simulo
helyzetbe hoztak.

A teljes feliileti csillagdszati-geodéziai hdlézatunkat az 1980-as évek elején bevontik az
EAGH 1983. évi tjabb kiegyenlitésébe. Ennek vonatkoztatasi rendszerét S42/83-mal jeloljiik.

Végiil az 1989. évi politikai valtozdsokat kévetden hédlézatunkat bevontdk a nyugat-eurdpai
orszagok ED87 jelti egységes haromszogelési hdlozatdba is. A kiilfoldon végzett szamitasi
munkdélatok eredményeként nyert ED87 rendszerbeli koordinatakat megkaptuk. Az ED87
alapfeliilete a Miinchen pontban elhelyezett Hayford-féle ellipszoid.

Ezzel tehdt haromszogelési alaphdlézatunk mindkét 1étez6 eurdpai regiondlis haldzat (S42/58,
illetve S42/83 és ED87) részévé valt (természetesen valamelyest kiillonboz6 koordinatdkkal).
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442. Alaphaldzataink elhelyezése mesterséges holdak észlelésével

Az Egységes Orszdgos Vizszintes Alapponthdlozatunk (EOVA), és késobb az Egységes
Orszdgos Magassdagi Alapponthdlozatunk (EOMA) korszerlsitése és tovabbfejlesztése
céljabol stelldris hdromszogelési hdlozatot és mitholdas Doppler-méréseket végeztiink az
emlitett hal6zatok kivélasztott pontjain az 1980-as évek folyamdn. A széban 1évé mérések
geodéziai céld hasznositdsdnak elsOdleges célja az, hogy az EOVA vonatkoztatdsi
ellipszoidjdnak (koordindta-rendszerének) a Fold tomegkozéppontjdhoz és a foldi térbeli
derékszogli koordindta-rendszer (akkor ennek CIO-BIH megvaldsuldsa) Z tengelyéhez
viszonyitott geocentrikus térbeli elhelyezkedését szamszerlien megéllapitsuk. Tovabbi cél a
halézat méretardnydnak ellendrzése valamint finomitdsa, tovabba a lehetdségekhez képest a
halézatunk esetleges belsd szerkezeti torzuldsainak feltarasa volt. A Doppler-mérések akkori
vonatkoztatasi rendszere a geocentrikus WGS72 volt.

Késobb a GPS-technika széles korli hazai alkalmazédsa céljabol orszdgos GPS-hdlozatot
(OGPSH) Iétesitettek, amely 1153 pontbdl all (ebbdl 81 egybeesik az 1. rendii haromszogelési
halézatunk pontjaival).

Az OGPSH kialakitasa 1991-re nyulik vissza, amikor is Magyarorszdgon 5 ponton végeztek
csatlakoz6 GPS-méréseket az EUREF hdél6zathoz, majd ezt kovetden tovdbbi 19 ponton,
1étrehozva a 24 pontbdl dllo kerethdlozatot. Ezt a hélézatot siiritették 1995-97 folyamén
tovabbi 1129 pont lemérésével. Jelenleg az Gn. aktiv GPS-hdldzat kiépitését végzik a FOMI-
KGO munkatérsainak irdnyitdsaval. Az aktiv GPS-hdlézat célja tobbek kozott az allami
foldmérési feladatok elldtdsa mellett a térinformatika és a navigacié alkalmazdsanak segitése.

A GPS-mérések feldolgozdsdnak geocentrikus vonatkoztatdsi rendszere a WGS84 jeli
geodéziai vonatkoztatdsi rendszer. (Mint mar emlitettiik, a kapott WGS84 koordindtdk —
figyelemmel a meghatarozds megbizhatosagira — gyakorlatilag ITRS koordindtdknak 1is
tekinthetok [161.]).

A koordinata-rendszerek targyaldsakor mar azt is emlitettiik, hogy Eurépa egységes
geodéziai-geodinamikai alapjainak kontinentdlis kiterjedésii fokozatos 1étrehozasa keretében,
a korszerli miitholdas GPS-technika alkalmazasédval, sz€éls6 pontossdgui 3D héaldzatot (EUREF)
hoznak Ilétre, melynek un. kvdazi-geocentrikus vonatkoztatdsi rendszerét Eurdpai Foldi
Vonatkoztatdasi Rendszernek (European Terrestrial Reference System 1989) nevezziik és
ETRS89-¢l jeloljiik [161.]. (Az ETRS89 jelti vonatkoztatdsi rendszer is geocentrikus volt, és
az 1989.0 epochdban egybeesett a WGS84-gyel, azonban ettdl az iddponttdl kezdve az
ETRS89 rendszer kezdépontja a Fold tomegkozéppontjatdl definicié szerint (az eurdpai tébla
mozgdasaval) fokozatosan eltér.)

Ezt a rendszert a tudoméanyos kozosség a legalkalmasabb eurdpai geodéziai daitumnak tekinti,
melyet az Eurdpai Bizottsdg (European Commission) minden bizonnyal hivatalos geodéziai
datumma fog nyilvanitani adatainak vonatkoztatisdra. A szakemberek azt ajanljdk, hogy a
jovoben az ETRS89-et haszndljak az EU tagorszdgain belill a kiilonboz6 foldmérési és
térinformatikai termékek €s adatbazisok térbeli vonatkoztatdsara, és tdmogatjdk az ETRS89
sz€les korli alkalmazdsat valamennyi tagéllamon beliil. Néhany eurdpai szervezet (a polgari
repiilés, az ipar egyes teriiletei €és a NATO, stb.) mar egységesen alkalmazza és néhany EU-
tagallamban (pl. Norvégidban) mar nemzeti geodéziai ditumként fogadtdk el.

Az elmondottaknak megfelelden, a legijabban kifejlesztett geodéziai alappont-hdl6zatunk, az
OGPSH koordinéta-rendszere a kvazi-geocentrikus ETRS89 rendszer. Ennek a hagyoményos
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(geometriai) hdromszogelési hal6zatunkkal k6zos 81 pontja lehetdséget adott a hdldzat pontjai
HD72 koordinatdinak az ETRS89-be 4tszamitdsara is.

Végiil a 442.1. tdbldzatban bemutatjuk I. rendli hdromszogelési alaphalozatunk Szdlohegy
csillagaszati kiindulépontjanak kiilonboz6 geodéziai datumokra vonatkozé ¢ A ellipszoidi
foldrajzi szélesség €s hosszisdg koordinétdit, tovabba & 7 fiiggévonal-elhajlds 6sszetevoit és
N geoid-ellipszoid tdvolsag értékeit. Ebbdl lathatd, hogy magyarorszagi viszonylatban

mennyit valtoznak ugyanazon természetbeni pontnak az ellipszoidi koordinétai a ddtumadatok
kiillonbozbdsége miatt.

442.1. tabldzat
Szolohegy I. rendii hdromszogelési pont ellipszoidi foldrajzi koordindtdi

és a datumparaméterek értéke az egyes geodéziai ddatumokban

Geodéziai Ellipszoidi f6ldrajzi Datumparaméterek
datum
elnevezése szélesség (@) hosszisag (A1) £ n N
[° " "1 [° = "1 '] '] [m]

1 B1908 47-17-34,07 19-36-14,91 -2,59 -1,60 ?
2 H1966 47-17-34,30 19-36-13,12 -2,82 -0,38 30,00
3 S42/58 47-17-32,9010 |19-36-11,8224 -2,46 -1,11 7,01
4 S42/83 47-17-32,946 19-36-11,872 -2,51 -1,15 8,02
5 | FAGH (1972) |47-17-32,9010 | 19-36-11,8224 -2,46 -1,11 6,56
6 HD72 47-17-32,6156 | 19-36-09,9865 -2,18 +0,14 6,56
7 EDS87 47-17-34,4922 | 19-36-08,8946 -4,14 +0,79 1,12
8 WGS72 47-17-31,60 19-36-05,99 -1,16 +2,84 40,20
9 EUREF89 [47-17-31,6665 |19-36-05,9394 -1,23 +2,88 42,85

443. Nemzeti vonatkoztatasi rendszereink kapcsolatai

Héaromszogelési hdlézatunk pontjainak tobbféle geodéziai ddtumra vonatkozd koordinatai
alapjan kiszamitottuk a 7 paraméteres modell [432.] atszamitdsi paramétereit a kiilonb6zo
magyarorszagi rendszerek kozott. A kapott eredményeket a 443.1 tdbldzat mutatja.

A meghatdrozott transzforméciés paraméterek szdmszerli értékei minden esetben
szignifikdnsak és azt mutatjak, hogy geodéziai alaphdlézataink vonatkoztatdsi rendszereinek
koordinéta-tengelyei egymdssal nem teljesen parhuzamosak és egymastdl az eltolési
paraméterek 4ltal jelzett tavolsdgban helyezkednek el. A tdbldzat adatai szerint ezek a
tavolsdgok néhany métertél mintegy 130 m-ig terjedé nagysdgrendbe esnek tugy, hogy a
koordindta-rendszerek kezdOpontjai a geocentrum kornyezetében, egymdastl mintegy 10-150
m-es tartomanyon beliil vannak. A koordindta-tengelyek parhuzamossagat az elmult évtizedek
mérés- és szamitastechnikaja mellett 17-en beliil biztositottdk. Az egyes geodéziai datumok
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méretardanya is eltér egymadstdl. A méretarany-kiilonbségi tényezOkre kapott értékek a

foldfelszini tdvolsdgokban 1-5 mm eltérést jelentenek km-ként.

443.1 Tabldzat

Transzformdcios paraméterek és megbizhatosdgi méroszamaik

Transzformacids paraméterek

2
§ q T
= 2 Mé . 3 g
E z . . éretarany- - . & 2
g 8 Eltol4si paraméterek AN Forgatdsi paraméterek & Ei
2 3 kiilonbség g g
] o gl @
I~ s =
3 g
2
< Xo my, Yo my, Zy Mgz, K my €, me, €, Mgy [ Mey
[m] (m] (m] (m] (m] (m] fppm] | [ppm] 1 "l 1 ] ! ]
165 ;‘fg% 3412 | 004 | 5306 | 004 | 7222 | 005 | 0009 | 0005 | 0137 | x0.001 0,041 0,002 0,118 0,000 | 001 | 485
148 ';3{';)"772' 13220 | 071 | 2896 | 068 | 10362 | =076 | 1,036 | 0073 | 069 | 0.017 0,005 0,029 0,397 0,022 | 013 | 434
148 Egg; 98,02 073 | 2414 | 0.7 3136 | 078 | 1056 | 0076 | 0827 | 017 0,046 0,30 0,517 0,023 | 014 | 434
139 gz?;; 96,06 078 | 2920 | 073 | 2337 1084 | 2116 | 0078 | 0007 | 0018 | -0,120 0,033 -0,086 #0024 | 013 | 407
139 15142;821; 35,33 054 | 5786 | 051 | 8049 | 058 | 1016 | 0054 | -0675 | 0.012 0,099 0,023 0,486 0,016 | 009 | 407
FAGH-
139 4283 -1,12 053 | 474 | 049 -8.25 1057 | 0993 | 0053 | -0811 | 0012 -0,139 0,022 -0,605 0,016 | 009 | 407
90 Ss‘lelssi 1830 | 279 | -1674 | 207 | 2745 | 234 | 5342 | 0225 | -0075 | 0.052 0,119 0,090 0,266 0,067 | 034 | 260
90 S;:‘]z)’gf' 11431 | x1.61 | 1245 | =52 | 5077 | =72 | 3214 | 0166 | -0078 | 0.038 0,241 0,066 0,357 0,049 | 025 | 260
90 s;;zggg- 16,73 213 | 4136 | 201 5296 | 227 | 4359 | 0219 | 0603 | 0050 0,211 0,088 0,742 0,065 | 033 | 260
90 SF‘K’CSEI 1749 | 245 | -1176 | 203 | -1929 | =230 | 4383 | 0222 | 0739 | 20.051 0,251 0,089 0,861 0,065 | 033 | 260
ETRSS$9-
81 HD72 59,31 +124 | 7152 | #2123 | 2198 | #2134 | 1277 | w0128 | 0325 | 0.030 0,432 0,051 0,269 0,039 | ol6 | 243
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5. A GEOID ES A FIZIKAI FOLDFELSZIN
MEGHATAROZASA

51. A feladat leirasa

Lattuk, hogy a foldalakot éltaldban pontonként hatdrozzuk meg [152.]. A meghatdrozandd
feliileten, a Fold elméleti vagy a fizikai alakjdnak felszinén kivalasztott pontok — a
felsogeodézidban 4ltaldban a geodéziai alaphdlézatok pontjainak, illetve geoidi
megfeleldiknek — térbeli helyzetét a jelenlegi gyakorlatban daltaldban ellipszoidi feliileti
koordinatdkkal adjuk meg. Az eddigiekben megismertiik azokat a médszereket, amelyekkel a
Fold alakjat jol megkozelité vonatkoztatasi ellipszoid méretét és alakjat, valamint a hozza
kapcsolédd — a Fold valédi nehézségi erdterét jol megkozelitd — normdl nehézségi erdtér
jellemzdit meg lehet hatdrozni [3.]. Megismertiikk tovabba a kivélasztott vonatkoztatasi
ellipszoid térbeli elhelyezésének megoldasait [4.].

Mesterséges holdak észlelésére tamaszkodo modszerek (pl. a GPS) alkalmazasdval a 1étesitett
geodéziai  alapponthdlézat  pontjainak  teljes  értékli  térbeli  (hdromdimenzids)
helymeghatdrozdasdat kapjuk eredményiil. Ez azt jelenti, hogy egyetlen eljarasban
meghatdrozzuk a hdlézat pontjainak ¢, A; ellipszoidi foldrajzi koordinatdit és az ellipszoid
feletti h; magassagat. Ezzel a fizikai foldfelszin geometriai meghatdrozasat (legaldbbis a
fels6geodézia feladatat képezd részben) elvégeztiik, de a felhaszndl6 részére a foldfelszini
pontok geoid (tengerszint) feletti magassagat is meg kell adnunk. A mesterséges holdas
technikdk esetén ezt akkor tudjuk megtenni, ha ismerjiik (meghatdrozzuk) a geoid alakjét is.

Hagyomdnyos (sz0g- és tavolsagmérésekkel meghatarozott) foldfelszini geodéziai héldzat
esetében kiilonvalik a vonatkoztatési ellipszoid felszinén végzett vizszintes és a ra merdleges
irdnyd magassdgi értelml helymeghatéarozas.

Az ellipszoid és a halézat egymashoz viszonyitott elhelyezésével és tdjékozasaval
meghatdrozzuk a hél6zat legaldbb egy pontjanak (a csillagdszati kiindulépontnak) a ¢, 4,
ellipszoidi foldrajzi koordinatdit és a kiindul6 oldal ellipszoidi azimitjat. Ebbdl kiindulva, a
hal6zat mérési eredményei (szogek és tdvolsdgok) alapjan, az 1. geodéziai féfeladatnak (a
Geodéziai alaphdlézatok tantdrgyban megismert) Osszefiiggéseivel szamithaték a tobbi
hélézati pontok ¢, 4; ellipszoidi foldrajzi koordinatdi. Ezzel az alaphél6zati pontok vizszintes
értelml helymeghatdrozasat elvégeztiik.

A térbeli (haromdimenzids) helymeghatirozdshoz azonban még hozzatartozik a harmadik
koordindta, az ellipszoid feletti magassdg meghatdrozdsa is. Ennek mddszereit fogjuk
targyalni ebben a részben. Az eljarasok kiilonboznek attdl fiiggden, hogy a Fold elméleti
alakjan (a geoidon), vagy a fizikai foldfelszinen fekvé pontok helyzetét akarjuk magassagi
értelemben meghatarozni. Ezért a két kérdést kiilon targyaljuk.

El0szor, a geoid meghatdrozdsidra szolgdlé mddszerekkel ismerkediink meg, mert erre
egyarant sziikség van akar hagyomanyos, akar mesterséges holdas technikdval dolgozunk.
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52. A geoid meghatarozasa

A Fold elméleti alakjanak vizsgalatdhoz altaldban nem jeldliink ki kiilon e célra szolgdlé
pontokat (néhany kivételes esettdl eltekintve), hanem erre a célra is a geodéziai alaphélézat
pontjait — pontosabban geoidi megfeleldjiiket — haszndljuk. Ez azt jelenti, hogy a geoidi
pontok vizszintes helyzetének meghatirozasaval dltalaban nem kell kiilon foglalkoznunk, mert
ezek az alaphdldzati pontok ellipszoidi normdlisdn, a geoidon fekvé pontok, ezért ¢, A
ellipszoidi foldrajzi koordinatdik megegyeznek a foldfelszini halzati pontéval. Igy a kérdés
csak a harmadik koordindta, a geoidi pont ellipszoid feletti magassdgdnak, mas széval az N
geoid-ellipszoid tdvolsagnak, vagy geoidunduldcionak a meghatdrozasa.

Ennek a feladatnak a megoldasara a torténelmi fejlodés soran geometriai és fizikai modszerek
alakultak ki.

521. A csillagaszati szintezés

Ez az eljaras a geoid meghatarozdsanak geometriai moédszere, mely kizardlag szog €s tadvolsig
jelleglh mennyiségekre tdimaszkodik.

521.1. A csillagaszati szintezés elve

A mddszer alkalmazdasakor mind a vonatkoztatdsi ellipszoidot, mind pedig a geoidot tisztdn
geometriai feliiletként kezeljik (elvonatkoztatva minden fizikai tartalomtol). Térbeli
helyzetiiket feliileti normalisaik irdnyéaval jellemezziik. A geoidi feliileti normélis (a geoidi
helyi fiiggdleges) irdnyét a csillagdszati-geodéziai mdodszerrel mért és a geoidra atszamitott P,
A szintfeliileti (geoidi) foldrajzi koordindtdkkal, mig az ellipszoidi normadlis irdnyat a ¢, 4
ellipszoidi foldrajzi koordindtdkkal adjuk meg a foldi térbeli derékszogli koordinata-rendszer
(valamelyik, jelenleg az ITRS megvaldsuldsdnak) Z tengelyéhez és XZ sikjahoz, a kezdd
merididnsikhoz viszonyitva.

A modszer haszndlatdnak eldfeltétele tehat, hogy legyenek olyan pontjaink, amelyekben
mindkét fajta koordindtdkat ismerjiik. Ezek a gyakorlatban a geodéziai alaphdldzat pontjai
koziil azok, ahol foldrajzi helymeghatdrozds mérést is végeztiink (csillagdszati-geodéziai
pontok). Ilyenek altalaban egymastdl, néhdnyszor 10 km tavolsdgban éllnak rendelkezésre (a
foldrajzi helymeghatarozasok magas id6-€s koltségigénye miatt nem slriibben).

A geoid alakjit gyakran metszetek mentén tanulminyozzuk. (Mint késobb Idtni fogjuk,
egymasra merdleges metszetekbOl valamely teriilet geoidképe is megszerkeszthetd lesz.) A
két feliilet, a geoid és az ellipszoid egymashoz viszonyitott helyzetét a feliileti normalisok
altal bezért szog, a (& n) fiiggdvonal-elhajlds jellemzi.

A geoid-ellipszoid tadvolsag AN, = Ny — N; megviltozédsat a P, P, szakaszon a fliggévonal-
elhajlds metszet irdnydba esd ¢} vetiiletének

k ko
ANy = Ny —N; = _J-é1 ds = zﬁi,iﬂ i+l (521L.1)
1

i=1
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vonalintegrdlja adja meg, ahol ¢ = £ cos @+ 77 sina és o a metszet azimitja. Ebbdl ldthato,
hogy ezzel a modszerrel a geoid-ellipszoid tavolsdgoknak csak a kiilonbsége (vagy
megviltozdsa) szamithaté ki, hasonléan a szintezéshez, amely magassdgkiilonbségeket
eredményez. (Innen van az eljards elnevezése.)

Az (5211.1)-ben szerepld vonalintegrdl analitikus kiszamitdsahoz ismerni kellene a
fliggdvonal-elhajlds ivhossz szerinti eloszldsanak ¢ = #A(s) fliiggvényét. Ennek hidnydban a
metszetet a P; ismert pontokkal s; i1 véges hosszisdgu szakaszokra osztva numerikus

~

1

integrdldst végziink, ahol a szakaszok @, drlagos fiiggdvonal-elhajlds €értékét az ismert
értékek alapjan valamilyen predikcids eljarassal, szamszerti, vagy rajzi iton hatdrozzuk meg.

A geoid alakjat legtobbszor E-D-i (azaz merididn), és K-Ny-i (azaz 1. vertikalis) irdnyu
metszetben vizsgdljuk. Ekkor a fiiggdvonal-elhajlds megfeleld vetiiletét éppen a merididn
irdnyd &és az I vertikdlis irdnyd 77 6sszetevdje adja.

521.2. A csillagaszati szintezés gyakorlati végrehajtasa

A geoid metszetének szerkesztésekor elsdsorban az sziikséges, hogy a kivdlasztott metszet
mentén csillagdszati-geodéziai pontokat hatdrozzunk meg, vagy ilyenek mds munkélatok
eredményeként mar rendelkezésre alljanak. A szdban 1év0 csillagdszati geodéziai pontok
ellipszoidi foldrajzi koordinétdi altaldban alaphdl6zati, vagy ehhez kapcsol6dd szog- és
tavolsdgmérések alapjan hatarozzuk meg, mig szintfeliileti foldrajzi koordinatdit a Kozmikus
geodézia tantdrgyban megismert foldrajzi helymeghatdrozdsi modszerekkel mérjiik. A kétféle
koordinatdk kiilonbségébdl szamitjuk a metszetbe esd P; csillagdszati-geodéziai pontok
fliggbvonal-elhajlas értékét. Sziikség esetén (ha a metszet dltaldnos irdnyd), az igy nyert
értékeket a metszet sikjara vetitjiik. Az egymds utdni csillagiszati-geodéziai pontok kozotti
véges szakaszokra hatdrozzuk meg a geoid-ellipszoid tdvolsdg megvéltozdasat a (5211.1)
alapjan, numerikus integréaldssal.

Ennek egyik megoldasa a rajzi eljdrds. Ez esetben derékszogli sikkoordinata-rendszerben
abrazoljuk az ismert fliggévonal-elhajlas értékeket a pontok ellipszoidi foldrajzi
koordinatdibdl kiszdmitott metszetirdnyd ivhossz (tdvolsag) fiiggvényében. Az igy kapott
pontok Osszekotésével allitjuk eld a & = «As) fiiggvénygorbe gyakorlati megkozelitojét. Az
(5211.1)-ben szerepld integrdl geometriai értelme éppen az ez alatti teriilet, amelynek
nagysdgit a rajzolt teriiletek meghatdrozaséara szolgalé moddszerek egyikével (pl. lamellazas,
vagy planiméterrel lemérés) hatarozhatjuk meg.

Két csillagdszati-geodéziai pont kozott a gorbe alatti teriillet mérdszdma, megfeleld
méretarany szorzéval ellatva, adja a geoid-ellipszoid tdvolsdgnak a két pont kozotti
megvaltozasat.

Ezeket a metszet kezddpontjatdl folyamatosan Osszegezziik, és az igy kapott értékeket a
metszetbe esO ivhosszak fiiggvényében ismét derékszogll sikkoordinata-rendszerbe felrakjuk.
A kapott ponthelyeket folytonos gorbe vonallal 6sszekotve kapjuk a geoidnak a kivélasztott
irdnyba esO metszetét. A gorbe megrajzolasakor figyelembe kell venni, hogy ez a fiiggdvonal-
elhajlasok fiiggvénygorbéjének integralgorbéje, melynek példaul sz€lso értéke ott lehet, ahol a
figgdvonal-elhajlasok gorbéje eldjelet vélt (nullahelye van) stb.

Valamely teriilet geoidtérképének eldallitasakor ugy jarunk el, hogy eldszor harom
példanyban, megfeleld méretaranyban papirlapra felszerkesztjiik a szoban 1évd teriiletre a
foldrajzi koordinatahalézat képét (alkalmas vetiiletben). Az igy elkészitett lapok koziil kettdre
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koordinataik alapjan felrakjuk a vizsgélt teriiletre esé csillagdszati-geodéziai pontok helyét.
Ezutén beirjuk a kapott ponthelyek mellé az egyik lapra a &,

a masik lapra az 7, fiiggdvonal-elhajlds Osszetevd szamértékét. Ezek kozott linedris
interpoldldssal megszerkesztjiik a & = dlland6 és az 77 = élland6 értékii helyeket osszekotd
gorbéket (izovonalakat).

Az igy eldallitott izovonalas & és 7 abrér6l, az izovonalak kozotti linedris interpoléldssal
leolvashatd a megfeleld slriiségben megrajzolt hosszisagi és szélességi vonalak
metszéspontjaihoz tartozé fiiggdvonal-elhajlds Osszetevd értékek. Ezek alapjan most mér a
megrajzolt hosszisagi vonalak mentén egymassal parhuzamos merididn-irdnyud, a szélességi
vonalak mentén pedig K-Ny irdnyud geoid-metszeteket tudunk szerkeszteni. Ennek soran
egyenként szamitjuk a szélességi €s a hosszisdgi vonalak 4ltal hatdrolt négyszogek
sarokpontjai kozotti geoid-ellipszoid tdvolsdg valtozdsokat. Ezeket négyszogenként
0sszegezve természetesen altalaban nullatdl kiillonbozo ,,zaréhibara" jutunk.

Kovetkezd 1épésként a szintezési halézathoz hasonl6 mddon, a kozvetlen mérések
kiegyenlitési modszerével, kiegyenlitjiik a négyszogekbdl allé ,,magassidgi hal6zatunkat™.
Ennek eredményeként kapjuk az egyes oldalak kiegyenlitett geoid-ellipszoid tdvolsag
kiillonbségét, amelyeket valamely kivalasztott kiinduléponttdl Osszegezve, megkapjuk a
metszéspontok végleges geoid-ellipszoid tavolsdagat a kiindulépontbeli értékhez viszonyitva.

A kiindul6épont geoid-ellipszoid tdvolsagat ezzel a mddszerrel meghatarozni nem lehet, ezt
vagy Onkényesen nulla, vagy valamilyen véges értékben felvessziik, vagy mas (késobben
targyaland¢ fizikai) médszerrel hatirozzuk meg.

A metszéspontok igy nyert végleges geoid-ellipszoid tavolsdg értékét a harmadik elokészitett
lapra, a megfeleld helyre beirjuk, majd a kapott értékek kozotti linedris interpoldldssal,
megszerkesztjiik a geoidnak a koordinata-szamitds vonatkoztatasi ellipszoidjahoz viszonyitott
izovonalas 4brajat.

Hangsulyozzuk, hogy az igy kapott geoidkép relativ dbrdzolds, amelynek alakuldsa dontéen
fligg a vonatkoztatasi ellipszoid méretétdl, alakjatol és elhelyezésétdl, ezért alapvetden fontos,
hogy ahhoz a geodéziai ddtumot is megadjuk. Ugyanazon geoiddarab izovonalas dbrazoldsa
lényegesen eltéré képet mutat, kiilonbozé datumok mellett. (J6 példa erre, Nagy-Britannia
geoidjdnak kiilonb6zd vonatkoztatasi rendszerekhez viszonyitott, az eldaddsi 6ran bemutatott,
abrazoldsa.) Ezért a kapott geoidkép esetleges fizikai (geofizikai, geoldgiai, stb.)
értelmezésekor nagyon eldvigyazatosnak kell lenni.

Ezzel a mddszerrel késziilt 1967-ben, a feliileti asztrogeodéziai hdlézatunk (FAGH) mintegy
80 csillagdszati-geodéziai pontjara timaszkodva, a geoid magyarorszagi darabjdnak az S42/58
pulkovéi elhelyezésii Kraszovszkij-ellipszoidra vonatkoztatott dbrdzoldsa (azzal az eltéréssel,
hogy a geoid magassigi elhelyezését az orszdg ENy szélén fekvd kiindulé pontban N; = 0
értékkel valasztottdk meg).

A mobdszer természetébdl kovetkezik, hogy egységes geoidabrdzolds csak azonos
vonatkoztatdsi rendszerben kiszdmitott Osszefliggd geodéziai haldzat teriiletérdl készithetd. A
kiillonboz6 geodéziai ddtumokra vonatkozé mozaikok Osszeillesztése csak méas moédszerekkel
lehetséges (pl. [522.]). Ily médon az egész Fold geoidképe nem szerkeszthetd meg tisztan
csillagaszati szintezéssel.

Az emlitett hatrany mellett a moddszer eldnye, hogy az dbrdzolds megbizhatésiga a
pontsilirliséggel szinte tetszés szerint fokozhatd, igy megfeleld pontsiiriiség esetén ez az eddig
ismert legmegbizhatobb eljaras.
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A pontsiiriiség és a geoiddbrdzolds megbizhatosdgdnak (my kozéphibdjanak) kapcsolatara jo

becslés Muminagic¢ my = 2,1°™ [sln] tapasztalati képlete (ahol s a csillagdszati-geodéziai
pontok atlagos tdvolsdga). Vizsgdlataink szerint altaldban 80+100 km-es pontsiiriiséggel a
geoid f6 formdit kaphatjuk meg mintegy +0,4+0,5 m kozéphibaval. A részletek
meghatdrozasdhoz ennél nagyobb pontstriiség kell, a domborzati viszonyoktdl fiiggden.
Sikvidéken és H<1000 m kozéphegységben <15 km pontsiirliséggel érhetd el 0,1 m —nél jobb
megbizhatésdg, mig H>1000 m magashegységben ugyanilyen megbizhatésag eléréséhez
1,5+3 km atlagos ponttdvolsag sziikséges.

A nagy pontsiirtiség eldallitdsa azonban tetemes munkdval és magas koltségekkel jar, ezért
csak kisebb kiterjedésii teriileteken johet széba. Itt viszont kivdléan alkalmas a geoid helyi
részleteinek (finomszerkezetének) meghatdrozasdra. Ilyen céli foldrajzi helymeghatdrozas
mérési munkdkhoz elénydsen haszndlhaté asztroldbiumként a 60°-os el6tétprizmaval ellatott
automata szintezOmiuiszer is, de az utébbi idében, kimondottan erre a célra fejlesztették ki a
konnyen széllithatd, automatizdlt digitdlis zenitkamardkat.

A csillagdszati szintezéssel meghatdrozand6 geoidkép megbizhatdsaga, részletgazdagsiga
tovabb novelhetd akkor, ha a meghatdrozdsba az eddigi tisztdn geometriai adatok mellett
fizikai jellegi mennyiségeket, nevezetesen nehézségi mérések eredményeit is bevonjuk.
Ezeket tobbféle uton tudjuk erre a célra hasznositani:

e a csillagdszati-geodéziai mérésekkel meghatarozott fiiggévonal-elhajlds értékek
suritése nehézségi rendellenességek, vagy gradiométeres mérések alapjan,

® a filiggbvonal-elhajlasoknak a szomszédos pontok kozotti linedris interpolédldsa
helyett a kornyez0 nehézségi erdtér finomszerkezetének a figyelembe vétele
(csillagdszati-gravimetriai  szintezés. Igy késziilt, pl. a geoid magyarorszagi
darabjanak, még mindig az S42/58 elhelyezésli Kraszovszkij ellipszoidra
vonatkoztatott, de mar gravimetriai mérési eredmények bevondsdval finomitott,
»asztro-gravimetriai geoidnak’™ nevezett FAGRG80 dbrazoldsa),

® ageometriai és a fizikai jellegli mennyiségek egyiittes feldolgozasa (kollokdcio).

Ezeket a mddszereket a mesterképzés Fizikai geodézia tantargya targyalja.

Feladatok:
- Mutassuk be vézlat segitségével, és bizonyitsuk a csillagdszati szintezés alapelvét.

- Tudjuk-e biztositani a gyakorlatban azt, hogy a geoid meghatdrozasara szolgél6 csillagdszati-geodéziai pontok
helyét a geoid jellemzd formdinak figyelembevételével vdlasszuk meg?

- Mi hatdrozza meg mértékadé médon a nyert geoidkép megbizhatésagit? Milyen tapasztalati Osszefiiggéseket
ismeriink ezzel kapcsolatban?

- Miért mondjuk a csillagdszati szintezéssel nyert geoidképet tobbszorosen relativnak?

- Mik a csillagdszati szintezés eldnyei és hatranyai?
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522. A geoidmeghatarozas fizikai médszereinek alapjai

A mar megismert csillagdszati szintezésben alapvetden geometriai (szog €s tdvolsdg) jellegli
mennyiségeket hasznédltunk a geoid meghatarozdsara [521.]. Lattuk, hogy ezzel a mddszerrel
mindig a geodéziai alaphal6zat (a felhasznalt csillagaszati-geodéziai pontok) koordindta-
szamitasanak alapfeliileteként bevezetett vonatkoztatdsi ellipszoidhoz  viszonyitott
geoiddbrazolast kapunk. Mivel a geometriai mddszerek alkalmazdsakor a vonatkoztatdsi
ellipszoid elhelyezése altaliban onkényes, vagy relativ (helyi simuld), ezért minden egyes
0ndllé haldzat teriiletén, az alkalmazott geodéziai ddtumnak megfeleléen, mds és mads a
geoidkép viszonyitdsi alapja.

Ahhoz, hogy az egész Foldon kozds, geocentrikus elhelyezésii vonatkoztatasi ellipszoidhoz
viszonyitott geoid-ellipszoid tdvolsdgokat és ezzel egységes geoidképet (legaldbbis ennek az
egységes képnek egyes pontjait, vagy feliiletdarabjait) tudjuk eldallitani, fizikai geodéziai
modszereket kell igénybe venni.

Ezek kozos jellemzdje, hogy a geoidmeghatdrozast fizikai feladatként oldjdk meg. Ez azt
jelenti, hogy a geoidot a valédi foldi nehézségi erdtér valamilyen kivdalasztott W
potencidlértékii szintfeliileteként hatarozzuk meg. A feladat megoldasi modszereinek egyik
csoportja a nehézségi mérésekre tdmaszkodd gravimetriai modszerek, az eljarasok masik
csoportja a Fold mesterséges holdjait haszndlja fel erre a célra. A fizikai geodéziai eljardsok
nagyobb részének kozos kiindulépontja a kovetkezOkben targyalandé nevezetes Osszefiiggés.

522.1. A Bruns-féle 6sszefiiggés

Keressik a valédi foldi nehézségi erotér W, potencidlértékli (fizikailag 1€étezo)
szintfeliiletének (a geoidnak) az alakjat. Ehhez viszonyitdsi alapként elképzeliink valamely
normdl nehézségi erdteret, amely a valddit elég jol megkozeliti, de ennél szabalyosabb
(forgasi és egyenlitéi szimmetrids) eloszlasi. Nem feltétleniil sziikséges, de gyakorlati
okokbdl még azt is megkotjiik, hogy az elképzelt normdl nehézségi erdteriink egyik
szintfeliilete a Fold méretéhez ¢és alakjdhoz kozeldllo ellipszoid alakd szintfeliilet
(szintellipszoid) legyen [343.]. Ennek potencidlértékét jeloljiikk Up-val. (Az elobbi megkotés
gyakorlati haszna az, hogy ugyanezt az ellipszoidot hasznéljuk célszerien a vizszintes
koordindta-szamitdsaink vonatkoztatasi ellipszoidjinak is).

Keressiik tehat a valodi erdotér Wy és a normdl nehézségi erotér Uy potencidlértékii
szintfeliiletének tdvolsdgdt valamely P foldfelszini ponthoz tartozé ismert ¢ A ellipszoidi
foldrajzi koordinatakkal jellemzett ellipszoidi normélis mentén mérve.

A foldfelszini P pont P' geoidi megfelelgjében a valddi €s a normdl nehézségi erdtér
potencidljanak Ty, kiillonbségét nevezziik a P' pontbeli potencidlzavarnak.

Ennek kiszdmitdsdhoz sziikséges a normélpotencidlnak a P' geoidi pontbeli Uy értéke. Ha a
geoid — a Fold méreteihez viszonyitva — kozel van a szintellipszoidhoz, vagyis a keresett N
geoid-ellipszoid tavolsag viszonylag kicsi, akkor Up-t szamithatjuk az U fiiggvénynek a P”
pontbeli N szerinti hatvanysorabdl linedris (1. fokd) kozelitéssel. (P”-vel a foldfelszini P pont
ellipszoidi megfeleléjét jeloljiik). Felismerjiikk, hogy az ebben szereplé (dU/ON)..elsé
differencidlhdnyados éppen a normdl nehézségi erdtér negativ gradiensének abszolit értéke,
ami pedig a P” pontbeli %-, normal nehézségi térer0sség nagysigat adja. A potencidlzavar
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kifejezésében az Upr normdl potencidlértéket az ily moddon eldéllitott kéttagd sorral
helyettesitve és Osszefiiggésiinket N-re megoldva, kapjuk Bruns nevezetes 0sszefiiggésének
dltaldnos alakjat, miszerint

N = &_M' (5221.1)
Vv I
Ha kikotjiik, mint dltaldban, hogy a szintellipszoid és a geoid a normadl ill. a valédi nehézségi
er0térnek azonos potencidlértékli szintfeliilete, azaz Wy—-U, = 0, akkor az (5221.1)
egyszertisitett alakja
Nz Tr (5221.2)
Ve

Az egyszerusitett Bruns-féle 6sszefiiggés tehat megadja a valodi és a normdl nehézségi erotér
azonos potencidlértékii szintfeliiletének tavolsdgdt, és azt mutatja, hogy ez egyenesen ardnyos
a geoidi potencidlzavar értékével. Ez a fizikai geodéziai mddszerek tobbségének alapvetd
Osszefiiggése.

A kovetkezO kérdés, ennek megfeleléen a potencidlzavar meghatdrozdsa. Erre mar tobb
modszer is rendelkezésiinkre all, mi most eldszor a gravimetriai megolddst fogjuk
megismerni, mely a potencidlelmélet harmadik peremérték-feladatdnak megoldasan alapul.

Feladatok:
- Bizonyitsuk a Bruns-féle 6sszefliggést!

- Elevenitsiik fel a szintellipszoid és a normdl nehézségi erdtér fogalmat [341.] és [343.]!

522.2. A potecialelmélet peremérték-feladatai

A matematika peremérték-feladaton érti adott tartomanyban értelmezett fliggvények koziil
annak megkeresését, amely az adott tartomany hataradn (a peremfeliileten) eldirt feltételeknek
eleget tesz. Esetiinkben a potencidlzavar T = W-U fiiggvényét keressiik. Err6l mindenesetre
tudjuk azt, hogy — mivel a centrifugdlis er6tér potencidlja a kiilonbségképzésbdl kiesik —
tomegvonzdsi potencidlok (nevezetesen a valddi foldtomeg és a normaél nehézségi erdtér
forrasat képezd, a Fold tomegével egyenld nagysdgui, de szabdlyos eloszldsi tomeg vonzasi
potencidljanak) kiilonbsége.

Ez pedig akkor a Fold kiilso terében ki kell elégitse a rdvonatkozdan felirhaté AT = 0 Laplace-
egyenletet (ahol A a Laplace-féle masodrendu differencidloperator), ami viszont masodrendi
differencidlegyenlet a 7 fliggvény meghatdrozdsara. Kordbbrdl [331.] tudjuk, hogy ennek
altaldnos megoldasa végtelen sok gombfiiggvénybdl all6 sor.

A Laplace-egyenlet megoldasat képezd harmonikus fiiggvények 0Osszességébdl (a
gombfiiggvények végtelen sokasdgabol) ki kell vdlasztanunk azt, amely a Fold elméleti, vagy
késObben majd a fizikai alakjanak felszinén, a peremfeliileten, elore szamszerlien megadott
feltételt (peremfeltételt) kielégit.

A matematika harom peremérték-feladatot kiillonbdztet meg attdl fiiggden, hogy mik az adott
peremértékek. Az elso peremérték-feladat (Dirichlet-probléma) esetében a peremfeliileten a
keresett fiiggvény 4ltal ott felveend? fliggvényértékek adottak.
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Mdsodik peremérték-feladatrol (Neumann-problémdrol) beszéliink akkor, ha a peremfeliileten
a keresett fiiggvény feliileti normadlis irdnyd els6 differencidlhdnyadosdnak szamértékei
ismertek.

Végiil_harmadik peremérték-feladattal allunk szemben, ha a peremfeliileten a keresett
fliggvény ottani fliggvényértékei és feliileti normalis irdnyu els6 differencidlhdnyadosa
valamilyen lineéris kombindci6janak szamértékei adottak.

A peremérték-feladatok kiilonb6zd fajtdira a matematikaban kidolgozott megolddsok dllnak
rendelkezésre.

522.3. Peremfeltétel felallitasa a geoidra

Keressiink olyan matematikai kapcsolatot, amely a T potencidlzavar egyelOre ismeretlen
fliggvénye és a geoidon mérhetd (vagy pontosabban a foldfelszinen mérhetd és a geoidra
atszamithatd) mennyiségek kozott fenndll.

Irjuk fel a geoidi P’ pontban az ottani valédi és a normdl nehézségi térerésség kiilonbségét.
Vegyiik figyelembe, hogy mindketté a megfeleld potencidlfiiggvény negativ gradiensének
abszolut értékeként foghat6 fel, amely utébbiak a megfeleld potencidlfiiggvény fiiggdleges
(magassag) irdnyu elsO differencidlhanyadosaként értelmezhetok. Ezeknek kiilonbsége
viszont a potencidlzavar fiiggvényének fliggdleges-iranyu differencidlhdnyadoséaval egyenld.

Masrészt a P” pontbeli nehézségi értékek kiilonbségében szereplé - geoidi normal nehézségi
térer6sség a y fiiggvénynek az ellipszoidi P” pontban végzett N szerinti sorbafejtésével
szamithat6 ki.

Ha a P'P” = N tavolsdg (azaz a geoid-ellipszoid tdvolsig) a Fold méreteihez viszonyitva

kicsi (1. feltétel), akkor elegend6 a sorbafejtést a linedris (1. foku) tagig végezni €s a sor tobbi
tagjai elhanyagolhatdk.

Helyettesitsiik N értékét a Bruns-féle Osszefiiggés egyszerlsitett alakjaval (2. feltétel: Uy =
Wo), €s rendezziik a kapott tagokat a

oT 1 (dy
_ —_ | — T, = — ;) — 4 :—A 4 5223.1
(aH jp’ 7/P” (aH jp” ' (gP * ) o ( )

alakra. Ennek jobb oldaldn ismert kifejezés, a geoidi nehézségi rendellenesség all, amelyben
gp’, a foldfelszinen mérheté és a geoidra atszamitdssal nyerheté valddi és y- pedig a
vonatkoztatdsi rendszernek megfelelé képletbdl a szintellipszoid felszinén fekvé P” ponthoz
kiszamithaté normdl nehézségi érték. (Ezek kiillonbségét neveztiilk mar kordbban [333.] (és a
Geofizika tantargyban is) nehézségi rendellenességnek, vagy anomalidnak.)

Szamitsuk ki a (5223.1) bal oldali masodik tagjdban a T fiiggvény egyiitthatéjat azzal a
kozelitéssel, hogy a lapultsdg elhanyagoldsaval az ellipszoidot a Fold tomegével megegyezd
M tomegli (3. feltétel), az ellipszoidéval azonos térfogati homogén gombbel helyettesitjiik,
amelynek sugara R. A keresett egyiitthat6t ennek kiils6 erdterében szamitva az (5223.1)-nek a

oT 2
—_— +— T, = — ; —_ 4 =—A 4 52232
(aH jp, R’ (80— ) s ( :

jO kozelitd alakjara jutunk, amelyben az elhanyagolds a lapultsag (f=1/300) nagysagrendjének
felel meg.
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A jobb oldal szamszert ismeretében az (5223.1) vagy az (5223.2) kozelité alak elsérendi
linedris differencidlegyenlet az ismeretlen 7 fliggvény meghatdrozdsira, amit a fizikai
geodézia alap differencidlegyenletének szokas nevezni.

Mivel azonban a Ag nehézségi rendellenességek nem az egész térben, hanem zdrt feliilet (a
geoid) mentén tekinthetok ismertnek, az (5223.1)-bdl, vagy az (5223.2) kozelité alakbol, a T
fliggvény térbeli eloszlasa kozvetleniil nem hatarozhatdé meg. Alkalmas ez az egyenlet
azonban arra, hogy, ha ismerjilk a 7 fiiggvény dltalanos alakjat, akkor peremfeltételként
szolgdljon az azt kielégitd konkrét fiiggvény kikereséséhez.

Kordbban mar megéllapitottuk [331.], hogy ha a kiilsé térre korldtozodunk (4. feltétel), akkor
a potencidlzavar T fiiggvényének altaldnos alakja a AT = 0 Laplace-egyenlet megoldasainak
Osszességét tartalmazd végtelen gombfiiggvénysor (amely a [331.]-ben, megismert alakbdl
szarmaztathat6, ha ezt mind a valédi, mind a normélpotencidl fiiggvényre alkalmazzuk).
Ebbdl az (5223.1), vagy az (5223.2) kifejezést peremfeltételként haszndlva, a mért
peremértékek alapjan meghatdrozhaté az ezt kielégitd gombfiiggvénysor egyiitthatdinak
szamszerQ értéke. Az (5223.1), vagy az (5223.2) alakilag a harmadik peremérték-feladat
peremfeltételének felel meg.

Megjegyezziik, hogy a 4. érvényességi feltétellel eldirtuk a foldfelszinen mért nehézségi
értékek geoidra atszamitdsdnak maddjat is. Ennek olyannak kell lennie, hogy eredményiil azt a
nehézségi értéket adja, amit a geoidon mérnénk, ha folotte tomegek nem lennének.

Felirva a T fiiggvény térbeli gombfiiggvénysordnak altaldnos alakjat a geoidot kozelité R
sugard gomb kiilsé terére, képezziikk ennek a helyvektor (azaz a magassdg) irdnyd elsd
differencidlhanyadosat, és az igy nyert alakokban a geoidi P’ pont helyvektorat a geoidot
kozelitd gomb R sugardval helyettesitve, eldallithatjuk a 7 fiiggvény és elso
differencidlhanyadosa P’ geoidi pontbeli értékét gombfiiggvény alakban. Ezeket az (5223.2)
peremfeltételben szerepls  (0T/ BH)P, és Tp helyére beirva, a lehetséges Gsszevondsok utdn

(és az eldjelet megforditva) megkapjuk az
% > (n-1) T,(8,4) = Agp (5223.3)
n=0
peremfeltételt a geoidra gombfiiggvénysor alakjdaban.

Keressiik tehdt a potencidlzavar T fiiggvényének azt az alakjat, amelyik a geoidon az
(5223.2), vagy az (5223.3) alakban most feléllitott peremfeltételt kielégiti.

522.4. Megoldas a potencialfliggvény gémbfliggvénysoraval

A potencidlzavart a valédi és a normdl nehézségi erdtér potencidljanak 7 = W — U
kiilonbségeként értelmeztiik.

A valodi foldi nehézségi erotér W potencidlja a kiils térben (a Laplace-egyenlet altaldnos
megoldasaként) a [331.2.]-ben targyalt feltételek mellett a (3312.15) alaku gombfiiggvénysor
és a forgdsbol szarmaz6 Vi potencidl osszegeként fejezheto ki.

A normdl nehézségi erotér forgasi és egyenlitdi szimmetrids U normél potencidlfiiggvénye az

kM = (a\"
U="" {1 -3 (—j J; P, (sin w)} + Vg (5224.1)
r o \ T
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alakban frhat6, ahol a az ellipszoid egyenlitsi fél nagytengely hossza, J,, pedig a normal
nehézségi erdtér forrasat képezo tomeg kiilsd mechanikai hatdsait jellemz6 gombfiiggvény-
egyiitthatok. Ez az alak burkoltan, az eddigieken til, tovdbbi harom feltételt tartalmaz.
Nevezetesen azt, hogy a normal erdtér leirasdhoz hasznélt koordinata-rendszer O kezddpontjat
a forrdsat képezd tomeg tomegkozéppontjdba helyezziik (5. feltétel), tovabba, hogy ez a
tomeg a Fold tomegével megegyezd nagysagu (6. feltétel), és ezt a tomeget, képzeletben, a
Fold valédi forgasi sebességével forgatjuk meg (7. feltétel).

A T fiiggvény gombfiiggvénysordnak a geoidi P’ pontbeli dltaldnos alakjat megkapjuk, ha az
el6bbi két potencidlfiiggvény kiilonbségét képezziik ebben a P” pontban. Ebbdl Vg kiesik, és
éliink az rp = a = R kozelitéssel, igy

Ty =TR, YA = — k% {i &, P, (siny)- i Zn: (Cn,m cosmA+S, , sin mﬂ)Pmm (sin l//)} ,
n=2

o o
(5224.2)
ahol
r=J,-J,
oz =J;
My=Jy—J,

Az igy nyert gobmbfiiggvénysor lesz tehat a potencidlzavar T fiiggvénye. Ebben az dltaldnos
alakban szereplé dJ,, C,n és S,. egyiitthatok szamértékének meghatarozasival kell
kikeresniink azt a konkrét, szdmszeri fiiggvényalakot, amely a geoidra feldllitott
peremfeltételnek eleget tesz.

Irjuk be a T fiiggvénynek az el6bbi kiilonbségképzéssel nyert-dltaldnos gombfiiggvénysor
alakjat az (5223.3) peremfeltétel bal oldaldra (és az oldalakat megcserélve) a

Agr= - k—Aj i (n— 1){5 J, P (siny)- i: (Cn!m cosmA +8§,, sin m/l)Pm (sin lﬂ)}
r n=2

= m=1

(5224.3)

alakra jutunk. Annyi ilyen alaku egyenletet irhatunk fel, ahdny pontban mért nehézségi érték
alapjan ismert Agp, geoidi nehézségi rendellenességiink van. Ezek szdmértékét a bal oldalra
beirva, a jobb oldalon 4ll6 ismeretlen &, C, ., és S, egyiitthat6kbol az egyenletek szamanak
megfeleld6 mennyiségiit ki tudunk szdmitani. (A gyakorlatban a felirhat6 igen nagyszdmu
egyenletbOl ennél 1ényegesen kevesebb szdmu ismeretlen szdmértékét hatarozzuk meg a
legkisebb négyzetek modszere szerinti szdmitassal.)

Az 1igy kiszamitott egyiitthatokkal mar szdmszerien felithatjuk a T potencidlzavar
gombfiiggvénysordnak a kiszamitott egyliitthatok szamdnak megfeleld véges szamu tagjat. A
ki nem szamitott egyiitthatok értékét ezittal nulldnak tekintjiik.)

Az igy eldéllitott gombfiiggvénysort az (5221.2) Bruns-féle 0sszefliggés szamléalgjaba beirva,
kapjuk végeredményként az N geoid-ellipszoid tavolsagok N(;A) gombfiiggvénysorit.

Ennek a meghatarozasnak az az el6nye, hogy w=@, és A helyére tetszéleges koordinata-
parokat beirva, a Fold tetszéleges helyére szamithat6 az N(@ A) geoid-ellipszoid tavolsdgok
értéke. Igy, példaul megfeleld programmal szamithatok a hosszusagi és a sz€élességi vonalak
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metszéspontjdnak tetszleges strliségli halézatdhoz az N értékek, amelyek kozott azutan
izovonalakat szerkesztve, megrajzolhatjuk az egész Fold geoidjanak izovonalas dbrdzolésat a
felvett vonatkoztatasi feliilethez (szintellipszoidhoz) viszonyitva.

Itt hivjuk fel a figyelmet arra, hogy a kapott geoid-ellipszoid tdvolsagok geocentrikus
elhelyezésii vonatkoztatasi ellipszoidhoz viszonyitva értendok! Ezt azzal értiikk el, hogy a
normdlpotencidl (5224.1) gombfiiggvénysora (az 5. feltételnek megfelelden) nem tartalmaz 1.
foku tagot.

A geoidmeghatarozds tovabbi gravimetriai modszereit, ahogyan pl. a magyarorszagi
HGEO2000 jelii geoiddbrazolds is késziilt, a mesterképzés Fizikai geodézia tantirgya
targyalja.

Feladatok:
- Ismételjiik at a foldi tomegvonzds potencidlfiiggvényének gombfiiggvény-sorardl tanultakat [331.2.]!

- Vézlattal és matematikai gondolatsorral bizonyitsuk, hogy helyes a geoidra felallitott peremfeltétel (5223.1)
alakja!

- Esetiinkben miért a harmadik peremérték-feladat megoldasardl beszéliink?
- Irjuk fel a potencidlzavar gombfiiggvénysorat a WU gombfiiggvény-sorok kiilonbségeként!
- Irjuk 6ssze N gombfiiggvénysoranak érvényességi feltételeit!

- Szamitsuk ki, hogy legaldbb hiny egyenlet felirdsa (és ehhez hiany mért nehézségi érték) sziikséges, ha a
potencidlzavar gombfiiggvénysordnak egyiitthat6it n = m = 8 fok és rendig kivanjuk kiszdmitani?

523. A geoid meghatarozasa szatellitageodéziai médszerekkel

Az utébbi évtizedekben a Fold mesterséges holdjai és a rdjuk vonatkozdé geodéziai
megfigyelések (észlelések) tobb geodéziai feladat megolddsdhoz nyitottak uj utakat. Igy, a
geoid meghatdrozasa is lehetségessé valt a mesterséges holdakra végzett mérések geodéziai
felhasznaldsdval. Ennek tobb megoldasa is kialakult az eltelt viszonylag rovid id6 alatt.

523.1. A szatellitageodézia geometriai alkalmazasa

Ez a megoldds mar dtmenet a geoid meghatdrozasanak tisztdn geometriai €s fizikai mdédszerei
kozott, mert a mesterséges holdak pdlyamozgédsa mar fizikai torvényeken alapszik. Most
azonban csak a mesterséges holdak geodéziai észlelésébdl meghatdrozott geometriai
helymeghatarozé adatokat (a helyvektort, vagy ennek térbeli derékszogii 6sszetevdit) fogjuk a
geoid meghatdrozasara felhaszndlni.

A megoldast olyan foldfelszini pontokban tudjuk hasznélni, melyeknek térbeli helyzetét
mesterséges holdak észlelésével, a geoidhoz viszonyitott (magassdgi) helyzetét pedig
szintezéssel (GPS + szintez€s) (esetleg trigonometriai magassagméréssel) meghataroztuk.

Ez esetben a pontnak a mesterséges holdas technikdaval meghatdrozott helyvektordbdl el6szor
kiszamitjuk a ¢, A, h ellipszoidi koordindtahdrmasat, majd az igy kapott & ellipszoid feletti
magassdgabol a pont geoid feletti H magassagét levonva, kapjuk a geoidnak az
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N=h-H

ellipszoid feletti magassagat (a geoid-ellipszoid tavolsdgot, a meghatarozott foldfelszini pont
ellipszoidi normdlisdn mérve). Ezt tobb pontban elvégezve, az igy kapott geoidi pontokbdl
metszetet, vagy izovonalas feliileti abrazoldst szerkeszthetiink. Igy késziilt, pl. a FOMI KGO-
ban a magyarorszagi ,,GPS-geoid” az OGPSH 275 szintezett pontja alapjan.

Az igy kapott geoidkép geodéziai datumadatai egyedi pontmeghatdrozdsok esetében
megegyeznek a mesterséges holdas helymeghatarozds vonatkoztatdsi rendszere altal
meghatarozott ditumadatokkal. (P1. GPS-szel mért pontok esetén dltaldban a WGS84 rendszer
geocentrikus elhelyezésii ellipszoidja.) Ha a geoid meghatdrozdsahoz felhasznélt pontjaink
helyzetét valamilyen mas (pl. Eurépaban az ETRS89) rendszerben adott koordinatdjui halézati
pontokra tdmaszkodé relativ mérésekkel hatdrozzuk meg, akkor a kapott geoidkép geodéziai
datumadatai, természetesen, ennek a rendszernek a datumadataival egyeznek meg (pl. az
ETRS89 ,kvdzigeocentrikus” elhelyezésii ellipszoidja). llyen az emlitett magyarorszagi GPS-
geoid is.

A modszer alkalmazdsanak legnagyobb elOnye abban rejlik, hogy a foldfelszin barmely
helyén igy meghatéarozott geoidi pont ellipszoid feletti N magassdga ugyanazon geocentrikus
elhelyezésii ellipszoidra vonatkoztathatd. Ezért elonyosen alkalmazhatd, pl. az egymastdl
fliggetlen geodéziai hal6zatokban csillagdszati szintezéssel meghatdrozott és helyi geodéziai
datumra vonatkozé (relativ) geoiddbrazolasok kozos geocentrikus rendszerbe kapcsoldsahoz.
Ezt a mddszert a gyakorlatban egyrészt ez utébbi célra, masrészt a geoidhoz simuld ellipszoid
méretének €s alakjdnak meghatarozdsara hasznéljuk [324.].

Hasonl6 moédon alkalmazhaté a gravimetriai mérési eredményekbdl (a Fizikai geodézia
tantdrgyban tiargyaland6 moddszerrel) alkotott geoidképnek a szintezett GPS-pontokban
meghatdrozott N értékekre illesztésére is. Igy késziilt a magyarorszdgi geoiddarab
HGGGEO2000 jelit GPS-gravimetriai abrazoldsa, mely jelenleg a hazai d4llami
alapmunkdlatokban ,hivatalosan” haszndland6, €s a Foldmérési és Tavérzékelési Intézet
(FOMI) adatszolgaltatdsi rendszerébél nyerhetd. Ez az ETRS89 (eurépai) vonatkoztatdsi
rendszer ,kvazigeocentrikus” elhelyezésti, GRS80 méreti ¢és alaki ellipszoidjara
vonatkoztatott geoid-ellipszoid tdvolsdgokat ad. (2005-t6] varhaté6 ennek HGGGEO2004 jelii
Ujabb valtozata.)

523.2. A dinamikai szatellitageodéziai médszerek alkalmazasa

A bolygdk mozgédsdnak torvényszeriiségeit mar Kepler felismerte, €s tapasztalati tuton
felallitott torvényeivel leirta. Késébb Newton az éltalanos tomegvonzds torvényének
felismerése utdn, ennek alapjdn megadta a Kepler-féle torvények egységes fizikai
magyardzatat. Ezzel vildgossa valt, hogy a Fold kozelében mozgd égitestek palydjat a Fold
nehézségi erétere szabja meg. Igy konnyen beldthatd, hogy ezeknek az égitesteknek a palyajat
megfigyelve, kovetkeztetni lehet a foldi nehézségi erétér szerkezetére. (Ennek a modszernek a
részleteivel a mesterképzés Dinamikai szatellitageodézia tantargya foglalkozik, itt most
vazlatosan csak a médszer 1ényegét foglaljuk 6ssze. Emlékeztetiink, hogy a palyamozgassal
kapcsolatos elemi ismeretekkel pedig a Globdlis helymeghatdrozds tantargyban taldlkoztunk.)

Az égitestek palyamozgasat a dinamika Newton-féle alaptorvénye segitségével lehet leirni. A
dinamikai egyensiily feltétele az ismert

F=ma (5232.1)

Osszefiiggés.
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Legegyszerlibb esetben M tomegii, pontszertinek tekinthetd kozponti égitest koriil (kozpontos
er0térben) mozgé egységnyi (1 kg) tomegpont mozgdsdra alkalmazzuk ezt az
alaposszefiiggést (Un. kéttest-probléma), azzal a feltétellel, hogy az er6tér csak Newton-féle
tomegvonzdasbodl szarmazik.

Ez esetben a mozgd tomegpontra haté Osszes erd F ereddje a tomegvonzdsi erOhatds, és
fejezziik ki az eredd gyorsulast a helyvektor iddszerinti masodik derivéltjaként. Igy a

d’r kM r

=f=-——— 5232.2

de’ rror ( )
mozgdsegyenletre jutunk. Ennek megolddsaként kapjuk a Globdlis helymeghatdrozdsok
tantargybodl ismert azt az eredményt, hogy a tomegpont pdlydja kipszelet, a Fold természetes
és mesterséges holdjai esetében ellipszis, amelynek térbeli helyzetét, méretét és alakjat az 2,
o i, a; es s T, vagy roviden p; (i = 1, 2, ...6) Kepler-téle palyaelemek jellemzik. (Itt 7 a
perigeum ponton athaladds idOpontjat jelenti.)

Ezek az (5232.2) mésodrendli differencidlegyenletnek a kétszeri integrdldsa sordn belépd
integralasi allandok, illetve beldliik levezetett dllandé mennyiségek. Ebbol kovetkezik az,
hogy (kozpontos) centrdlis erdtérben a tomegpont térben és idoben dllando méretii, alakii és
helyzetii ellipszis pdlydn mozog.

Tudjuk azonban, hogy a Fold val6sdgos nehézségi erdtere nem centrdlis erdtér. Ennek
eltéréseit a centralis er6tértdl a potencidl gombfiiggvény-sordnak zondlis és tesszerdlis tagjai
irjak le, melyeket most roviden az R fiiggvénybe foglaltunk Ossze. Ezt figyelembe véve az
(5232.1) baloldalan szerepld eréhatés kifejezésében, a valdsdgos foldi nehézségi erdtérben az

i = —k—Af T+ erad R(Jn, Coms Sums 1) (5232¢3)
r r

mozgéasegyenletre jutunk. Ennek megolddsa sordn mdar olyan Kepler-féle pélyaelemeket
kapunk, amelyek az id0 fiiggvényeként valtoznak. A Fold valdsdgos nehézségi erdterében
mozgo tomegpont pdlydja bonyolult térgorbe, melynek elemi szakaszai idoben vdltozo méretii
alaku és helyzetii Kepler-féle ellipszis pdlydk elemi darabjainak tekinthetok.

Tetszbleges p; palyaelem p, = dp; /dt idObeli valtozédsa tehat a foldi nehézségi erétér nem

centrdlis voltabdl kovetkezik. Matematikailag tehat az erétérnek a kdzpontostdl (centralistdl)
val6 eltéréseit jellemz6 gombfiiggvény-egyiitthatokkal hozhaték

p, =% = P U Coms Sam) (5232.4)
1

alaku fliggvénykapcsolatba.

Ennek figyelembe vételével a mesterséges hold pillanatnyi pédlyaelemeit adott idOpontra (pl.
valamely észlelés idOpontjara) gy kapjuk meg, ha valamely kordbbi idépontra megadott p;,
un. simulé pdlyaelemekhez hozzdadjuk az eltelt idére es0 megvaltozasukat (ami viszont a
nehézségi erdtér szerkezetének fliggvénye). Az igy kapott pillanatnyi pdlyaelemekbol
szamithatjuk a Globdlis helymeghatdrozds tantargyban megismert Osszefiiggésekkel az
észlelés pillanatdra a mesterséges hold rs geocentrikus helyvektordt.

Valamely idOpontban a mesterséges holdra végzett észlelések eredményeként kapott s
észlelési vektor nem mads, mint a mesterséges hold rs és az észlelési hely rp geocentrikus
helyvektordnak kiilonbség-vektora.
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Ennek megfelelden az s észlelési vektor az elorejelzés idopontjara vonatkozo p;, palyaelemek,
a foldi nehézségi erdtér potencidlfiiggvényének J,, C,., S.n egylitthatéi, az észlelés ¢
idOpontja és az észlelési hely (dlldspont) rp helyvektoranak

S=Irs—Ip= S(Qo’ a, io, do, €y, To; Jn, Cn,m, Sn,m; f, I'p) (52325)
figgvényeként fejezhetd ki.

Tobb mesterséges hold, tobb dlldsponton rendszeresen végzett nagyszamu megfigyelésének
mindegyikére felirhaté egy-egy (5232.5) alaku egyenlet, amely igy kozvetitd egyenletként
szolgdlhat a jobb oldaldn szereplé mennyiségeknek az észlelések alapjan végzendd
meghatdrozasdhoz. A nagyszdmu észlelés alapjan feldllithaté javitdsi egyenletekbdl a
legkisebb négyzetek modszere szerinti megolddssal az egyenletek szdmandl minden esetre
kevesebb szdmu ismeretlen mennyiség meghatarozhatd. (Ennek részleteivel a mesterképzés
Dinamikai szatellitageodézia tantargya foglalkozik.)

A szatellitageodézia dinamikai médszerének legéltalanosabb alkalmazdsakor az ismeretlenek
mindhdrom csoportjara keresiink megoldést. Gyakran azonban szétvalasztjuk Oket és egy-egy
csoportra felvett kordbbi értékekkel csak a fennmaradé ismeretleneket hatdrozzuk meg, majd
forditva, és fokozatos kozeledéssel finomitjuk az eredményt. Igy végiil megkapjuk a

- simul6 pélyaelemeket (valamely kijelolt idépontra),
- anehézségi erdtér véges szamu gombfiiggvény-egyiitthatdjat és
- az allaspontok helyvektorat.

Az eredmények tovabbi finomitdsa érdekében a dinamikai megoldasokkal k6zos szamitasi
eljarasba szoktdk bevonni a hélézati oldalakra a szatellitageodézia geometriai eljarasaival
(szinkron irdny- és tdvolsdg meghatdrozdsokkal, stb) meghatdrozott térbeli irdny és
tavolsagokat is. llyenkor kombindlt megolddsrol beszéliink.

Ezzel a mddszerrel mar az 1980-as évek elején n = m = 30 fok és rendig terjedd
gombfiiggvény egyiitthatok szamértékét €s az egész Foldet beboritd, akkor néhanyszor 10
allomasbol 4116 haldzat pontjainak geocentrikus helyvektordt hatdroztak meg.

A gombfiiggvény-egyiitthatok meghatdrozasdba az (5232.5) alakui egyenletek mellett
bevonhatdk a foldfelszini nehézségi mérések alapjan felirhatd (5224.3) alakd egyenletek is.
Annyi ilyen egyenlet irhat6 fel, ahdny mérési pontban Agp geoidi nehézségi rendellenességet
tudunk szdmitani. Ezzel a meghatdrozé egyenletek (egyébként is nagy) szdma még jelentOsen
novelhetd, ami még tobb gdombfiiggvény-egyiitthaté meghatiarozasat teszi lehetové. Ennek a
megoldasnak tovabbi eldnye, hogy a foldfelszini nehézségi mérések eredményei az erdtér
eloszlasanak finomabb részleteivel egészitik ki a mesterséges holdak észlelésébdl nyerhetd
fobb szerkezeti formakat (a hosszabb hullamu eloszlas-képet).

Ma maér a gombfiiggvény-egyiitthatokat n = m = 360 fok €s rendig, s6t azon tul is ismerjiik,
és tobb kiillonboz6 szatellita-geodéziai vildghdlozat késziilt. A gombfiiggvény-egyiitthatok
meghatdrozott értéksordt geopotencidl modellnek szoktdk nevezni. Ezek ismeretében
szamszerlen felirhatova valik a foldi tomegvonzdsi erotér potencidlfiiggvénye (3312.15) alaki
gombfiiggvénysordnak véges szdmu tagja. Ezeket az értéksorokat a Nemzetkozi Geodéziai
Szovetség (IAG) Nemzetkozi Geopotencidl Modellek Kozpontja (International Centre of
Global Earth Models = ICGEM) gyljti, és teszi kozzé (http://icgem.gfz-
potsdam.de/ICGEM/ICGEM.html).

Megfeleld vonatkoztatdsi rendszer (vonatkoztatdsi ellipszoid és normal nehézségi erdtér)
felvételével (mint, pl. jelenleg a WGS84 rendszerben) fel tudjuk irni a T potencidlzavar
(5224.2) alaku gombfiiggvény-sordnak, ugyancsak, véges, de nagy szamdu tagjat.
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A potencidlzavar ily moédon szdmszerlien megismert gombfiiggvény-sordbdl kiszamitott
értéket a (5221.2) Bruns-féle osszefiiggésbe beirva és y--vel osztva, kapjuk a ¢ A ellipszoidi
koordinét4jua P pontbeli helyen az N geoid-ellipszoid tdvolsdgot.

Ezt a szamitast a szamitégéppel a ¢, A foldrajzi koordinatdk megfeleléen megvalasztott kerek
értékeihez elvégeztetve, megszerkeszthetjilk és kirajzoltathatjuk a geoid izovonalas
dbrdzoldsdt a valasztott vonatkoztatdsi rendszer geocentrikus elhelyezésii ellipszoidjahoz
viszonyitva. Ezzel a mddszerrel jO attekintd képet nyerhetiink az egész Fold geoidjdrol. A
jelenleg elérhetd megbizhatésdg méter nagysagrendii kozéphibaval jellemezhetd. Az igy és
tovabbi mas mérések bevondsaval készitett egész foldi (globdlis) geoiddbrazolasokat az IAG
Nemzetkozi Geoid Szolgdlata (International Geoid Service = 1GeS) gytjti, és adja kozre
(http://www.iges.polimi.it/).

Kisebb kiterjedésti, gravimetriailag jol felmért teriilet még pontosabb, részletgazdagabb
geoiddbrazoldsa készithetd el, ha az igy nyert (globdlis) geoidképet a helyi gravimetriai
mérési eredményekkel tovdbb finomitjuk. Igy késziilt, pl. Magyarorszigra a BME
Fels0geodézia Tanszékén a HGTUB2000 jeli geoiddbrazolds, amely a GPM98CR jelu
geopotencidlis modellb6l szamithatd (egész foldi) geoidkép helyi finomitdsa a sziikkebb
kornyezetiinkben rendelkezésre all6 mintegy 300.000 gravimetriai mérésbdl kozel 26.500
racspontra interpolalt nehézségi rendellenességre és digitélis terepmodellekre tdimaszkodik.

Feladatok
- Mutassuk be véazlaton a Kepler-féle palyaelemeket! — Elevenitsiik fel a bolygémozgas Kepler-féle térvényeit!

- Hasonlitsuk dssze a J, és a tobbi gombfiiggvény-egyiitthaték nagysagrend;jét!

523.3. A szatellita-altimetria

Mint a Kozmikus geodézia tantdrgybdl mar tudjuk, ez lényegében a mesterséges holdrdl a
Fold felé¢ fliggdleges irdnyban végzett 1ézeres tdvolsdg- (azaz magassdg-) mérést jelent.
Kimérhetd 1ézer impulzus a tengerek felszinérdl verddik csak vissza, igy az eljarast a
szarazfoldek felett nem lehet alkalmazni.

Ha ismerjiik a mesterséges hold mozgasat leiré palyaelemeket, akkor az észlelés pillanatdra
szamithatjuk a mesterséges hold geocentrikus helyvektorat. Ebbdl levonva a tengerfelszin
felett mért magassagat, megkapjuk a tengerfelszini pontok geocentrikus helyvektorat. Ha
ebbdl levonjuk a vonatkoztatdsi ellipszoid felszinéig tarté helyvektor hosszat, kapjuk a
tengerfelszin és az ellipszoid kozotti tavolsdgot. Ezt még meg kell javitani a pillanatnyi
tengerfelszin és a kozéptengerszint magassidgaban kijelolt szintfeliilet kozotti tadvolsaggal,
amit a tengerfelszin topogréafidjanak neveziink. Ez utdbbi mennyiség meghatdrozasa az un.
tengeri geodézia egyik fontos feladata.

A magassigmérésben elérhetd igen nagy megbizhatésdgot (ami + 0,1 m-nél is kisebb
kozéphibaval jellemezhetd), sajnos, még nem tudjuk teljesen kihaszndlni a pélya és a
tengerfelszin topografidjanak ennél kisebb megbizhatdsdgu ismerete miatt.

Feladatok:

- Mutassuk be vazlaton a szatellitageodézia geometriai alkalmazdsanak elvét a geoid meghatarozasara! Mi szabja
meg a geoid-ellipszoid tdvolsadg meghatdrozdsdnak elérhetd megbizhatdsagat?

- Ismételjiik 4t a szatellitageodézia dinamikai médszerének alapjait [Kozmikus geodézia 312.]!
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- Mutassuk be vazlaton a szatellita-altimetria elvét! Milyen hatdsokat tiikkroz a tengerfelszin topografidja?

Itt hivjuk fel a figyelmet arra, hogy az eddigiek sordn négy olyan mennyiséggel ismerkedtiink
meg, amelyek a valdsdgnak a képzeletbeli vonatkoztatdsi rendszeriinkhoz viszonyitott
eltérését mutatjadk. Mindegyikiik egy természetbeni (valodi) és egy, a vonatkoztatdsi
rendszerben szdmitott (képzeletbeli) érték kiilonbsége, um. :

- a fiigg6vonal-elhajlds: E=d—¢;
/cos@p=(A-A)

- a geoid-ellipszoid tavolsig: N=—H-h)

- anehézségi rendellenesség: Ag=g—-7

- a potencidlzavar: T=W-U.

Ezek egymissal rokon fogalmak, és egymdsba atszamithatok. Oket a Fold valésigos
nehézségi ertere és a normal nehézségi erdtér egymastdl eltérésének, végsd soron a geoid és
a vonatkoztatdasi ellipszoid egymdshoz viszonyitott helyzetének meghatarozdsara hasznéljuk.
Elvileg barmelyik mennyiségre tdmaszkodva, végiil ugyanarra az eredményre (geoidra) kell
jutnunk. Hogy mikor, melyiket haszndljuk, azt a gyakorlati célszerliség szabja meg.
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53. A fizikai foldfelszin meghatarozasa

Emlékeztetiink arra, hogy a Fold fizikai alakjanak, a fizikai foldfelszinnek pontonkénti
meghatdrozasakor a fels6geodézidban a geodéziai alaphdlézatok természetben kijelolt
pontjainak térbeli helyzet-meghatirozasara gondolunk.

A meghatarozand6 foldfelszini pontok térbeli helyzetét altaldban a mar megismert médon
bevezetett vonatkoztatasi ellipszoidhoz kapcsolédé ¢, A és h ellipszoidi koordinata-hdrmassal
adjuk meg.

Ha a foldfelszini pont helyzetét szatellitageodéziai mddszerekkel hatarozzuk meg, akkor
kozvetleniil a pont hiaromdimenzids helyvektorat (térbeli derékszogli koordinatdit) kapjuk
eredményiil. Ezt a megoldast fOként geodéziai vildghdlézatok egymastdl akér tobb ezer
kilométerre fekvé néhany pontjanak, tovabba egymastdl nagy tavolsagokra 1évo, kiilonleges
rendeltetésii pontok hédlézatdnak, vagy, egyre szélesedd korben, helyi halézatok, sot, egyes
pontok helyzetének meghatarozasara is hasznaljuk. Ez az eljaras kiilonosebb elvi kérdést nem
vet fel. A gyakorlati felhasznalas céljara a helyvektorbol — megfeleld vonatkoztatési feliilet
bevezetésével — ellipszoidi koordindtdik ¢, A, h harmasat szamitjuk. Ez a foldfelszini pont
térbeli (3 dimenzids) helymeghatarozasahoz elvileg elegendd, de a felhaszndléi gyakorlat, e
mellett, a pont tengerszint (geoid) feletti H magassdgdt is igényli.

A foldfelszini pontok helyzetének hagyomdnyos foldfelszini geodéziai mérésekkel végzett
meghatdrozasakor a pont vizszintes helyzetét jellemz6 ¢ és A ellipszoidi foldrajzi koordinatak
meghatdrozasdnak maédjat részben az Alaphdlozatok tantirgy keretében, részben a kordbbi
részekben méar megismertiik.

A pontok ellipszoid feletti 4~ magassdgdnak meghatdrozasakor a feladatot dltalaban két részre
osztjuk, igy h-t az N geoid-ellipszoid tdvolsdgnak és a pont tengerszint feletti H magassaganak
Osszegeként Allitjuk el6. Ilyen értelemben a geoidnak az el6zdekben [52.] targyalt
meghatdrozdsa dltaldban a fizikai foldfelszini pontok teljes értékli térbeli helyzet-
meghatdrozasdhoz is sziikséges. (Megjegyezziik, hogy a késObbiek sordn olyan megoldast is
meg fogunk ismerni, ahol a geoid meghatdrozasara nem lesz sziikség [533.].)

Az ellipszoid feletti magassdg masik része pedig a foldfelszini pont geoid (tengerszint) feletti
H magassaga, melynek meghatdrozasaval a kovetkezokben foglalkozunk.

531. A geoid feletti magassag meghatarozasa

A Geodézia tantargybol mar tudjuk, hogy magassdgkiilonbségen a nehézségi erdtér
szintfeliiletei kozott, a fiiggdvonal mentén mért tavolsdgot, vagy roviden a két szintfeliilet
tdvolsdagat értjik. Magassdgnak valamely magassagi alapszintfeliilethez viszonyitott
magassagkiilonbséget nevezziik. Attél fiiggben, hogy a magassagi alapszintfeliiletet
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onkényesen vagy valamely kozéptengerszint magassdgdban vélasztjuk meg, relativ, illetve
abszolt (tengerszint feletti magassagrol beszéliink.

A magassagmeghatarozas szabatos mddszere a geometriai szintezés és kiilonleges esetekben a
hidrosztatikai szintezés. Megfelelo koriilmények kozott alkalmazzuk még a trigonometriai
magassdgmérést is. (Ezzel késobben kiilon fogunk foglalkozni.)

Ha geometriai szintezést végziink, és kovetjiik a szintezés szabdlyait, valamint feltételezziik,
hogy a fénysugar terjedési gorbéje és a szintfeliiletek alakja az eldre €s a hétra irdnyzaskor a
miszeradllaspontra szimmetrids, akkor elvileg minden miiszerdlldsban, a leolvasdsok
kiilonbségeként, a kotépontokon dtmend két szintfeliilet helyes fiiggdleges tdvolsagat, azaz a
kotdpontok m; magassagkiilonbségét kapjuk.

Ha az egyes miiszerdllisokban kapott magassagkiilonbségeket hosszi uton Osszegezziik,
akkor a végpontok magassagkiilonbségére, a szintfeliiletek nem parhuzamos volta miatt, a
szintezés tutvonaldtol fiiggé eredményt kapunk. Ha pedig zart szintezési kort (poligont)
alakitunk ki, hibdtlan mérési eredmények esetén is, nullatdl eltérd, un. elméleti zdrohibdra
jutunk.

Szintfeliiletek tdvolsaganak jellemzésére nagyobb kiterjedésii teriileten (a felségeodézidban) a
szintezett (Un. nyers) magassagkiilonbségek nem alkalmasak, ezért mds magassagi
mérdszamokat kell bevezetni.

531.1. A geopotencialis érték

A nehézségi erdtér szintfeliiletei kozott — mint lattuk — nem a fiiggdleges tdvolsdgok, hanem a
potencidlkiilonbségiik alland6. Ezért méréseinkkel is AW potencidlkiilonbséget kell
meghatdrozni, ami munka jellegli mennyiség. Ehhez a szintezés ttvonala mentén nehézségi
méréseket is kell végezni, és a szakaszok g;m; szorzatdnak Osszegezésével jutunk a keresett
eredményre.

A geoidhoz, mint magassagi alapszintfeliilethez viszonyitott potencidlkiilonbséget nevezziik
geopotencidlis értéknek, és K-val jeloljik. Ezt elvileg a g-dm elemi szorzatoknak az O
magassagi kiindulépont és a P pont kozotti vonalintegrdljaként értelmezziik (ahol dm a
(nyers) szintezett elemi magassdgkiilonbségeket jelenti). Ezt gyakorlatilag a szintezési
szakaszokra vonatkozd g;m; szorzatoknak a két végpont kozotti Osszegezésével tudjuk
szamszeriien eld4llitani.

Valamely P pont geopotencidlis értéke, tehat
P P
KP:WO—WP:jgdmzZ gim; . (5311.1)
Ie} (0]

A geopotencidlis érték szabatos szintezéssel és hozza kapcsolédd nehézségi mérésekkel
feltevésmentesen meghatdrozhato. Egyszeri, természetes mérészam a magassagra, melynek
egyetlen hatrdnya az, hogy nem hosszisag jellegli. A geodézidban alkalmazott mértékegysége
a geopotencidlis egység (GPU = Geopotential Unit), ami 1 dJ/kg (vagy 10 m?® s). Ennek a
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mértékegységnek eldnye az, hogy a pontok geopotencidlis értéke szamszerlien csak mintegy
2%-kal kiilonbozik a pontok — késObbiekben targyalandé — hosszegységben (m-ben)
kifejezett magassagatol.

A gyakorlatban a geopotencidlis értéket kiilonb6z0 magassdgi mér6szdmokat haszndlod
(nemzeti) magassagi alapponthdlézatok Osszekapcsoldsakor (egyiittes kiegyenlitésekor)
hasznaljuk.

A felhaszndl6 azonban hosszisdg jellegli magassagi mérdszamot igényel, ezért ilyen
megoldast kell keresni.

531.2. Az ortométeres magassag

Valamely P pont ortométeres magassdgdan a P ponton adtmend szintfeliilet és a magassagi
alapszintfeliilet tavolsagat értjik a P pont fiiggévonaldn mérve. Ezzel az értelmezéssel
kikiiszoboltik a szintfelilletek nem parhuzamossdgdbdl szdrmazé bizonytalansigot a
magassag kérdésében.

Az ortométeres magassag kiszdmitdsa érdekében irjuk fel a P pontnak a geoidon fekvé O
magassigi kiinduléponthoz viszonyitott Wy — Wp potencidlkiilonbségét egyrészt a fizikai
foldfelszinen, a szintezés utvonala mentén, ennek eredményeként (ez éppen a pont
geopotencidlis értéke), masrészt az O pontbdl kiindulva a geoidon a P pont P’ geoidi
megfeleldjéig, majd innen a P pont fiiggdvonalan a foldfelszinig haladva. A kétféle uton felirt
potencialkiilonbséget egymadssal egyenl6vé téve, kiszamithatjuk a PP’ fliggévonal-szakasz

1 K 1 &

Hp=— |gdm=—"L=—)> g m , (5312.1)

j 8p 8p %:

ivhosszat, amit agy kapunk, hogy az O és a P pont mért potencidlkiilonbségét elosztjuk a
nehézségi térerdsségnek a P pont fliggévonala mentén, a geoid és foldfelszin kozotti g,

dtlagértékével (feltételezve azt, hogy a g nehézségi térer0sség a tengerszint és a foldfelszin
kozott, a P pont fliggdvonaldn, a magassaggal egyenletesen véltozik).

Ezt az atlagértéket kozvetleniil mérni nem tudjuk. Szamitdsa a mért foldfelszini érték és a
geoid és a felszin kozotti foldtomeg eloszldsiara vonatkozéan felvett valamilyen modell
alapjan lehetséges. A modell meghatirozdsa azonban a Fold belsejére vonatkoz6
ismereteinket potlo feltevéseket igényel, igy ennek tobb mddja is kialakult.

Egyik szokdsos megoldds a (34.6) Poicaré-Prey-féle modell alkalmazdsa. Kordbban gyakran
megelégedtek azzal is, hogy a g, atlagértéket a normdl nehézségi képletbol a P pont
fiiggélegesén, a H/2 magassdghoz kiszdmitott ¥, normdlértékkel kozelitették (normdil-
ortométeres magassdg).

Az ortométeres magassag dltaldban j6l haszndlhato, hosszisdg jellegli magassagi mérészam,
ami a gyakorlatban széles korben (kordbban Magyarorszagon is) elterjedt. Hatranya, hogy a

g, atlagérték szamitdsan keresztiill a valésagot kozelitd feltételezésekhez kotott, tovabba,
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hogy a H, = H, = ... = H; = 4lland6 ortométeres magassaggal jellemzett pontok altalaban nem
fekszenek azonos szintfeliileten (a viz elfolyik kozottiik).

Emlitett hétrinyai ellenére tobb orszdg haszndlja orszdgos magassigi alapponthélézata
magassagi adatainak megaddsara.

531.3. A dinamikai magassag

Az ortométeres magassagnak ezen legutébb emlitett hatranyan segit a dinamikai magassag
fogalménak a bevezetése. Erre ugy jutunk, hogy a P ponton dtmend szintfeliiletnek a geoidhoz
viszonyitott (mért) potencidlkiilonbségét, azaz a P pont geopotencidlis értékét elosztjuk
valamely  megdllapoddsszeriien  rogzitett — normdl — nehézségi  értékkel. Igy —a
potencidlkiilonbséggel ardnyos nagysagu, de hosszisag jellegli magassagi mérészamra jutunk.

A felvett normdl nehézségi erd érték altaldban a ¢ = 45° szélességen (ill. Rédey professzor
javaslata szerint a @ = 90° helyen, a sarkokon) az ellipszoid felszinére, valamely
nemzetkozileg elfogadott geodéziai vonatkoztatdsi rendszer normdl nehézségi képletébdl
kiszamitott érték. Ezzel a P pont dinamikai magassdga

P
H" L Kp= LZ g, m, . (5313.1)
Viso Vis» O

A dinamikai magassag értelmezésének megfelelden, az azonos szintfeliileten fekvo pontok
dinamikai magassdaga azonos. Ezzel szemben hatrdnya, hogy a nyers (szintezett)
magassagokat meglehetOsen nagy javitdssal kell ellatni, ami orszdgos szintezési hal6zatok
gyakorlati haszndlatakor gondot jelenthet. A dinamikai magassidgnak geometriai tartalma
tulajdonképpen nincs, ez egyszerien a pont geopotencidlis értékével aranyos,
hosszisdgjellegli mennyiség.

Az utébbi évtizedekben még tovdbbi magassagi mérdszam is elterjedt a geodéziai
gyakorlatban normdlmagassdg elnevezéssel. Ezt késObben fogjuk targyalni [533.].

Feladatok

- Ismételjiikk 4t a szintezésnek a Geodézia és a Geodéziai alaphdlézatok tantirgyban tanult szabdlyait és
bizonyitsuk, hogy megtartdsuk és tovabbi két feltétel mellett egyetlen miiszerdllasban a helyes
magassagkiilonbséget kapjuk eredményiil!

- Nagy tavolsdgokra szintezve miért fliigg a kapott eredmény a szintezés titvonaldt6l?
- Miért kell a felségeodézidban a szintezés mellett nehézségi mérést is végezni?

- Mik a geopotencidlis érték tulajdonsdgai? Bizonyitsuk az ortométeres magassag szamitasara szolgdl6 (5312.1)
helyességét!

- Soroljuk fel az ortométeres magassag tulajdonsagait!
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- Mikor van sziikség a dinamikai magassdg hasznalatara?

- Lehet-e a dinamikai magassdgnak geometriai értelmezést taldlni?

532. A trigonometriai magassagmérés alkalmazasa

Trigonometriai magassdgméréskor az ismert vizszintes helyzetli P, és P, pontban megmérjiik
a két pont kozott haladé fénysugar terjedési gorbéjének Z; és Z, szintfeliileti zenitszogét. A
pontok s, ellipszoidi tavolsdga (ivhossza) a koordinataikbdl szamithatd, tehat ismert.

A fénysugar terjedési gorbéjének végérintéi a két pontot Osszekotd hirral a & és a &
fénytorési (refrakcids) szoget zarjak be. A helyi fliggdleges (a helyi szintfeliileti normaélis)
irdnya a ponton dtmend ellipszoidi feliileti normalis irdnydval a fiiggdvonal-elhajlas P; és a P,
pontot Gsszekotd irdnyra vonatkozd vetiiletének megfeleld ¢4 és @ szoget zarja be. A
pontoknak az ellipszoid feletti magassaga h;, ill. h,.

Az ellipszoid s ; ivdarabjét helyettesitjiik az R dtlagos kozépgorbiileti sugard gombi ivvel. Az
s12 gombi ivhosszhoz tartoz6 kozépponti szog a K metszéspontban legyen a yszog.

A Py, P, K sikhdromszogre felirt tangenstételbdl, a haromszog belsé szogosszegét kifejezd
Osszefiiggésbol tg y/2-et hatvanysorba fejtve, ennek els6 két tagjara korlatozddva és a y/2 =
s12/2R helyettesitéssel kifejezhetjiik a két pont ellipszoid feletti magassdgdnak kiilonbségét a

h, +h, N
2R 12R?

Ahl,z =hy—h, = S12 (1+ >

1o j ¢ (z,+6,)-(z,+6) (532.1)

alakban, ahol z; és z a megfeleld ellipszoidi zenitszoget jeloli, amit a mért szintfeliileti
zenitszogbol a fiiggdvonal-elhajlds megfelelé irdanyd vetiiletének figyelembe vételével
szamithatunk ki. (Megjegyezziik, hogy az (532.1)-ben a fiiggdvonal-elhajlas elhanyagolasaval
az ellipszoidi zenitszog helyett a Z mért szintfeliileti zenitszoget irjuk, akkor eredményiil
értelemszerlien a pontok tengerszint feletti magassdagdnak AH;, = H;—H; kiilonbségét
kapjuk.)

A trigonometriai magassdgmérés legkényesebb pontja a & és a & refrakciés szog
meghatdrozasa. A gyakorlatban altaldban a fénysugar terjedési gorbéjét R/k sugari korivvel
helyettesitjiik, ahol k a fénytorési (refrakcids) egyiitthaté és altaldban k < 1. A zenitszogek
mérését pedig célszerlien mindkét végpontrol egyidejlien végezziik. Ez esetben j6 kozelitéssel
feltételezhetjiik, hogy & = &, midltal ez a hatds az (532.1)-b6l a kiilonbségképzés révén
kiesik.

Ezzel szemben lehetdvé valik a k fénytorési egyiitthaté szdmértékének kisérleti
meghatdrozasa a

_u+z 1807
/4

k=1 (532.2)
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Osszefiiggés alapjan, ahol = s1,/R helyettesitéssel éliink. A k egyiitthat6 értéke, kiillonosen a
talaj kozelében, viszonylag tdg hatdrok kozott véltozik. A talajtdl tdvolabb, nagyobb
magassagban mar kisebb valtozast mutat, és magashegységekben pedig igen kevéssé véltozd
kis érték. Ezért a trigonometriai magassagmérés elsdsorban ez utébbi kdrnyezetben vezet jo
eredményre. Ilyen koriilmények kozott eldnyosen alkalmazhaté a fiiggovonal-elhajldasok
suritésére is. A Py, P,, K haromszog szogosszegét kifejezd Osszefiiggésnek a megfeleld
atrendezésével ugyanis a

B — O = (21+22) —7— 180°+ (61+) (532.3)

alakra jutunk, ahol ¥ = s1,/R és ismét a O = & feltevéssel élve O+ = ky helyettesitést
végziink.

Ha ismert fiiggdvonal-elhajlasi végpontok kozott pontparonként egyidejli trigonometriai
magassagméréssel magassagi sokszogvonalat vezetiink, akkor a kozbensé pontokra
szamithato lesz a fiiggdvonal-elhajlés és a k fénytorési egylitthato pillanatnyi értéke.

A trigonometriai magassdgmérés (foként magas hegyvidéken) alkalmazhaté a geoid-
ellipszoid tavolsagok kiilonbségének meghatarozasara is a

AN, = N»=Ni = (hy—hy) — (H—H,) (532.4)

Osszefiiggés alapjan, ahol a h ellipszoid feletti —magassdgokat trigonometriai
magassdgméréssel és a H tengerszint feletti magassagokat szabatos szintezéssel hatdrozzuk
meg.

Feladatok

- Vazlat és geometriai megfontolds segitségével bizonyitsuk az (532.1) helyességét!

- Milyen kozelitéseket tartalmaz az (532:1)?

- Milyen feltételezés mellett tudjuk az (532.1)-et gyakorlatilag hasznositani és mikor varhat6 ezek teljesedése?
- Mutassuk be az (532.3) gyakorlati alkalmazasat két oldalbdl 4116 magassagi sokszogvonal példdjan!

- Véazlattal bizonyitsuk az (532.4) helyességét!

533. Magassagmeghatarozas mesterséges hold észleléssel

Mint tudjuk, mesterséges holdak geodéziai észlelésével az dllaspontunk (geocentrikus)
helyvektordt tudjuk kozvetleniill meghatdrozni. Foldi térbeli derékszogli koordinata-
rendszeriink tengelyeire E(a,f) paraméterli vonatkoztatdsi ellipszoidot illesztve, egyszerii
atszamitassal megkaphatjuk a pont (¢ A, h) ellipszoidi koordinata-harmasat. Ha a pontunk
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geoid (tengerszint) feletti H magassagait is meghatdrozzuk, pl. szintezéssel, akkor ebben a
pontban megkaphatjuk az

N=h-H

geoid-ellipszoid tdvolsdgot. (Ezt az 0sszefiiggést hasznaltuk mar a geoid meghatdrozaséra a
szatellitageodézia geometriai modszerének alkalmazasakor [523.1].)

Most ezt a moédszert arra fogjuk haszndlni, hogy a mesterséges hold észleléssel (GPS-
méréssel) €s szintezéssel (is) igy meghatarozott P; s P; pont kozotti tovabbi Py pont (pontok)
geoid (tengerszint) feletti magassdgdt meghatdrozzuk tovabbi mesterséges hold észleléssel
(GPS-szintezés).

A kozbensO Py pont Hy geoid (tengerszint) feletti magassdgdt a
H; = l’lk —N;

alakbdl szamitjuk ki, ahol tehat /&; a pont mesterséges hold észleléssel meghatdrozott
ellipszoid feletti magassdga és Ny = Ni(N;, N;) a P; és a P; pont el6bbi médon meghatédrozott
geoid-ellipszoid tdvolsdgabdl valamilyen predikcids eljardssal a P, kozbensd pontra
kiszamitott érték. (A gyakorlatban ez a predikcids eljards tobbnyire az egyszeri linedris
predikcio.)

Ezzel a megoldadssal a munka-, és igy, koltségigényes szintezés helyett sokkal gyorsabb és
olcsébb GPS-méréssel tudjuk kozbensd pontok geoid (tengerszint) feletti magassdgat
meghatdrozni. Az eljards megbizhatésdga (a GPS-mérés megbizhatosdgan til) alapvetden a
kozbensd pont (interpoldlt) geoid-ellipszoid tavolsdgdnak megbizhatésagatdl fiigg. A mddszer
alkalmazhatd, természetesen, tobb szintezett GPS-pont felhasznédldsaval, akar vonal mentén,
akar feliiletdarabra kiterjesztve, és a geoid-ellipszoid tdvolsdgok interpoldldsdba maés
informdciok is bevonhatok.

A hazai gyakorlatban mér egyes teriileteken a 3. rendii szintezés kivéltdsara eredményesen
hasznaljuk ezt az eljarast.

A modszer altaldnositdsa az, ha nagyobb feliilletdarabon mind a szintezett GPS-pontokra
(GPS-geoid [523.1.]), mind a csillagdszati-geodéziai [521.], mind a nehézségi, valamint
gradiométeres mérésekre tdmaszkodd kombindlt megolddssal (pl. kollokédcidval) elddllitjuk a
lehetd legrészletesebb geoiddbrazolast (az un. ,,centiméter-geoidot”), és ezt haszndljuk fel a
teriileten végzett tovabbi GPS-mérésekkel terepi pontok tengerszint (geoid) feletti
magassaganak meghatarozdsara (GPS-szintezésre).
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534. A peremérték-feladat megoldasa a fizikai foldfelszinre

Ebben a fejezetben a fizikai foldfelszin meghatarozdsanak tjabb moddszerét ismerjiikk meg,
amely a harmadik peremérték-feladatnak a fizikai foldfelszinre vonatkozé megolddsan
alapszik. Az eljards nagy eldnye elvi tisztasdga, vagyis az, hogy a fizikai valésdgban mérhetd
mennyiségekre kozvetleniil timaszkodva teszi lehetévé a feladat megoldasat, elkeriilve az
ismereteink hidnyait p6tld feltevéseket. Ez azéltal vélik lehetdvé, hogy a helymeghatirozé
adatok mindegyikét a normdl nehézségi erotérben értelmezi, melynek matematikai
osszefiiggéseit pontosan ismerjiik, hiszen magunk valaszthatjuk meg. Igy, ebben az eljardsban
a normal nehézségi erdtérnek még nagyobb jelentdsége lesz az eddiginél.

A foldfelszini P pont helyzetének meghatarozdsara a fizikai valésdgban mérni tudjuk a pont
D, és A; szintfeliileti foldrajzi szélességét és hossziisdgdt, valamint a tengerszintrdl kiindulé
szintezéssel és nehézségi mérésekkel a geoidhoz viszonyitott Wy — Wp potencidlkiilonbségét.
Ezen tilmenden még az is sziikséges, hogy a Fold egész felszinérdl legyenek nehézségi
mérési eredményeink.

Keressiik a foldfelszini P pont ¢, A és h ellipszoidi koordinatdit, amelyek a geodéziai ddtum
ismeretében a pont térbeli helyzetét meghatdrozzak.

A feladat megolddsdhoz felvett geodéziai vonatkoztatdsi rendszer normdl nehézségi
erdterének ellipszoid alaki szintfeliilete (a Fold normdl alakja) lesz helymeghatarozé
koordinéta-szamitdsaink vonatkoztatdsi ellipszoidja. A szintellipszoid Uy normadl- és a geoid
Wy valddi potencidlértékét szamszerlien azonosnak tekintjiik.

A P foldfelszini pont ellipszoidi P” megfelel6jét most ugy allitjuk eld, hogy a P pontot a
normdl nehézségi erdtér rajta atmend fiiggévonaldval (erOvonaldval) vetitjiik az ellipszoid
felszinére. A P pont ellipszoidi foldrajzi szélességét és hossziisdgat a P” pontbeli ellipszoidi
feliileti normalis térbeli helyzetét jellemz6 @ és A szoggel értelmezziik.

Ez utébbiakra a kovetkezd moédon jutunk. A foldfelszini P pontban a valédi és a normal
nehézségi térerdsség vektornak hatdsvonala daltal bezart szoget (vagyis a valédi és a
normdlpotencidl szintfeliiletének feliileti normadlisa altal bezart szoget) foldfelszini, vagy
Mologyenszkij-féle fiiggévonal-elhajldsnak nevezziik. Ennek & merididn és 7™ I. vertikalis
irdnyd  OsszetevOjének figyelembe vételével konnyen szamithaté a P pont ¢ "
normdlszélessége és A" normdlhossziisdga, melyek a normal nehézségi erétér fiiggdvonala P
pontbeli érintdjének térbeli helyzetét adjak meg

"= d-EM s = A-nMcosd.
A P pont ellipszoidi foldrajzi koordindtdit pedig ugy kapjuk, hogy a normaélszélességet és a

normalhosszisigot a normdl nehézségi erdtér fiiggdvonaldnak gorbiiltsége miatt megjavitjuk.
Mivel a normél nehézségi erdtér forgasi szimmetrids eloszlasu, fiiggdvonala a merididnsikban
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fekvo sikgorbe, igy a javitds csak a ¢' koordindtét véltoztatja a fiiggévonal P és P” pontbeli
érintéjének xiranykiilonbségével. Igy

Q="K és A=A
A vonatkoztatasi ellipszoid geocentrikus elhelyezésii.

Harmadik koordindtaként most is az ellipszoid feletti h magassdgot hasznaljuk, amit két
részbdl tesziink 0ssze. Ennek érdekében keressiik meg a normal erdtérnek a P ponton dtmend
fiiggbvonaldn azt a P”” pontot, amelyben a normdlpotencial Up~ szamértéke éppen a P pont
valodi Wp potencialértékével egyenld. A P pont fiiggévonaldnak a P” P” szakaszét nevezziik
a P pont H" normdlmagassdgdnak és a P” P fiiggbleges tavolsag pedig az N " magassdgi
rendellenesség. E két utobbi mennyiség

h=H"+N"
Osszege teszi ki a P pont ellipszoid feletti 7 magassagat.

Megjegyezziik, hogy a kiilfoldi szakirodalomban gyakran taldlkozhatunk a magasséagi
rendellenességre a ¢ jeloléssel, tovabba a valddi nehézségi er6tér szintfeliileteire a geop és a
normdl nehézségi erdtér szintfeliileteire a szferop elnevezéssel.

Egész foldi viszonylatban a P”” pontok Osszessége altal alkotott feliilet a fizikai foldfelszin elsd
kozelitése, amit telluroidnak 1is szokds nevezni. (Az els6 kozelités itt a magassagi
rendellenesség elhanyagoldsat jelenti.)

A tovédbbiakban bemutatjuk, hogy a foldfelszini pont magassigi helyzetét jellemzd, most
ismertetett mennyiségekre hogyan juthatunk a mérési eredmények alapjan.

534.1. A normalmagassag

Lattuk a korabbiakban, hogy a Fold valosdgos nehézségi erdterének szintfeliiletei kozott
értelmezett ortométeres magassdg kKiszamitisdhoz a nehézségi térerOsségnek a P pont
fiiggévonala mentén a pont és a geoid kozotti g, atlagértékének ismerete sziikséges [531.2].
Mivel ezt a Fold belsejében mérni nem tudjuk a felszinkozeli tomegek siirliségeloszlasira
vonatkoz¢ feltevések mellett, szamitassal tudjuk csak megkozeliteni.

Hogy az ezzel jaré bizonytalansdgokat elkeriiljik, inkdbb lemondunk arrdél, hogy a
magassdgot a Fold valésdgos nehézségi eréterében értelmezziik. Igy jutunk arra a megoldasra,
hogy magassdgi mérészamként a normdlmagassdgot vezetjik be. Ez pedig a pont geoidhoz
viszonyitott Wy — Wp valddi potencidlkiilonbségének a normal nehézségi erétérben megfeleld
fliggbleges tavolsag (vagy magassagkiilonbség), amit a

K [ &
H;:~—P :;I gdm=z~i z gim; (53411)
Ve Ve 0 Yp O

Osszefiiggésbdl szamithatunk.
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A nevezbben szerepld ¥, dtlagos normdl nehézségi értéket ugy kapjuk, hogy a felvett normal
nehézségi képletbol az ellipszoid felszinére kiszamithat6 értéket a tiszta magassdgi hatdssal az
ellipszoid folé Hp/2 magassiagra atszamitjuk. (Ez most nem tartalmaz semmiféle kozelitést,
mert a vonatkoztatdsi rendszert ugy alkottuk meg, hogy a Fold normadlalakja (a
szintellipszoid) a Fold 6ssztomegét magédba zdrja, igy felette mar tomegek nincsenek! Ebben
rejlik a normdlmagassdg feltevésmentessége.)

Az (5331.1)-ben m; most is az i. szintezési szakasz szintezett (nyers) magassagkiilonbségét, g;
a hozza tartoz6 mért nehézségi értéket €s Kp a pont geopotencidlis értékét jelenti.

A normdlmagassag tehat a mérési eredményekbdl feltevésmentesen, tetszéleges pontossaggal
szamithato. Gyakorlati célra, pl. orszdgos magassagi alapponthdlézat szamara, j6l megfeleld
magassagi mér0szam. Kozel 4ll az ortométeres magassdg értékéhez, eltérése ettdl, hazai
viszonylatban 0,1 m-nél, egész foldi viszonylatban 2 m-nél kisebb. A gyakorlatban széles
korben elterjedt, az eurdpai orszdgok, kozottiik Magyarorszag hivatalosan hasznalt magassagi
mérdszama.

Egyetlen hatranya, hogy a valésdgban azonos szintfeliileten fekvd pontok normalmagassiga
csak akkor azonos, ha a pontok azonos szélességi vonalon fekszenek.

534.2. A magassagi rendellenesség

A foldfelszini P pont ellipszoid feletti magassdgdnak masik része a P’ P tdvolsdg, a
magassdgi rendellenesség. Mivel a normdl nehézségi er6tér P”” ponton &dtmend
szintfeliiletének Up~ potencidlértéke megegyezik a P pont Wp valddi potencidljaval (mert igy
vdalasztottuk ki), ezért a feladat most is — mint a geoid meghatarozdsakor — azonos
potencidlértékli valédi é€s normadl szintfeliilet egymdastol mért tdvolsdganak meghatarozdsa a
foldfelszinen nyert mérési eredményekbdl.

A feladat 1ényegében a potencidlelmélet 3. peremérték-feladatinak megolddsa a foldfelszinre.
A megoldasnak tobb utja ismeretes.

Az egyik megoldasi utat kovetve a foldfelszint a telluroiddal kozelitjiik, és linearis
integralegyenletet allitunk fel a T potencidlzavar meghatarozdasara.

Ennek megoldasa sor alakjaban kaphato, a kovetkezd feltételek mellett
- a vonatkoztatdsi (szint)ellipszoid Uy és a geoid W, valdédi potencidlértéke szamszeriien
azonos,
- anormal nehézségi erdtér forrasat képezo tomeg megegyezik a Fold M 6ssztomegével,
- akoordindta-rendszeriink kezddpontjat a Fold tomegkozéppontjdba helyezziik és
- egyes lépésekben az ellipszoidot gdmbbel helyettesitjiik.
Az 1igy nyert T potencidlzavart Bruns képletébe helyettesitve, jutunk a magassagi

rendellenességre. A sor elsd két tagjara korlatozédva Mologyenszkij megoldasa a telluroid
felszinére kiterjesztett feliileti integral
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N"=N"%Ag;, GI;, 7), (5342.1)
ahol

Agi =(gp=1p)i (5342.2)

a foldfelszini nehézségi rendellenesség, és
Gl;=GI((H! -Hy), Agi) (5342.3)

az (5342.2)-nek a foldfelszini domborzat hatdsdt kitejez6 elso foku javitasa, ami gyakorlatilag
csak magasabb hegyvidéken ér el figyelembe veendé mértéket.

Megjegyezziik, hogy az (5332.1) hatdresetként a geoidra vonatkoz6 megoldast is tartalmazza,
ha ebbe a

Ag = gr—p

geoidi nehézségi rendellenességet és a P pont és a felszin i futépontja kozotti
magassagkiilonbségre

H'-H;=0
értéket frunk (mivel a geoidon fekvd pontok kdzott magassdgkiilonbség nincs).

(Az (5342.1)-ben elo6irt feliileti integrdl alakjaval — a felségeodézia fizikai geodéziai
modszereinek tovabbi részleteivel egyiitt — a mesterképzés Fizikai geodézia tantargyaban
fognak megismerkedni.)

Ha a terepszinti P pontok normal fiiggdvonaldra a vonatkoztatasi ellipszoidtdl el0szor a
magassagi rendellenességet mérjiik fel, (vagy ha a P pontokbdl lefelé a normédlmagassagot
mérjiik vissza,) akkor olyan P’ pontokra jutunk, amelyeknek Osszessége a kvdzigeoidot
alkotja. Ennek az ellipszoidtd]l mért tdvolsdga olyan mértékben kiilonbozik a geoid-ellipszoid
tdvolsagtdl mint a normalmagassag az ortométerestdl (ugyanis a P tereppontnak az ellipszoid
feletti 4 magassaga, fiiggetleniil a meghatarozds modjatdl, ugyanannyi).

A megoldas elvi eldnye, hogy egyrészt elkeriili a foldfelszini mért g értékek geoidra
atszamitasat, masrészt lehetdséget ad a domborzat hatdsanak figyelembevételére.

534.3. A foldfelszini figgévonal-elhajlas

A csillagdszati szintezés (5211.1) alaposszefiiggésébol lathatd, hogy a geoid-ellipszoid
tavolsag megvaltozasa a fiiggdvonal-elhajlas vonalintegralja. Ennek megforditdsaval kapjuk,
hogy a fiiggdvonal-elhajlds OsszetevOok pedig, a geoid-ellipszoid tavolsidgok meridian- illetve
erre merdleges irdnyd ivhossz szerinti differencidlasaval szdrmaztathatok. Ennek a
kapcsolatnak az alapjan az (5342.1) megfeleld irdnyd differencidlasdval kaphatjuk a
foldfelszini fiiggovonal-elhajlds kiszamitasara alkalmas
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oA oA
EM=E(Ag, (a_ng JHi—Hp) és n™=nAg; (a_ng ,H,—Hp)  (5343.1)

1 1

(feliileti integral) Osszefiiggést.

Ez az Osszefiiggés is — sziikség esetén — lehetdvé teszi a domborzat hatdsdnak figyelembe
vételét. (Hataresetként tartalmazza a geoidi fiiggdvonal-elhajlds kiszamitdsara szolgdl6 tn.
Vening Meinesz-féle képletet is, amelyet a Fizikai geodézia tantargy targyal.)

A peremérték-feladat megolddsa a fizikai foldfelszinre végiil is olyan helymeghatarozasi
lehetdséget nydjt, amely a @ A & ellipszoidi koordinita-harmas feltevésmentes
meghatdrozasiat teszi lehetdvé, ténylegesen mért foldfelszini mérési eredményekbdl.

A jelenlegi gyakorlatban a vizszintes helyzet (¢ és A1) meghatdrozasa tekintetében a megoldas
inkabb elvi jelentdségli, mert a nehézségi mérések nem egyenletes foldfelszini eloszldsa miatt
az (5343.1)-bdl szamitott fiiggdvonal-elhajlds Osszetevok megbizhatésdga meglehetdsen
valtoz6 a Fold kiillonbozd helyein, és nem éri el egyeldre a sziikségest. Ezért erre a célra ma
mar a GPS haszndlata sokkal jobb eredményre vezet.

Ezzel szemben a normdlmagassdg jol meghatarozott, feltevésmentes, egyértelmii magassagi
mérdszam, ami a gyakorlatban széles korben elterjedt.

Igy a magassdgi rendellenesség is nagyobb megbizhatésaggal nyerhetd, a GPS-méréssel
meghatdrozott & ellipszoid feletti magassig és a H" normdlmagassag

N'=h-H"

kiillonbségeként, mint az (5342.1) szerinti meghatdrozdsidval. Ezzel a megolddssal most a
kvdzigeoidnak az ellipszoidtdl mért tavolsagat kapjuk, pl. szintezett GPS-pontokban.

A mai gyakorlatban taldlkozunk mind a geoid, mind a kvdzigeoid fogalmaval. A kettd a
tengereken egybeesik, a szdrazfoldeken pedig annyira kiilonbozik, mint az ortométeres
magassag a normalmagassagtol (<2 m). A két feliilet pontjait ugyanis gy értelmezhetjiik,
hogy a fizikai foldfelszinen 1évé pontbdl vagy az ortométeres magassagot, vagy a
normdlmagassdgot mérjiik vissza a pont fiiggdvonalan. Elso esetben a geoid, masodik esetben
a kvdzigeoid pontjaira jutunk.
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