Numerikus modszerek épitémérndkdknek Matlab-bal 3. Szamitasok hibai

3. SZAMITASOK HIBAI

BEVEZETES A NUMERIKUS MODSZEREKBE

Bizonyos feladatokat, problémakat a hagyomanyos analitikus matematikai
modszerekkel nem, vagy csak nagyon nehezen lehet megoldani. Ezekben az
esetekben hasznalhatéak a numerikus modszerek. Az analitikus megoldasok egzakt
megoldasok, ahol a feladatban szerepl6 valtozok zart képletekkel kifejezhetbek. llyen
példaul egy masodfoku egyenlet megoldd képlete. A numerikus megoldas csak egy
megkozelité numerikus értéke a tényleges megoldasnak. Bar a numerikus megoldas
csak egy kozelités, az értéke nagyon pontos is lehet. A legtdbb numerikus modszer
iterativ eljaras, ahol fokozatosan kozelitjuk a megoldast, amig a kivant pontossagot el
nem érjuk. Nézzink egy épitbmeérndki példat, olyan esetre, ami analitikusan nem
megoldhato!

Hidraulikaban gyakori feladat a csatorna méretezés. A nyilt felszin( csatorna alakja,
anyaga, esése, szélessége és a vizmagassag fluggvényeben levezethetd az elszallitott
vizhozam nagysaga. Nézzik példaul egy szabadfelszin(l, téglalap keresztmetszet
csatorna vizhozamanak a képletét!

S (b3 7] 1 —— 7
Q=—'—""73 /| A /
(b+2-h)3 / h v,
ahol Q - vizhozam, n - Manning-féle / Y,
érdességi egyiitthatd, S - esés, b - ) - Y /
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Ez egy egzakt képlet Q-ra, ha azonban arra vagyunk kivancsiak, hogy a mértékado
vizhozam mekkora vizmélységgel képes lefolyni, akkor azt mar nem tudjuk explicit
maodon kifejezni. Korabban erre a feladatra kilonb6zé grafikus vagy tablazatos formaju
méretezési segédleteket hasznaltak. Ugyan analitikus mdédon most sem tudjuk
elballitani a megoldast, viszont a szamitégépek megjelenése 6ta, numerikus
modszereket hasznalva elére megadott pontossagu kozelité értéket tudunk adni a
megoldasra. Ez azt jelenti, hogy ha visszahelyettesitjik a megoldast h-ra, akkor nem
kapjuk ugyan vissza pontosan a vizhozam (Q) értékét, de nagyon kozel lesziink hozza.

Evszazadok 6ta vannak kidolgozott numerikus technikak az ilyen feladatok
megoldasara, de ezeknek az alkalmazasa a mai szamitdgépek megjelenése elbtt
nagyon bonyolult volt. A kézzel, vagy mechanikus szamologéppel végzett szamitasok
nagyon idéigényesek és konnyen elszamolhatéak voltak. Ezek a technikak csak a
szamitastechnika megjelenésével terjedhettek el, mivel ezekkel mar nem okoz
problémat a sok ismétlédd, bonyolult szamitas elvégzése rovid id6 alatt.

Egy mérnoki probléma megoldasa soran el6szor definialni kell a feladatot, valtozokat,
feltételeket (hatarértékek, kezd&értékek). Utana fel kell irmi a fizikai modellt a
problémahoz, lehet ez a vizhozam képlete, tomegvonzas, Newton torvényei stb. El kell
donteni, hogy megoldhato-e a feladat analitikusan vagy csak numerikusan. Lehet-e
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esetleg elfogadhatd egyszerisitéseket (pl. linearizalas) tenni az analitikus
megoldashoz. ldénként numerikus szamitasok esetében is egyszerUsitésekkel kell
élni, ha tul bonyolult a modell, hogy belathaté idon belul megoldhaté legyen a feladat
(lasd példaul id6jaras elérejelzések).

Numerikus szamitasok alkalmazasa esetén is ki kell valasztani, hogy melyik modszert
alkalmazzuk. Minden feladat tipushoz sokféle kidolgozott moddszer kozul
valaszthatunk. A moddszerek kulonbozhetnek pontossagban, szamitasigényben és a
programozas bonyolultsagaban is. A kivalasztott algoritmust az altalunk hasznalt
programozasi nyelven implementalni is kell. Matlab/Octave alkalmazasa esetén a
legtobb esetben nem nekunk kell leprogramozni az algoritmusokat, mivel nagyon sok
beépitett numerikus modszer talalhatdo meg bennuk, azonban ezeknek a hatterével is
célszerl megismerkedni, hogy helyesen tudjuk alkalmazni 6ket.

A feladat megoldasa utan le is kell valamilyen médon ellenérizniink a megoldast. Egy
nemlinearis egyenlet esetében ez torténhet példaul visszahelyettesitéssel.
Bonyolultabb esetekben, példaul differencialegyenletek megoldasakor, a numerikus
megoldast 0sszehasonlithatjuk egy hasonld probléma ismert megoldasaval, vagy
megoldhatjuk kiilonb6zé mddszerekkel és vizsgalhatjuk ezek eltéréseit.*

KEREKITESI HIBA, LEBEGOPONTOS SZAMABRAZOLAS

Mivel a feladatokat szamitégép segitségével fogjuk megoldani, ismernink kell a
szamitogépek korlatait is, tudnunk kell, hogy hogyan taroljak a szamitégépek a
szamokat, milyen hibak fakadhatnak a tarolasi moédbdl, vagy az algoritmusok
megvalasztasabol. NézzUk meg a kovetkezd egyszerl példakat!

Prébaljuk ki Matlab-ban a kdvetkez6t:
> x1 =0.3, x2 =0.1+0.1+0.1

Egyenlé egymassal ez a két szam? Nyilvanvalo, hogy igen. Azért ellendrizzuk le
Matlabban is!

> Xx1==x2
Valaszul azt kaptuk, hogy 0 (hamis)! Mi lehet az oka? Miért nem tud a Matlab egy ilyen
nyilvanvald, egyszerl példat megoldani? Hogy megértsik vizsgaljuk meg hogy tarolja
a szamitogép a szamokat!
e A szamok tarolasanak alapértelmezett és leggyakoribb formaja a lebegépontos
szamabrazolas (double precision floating point = dupla pontossagu
lebeg6pontos).

e Ez az IEEE szabvanyositott formatuma (IEEE 754).
e Minden szamot binaris formatumban tarolnak 64 bit (0-63) felhasznalasaval.

Szam abrazolasa:
(_1)5 m- 2(8—1023),

1 Lasd: Amos Gilat, Vish Subramaniam (2011): Numerical Methods, An Introduction with Applications
Using MATLAB (Sl Version), John Wiley & Sons (Asia)
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ahol s az eldjel bit (1 bit), m a mantissza (az értékes jegyek 52 biten) és e az
exponencialis kitevé (11 biten) (s+tm+e=>1+11+52 = 64 bit).

1 bit 11 bits 52 bits
sign (s) exponent (e) mantissa (m)
63 52 51 0

A végtelen sok valos szambdl nem lehet mindent pontosan reprezentalni, lasd pl. 0.1
a kettes szamrendszerben végtelen szakaszos tizedes (vagyis jelen esetben
'kettedes') tort lesz, amib6l mi csak az els6 52 bitet hasznaljuk, a tobbit eldobjuk. Ez a
kerekitési hiba.

1 1 1 1 1 1 1 1

0 2 sttt
0.1 in binary — 0.0001100110011... (végtelen szakaszos tort)
A végtelen szakaszos tort haromszori 0sszeadasa kerekitési hibat eredményez, igy a
két érték nem lesz pontosan megegyez6 a szamabrazolas soran hasznalt
pontossagon beldl.

Nézzik meg mekkora a tg (g) értéke? A tangens fliggvény 11/2-nél nincs értelmezve,
a végtelenhez tart. Mi torténik, ha Matlabban szeretnénk ezt kiszamolni? Hibatzenetet
kapunk?

> tan(pi/2)
Mit ad a Matlab eredményil? 1.6331-10%, ami nem végtelen, csak egy nagyon nagy
szam. Miért? Mert a kerekitési hiba miatt g ertékét sem tudjuk pontosan megadni.

Mi is az a kerekitési hiba pontosan?
1=1+456,if 6§ < &,
ahol § a kerekitési hiba, és ¢ a gépi pontossag vagy gépi epszilon.

A gépi pontossag a legkisebb abrazolhat6 tavolsag alapesetben 1 és az azt kdvetd
legkisebb szam kozott. Matlab-ban az eps valtozéval vagy az eps() fuggvénnyel lehet
lekérdezni.

> eps

Alapesetben az értéke ~ 2 - 10716, Adjunk hozza 1017-t (ami kevesebb, mint a gépi
epszilon) 2-hoz!
2

24+2-10717 % (gépi epszilonnal kevesebb)
> a==b % ->1 (Igaz)

Adjunk most hozza 10-4-t (ami nagyobb, mint a gépi epszilon) két kiilonb6z6 szamhoz,
az elsé legyen 1, a masodik 12345.

> a=1; b = 12345; c = le-14;
> a == a+c % 0 Chamis)
> b == b+c % 1 (igaz)
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Miért lehet az, hogy az egyik esetben sikerult hozzaadni ugyanazt a gépi epszilonnal
nagyobb értéket a szamhoz, a masik esetben pedig nem? A valasz erre az, hogy a
gépi pontossag alapértéke az 1-t6l valo tavolsag, de értéke a szam nagysagrendjével
valtozik. Nézzuk meg!

> eps(a) % 2.2204e-16
> eps(b) % 1.8190e-12
> eps(1le20) % 16384

Ezt azt jelenti, hogy 10%° utan tarolhatd legkisebb szam 16384-gyel nagyobb. Ha
16384/2-t vagy anndl kisebb szamot adunk hozza 102°-hoz, akkor a szam értéke nem
fog valtozni, ha ennél nagyobbat, akkor mar igen (a kerekités miatt, ha 16384/2+1-et
adunk hozza, akkor mar felfelé fog kerekiteni).

> 1le20 == 1e20+16384/2 % a valasz igaz

KIOLTO HIBA

Nézzunk egy masik tipikus kerekitési hibat, a kioltd hibat, amikor kozel azonos
nagysagu szamokat vonunk ki egymasbol. Nézzuk meg Matlab-ban a kovetkez6
példat:

x1 = 10.000000000000004 % 14 db 0 a tizedespont utdn a 4-es eldétt
yl = 10.00000000000004 % 13 db 0 a tizedespont utdn a 4-es eldétt
% vagy: x1 = 4e-15 + 10; yl = 4e-14 + 10;

(y1l-10)/(x1-10)

A vart eredmény: 0.000000000000004 / 0.00000000000004 = 10, a kapott eredmény
azonban: 11.5!

vV V V V

Fontos ismerni még a legkisebb és legnagyobb tarolhaté szamok méretét is, mert
ennek a tullépése is komoly hibakhoz vezethet!

> realmin % 2.2251e-308
> realmax % 1.7977e+308

Miért fontos nekiink a numerikus hibak ismerete? Erdemes néhany tanulsagos esetet
megnézni a numerikus hibak okozta katasztréfak kdzétt! Az Oboélhaboru idejében
1991-ben egy Patriot Iégvédelmi rakéta nem talalta el az iraki Scud rakétat, ami miatt
28-an meghaltak. Az oka numerikus hiba volt. A tizedmasodpercben mért id6ket a
rendszer megszorozta 1/10-del, hogy masodpercet kapjon, mivel ezt nem lehetett
pontosan reprezentalni binarisan, fellépett egy kis kerekitési hiba, sokszor egymas
utan elvégezve a miveletet a hiba halmozdodott. 100 6ras Uzem esetén az eltérés: 0.34
masodperc volt, ami alatt egy Scud rakéta tébb, mint fél kilométert tesz meg (1.676
m/s sebességgel).

Ugyancsak numerikus hiba okozta 1996-ban az ESA Ariane 5 rakétajanak 40
masodperccel a kildvése utan torténd felrobbanasat! (,Famous number computing
errors” - https://blog.penjee.com/famous-number-computing-errors/, ,Disasters due to
rounding error” - https://web.ma.utexas.edu/users/arbogast/misc/disasters.html).
Erdekes lehet még a kdvetkezd oldal is:
https://www5.in.tum.de/persons/huckle/bugse.html, ahol egy nagyobb gyljtemény
talalhato szoftverhibak okozta problémakrél (sok kdztik a numerikus szamitasi
probléma).
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CSONKITASI HIBA

A véges szamabrazolasbodl adodd kerekitési hiba hatasat mar lattuk, és azt is, hogy
kerulni kell a kdzel azonos nagysagu szamok kivonasat, ha van ra méd.

Egy masik fontos hiba akkor lép fel, amikor az egzakt matematikai kifejezés helyett
annak kozelitését alkalmazzuk a numerikus szamitasok soran, példaul: Taylor-soros
kdzelités, numerikus derivalas, integralas. Altalaban akkor Iép fel a probléma, amikor
egy bonyolult, szimbolikusan nem megoldhato problémat, egyszeribb, szamitogéppel
konnyebben kezelhetd problémaval helyettesitjuk.

Jo6 példa erre a Taylor-soros kozelités, ahol minél tébb tagot veszink figyelembe,

ertelemszerlen annal kisebb lesz a csonkitasi hiba. Most nézzik meg az e* kozelitését
3

. _ x? | x
Taylor-sorral 4 taggal: e* = 1+ x + = + =
> X=
> f
> g
A kerekitési és a csonkitasi hiba egyutt adja a teljes hibat!

[

exp(x) % 2.7183 - tényleges érték
1 + Xx + xA2/2 + xA3/6 % 2.6667 - csonkitdasi hibaval terhelt érték

kerekitési hiba + csonkitasi hiba = teljes hiba

ABSZOLUT ES RELATIV HIBA

A hibakat tobbféleképpen csoportosithatjuk, a pontos értéktdl valo tényleges eltérést
abszolut hibanak nevezzik, azonban a valésagban sokszor nem ezzel lehet a
legjobban reprezentalni a hiba nagysagat, célszeri bevezetni a relativ hiba fogalmat
is. Legyen egy x valos szam kozelitése x.

Abszolut hibanak nevezzuk a tényleges eltérést: A= |x — X|

A relativ hiba az abszolut hiba osztva x értékével: B |x — X|
ET

Amikor x egy koruli érték, akkor nincs lényeges eltérés a kettdé kdzott, azonban amikor
x>>1, a relativ hiba jobban tukrozi a hiba jelentéségét. Nézzink erre egy példat!
Legyen két tavolsag (¢4, t,), amit becslink (¢, t;).

t, =1000m; & =900 m; t,=200m; £ =100m;
A=100m; &= 10 %; A=100m; &= 50 %;

Az abszolut hiba mindkét esetben 100 m, de az elsé becslés mégis sokkal pontosabb,
mint a masodik és ez a relativ hibak nagysagaban is tikrozédik (10% ill. 50%).

STABILITAS, KONDiCIOSZAM

Miutan lattuk, hogy a numerikus hibakkal egyutt kell élnink a szamitasok soran, a
kovetkezd fontos kérdés, hogyan kezeljuk O&ket? Megbizhatunk-e a kapott
eredményben? Ehhez még két fogalmat kell megismernink, az adott probléma
érzékenységét/kondicionaltsagat és az algoritmus stabilitasat.
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e Egy matematikai probléma jél kondicionalt ha a bemeneti paraméterek kis
valtozasara az eredmény is kis mértékben valtozik.

e Egy algoritmus numerikusan stabil ha bemeneti paraméterek kis valtozasara az
eredmeény is kis mértékben valtozik.

A pontossag fligg a probléma kondicionaltsagatol és az algoritmus stabilitasatol.

Pontatlansagot okozhat, ha stabil algoritmust alkalmazunk rosszul kondicionalt
problémara, vagy instabil algoritmust alkalmazunk jél kondicionalt problémara.

KONDICIOSZAM

Oldjuk meg a kovetkez6 linearis egyenletrendszert!
6x1 - Z.XZ = 10
11.5x; — 3.85x, = 17

Az egyenletrendszer matrixos alakban (A - x = b):

A= (116.5 —gi}s)‘ b= (12)

Oldjuk meg ezt a feladatot Matlab-ban. A megoldas matematikailag: x = A~ - b.
Matlab-ban az inv parancs szamitja egy matrix inverzét. Oldjuk meg a feladatot!

[6,-2; 11.5,-3.85]; b = [10; 17];
inv(A)*b % 45.0000; 130.0000

> A
> X

Megoldas a 45 és a 130 lett. Modositsuk egy kicsit a masodik egyenletben az x,
egyutthatojat -3.85-rél -3.84-re, és oldjuk meg ujra a feladatot!

[6,-2; 11.5,-3.84]

inv(A)*b % 110.0000; 325.0000

Most a megoldas 110 és 325 lett. Csak egy kicsit valtoztattunk az egyenletrendszeren,
meégis oriasi lett a valtozas a végeredményben! Azt vartuk volna, hogy mivel a két
bemenet nagyon kdzel van egymashoz a megoldasok is hasonldak lesznek. Nem igy
tortént. Mi okozhatja ezt?

> A
> X

Vannak olyan matrixok, amelyek nagyon

eérzékenyek a bemenet kis megvaltozasara.
Ezt az érzékenységet lehet mérni a matrix £
kondiciészamaval. A kondiciészam (k)
teremt kapcsolatot a kimenet relativ hibaja és
a bemenet relativ hibdja kozott. Minél
nagyobb ez a szam, a bemenet kis f

megvaltozasa annal nagyobb valtozast fog
okozni a kimenetet illetéen.

f@—f®
1T | | fo-f®] [Fr®
T |TIF® -z | [F®

Nézzuk meg ennek a matrixnak a kondicié szamat!
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> cond(A) % 4.6749e+03

Eredmeénye: 4674.9 lett. Minél nagyobb ez a szam, annal bizonytalanabb a megoldas,
ugyanis a bemenet kis hibaja ugyanennyi szeresére nagyitddik fol a kimenetnél! Erre
nagyon oda kell figyelni a mérndki munkak soran, ahol a bemeneti mérések, allanddk
tobbnyire csak kozelitd ertékek, hibakkal terheltek.

PELDA INSTABIL ALGORITMUSRA

Nézzik meg a kdvetkez6 masodfoku egyenlet megoldasat!
x? —100.0001x +0.01 =0

Ennek az egzakt megoldasa a kdévetkezé: x; = 100; x, = 0.0001; Megoldas felirhat6 a
masodfoku megoldoképlettel:

—b + Vb2 — 4ac —b —Vb?% — 4ac
1= 2a ’ X2 = 2a ’

Oldjuk meg Matlab-ban, az eredmények megjelenitését allitsuk at tobb tizedes jegyre!

> format Tong;

a=1 b =-100.0001; c = 0.01;

D = sqrt(bA2 - 4%a*c) % 99.999899999999997
x1 (-b + D)/(2*%a) % 100

x2 (-b - D)/(2%a) % 1.000000000033197e-04

x,-re nem kaptunk pontos eredményt a kerekitési hiba miatt. Miutan b negativ, igy
ebben az esetben a szamlaloban két egymashoz nagyon kozeli értéket kellett kivonni
egymasbal, itt is fellépett a kioltd hiba.

V V. V V

Sok esetben, amikor a matematikai kifejezés két egymassal kdzel megegyezd
kifejezés kulonbségét tartalmazza, a feladat atalakithatdé olyan formaba is, ami
kevésbé érzékeny a kerekitési hibakra. x, esetében ezt megtehetjuk, ha

megszorozzuk a formulat (—b + Vb? — 4ac)/(—b + Vb? — 4ac)-vel:

—b —+Vb?% —4ac —b+Vb?—4dac 2¢
Xy = . = ;
’ 2a —b+VbZ—4%ac —b+Vb? — 4ac

Hasznaljuk most ez utobbi kifejezést a megoldashoz:
> x2m = (2*c)/(-b+D) % 1.000000000000000e-04
Most a vart eredményt kaptuk.

PELDA STABIL ALGORITMUSRA

Nézzink egy masik példat az algoritmus megvalasztasanak fontossagara! Kétféle
modon is kozelithetjik az e™ értékét:

2 3
1+x+57+35+
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Szamoljuk ki a fuggveény értékét x = 8.3 helyen a fent megadott két modszerrel! Toltsuk
be az emx.m flggvényt, ami két kimenettel megadja a kétféle kozelitést n tag
esetében, x helyen!

> function [f g] = emx(x,n)

> f=1; % els6 kozelités 1 - x + xA2/2 - xA3/6 + ...

> p=1; % els6 kozelités a nevezére (1 + X + xA2/2 + xA3/6 + ...)
> for i=1l:n

> s = xAj/factorial(i);

> f=Ff +(-1Ai*s;

> p=p+s;

> g=1/p;

> end

> end

A megoldas pontos értéke: exp(-8.3) = 2.4852e-04

Probaljuk ki az elébbi fiiggvényt n = 10, 20, 30 esetben! Alljunk vissza a kevesebb
szamjegy kijelzésére, most elég lesz ez is.

format short
megoldas = exp(-8.3) % Pontos érték: 2.4852e-04

vV V. V V V

[f g] = emx(8.3,10) % 10 tag esetében: f=188.0344, g=3.1657e-04
[f g] = emx(8.3,20) % 20 tag esetében: f=0.2833, g=2.4856e-04
[f g] = emx(8.3,30) % 30 tag esetében: f=2.5151e-04, g=2.4852e-04

Az eredmeények:

n=|10 20 30

f 1188.0344 |0.2833 2.5151e-04

g |3.1657e-04 | 2.4856e-04 | 2.4852e-04

Latjuk, hogy a két algoritmus kozul a masodik sokkal hamarabb kozeliti meg a pontos
értéket, nem mindegy milyen médszerrel oldjuk meg a feladatot!

TELJES HIBA?2

Nézzunk meg egy olyan példat, ahol mind a csonkitasi, mind a kerekitési hiba
szerephez jut. Nem csak a Taylor soros kozelités tartalmaz csonkitasi hibat, hanem a
numerikus integralas is, vagy a derivalt differenciahanyadossal valé kozelitése is.
Nézzunk ez utdbbira egy példat:

fx+h) - f(x)

f1) ~ =

2 Kiegészité anyag
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A csonkitasi hiba felsé korlatia becsiilhets. f(x)
Hatarozzuk meg a csonkitasi hiba fels6
korlatjat az alabbi flggvény derivaltjanak a
differenciahanyadossal torténd kozelitése
esetén, x=2 helyen?3!

/differenciahényados

differencialhanyados
s (derivalt)

y=x
Kozelitsik numerikusan a derivaltat a P
differenciahanyadossal! / ra—— >

T )Nf(x+h)—f(x) _@+n)P =28
fla = h - h
A csonkitasi hibat a Taylor-soros kozelités alapjan becsulhetjuk:

Foeth) = £GO + £Go -k + 1208

, ahol x < & < x + h. Ezért atrendezve igaz a kdvetkez:

fa+h) —f@) @
h 2

A fenti egyenlet bal oldalan a csonkitasi hibat talaljuk (a kozelités és a tényleges érték
eltérése), a jobb oldalon pedig ehhez egy fels6 korlatot, aminél biztosan kisebb lesz a
hiba. Jeldljuk H-val ezt a hibat, a fels6 korlatot pedig €-nal. Esetliinkben pontosan
ismerjik az els6 (y' = 3 x2 = 12) és a masodik derivaltat is (y" = 6x), igy a csonkitasi
hibara igaz a kovetkezé:

(2+h)® 23
h

h2

—f'(x)] < h

—-12‘S§£Z£§2 .h,==§iili:= 3¢h

Hh) = 2 2

A csonkitasi hiba becsiilt felsé korlatja h fliggvényében maximalis ¢ esetén (¢ = x +
h), x = 2 helyen:

e(h)y=32+h)h
A fenti képletbdl lathatd, amint az varhatd is volt, hogy minél kisebb h intervallumokra

osztjuk fel a fuggvényt a differenciahanyadosok szamitasahoz, annal kisebb lesz a
csonkitasi hiba.

Abrazoljuk az elé6zé derivalt kdzelitésének becsiilt felsé korlatjat és szamitsuk ki a
tényleges hibat is a lIépéskdz valtozasanak flggvényében! Vegylk fel a kdvetkezd
lépéskozoket:

h=1,10"%1072,..-,107°

> format Tong
> n=0:-1:-15, h = 10.An

Adjuk meg egysoros fliggvényként a becsilt felsé korlatot és a tényleges hibat is!
(Figyeljunk a . hasznalatara, mivel most vektorok elemenkénti miveletérdl van szo)

> e = @Ch) 3*(2 + h).*h; % becsilt fels6 korlat

3 Palancz Béla numerikus modszerek példatara alapjan
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> H = @Ch) abs(((2 + h).A3 - 8)./h - 12) % tényleges hiba

Szamoljuk ki a két fuggvény értékét a kulonbozd 1épéskdzokhdz és abrazoljuk az
eredményeket log-log koordinata rendszerben (ezt a loglog paranccsal tehetjlik meg)!

figure(l)

Toglog(h,e(h)); hold on

Toglog(Ch,H(h))

Tegend('Becsult felsé hibakorlat',’Tényleges hiba'")

vV V V V

10° Becsiilt felsd hibakorlat | |
Tényleges hiba
10° \\
A
10-10 L
107"% :
1071® 10710 10° 10°

Mit latunk a fenti abran? Ahogy csokken a 1épéskdz, ugy csokken a csonkitasi hiba
becsilt felsd korlatja is és egy darabig a tényleges hiba is ennek megfeleléen, azonban
egy pont utan (valahol 108 kérnyékén) hirtelen elkezd néni Ujra a tényleges hiba. Mi
lehet ennek az oka? Ez abbdl adddik, hogy a teljes hiba a csonkitasi és a kerekitési
hiba 0sszegeként all eld. Nagyjabol 10 értékig a csonkitasi hiba dominal, utana
viszont erételjesen elkezd néni a kerekitési hiba. Ennek a jelenségnek igen fontos
szerepe van példaul a differencialegyenletek numerikus megoldasanal!

Termeészetesen hasonléan a korabban latottaknal itt is lehet olyan algoritmust
valasztani, ami kevésbé érzékeny a kerekitési hibara, hiszen a f6 hiba itt is a kioltd
hiba, mivel a differenciahanyados szamlalojaban két kozel azonos szamot vonunk Ki
egymasbdl, minél kisebb h, annal kisebb a két szam kozotti eltérés. Most a
differenciahanyadost kdnnyen egyszerisithetjuk:

2+ h)3-283
%=12+6h+h2

Ebbél a csonkitasi hiba:
H(h) =12+ 6 h+ h? — 12| = |6 h + h?|

> H2 = @Ch) abs(6*h + h.A2)
> abrl=loglog(h,H2(h), 'g", 'Linewidth"',2)
> Tlegend(abrl, 'Teljes hiba - javitott algoritmus')
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10°

- Teljes hiba - javitott algoritmus

102 |
10| ) -

10~IO - /

10-]5
1018 10710 10°% 10°

A differenciahanyadost itt mi egyszerUsitettuk manualisan, természetesen lehet6ség
van ilyen egyszerlsitésekre Matlab-ban is, ezek azonban mar a szimbolikus
szamitasok témakodrébe tartoznak, ami a Symbolic Math Toolbox része (Octave-ban
ehhez telepiteni kell a symbolic package-t, lasd az 1. gyakorlat Kiegészités Octave-
hoz fejezetét).

Szimbolikus szamitasok soran nem konkrét szamokkal szamolunk, hanem
valtozékkal. Ehhez el6szér meg kell adni a Matlab szamara syms paranccsal, hogy
melyek lesznek a szimbolikus valtozoink, ezekkel a szimbolikus valtozokkal meg kell
hivjuk a fuggvényt, ekkor egyszerlsithetjik a kifejezést a simplify paranccsal. A
simplify parancs eredménye egy szimbolikus valtozé lesz, amibe nem lehet konkrét
szamokat behelyettesiteni, csak, ha visszaalakitjuk hagyomanyos fuggvénnyé a
kifejezést a matlabFunction paranccsal.

> syms h
> Hsym = simplify(HC(h)) % Hsym = absCh*(h + 6))
> H2 = matlabFunction(Hsym) % H2 = @(Ch)abs(h.*(h+6.0))

A Workspace-ben is lathatjuk, hogy Hsym értéke szimbolikus. Nézziik meg mi torténik,
ha megprobalunk egy konkrét értéket behelyettesiteni!

> H2(le-1) % 0.610000000000000
> Hsym(le-1)

Subscript indices must either be real positive integers or logicals.

Error in sym/subsref (Tine 841)
R_tilde = builtin('subsref',L_tilde,Idx);

Error in gyak3 (line 78)
Hsym(le-1)

A masodik esetben hibalzenetet kapunk, mivel szimbolikus kifejezésbe nem lehet
behelyettesiteni egy értéket.
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A FEJEZETBEN HASZNALT U] FUGGVENYEK

eps - Gépi epszilon/gépi pontossag nagysaga,

realmin - Az abrazolhato legkisebb szam (double tipus esetében)
realmax - Az abrazolhato6 legnagyobb szam (double tipus esetében)
factorial - Faktorialis, n!

inv - Matrix inverze

cond - Kondicio szam

loglog - Abrazolas logaritmikus skalan (mindkét tengelyen)

syms - Szimbolikus valtozok, kifejezések definialasa

simplify - Szimbolikus kifejezések egyszerisitése

matlabFunction - Szimbolikus kifejezések figgvénnyé alakitasa
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