Numerikus modszerek épitémérnokdknek 4. Nemlinearis egyenletek gyokei

4. NEMLINEARIS EGYENLETEK GYOKEI

Az f(x) =0 egyenlet numerikus megoldasa, zérushelyeinek/gydkeinek a
megtalalasa, sok esetben merul fel megoldandé feladatként.

fx)=0

Ennek az egyenletnek a megoldasat az egyenlet gyokének, vagy zérushelyének is
nevezik. Lehetséges, hogy az alap problémank eltér az f(x) = 0 alaktél, de minden
esetben visszavezethetjuk a probléma megoldasat erre az alakra, a jobb oldal
eliminalasaval. Nézzink néhany példat!

Két egyvaltozos fuggvény metszéspontja ott lesz, ahol egyenléek egymassal:

3.5 e*" =12 cos(x) > 3.5-e* —12cos(x) =0
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Keressuk, hogy egy fuggvény hol vesz fel egy bizonyos értéket:

sin2(x) = 0.36 > sin?(x) — 0.36 = 0

Az x megoldas visszahelyettesitve kielégiti az egyenletet, vagyis az egyenlet értéke
nulla vagy kozelitéleg (adott hibahataron belll) nulla lesz (lasd a korabban tanult
kerekitési hibakat). Grafikusan a megoldas az a pont, ahol a fuggvény metszi az x
tengelyt. A fuggvény alakjatdl fuggben tobb kulonbozb eset lehetséges: nincs
megoldas, 1 megoldas van (itt a flggvény érintheti vagy metszheti az x tengelyt) és
tobb megoldas van.
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Az f(x) =0 egyenlet megoldasa sok esetben csak numerikusan, iteraciokkal
lehetséges. llyenkor az egyes iteraciok soran egyre kozelebb és kdzelebb kerulink a
megoldashoz, amig egy adott A hibakorlat alatt nem leszink, f(x) < A. llyenkor
tulajdonképpen az f(x) = 0 egyenlet helyett az f(x) < A egyenletet oldjuk meg, ahol
A a tolerancia, ami tobbnyire egy kis érték.

A megoldasi modszerek tobbsége un. lokalis modszer, azaz az iteracidhoz szukség
van egy vagy tobb induld értékre. A megoldasra sokféle algoritmust dolgoztak ki. Az
algoritmusok jellemzdje, hogy egyszerre csak egy gyok meghatarozasat teszik
lehetévé, tobb zérushely esetén, tobb kezdeti értékkel kell lefuttatni éket. A két 6
csoportjuk a zart és a nyilt intervallum mddszerek.

EPITOMERNOKI PELDA NEMLINEARIS EGYENLET MEGOLDASARA

Nézzink meg egy csatorna méretezési feladatot a hidraulika témakorébdl! 1 A nyilt
felszin( csatorna alakja, anyaga, esése, szélessége és a vizmagassag fuggvényében
levezethet az elszallitott vizhozam nagysaga. Nézzik példaul egy szabadfelszin(,
téglalap keresztmetszetl csatorna vizhozamanak a képletét!

5
VS (b-h)3
7 _ Q=——"""5
(b+2-h)3
h
ahol Q - vizhozam, n - Manning-féle érdességi

T egyutthato, S - esés, b - csatorna szélessége, h
b ' - vizmeélység.

Két kérdésre szeretnénk valaszt kapni:

1) Mekkora vizhozam tartozik 1 és 2 méteres vizmélységhez?
2) Hatarozzuk meg a csatornaban a vizszint magassagat, h-t, 3 m3/s mértékadd

vizhozam esetén (Q = 3 m3/s)!

1 A példa Palancz Béla (2012): Numerikus modszerek példatarabol vald, kis atalakitassal.
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Tudjuk, hogy

e 0.8 ezrelék az esés (S = 0.0008),
e 0.02 a Manning-féle érdességi egyutthato (n = 0.02) és
e 2 m csatorna szélessége (b = 2 m).

A feladat elsé felére, hogy mekkora vizhozam tartozik 1 és 2 méteres vizmélységhez,
konnyl valaszolni, ez csak egyszerl behelyettesitést jelent. El6szor adjuk meg a
valtozok értékeit és definialjuk a vizhozamot (Q) a vizmélység (h) figgvényében!
clear all; clc;close all;
% valtozok értékadasa
S =0.0008; n=10.02; Q=3; b =2;
% Vizhozam egysoros fliggvényként: h filiggetlen valtozé
Q=@(h) sqrt(s)/n*(b*h).A(5/3)./(b+2*h).A(2/3);
Mekkora vizhozam tartozik 1 és 2 m-es vizmélységhez?

> Q(1), Q(2) % 1.7818 1illetve 4.3170 mA3/s

A masodik kérdés az volt, hogy mekkora lesz a Q=3 m3/s vizhozamhoz tartozé
vizmélység. Mivel nem tudjuk kifejezni az egyenletbdl h-t Q flUggvényeében, ezért itt
most csak kozelitd, numerikus megoldas johet szoba. A két behelyettesitett érték
alapjan az 1 m-hez 1.78 m%s, a 2 m-hez pedig 4.31 m%s vizhozam tartozik, tehat
valahol 1 és 2 méter kozott lesz a keresett vizmélység a mértékaddé 3 m3/s
vizhozamhoz. Abrazoljuk a fliggvényt a 0-2 m tartomanyon és rajzoljuk be a kivant
Q=3 m?d/s értéket is! Flggvényeket az fplot paranccsal tudunk megjeleniteni,
Osszetartozo pontparokat pedig a plot paranccsal.

VvV V. V V

\

% A flggvény abrazolasa a [0;2] intervallumon

figure(1l); hold on;

fplot(Q, [0 2], 'color','k", 'Linewidth',2);

% y=3 vonal berajzolasa a [0 2] intervallumon két pontot megadva
Tine([0,2],[3,3], 'cColor','r")

% természetesen plot parancs is hasznalhaté erre
plot([0,2],[3,3],'r")

% vagy hasznalhatjuk az x1im (dabra x irdnyd hatdrai) parancsot is
plot(x1im,[3,3],'r")

% Abra feliratozas

title('Csatorna méretezés');

xlabel('vizmélység [m]');

ylabel('vizhozam [mA3/s]');
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Az abrabdl latszik, hogy a megoldas, Q=3, valahol 1.4 és 1.6 kozétt lesz. A megoldas
megtalalasahoz hasznalhat6 algoritmusok viszont mindig a zérushelyet/gyokhelyet
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keresik, vagyis hol metszi a fuggvény az x tengelyt. Ezt az alakot kell nekink is
definialni egy atrendezés utan:

Q=3 - f(W=QM)=-3=0

f = @ach) qQCh)-3

figure(2);

fplot(f, [0 2],’Color’,’b’, "Linewidth',2);

% y=0 vonal berajzolasa a [0 2] intervallumon két pontot megadva
hold on; T1ine([0,2],[0,0], Color’,'m")
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A megoldas, a gydkhely vagy zérushely meghatarozasa tdbbféle modszerrel torténhet,
a két f6 tipusa ezeknek a zart és a nyilt intervallum modszerek.

ZART INTERVALLUM MODSZEREK

Zart intervallum modszerek esetén egy [a,b] intervallumot adunk meg, amiben benne
van a megoldas. Ebben az esetben az intervallum két végpontjaban ellentétes eldjeluk
lesz a fuggvényértékeknek, azaz f(a) - f(b) < 0. hiszen a kettd kdzott valt elbjelet a
fluggvény, athalad a nullan. Ebben az esetben az intervallumon belll biztosan talalhaté
zérushely (c), amennyiben f(x) folytonos. llyenkor fokozatosan sz(ikitjuk az intervallum
nagysagat, vizsgalva a végpontok fliggvény értékeit, addig, amig mar vagy nagyon
kozel lesz a fuggvény értéke 0-hoz (megadott pontossagon belil), vagy maga az
intervallum lesz nagyon kicsi. TObbféle zart intervallum moddszer létezik, kulonbség
abban van kozottuk, hogy milyen modszerrel sziikitik az intervallum nagysagat. A zart
intervallum mddszerek mindig eredményre vezetnek, csak az egyik modszer
lassabban, a masik gyorsabban.

Van néhany feltétel, aminek teljeslilnie kell a kezdéérték valasztasahoz:

1) Kell, hogy legyen legalabb egy (megfeleld valasztas esetén pontosan egy)
megoldasnak az intervallumban.

2) A fuggvény legyen folytonos az intervallumban és legyen értelmezve a
végpontokban.

3) A végpontok fliggvényértékeinek elbjele ellentétes kell legyen.

INTERVALLUM FELEZES MODSZERE (BISECTION METHOD)
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A kezdeti intervallumot megfelezve 4 Intervallum felezés modszere .
megvizsgaljuk a  végpontokban a Zérushely
fuggveényértékeket, ahol eltér6 eldjeld, az
lesz az Uj intervallum, ezt ismételjuk a Masodik kozelites
kivant A pontosségig. Harmadik kozelités
1. ¢ = (a + b)/z a Elsé kozelités
2. ha|f(c)| < A- vége ‘ i
2. S b,
3. ha f(a)-f(c) <0, akkor b=c, : "
kdlonben a = ¢ a, , 5C2 b
33 e Cagey s

HURMODSZER (REGULA FALSI METHOD)

Az intervallumfelezés modszerénél hatékonyabb megoldas a hurmodszer (altalaban
gyorsabban konvergal). Itt az intervallum végein kiszamolt f(a) és f(b) pontokat
0sszekotd hurnak az x tengellyel valéo metszéspontjat hatarozzuk meg mint uj kozelité
értéket. Az egyenes x tengellyel valé metszéspontja (y=0), hasonlé haromszdgekbdl

kiszamithato: A Harmodszer .
b—a _c—a
f®)~f(@)  0-f(a)
1. Megoldasa x=c: zérushely
a- f(b) —b- f(a) Elsé kozelités
T ) - f@ | .
2. ha|f(c)| <A- vége ) ial ’?C\Mésodik kozelités Zl
3. haf(a)-f(c) <0, akkor b =, ' ] '
kalonben a = ¢ 3y, G2 b

INTERVALLUM FELEZES ES HURMODSZER MATLAB-BAN

Nézzik meg, hogyan tudunk sajat Matlab/Octave flggvényt irni az intervallum felezés
modszerére! Adjunk meg egy A hibakorlatot és egy maximalis iteracié szamot (N)!
Ehhez feltétel vezérelt ciklusra lesz szikségunk (while ciklus). A leallasi feltételek, ha
elérjuk a kodzelités hibaklszobét, vagy a maximalis iteraciéo szamot! Itt szikséges lesz
egy logikai ES hasznalatara a két feltétel egyiittes vizsgalatara, ezt tobbféleképpen is
megadhatjuk Matlab-ban: feltetell && feltetel2 vagy and(feltetell, feltetel2).

function [c, i] = intfelezes(f, a, b, delta, N)
c = (a+b)/2; % Intervallumfelezés (1. iteracio)
i=1; % Iteracidk szama
% Leallasi feltétel:
% elérjik a kozelités kuszobértékét vagy a maximalis iteracio
szamot
while abs (f(c)) > delta && i <= N
if f(o)*f(a) < 0
b =c;
else
a = c;

\Y
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end;
.i
C
end;
end

i+ 1;
(a+b)/2;

vV V. V V V

A hur mdédszer implementalasa ugyanigy torténhet, csupan a ¢ kiszamitasaban van
kilonbség az els6 és a tovabbi iteracidkban, c=(a+b) /2 helyett:

> ¢ = (a¥f(b) - b*f(a))/(f(b) - f(a));

PELDA ZART INTERVALLUM MODSZEREK ALKALAMZASARA

Hasznaljuk az altalunk megirt figgvényeket (intfelezes.m illetve hur.m) a csatorna
méretezési feladat megoldashoz. Nézzik meg a kapott fliggvény értékeket és rajzoljuk
be az dbraba a megoldast. Ahhoz, hogy a sajat fUggvényeinket (intfelezes.m, hur.m)
hasznalni tudjuk, ugyanabban a konyvtarban kell legyenek, mint, ahova dolgozunk!

[xint, iint]= intfelezes(f, 1.4, 1.6, le-9, 100) % interv. felezés
% xint = 1.4929, iint = 28

[xhur, ihur]l= hur(f, 1.4, 1.6, 1le-9, 100) % hiur modszer

% xhur = 1.4929, ihur = 4

% Ellenbrzés

f(xint), f(xhur) % -4.5629e-10, -1.3299e-10

% Abrazolas az eredeti fliggvénybe visszahelyettesitve

plot(xhur, f(xhur), 'rd', 'MarkerFacecColor','r');

VV VYV VYVVYV
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Ertékeljik az eredményeket! A megoldasok ugyanazok? Melyik volt a gyorsabb
algoritmus? Melyik adta a pontosabb eredményt?

NYILT INTERVALLUM MODSZEREK

A nyilt intervallum mddszereknél csak a zérushely egy kozelité xo értékét ismerjuk. A
modszereknek a konvergenciaja altaldban sokkal gyorsabb, mint a zart intervallum
modszereké, amennyiben konvergalnak! Szigorubb konvergencia feltételeket
igényelnek, és nem mindig adnak eredményt. Tébbféle moédszer van ezekbél is példaul
a gradiens tipusu Newton és szel§ mddszer és a gradiens nélkili fixpont, és ennek
tovabb fejlesztése a Wegstein mddszer (f(x)=0 egyenletet g(x)=x alakra hozva).

NEWTON MODSZER (NEWTON'S METHOD)
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A Newton modszer (vagy Newton-Raphson modszer) abban az esetben hasznalhatd,
ha a fuggvény folytonos és differencialhaté és tudjuk, hogy egy adott kezdéérték
kOzelében van megoldasa a feladatnak. A mddszer elején az xo kezd6pontban
kiszamoljuk a fuggvény értékét (f(xo)) és az (xo,f(x0)) ponthoz huzott érintének
megkeressuk az x tengellyel valé metszéspontjat. Ez adja a kovetkez6 xi1 kozelitd
értéket. Addig folytatjuk, amig f(x) értéke kisebb nem lesz egy megadott A értéknél
vagy el nem érjuk a megadott maximalis iteracio szamot.
Meredekség: f'(xg) ,

f'(x) az érinté meredeksége az abra alapjan: A / f(x)
p f(x)—0
o) =—=——
Xi = Xi+1

Ebbél levezethetd az alabbi iteracids képlet,
a Newton-modszer altalanos alakja:
f(x:)

- f'(x) Xz . s 0™~ kezdsérték

Xiv1 = Xj

f(xo)

A Newton-modszer levezethetd a fliggvény Taylor-soros kozelitésébdl is, az elsé két
tagot figyelembe véve (a fuggvény linearizalasabol):

f@) = f(x) + f(xp) - (xg41 — %) = 0, @ahol f(x) = 0.

A Newton-maoddszer, ha mikodik, akkor altalaban gyorsan konvergal. Azonban latjuk,
hogy a moédszer alkalmazasahoz ismerni kell a fuggvény derivaltjat is. Ez bizonyos

esetekben nehézségekbe Utkozik, nem ismerjuk, vagy tul bonyolult lenne kiszamolni,
ekkor alkalmazhatjuk a szel6-modszert, ami a Newton-mddszer kozelitése.

SZELO MODSZER (SECANT METHOD)?

A szeld modszer a Newton moédszer véges differencia kdzelitése. Akkor alkalmazhaté,
ha nem ismerjik a fliggvény derivaltjat (vagy nehéz lenne el&allitani). Altalaban
lassabban konvergal (lasd a két abran ugyanazt a példat), és az elején két pont
felvétele szikséges, xo és x1 az abran (de ellentétben a hur médszerrel, ezeknek nem
kell feltétlentl kozrefogniuk a megoldast). Helyettesitsik be a Newton modszer
képletébe a derivalt véges differencia kozelitését, az elsd iteracioban a két felvett pont
adatait hasznalva!

fG) = f(x-)

Xi — Xj-1

f'(x) =

ebbdl levezethetd a szel6 modszer
altalanos képlete:

Xi —Xi—1

Xiv1 = X; — f(xi) ’ f(xi) - f(xi_1)

2 Kiegészité anyag
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NEWTON MODSZER MATLAB-BAN

A Newton modszerhez a fiUggvény derivaltjat is szukséges ismerni (df), ha ez megvan,
akkor a kovetkezd figgvénnyel oldhatjuk meg a feladatot (newton.m):

> function [x2, i] = newton(f, df, x0, delta, N)
> x1 = x0;

> x2 = x1 - f(x1)/df(x1); % els6 kozelités
> i=1; % iteraciék szama

> while abs(f(x2))>delta && i<=N

> x1l = x2;

> x2 = x1 - f(x1)/df(x1);

> i=1 + 1;

> end

>

end

PELDA NEWTON MODSZER ALKALMAZASARA

Oldjuk meg a csatorna méretezeési feladatot Newton modzserrel! Hatarozzuk meg az f
fluggvény h szerinti derivaltjat szimbolikusan! Ehhez a diff parancsot hasznalhatjuk,
miutan szimbolikussa alakitottuk az f figgvényt a sym paranccsal. (Octave esetében
be kell tolteni a symbolic csomagot, ha mar korabban feltelepitettik: pkg Tload
symbolic, lasd els6é gyakorlat kiegészitése).

> % Szimbolikus derivalas

> s=diff(sym(f),'h")

> % s = (10*2A(1/2)*(2*h)A(2/3))/(3*(2*h + 2)A(2/3)) -

(4%2A(1/2)*(2*h)A(5/3))/(3*(2*h + 2)A(5/3))

Az eredmény azonban nem egy fuggvény hanem egy szimbolikus valtozo, ebbe nem
lehet konkrét értékeket behelyettesiteni. Definialjuk fliggvényként, hogy késébb
dolgozni tudjunk vele! Ehhez az egyik megoldas, hogy az eredményt egyszerlien
masoljuk be a fuggvény definicié utan, vagy hasznalhatjuk a matlabFunction
parancsot is, ami szimbolikus kifejezésbdl fuggvényt allit el6.

> % szimboTlikus kifejezésb61l fiiggvény: definicidé majd CTRL+C,CTRL+V

> df = @Ch) (10*2A(1/2)*(2*h)A(2/3))/(3*(2*h + 2)A(2/3)) -
(4%2A(1/2)*(2*h)A(5/3))/(3*(2*h + 2)A(5/3))

> % mas megoldds: matlabFunction hasznalata

> df = matlabFunction(s)

Oldjuk meg Newton modszerrel is!

> % megoldas Newton médszerrel

> [xnew, inew]= newton(f, df, 1.6, le-9, 100)

> % xnew = 1.4929, inew = 3
A zérushely természetesen ugyanaz, mint korabban. Latjuk, hogy még a megoldastol
tavolabbi 1.6 méteres kezd6értéket valasztva is gyorsabban konvergalt az eljaras, mint
barmelyik zart intervallum modszer, mindéssze 3 iteracié elegendé volt. Hatranya a
modszernek, hogy meg kellett hatarozni a figgvény derivaltjat is.

BEEPITETT MATLAB FUGGVENY - FZERO

Az el6z6 algoritmusok nagyon jol bemutattak a numerikus szamitasok alapjait. Nem
mindegy milyen algoritmust adunk meg, milyen kezd&értéket, gyorsabban vagy

8 Laky Piroska, 2020



Numerikus modszerek épitémérnokdknek 4. Nemlinearis egyenletek gyokei

lassabban kapunk eredményt egy iteracios eljaras végeén (ha egyaltalan kapunk és
konvergdl a modszer). A nemlinearis egyenlet gydkeinek megkeresése egy
alapfeladat, ami nagyon sokszor el6jon a szamitasaink soran, természetesen a
Matlabnak is van sajat beépitett figgvénye (fzero), ami tébb médszer kombinalasbdl
adddik 0ssze, és Brent-Dekker algoritmusnak hivjak.

BRENT MODSZER (INVERSE QUADRATIC INTERPOLATION)3

Brent-Dekker moédszernek is nevezik, mivel Dekker korabbi modszerét fejlesztette
tovabb Brent. Hatékony és robosztus mddszer, amely kombinalja az intervallum
felezést, a hur modszert és az inverz kvadratikus interpolaciot. Ezt hasznalja a
beépitett fzero fliggvény is.

Az inverz kvadratikus interpolaciohoz 3 pontot kell megadnunk az [a, b] intervallumban.
A pontok koordinatait felcserélt (f(x;),x;) sorrendben adjuk meg, tehat most a
fluggetlen valtozd lesz a fuggvényérték. Erre a 3 pontra illesztiink egy masodfoku
polinomot.

x(f)=ay fP+a f+a
A polinom illesztésekor meghatarozzuk
a,, a1, X értékét, majd, ha
behelyettesitjuk az f=0 értéket, rogton
megkapjuk az x=c helyet, ahol a
fliggvény metszi a tengelyt. f=0 esetén:

¢ =x(0) = a, o) T0) o)

x()

 J

PELDA FZERO FUGGVENY ALKALMAZASARA

Oldjuk meg a csatorna méretezési feladatot az fzero parancsot hasznalva! Az fzero-t
meg lehet hivni egy illetve két kezd6érték megadasaval is. Két kezdbérték esetén
olyan intervallumot kell megadni, ahol van megoldas, tehat a fuggvény eldjelet valt
(zart intervallum méddszer).

% meghivas két kezddértékkel

x = fzero(f,[1.4, 1.6]) % x = 1.4929
% meghivas egy kezd6értékkel

X = fzero(f,1.6) % x = 1.4929

Amennyiben egy kezddértékkel hivjuk meg, a fuggvény azzal kezdi, hogy az egy
kezd6érték korul keres egy olyan intervallumot, ahol a végeken eltéréek az el6jelek és
utana oldja meg a feladatot zart intervallum modszerrel a Brent-Dekker algoritmust
hasznalva. Az egyes iteracios |épéseket ki is irathatjuk az optimset valtozo
hasznalataval. Megadhatjuk, hogy kijelezze-e az iteraciokat (‘Display',’iter’), illetve mi
legyen a szamitas pontossaga (‘TolFun', vagy 'TolX' hasznalataval a fliggvényérték
vagy a fuggetlen valtozo6 toleranciaja).

vV V. V V

> % meghivas egy kezdéértékkel, kiegészit6é opciodkkal
> X = fzero(f,1.6, optimset('Display', ' 'iter', 'TolFun',le-9))
> % Search for an interval around 1.6 containing a sign change:

3 Kiegészité anyag
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> % Func-count a f(a) b f(b)
Procedure

> % 1 1.6 0.274131 1.6 0.274131
initial interval

> % 3 1.55475 0.157999 1.64525 0.390694
search

> % 5 1.536 0.110027 1.664 0.439097
search

> % 7 1.50949 0.0423222 1.69051 0.507665
search

> % 8 1.472 -0.0531432 1.69051 0.507665
search

%
% Search for a zero in the interval [1.472, 1.69051]:

% Func-count X f(x) Procedure

% 8 1.472 -0.0531432 initial

% 9 1.49271 -0.000458365 interpolation
10 1.49289 4.30326e-08 interpolation

% 11 1.49289 -3.6593e-13 interpolation

% 12 1.49289 4.44089e-16 interpolation

% 13 1.49289 4.44089%e-16 interpolation

%
% zero found in the interval [1.472, 1.69051]
% x = 1.4929

VVVVVVVYVYVYVYVYV
R

EGYVALTOZOS FUGGVENYEK METSZESPONTJA

Két egyvaltozds fuggvény metszéspontjanak megkereséseét is visszavezethetjuk egy
egyvaltozos fliggvény zérushelyeinek a megtalalasara. Keressik meg a kovetkezd két

fuggveny metszéspontjat a [-2,4] intervallumon!
fx)=(x—-3)+20
gx)=-5x+6
A metszéspontban a két fuggvény egyenlé egymassal:
fx) =g(x)
Ezt rendezzlk O-ra:
f&x)—gx) =0
Rendeljunk egy uj figgvényt a 0-ra rendezett alakhoz:

h(x) = f(x) — g(x)

A fenti h fuggvény gyokeit pedig a korabbi mddszerek valamelyikével

meghatarozhatjuk.

f=@a(x) (x-3).A3 + 20

g = @(x) -5*x+6

figure(3); hold on;

fp10t(f’ [_2 !4]) ’

fplot(g,[-2,41)

h = @ax) f(x)-g(x)

x = fzero(h,0.5) % 0.4636

plot(x,f(x), 'ko")

legend('f(x)=(x-3)A3 + 20',"'g(x)=-5*x+6", "Location', "best')

\

V VVVVYVVYV
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EGYVALTOZOS ALGEBRAI POLINOM GYOKEI

Gyakran el6fordulo feladat, hogy a nemlinearis egyenlet, aminek a gyokeit keressik
algebrai polinom, azaz x-nek csak egész kitevdji hatvanyai szerepelnek benne.

Egy polinom altalanos alakja:
fx) =apx™+ ap_x™ 1+ +a;x + a

Az a,,a,_q1, "+, a4q,a, €gyutthatok valdés szamok, n pedig egy nem negativ egész szam,
a polinom fokszama.

Ezeknek a gyokeire tobb parancs is van a Matlab-ban, amivel kezd6érték megadasa
nelkdl is meghatarozhatjuk az 6sszes gyokot egyszerre. Az egyik a roots parancs
numerikusan hatarozza meg egy egyvaltozdés polinom gydkeit, csak a polinom
egyutthatoit kell neki megadni egy vektorban, a legmagasabb foku tagtol visszafelé.
Pl. 3x3 — 4x2 — 23 = 0 polinom egy(tthatdi: [3, -4, 0, -23]. Egy masik parancs a solve
szimbolikusan oldja meg a feladatot és szolgaltat egzakt értékeket a feladatra.

Nézzink meg egy olyan példat szilardsagtanbdl, ami algebrai polinom gyokeinek
megkeresésére vezethetd vissza! llyen példa példaul a sajatérték feladatoknal a
karakterisztikus polinom gydkeinek meghatarozasa.
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FOFESZULTSEGEK MEGHATAROZASA,
SAJATERTEK FELADAT MEGOLDASA

Gyakori feladat a mechanikaban a feszultségtenzorbdl a féfesziltségek, feszultségi
fétengelyek meghatarozasa! Egy P pont feszliltség allapotat szemléltethetjik az alabbi

abraval*. A feszlltségtenzor: F. o
Oy Txy Txz
F = Tyx O’y Tyz , =
Tzx Tzy Oy z g Y ~
P,
A fétengelyek azok a tengelyek, ahol csak y#

normalfeszlltség ébred, nyirdfesziltségek nem

T } On Ty Tu
O,
(Ff). o Ty Gy T
T w Oy Ty

op 0 O
Fre123) = (O o, O ) ahol 01 2 02 2 03. .
0 0 o3

A fétengely probléma matematikai szempontbdl sajatérték feladatnak tekintheté. A v
féiranyban lévl p, feszlltségvektor felirhato a oy féfeszlltség és az v fGirany
egységvektor szorzataval: p, = of-v, illetve az F fesziltségtenzor v iranyu
vetlletével: p, = F - v. A kett6t egyenlévé téve (az els6t egységmatrixszal szorozva):
F-v = o;-1-v, levezethett az alabbi képlet: (F — gy -1)-v =10

ahol I az egységmatrix. Fejtsuk ki a fenti egyenletet:

Oy —0f Ty Tyy Uy 0
Tzx Tzy 0z — Of U, 0

A fenti egyenlet egy homogén lineéaris egyenletrendszer (a jobb oldalon 0-k allnak),
ahol a trivialistol (v = 0) kilénb6z6 megoldast keressuk. Trivialistol eltéré6 megoldas
csak abban az esetben van, ha az alakmatrix determinansa 0, vagyis det(F — o, - I) =
0. A meghatarozott v vektorok lesznek a sajatvektorok, a fétengelyek, a oy értékek
pedig a sajatértékek, a féfesziiltségek. irjuk fel a determinanst, ennek a kifejtése lesz
a karakterisztikus egyenlet.

(0x—0p) Ty Tz
det(F —0f* I) = Tyx (ay - af) Tyz =0
Tx ty (02— o)

50 20 —40

20 80 —30] MPa

—-40 -30 -20

Keressilk meg az ehhez tartozé féfesziiltségeket, oldjuk meg a det(F —af-1) =0
egyenletet! A determinanst (det parancs) szimbolikusan kifejtve a karakterisztikus
egyenlet a kovetkezl lesz (L-vel jelOlve a of fGfeszlltségeket, amik tulajdonképpen a
sajatértékek), szimbolikus szamitasok segitségével:

Legyen most az F feszlltségtenzor: F =

4 dbra: CC BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=591829

12 Laky Piroska, 2020


https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=591829

Numerikus modszerek épitémérnokdknek 4. Nemlinearis egyenletek gyokei

> F = [50, 20, -40; 20, 80, -30; -40, -30, -20];
> syms L
> eq = det(F-eye(3)*L) % eq = - LA3 + 110*LA2 + 1500*L - 197000

Ez egy harmadfoku algebrai polinom, aminek a gyokei adjak a sajatértékeket:
eq = —op> 4+ 110 g% + 1500 g — 197000 = 0

Alakitsuk vissza fuggvénnyé a szimbolikus kifejezést és abrazoljuk a flggvényt a
[-50,150] intervallumon!

> el = matlabFunction(eq)
> % @(L) L.*1.5e3+L.A2.%1.1e2-L.A3-1.97e5
> figure(3); fplot(eql,[-50,150])
> % y=0 vonal berajzolasa a [50,150] intervallumon
> hold on; plot([-50,150],[0,0])
Megkereshetjuk a harmadfoku polinom gyokeit <10° _
pl. az fzero fuggvénnyel. Az abran latszik, hogy ; i

most 3 sajatérték van, tehat az fzero-t 3 ¢ ;
kezd6értekkel kell meghivjuk, hogy minden P S g
megoldast megtalaljunk. Kezd&éértékeket az

abrabdl vehetunk, ahol kozelitbleg metszi az x 4
tengelyt a fuggvény! Legyenek ezek x=120, 50,

-40!
> % Megoldas fzero-val 8
> L1 = fzero(eql,120) % 106.7674 50 0 50 100 150
> L2 = fzero(eql,50) % 44.6017
> L3 = fzero(eql,-40) % -41.3691

Az eredmény a harom sajatérték, vagyis a harom féfeszlltség: o; = 106.7674, 0, =
44.6017, 03 = —41.36 . A harom gyok megtalalasahoz 3 fuggvényhivas kellett.
Polinomokra azonban vannak olyan kidolgozott eljarasok, amelyek egy Iépésben
megadjak az 6sszes megoldast és meég kezdbértéket sem kell megadni hozzajuk. Az
egyik ilyen a szimbolikus kifejezésekkel hasznalhatdé solve parancs. Oldjuk meg a
solve hasznalataval az 'eq = - fo"3 + 110*fo"2 + 1500*fo — 197000’ egyenletet!

soll = solve(eq)

% root(zA3 - 110%*zA2 - 1500*%z + 197000, z, 1)
% root(zA3 - 110%*zA2 - 1500*%z + 197000, z, 2)
% root(zA3 - 110*%zA2 - 1500*%z + 197000, z, 3)
sol2 = double(sol11l)

% 1.0e+02 *

% 1.0677 + 0.00001

% -0.4137 + 0.00001

% 0.4460 - 0.0000i1

sol13 = real(double(sol1l))

% 106.7674

% -41.3691

% 44,6017

A solve parancs eredményeként nem konkrét szamokat kapunk, hanem szimbolikus
kifejezéseket. Ezeket szamma kell utana alakitanunk a double paranccsal. Az
eredményul kapott szamnak most azonban vannak numerikusan elhanyagolhato kicsi
komplex részei is, ezeket is elhagyhatjuk, ha csak a valds részt hasznaljuk a real

vV VVVVVVVVVVVYV
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paranccsal. Egy parancsban is megadhatjuk az egészet, és megkapjuk mindharom
megoldast:

> sol = real(double(solve(eq)))

A masik algebrai polinomok esetében hasznalhatd parancs a roots, ami numerikusan
oldja meg az egyenletet. Ez is egy |épésben megadja az 0sszes megoldast és itt sem
kell kezd6ertéket megadni. Itt viszont ki kell gyljteni a polinom egyutthatoit egy
vektorba a legmagasabb foku tagtdl kezdve visszafelé a konstans tagig. Az eq =
—0,% + 110 6,2 + 1500 0, — 197000 egyenletnél létrehozhatunk kézzel is egy vektort,
ami az egyutthatdkat tartalmazza:

> % Egyltthatdk megadasa vektorba irassal
> ¢ = [-1, 110, 1500, -197000]
Vagy hasznalhatjuk a sym2poly parancsot is, ami egy szimbolikus polinombdl kigyUijti
az egyutthatékat:

<10°

> % mas megoldas |8 g e
> ¢ = sym2poly(eq) : ") /x” N
> % c = [-1 110 1500 -197000] S
-2 S
Oldjuk meg roots paranccsal, és az
eredményeket rajzoljuk be az abraba! 4
> FO = roots(c) "
> % 106.7674
> % -41.3691 5
> % 44,6017

> plot(FO,eql(F0O), 'r*") -50 0 50 100 150

Mint lattuk itt sem kellett megadni kezd6értékeket és megkaptuk egyszerre az d6sszes
gyokot. A megkapott féfesziltségekhez természetesen meg lehetne hatarozni a
fétengelyek iranyait is, ha visszahelyettesitenénk a féfeszlltségeket az eredeti
egyenletrendszerbe. Ki is hasznalhatjuk azonban a Matlab rengeteg beépitett
fuggvényét, természetesen a sajatérték, sajatvektor problémara is van megoldas,
mivel ez is egy nagyon gyakori feladat, méghozza az eig parancs.

> [V D]=eig(F)

> %V =

> % 0.3647 0.7722 0.5203
> % 0.1664 -0.6038 0.7795
> % 0.9162 -0.1977 -0.3487
> %

> % D =

> % -41.3691 0 0
> % 0 44,6017 0
> % 0 0 106.7674

Itt két kimenettel hivtuk az eig parancsot, és egyszerre megkaptuk az osszes
sajatértéket (D matrix atlojaban) és a hozzajuk tartozé sajatvektorokat is (V matrix
oszlopai)!

A FEJEZETBEN HASZNALT UJ FUGGVENYEK

and(felt1, felt2),

feltl && felt2, - Logikai ES
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diff
sym
fzero
det
solve
roots

double
real
sym2poly
eig

Szimbolikus derivalas

Kifejezések, valtozok szimbolikussa alakitasa

Egyvaltozos egyenlet gyokeinek megkeresése numerikusan
Matrix determinansa

Algebrai polinom gyokei szimbolikusan

Algebrai polinom gyokei numerikusan

Szimbolikus kifejezésként megadott szam lebeg6pontos
szamma alakitasa

Képzetes szam valos része

Szimbolikusan megadott algebrai polinom egyutthatéinak
kigyUjtése egy vekorba

Matrix sajatértékeinek, sajatvektorainak meghatarozasa
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