Numerikus modszerek épitémérndkoknek 6. Linearis egyenletrendszerek 2

NINCS EGYERTELMU MEGOLDAS

Eddig csak olyan eseteket vizsgaltunk, ahol létezett és egyértelm volt az inhomogén
linearis egyenletrendszer megoldasa. Tdébbféle algoritmust is lattunk ezeknek a
megoldasara. A mérnoki gyakorlatban azonban el6kerulnek a homogén linearis
egyenletrendszerek is, amire egy példat lattunk a féfeszultségek meghatarozasakor,
illetve azok az esetek is, amikor az inhomogén rendszernek nincs vagy veégtelen sok
megoldasa van.

Inhomogeén linearis egyenlet rendszerek, A*x=b

r(A)<r(Alb)

I. Létezik megoldas
r(A)=r(Alb)

1. Nem létezik megoldas ]

A MEGOL EZESE ES EGYERTELMUSEGE

Megjegyzeés: a Matlabban elagazasokkal kdnnyen megvizsgalhatjuk, hogy van, vagy
nincs megoldas és ha van, akkor egyértelmi-e vagy sem.

if rank(A)==rank([A,b]) disp('van megoldas")
if rank(A)==size(A,2) disp('Egyértelmi megoldas van')
else disp('végtelen sok megoldas van')
end

else disp('Nincs megoldas"')

end

V V V V VYV

VEGTELEN SOK MEGOLDAS VAN

Mi a helyzet akkor, amikor van ugyan megoldas, de nem egyértelm(? Példaul 2
egyenletink van 3 ismeretlenre? llyenkor altalaban az egyik valtozé értéke
tetsz6legesen felvehet6 és a masik ketté ennek fuggvényében szamithatd. Van
megoldasunk, de nem egyértelmi, mivel végtelen sokféleképpen vehetjik fel az
altalunk megkotott valtozo értékét. Matematikai megkdzelités szerint ez akkor
lehetséges, ha a matrix rangja megegyezik a kibdvitett matrix rangjaval viszont ez a
rang kevesebb mint a matrix oszlopainak a szama, azaz r(A)=r(Al|b) és r(A)<n. Ez
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el6fordulhat ranghianyos esetben négyzetes egyutthatomatrix esetén (m=n) is, vagy
amikor kevesebb egyenletink van, mint ismeretlen. Nézziink elébbire egy példat:

x+y=3
2x+2y =6

A fenti egyenletrendszerre ranézve lathatd, hogy a masodik egyenlet az els6
kétszerese, nem fliggetlen téle, tehat tulajdonképpen ugyanaz, mintha csak 1
egyenletink lenne 2 ismeretlenre, végtelen sok megoldassal (pl. x=1,y=2 vagy
x=0,y=3, vagy x=10,y=-7 is kielégiti az egyenletrendszert).

Gyakoribb azonban az alulhatarozott egyenletrendszer (m<n), amikor kevesebb
egyenletink van, mint ismeretlentnk. llyenkor végtelen sok megoldas van, mert a
matrix nullterének barmelyik n vektorat hozzaadhatjuk a megoldashoz (A-n=0 -
A(x + n) = b). llyenkor megoldasnak a végtelen sok kdzll egyet szoktak kivalasztani,
méghozza altalaban (de nem mindig) a legkisebb normaju megoldast: min|x|. A
legkisebb normaju megoldast matematikailag a kdvetkez6 formulaval kaphatjuk meg:

x=AT-(A-AT) 1 b

Nézzunk egy peéldat alulhatarozott egyenlet rendszerre, ahol 2 egyenletiunk van 4
ismeretlennel:

7'x1+2'x2+2'x4=1
x1+8'x2+X3+8'x4=2

_ (7 2 0 2 _(1
A_(1 8 1 8)’b_(2)
Nézzuk meg a megoldasok szamat!

> A=1[7202;1818], b=1_[1; 2]
> rank(A) % 2
> rank([A b]) % 2
> size(A,2) % 4

Matrixos alakban felirva:

Az A matrix rangja megegyezik a kibdvitett matrix rangjaval, tehat van megoldas,
méghozza végtelen sok, mivel r(A)=r(A|b) = 2 < n=4.

Oldjuk meg a feladatot, ugy, hogy a végtelen sok megoldas koézil a legkisebb normaju
megoldast valasszuk! Hasznaljuk a megoldashoz a fenti képletet!

> X = A"*inv(A*(A'))*b
% xa =0.0745

% 0.1195

% 0.0127

0.1195
norm(A*x-b) % 0
norm(x) % 0.1852

V V VYV VYV
R

A megoldas hibatlan, visszahelyettesitéskor az eltérésvektor normgja 0, a
megoldasvektor hossza pedig 0.1852. Ez az 6sszes lehetséges megoldasvektor kozul
a 'legrovidebb’, legkisebb normaju.

Az el6zb oran lattuk, hogy az inverz szamitas lassu és sokszor pontatlan is, ha lehet
akkor el szoktak ezt kerllni. Célszer( lenne itt is valamilyen matrix felbontast
alkalmazni, azonban a korabban megismert LU és Cholesky felbontas csak négyzetes
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matrixok esetében mikodik. Vannak olyan felbontasok is, amelyek mikodnek nem
négyzetes esetekben is, ilyen példaul a QR felbontas és az SVD felbontas.

QR FELBONTAS

A QR moddszer azt a tényt hasznalja ki, hogy barmely A matrix felbonthaté egy Q és R
matrix szorzatara (4 = Q - R), ahol Q egy (négyzetes) ortonormalt matrix, ahol Q=1 =
Q7, tehat QT Q =1 és R egy mxn-es felsé haromszog matrix. Legyen most A matrix
nem négyzetes (mxn-es, m=n):
A=QR
Az Ax =b egyenletrendszer megoldasahoz irjuk fel az A-x =b egyenletet a
felbontott matrixokkal:
QRx=b
szorozzuk meg mindkét oldalt balrél @~ = Q7-tal, és az eredmény legyen B:
Rx=Q"b=8B
Megoldas Iépései:
e B = QT b kiszamitasa
e R x =B megoldasa, ahol mar egyszerl visszahelyettesitést végezhetlnk,

hiszen R egy fels6 haromszogmatrix. Az eredmény a legkisebb hibaju
megoldas lesz.

Oldjuk meg az el6z6 feladatot QR felbontassal (Matlab-ban a qr parancs)! Ellenérizzik
a felbontas helyességét és, hogy Q tényleg ortonormalt-e! A megoldas soran
hasznaljuk ki a Q és R matrixok specialis voltat!

> %% QR felbontas

> [Q R] = qr(A)

> % Q = -0.9899 -0.1414

> % -0.1414 0.9899

> %

> % R = -7.0711 -3.1113 -0.1414 -3.1113

> % 0 7.6368 0.9899 7.6368

> norm(A-Q*R) % 8.8818e-16 (felbontas ellendrzése)
> norm(Q'*Q) % 1 (Q tényleg ortonormdlt, Q'*Q egységmatrix)
> B=Q'*b % Az Uj jobb oldal

> % -1.2728

> % 1.8385

Végtelen sok megoldas esetén, négyzetes, ranghianyos egyutthatdmatrixnal az uj B
vektorban O elemek szerepelnek a nem fliggetlen soroknal, eléfordulhat azonban a
numerikus pontatlansagok miatt, hogy 0 helyett egy nagyon kicsi szam szerepel,
ezeket az értékeket ki kell nullazni a tovabbi megoldashoz.

B(abs(B)<le-12)=0 % esetleges numerikus pontatlansag javitasa
% A megoldas

opt.UT=true;

x=1insolve(R,B,opt)

% x = 0.0741

% 0.2407

% 0

vV V.V V V V V
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> % 0

> norm(A*x-b) % 0O

> norm(x) % 0.2519
QR felbontassal nem ugyanazt a megoldast kaptuk, mint korabban, a megoldas itt is
hibatlan, hiszen az eltérésvektor normaja 0, a megoldasvektor hossza azonban nem
0.1852, hanem nagyobb, 0.2519. Feltind viszont, hogy van benne ketté darab nulla
elem is. A QR felbontas nem a legkisebb normaju megoldast adja, hanem azt, amiben
a legtobb nulla elem talalhato. Hogy melyik megoldast szeretnénk megkapni, az a
konkrét feladattol fugg. El6fordulhat olyan eset, amikor ez az elénydsebb, és olyan is,
amikor a masik. Talalhatunk vajon olyan felbontast, amivel a legkisebb normaju
megoldast kapjuk meg? Nézzink meg egy masik nem négyzetes esetben is
hasznalhat6 felbontast, az SVD felbontast!

SVD FELBONTAS

Nem négyzetes matrixu linearis egyenlet rendszereknél egy masik gyakran hasznalt
modszer az SVD felbontas. Az SVD felbontas angolul a szingularis érték szerinti
felbontas roviditése (Singular Value Decomposition). Nézzik meg réviden mit jelent a
sajatérték és a szingularis érték egy A matrixnal!

Sajatértékek (A): Azt mondjuk, hogy a A szam az (nxn-es) A matrix sajatértéke, ha
létezik olyan nem nulla x vektor, melyre A x = A x . Az ilyen x vektorokat az A matrix
A\ sajatértékhez tartozo sajatvektorainak nevezzuk. A sajatértékeket megkapjuk az
|A — I A| = 0 karakterisztikus egyenlet megoldasaval. Matlab-ban: sajatértékek: E =
eig(A), sajatértékek és sajatvektorok: [V,D] = eig(A)

Szingularis érték: Az mxn-es A matrix szingularis értékei az ATA (nem nulla)
sajatértékeinek négyzetgyokei. Matlab-ban: S = svd(A). A szingularis értékek szama
egyenl a matrix rangjaval.

Barmely (mxn-es) A matrix felirhat6é a kdvetkezd formaban:
A=U-S-VT
ahol az U és V matrixok ortonormaltak, azaz U~ = UT,V~1 = VT és S diagonalmatrix.
Az U matrix mxm-es, és oszlopvektorai az A-AT sajatvektorai, a V matrix nxn-es és
oszlopvektorai az AT-A matrix sajatvektoraival egyeznek meg. Az S matrix (mxn-es),
foatldjaban a AT-A sajatértékeinek pozitiv négyzetgyokei — az un. szingularis értékek
— allnak, a tdbbi elem nulla. Figyelembe véve, hogy U és V ortonormaltak és S
diagonalmatrix, segitségikkel az A matrix inverze/pszeudoinverze koénnyen
kiszamithato:
A—l — (U . S . V—l)—l — (V—l)—l . S—l . U—l
Egyszerisitve a pszeudoinverz:
At=v-s7t.uT
Oldjuk meg az el6z6 feladatot most SVD felbontassal!

%% SVD felbontas
[u,s,Vv] = svd(A)
% U = -0.3979 -0.9174
% -0.9174 0.3979

vV V. V V
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% S = 12.1209 0 0 0
% 0 6.3312 0 0
% V = -0.3055 -0.9515 0.0368 -0.0015
% -0.6712 0.2130 -0.0933 -0.7039
% -0.0757 0.0629 0.9943 -0.0406
% -0.6712 0.2130 -0.0356 0.7092

% Ellendrzések

norm(A-U*s*v') % felbontas ellendrzése: 3.0531e-15

norm(U'*U) % U mxm-es ortonormdlt, szorzatuk 1

norm(V'*Vv) % Vv nxn-es ortonormdlt, szorzatuk 1

diag(s), sqrt(eig(A'*A)) % szingularis érték A'A sajatértékeinek gyoke

% 12.1209; 6.3312

% 0.0000 + 0.00001i; 0.0000 + 0.0000i, 6.3312 + 0.0000i, 12.1209 + 0.00001

VVVVVVYVVVYVVYVYV

Ranghianyos négyzetes A matrixoknal eléfordulhat, hogy a féatiéban a sajatértékeket
tartalmaz6é S matrixba numerikus pontatlansagbdl 0 helyett egy nagyon kicsi szam
kerul be, ami még a numerikus pontatlansagon belul 0-nak tekintendd. Miel6tt az S
pszeudoinverzét elballitjuk, egy altalunk megadott tolerancianal kisebb értékeket 0-ra
kell médositanunk a késébbi megfeleld szamitas érdekében.

> % A pszeudoinverz eldéallitasa

S(abs(S)<1le-12)=0 % kinullazzuk az esetleges numerikus
pontatlansaghol adodoé 0 kozeli értékeket

\%

> invsS=(1./S)' % S inverze, a diagonal matrix reciproka, transzponaltja
> % 0.0825 Inf

> % Inf 0.1579

> % Inf Inf

> % Inf Inf

> invS(invS==Inf)=0 % ahol Inf (végtelen) elem volt, ott Tegyen 0
> % 0.0825 0

> % 0 0.1579

> % 0 0

> % 0 0

> AnVvA=V*invS*U' % A matrix pszeudoinverze
> % 0.1479 -0.0367

> % -0.0088 0.0642

> % -0.0066 0.0097

> % -0.0088 0.0642

> x=invA*b % A megoldas

> % x = 0.0745

> % 0.1195

> % 0.0127

> % 0.1195

> norm(A*x-b) % 4.9651le-16

\

norm(x) % 0.1852

Az SVD felbontas ugyanazt a legkisebb normaju megoldast adta vissza, mint az els6
esetben lattuk, amennyiben a feladat ezt igényli, akkor célszerli az SVD felbontast
hasznalni!

MATLAB BEEPITETT FUGGVENYEK (LINSOLVE, \, PINV)

Természetesen itt is hasznalhatjuk a Matlab beépitett fliggvényeit, azonban, mint
lattuk a kdlonb6zé modszerek eltéré eredményt adnak, igy nem mindegy melyik
megoldast hasznaljuk. Vigyazni kell arra is, hogy a beépitett fUggvényekkel torténd
megoldasok nem figyelmeztetnek arra, hogy nincs egyértelmi megoldas,
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alulhatarozott a matrix és végtelen sok megoldas van, ezért megoldas el6tt
mindenképp célszerl elvégezni az egyértelmiség vizsgalatat.

> %% Beépitett Matlab fliggvények

> % QR felbontds - legtdbb nullat tartalmazé megoldas
> Xxa = A\b % nem négyzetese esetben QR felbontds - legtdbb nulla
> xb = Tinsolve(A,b)

> % xa = xb = 0.0741

> % 0.2407

> % 0

> % 0

> % SvD felbontas - legkisebb normaju megoldas

> xc = pinv(A)*b

> % xc = 0.0745

> % 0.1195

> % 0.0127

> % 0.1195

> type pinv

A Matlab beépitett \ (mldivide) és a linsolve parancsa QR felbontast hasznal nem
négyzetes matrixok esetében, a pinv parancs pedig a pszeudoinverzet szamitja SVD
felbontassal. Alulhatarozott esetben az \ (mldivide) és a linsolve a legtébb nullat
tartalmazé megoldast fogja adni, a pinv parancs pedig a legkisebb normaju
megoldast.

Emlékeztetéul négyzetes esetben a \ (mldivide) és a linsolve parancs LU vagy
Cholesky felbontast hasznal, ezért négyzetes ranghianyos matrixok esetében hibat fog
jelezni a hasznalata és nem kapunk megoldast. llyenkor csak a fent részletezett QR
vagy SVD felbontas hasznalhato.

NINCS MEGOLDAS (LEGKISEBB HIBAJU MEGOLDAS)

Gyakran el6fordulé eset a mérndki gyakorlatban, amikor matematikailag nincs
megoldasa az egyenletrendszernek, mert tulhatarozott rendszeriink van, azaz tobb
mérésunk van, mint ismeretlenink. A geodéziaban szinte mindig ilyen feladatokkal
talalkozhatunk, hiszen a mérési hibak miatt mindig tobb mérés torténik, mint, ami
matematikailag tényleg szikséges lenne a feladat megoldasahoz. A gyakorlatban
sokszor el6fordulnak a kis mérési hibak mellett durva hibak is, ami miatt sokszor
megoldhatatlan lesz a feladat, ha nincs f6l6s mérésuink.
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Nézzunk most egy geodéziai példat, ahol szintezési hal6zatban kell meghatarozni az
alappontok magassagat, ugy, hogy van tébb folés mérésunk is! Nézzik meg az alabbi
abran lathatdo szintezési haldzat kiegyenlitését. Megmértik az 1-7 szintezeési
szakaszok magassag kulonbségeit, ismerjuk 3 alappont (A,B,C) tengerszint feletti
magassagat és keressik a tovabbi 3 alappont (D,E,F) magassagat! A szintezési
vonalak hosszai nagyjabol megegyeznek igy most azonos sulyunak tekintjuk az egyes
vonalak méréseit. Az ismert magassagok: Ha=183.506m, Hg=192.353m,
Hc=191.880m, és a mert magassag kulonbségek:

®B

Hp, —H, = Hy —183.506 = +6.135 — 1.szakasz s (}/
Hg — Hp = +8.343 - 2.szakasz ) ~
Hp — Hy = Hy — 192.353 = +5.614 — 3.szakasz
Hp — Hp = +1.394 — 4.szakasz
Hr — Hp = —6.969 - 5.szakasz
Hp — H; = Hr — 191.880 = —0.930 - 6.szakasz
Hp — Ho = Hp — 191.880 = +6.078 — 7.szakasz

irjuk fel az egyenletrendszert matrixos alakban, a meghatarozandé ismeretlenek:

Hp, Hy, Hy!

1 0 0 6.135 + 183.506 189.641
/ -1 1 0\ / 8.343 / 8.343 \
| 0 1 0 /Hp\ | 5614+192.353 | | 197.967 |
-1 0 1 |-<HE> = | 1.394 | =] 1.394

0 -1 1| \Hp —6.969 —6.969

0 0 1 —0.930 + 191.880 190.950

0 1 0 6.078 + 191.880 197.958

A fenti egyenletrendszer esetépen 7 egyenletink van 3 ismeretlenre (m>n), ez egy
tulhatarozott egyenletrendszer. Irjuk be Matlab-ba ezt az egyenletrendszert! Bevihetjuk
a matrixokat kézzel is, de el is vannak mentve az értékek a szintezes.txt allomanyban.

> A=[100;-110;010;-101;0-11;001;01 0]

> b = [189.641; 8.343; 197.967; 1.394; -6.969; 190.950; 197.958]
Vagy

> Ab = Toad('szintezes.txt')

> A= Ab(:,1:3)

> b = Ab(:,4)

Ha megnézzik az elsd abrat a megoldas létezésérdl, akkor lathatjuk, hogy, akkor nincs
megoldasunk, ha a matrix rangja kisebb, mint a kibdvitett matrix rangja, azaz
r(A)<r(A|b). Ez akkor fordul el6, ha a b vektor "kil6g" az A oszlopvektorainak terébdl.
Ritkabban négyzetes alakmatrix esetén is (m=n) el6allhat ez az eset, leggyakrabban
azonban tulhatarozott egyenletrendszernél (m>n), amikor tdbb egyenletiink van, mint
ismeretlenink. Megoldhatatlan négyzetes alakmatrixra példa lehet a kovetkezd:
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x+y=2
x+y=3

ahol két egyenlet van két ismeretlennel, még sincs megoldas, mivel egymasnak
ellentmondanak az egyenletek. Nézzik meg, hogy a mi példankban mi a helyzet!

> rank(Aa) % 3
> rank([A b]) % 4
> size(A) % 7 sor 3 oszlop

Most a matrix rangja 3, a kib6vitett matrixé pedig 4, tehat r(A)<r(Alb), azaz nincs
megoldas. A matrix oszlopainak szama n=3, sorainak szama pedig m=7, m>n, tehat
ez egy tulhatarozott egyenletrendszer.

A kérdés, hogyan tudjuk megoldani a megoldhatatlan egyenletrendszert? A valasz,
hogy nem egy hibatlan megoldast kereslink, hanem a legkisebb hibaju megoldast! Ezt
a megoldast ugy talalhatjuk meg, hogy a maradék ellentmondasok négyzetdsszegét
minimalizaljuk: ||A-x —b|| > min. A minimalis hibaju kozelit6 megoldas
matematikailag a kdvetkezé lesz:

x=(AT-A)7 AT b
Matlab-ban:
> x = inv(A'*A)*A'¥b % 189.6153, 197.9588, 190.9830

A fenti megoldast nem szoktak hasznalni az inverz szamitas id6éigényessége,
pontatlansaga miatt. Nézzik meg az elébb megismert két matrix felbontast hasznalva
is az eredményeket!

QR FELBONTAS

Oldjuk meg a szintezési feladatot is QR felbontassal (Matlab-ban a qr parancs)! Most
nem ellendrizzik le a felbontas helyességét, csak az eltérésvektor normajat nézzuk!

[Q R] = qr(A)

B=Q'*b % A jobb oldal
% A megoldas
opt.UT=true;
x=1insolve(R,B,opt)
% 189.6153

%  197.9588

% 190.9830
norm(A*x-b) % 0.0506

Az eredmény: Hp=189.6153; He=197.9588; HF=190.9830, az eltérésvektor normaja
pedig korulbelal 5 cm.

vV V.V V VYV \V VYV

Amikor a feladatnak nincs megoldasa és négyzetes az egyutthatomatrixunk, ebben az
esetben a QR felbontassal torténd legkisebb hibaju megoldas meghatarozasa nem fog
mkddni Matlab-ban, csak az SVD felbontas.

SVD FELBONTAS

Oldjuk meg a szintezési halézat kiegyenlitését most SVD felbontassal! Most sem
ellen6rizzik le a felbontas helyességét, csak az eltérésvektor normajat nézzuk!
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[u,s,Vv] = svd(A)
% A pszeudoinverz eldallitasa

S(abs(S)<1le-12)=0 % kinullazzuk az esetleges numerikus
pontatlansagbél adédé 0 kozeli értékeket

invsS=(1./S)"' % S inverze

invS(invS==Inf)=0 % ahol Inf (végtelen) elem volt, ott legyen 0
invs*sS % ellendrzés

invA=V*invsS*U' % A matrix pszeudoinverze

invA*A % ellenérzés

x=invA*b % A megoldas: x = 189.6153, 197.9588, 190.9830
norm(A*x-b) % 0.0506

vV V VvV

V V.V V V V

\%

Tulhatarozott esetben mind a QR, mind az SVD felbontassal ugyanazt az eredményt
kaptuk, mint az eredeti minimalis hibaju megoldashoz tartoz6 formulaval.

MATLAB BEEPITETT FUGGVENYEK (LINSOLVE, \, PINV)

Természetesen itt is hasznalhatunk Matlab beépitett fliggvényeket . Mint mar lattuk, a
Matlab beépitett \ (mldivide) és a linsolve parancsa QR felbontast hasznal nem
négyzetes matrixok esetében, a pinv parancs pedig a pszeudoinverzet szamitja SVD
felbontassal. Nézzilk meg a megoldasokat ezekkel is!

> x1 = A\b

> x2 = Tlinsolve(A,b)

> x3 = pinv(A)*b

> norm(A*x1-b) % 0.0506

A beépitett fuggvényekkel torténé megoldasok nem figyelmeztetnek arra, hogy
egyértelml megoldas helyett most a legkisebb hibaju megoldast kaptuk meg, és hogy
mekkora ez a maradék eltérés, ezért mindenképpen szukség van ellenérzésre is.
Nézzik meg a kétféle algoritmus futasidejét is 10000 futtatas esetén!

> tic

> for i=1:1000

> x1 = A\b;

> end

> toc % Elapsed time is 0.005924 seconds.
> tic

> for i=1:1000

> x3 = pinv(A)*b;

> end

\Y

toc % Elapsed time is 0.063876 seconds.

A QR felbontas egy nagysagrenddel gyorsabb volt, mint az SVD felbontas.
Tulhatarozott esetben célszeri a QR felbontast hasznalé x=A\b alkalmazasa, a
hatékonysag/gyorsasag miatt. Alulhatarozott esetben azonban a feladat jellegétél
fuggben, ha a végtelen sok megoldas kdzul a legkisebb normajura van szikség, akkor
az SVD felbontast hasznalé x=pinv(A)*b megoldast alkalmazzuk, ha a legtdbb nullat
tartalmazo lenne idedlis, akkor pedig a QR felbontast hasznalé x=A\b parancsot
alkalmazzuk. A linsolve parancs alkalmazasa akkor célszer(, ha el6zetes ismereteink
vannak a matrix specialis voltardl (pl. haromszégmatrix, szimmetrikus, pozitiv definit),
mivel itt van lehet6ségunk ezeket opcioként megadni. Mivel a \ (mldivide) négyzetes
esetben LU vagy Cholesky felbontast hasznal, ezért négyzetes ranghianyos matrixok
esetében hibat fog jelezni a hasznalata és nem kapunk megoldast. llyenkor a fent
részletezett SVD felbontassal kaphatjuk meg a megoldast.
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ITERATIV MODSZEREK (JACOBI, GAUSS-SEIDEL)

Linearis egyenletrendszereket megoldhatunk direkt és iterativ modszerekkel is. Amiket
eddig néztink eddig, a matrix felbontasok, azok a direkt megoldasok voltak. Nézzuk
meg mikor lehet célszerl nem direkt, hanem iterativ megoldasokat hasznalni!

Nézzunk most egy masik linearis egyenletrendszerre vezet6 példat! Hatarozzuk meg
az egyes vizkezel6 reaktorokban a koncentracio értékét az alabbi kapcsolas esetén,
tOkéletes keveredést (a koncentracid azonos a reaktortér minden pontjaban)
feltételezve.

- Q5= 2
A mérlegegyenletek: Q=3 ¥ c, >
6 Cl - C3 == 50 *
3¢, 43¢, =0 Q=1 %= 2
—Cc; +9c¢3; =160 Qo1_=5 ¢, Q,=3 o c, Q24=1.; ¢, —
—c;—8c3+11cy—2¢c5=0 Cn =10 - Jk Q=11
-3¢, —C,+4c5=0 q23=1l
Q. =1
Az egyenletrendszer o =3 1 Q,=3
matrixos alakja: h o 3
cy =20
6 0 -1 0 O 50
-3 3 0 0 O 0
A= 0 -1 9 0 0 |; b={160
0 -1 -8 11 -2 0
-3 -1 0 0 4 0

El6szor vizsgaljuk meg hogy van-e megoldasa a feladatnak és egyértelm(i-e? Ehhez
toltsik be az A matrixot és b vektort tartalmazo vizkezeles.txt fajlt (vagy beirhatjuk
kézzel is a matrixokat)!

> Ab = load('vizkezeles.txt'), A = Ab(:,1l:end-1), b = Ab(:,end)

> rank(A), rank(Ab) % 5, 5

> size(A,2) % 5
A matrix rangja (5) megegyezik a kibdvitett matrix rangjaval is és az A matrix
oszlopainak a szamaval is, tehat létezik és egyértelm( a megoldas.

Az alakmatrixot vizsgalva megfigyelhetjik, hogy nagyon sok a nulla elem benne,
ezeket ritka matrixoknak nevezzik. Azokban az esetekben, ahol sok a nulla az
alakmatrixban és a féatléban 1évé elemek dominalnak sokkal hatékonyabb a direkt
megoldas helyett iterativ moédszereket hasznalni (és itt most nem az ilyen kis méreti
matrixoknal lényeges a hatékonysag, hanem a tdbb ezerszer tobb ezres méreteknél!).
Eddig a linearis egyenlet rendszerek direkt megoldasi mddszereit vizsgaltuk, ahol a
megoldast az egyenletekkel végzett elemi atalakitasokkal kaptuk. Ilterativ mddszerek
esetében meg kell becsilni minden valtozénak egy kezd6értéket és ezt hasznalhatjuk
utana egy iterativ eljarasaban, hogy pontositsuk az eredményt. A mddszer hasonlit a
nemlinearis egyenleteknél alkalmazhato fixpont modszerhez. Az egyenleteket at kell
alakitani explicit formaba, minden valtozot kifejezve a tobbi valtozé fuggvényében.
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a11X%1 + a4 X5 + a43 X3 = by X1 = (b1 — (a2 %2 + as3 x3))/a11
Ay1X1 + App Xy + A3 X3 =b; > x; = (bz — (az1%1 + az3 x3))/a22
(31%1 + a3z Xz + 33 X3 = by X3 = (b3 — (az1x;, + as; xz))/a33

Az iteraciés folyamatban el6szoér megbecslljik a kezd6értékeket, majd ezeket a jobb
oldalba behelyettesitve ujabb értékeket kapunk x-re. A masodik iteraciéban ezeket az
Uj értékeket helyettesitjuk be a jobb oldalba, és igy megyunk tovabb, amig a kivant
pontossagot el nem érjuk, amikor a két egymast kovetd iteracioban kapott megoldas
kozotti kilonbség kisebb az elére megadott tolerancia értéknél.

Az iteracios képlet a fenti explicit egyenletrendszer altalanos alakja lesz (ez
tulajdonképpen a Jacobi modszer iteracios képlete):

j=1
Jj#i

Xi = aiii (bl - (g aij x;))

Kétféle specialis iteracios modszert néziink most meg, a Jacobi iteraciot és a Gauss-
Seidel iteraciét. A kettdé kozott a kaldénbség abban van, hogy mikor hasznaljuk fel az
ujonnan kiszamolt értékeit az ismeretleneknek. Jacobi médszernél az ismeretlenek
becsult értékei, amiket az explicit egyenletrendszer jobb oldalan hasznalunk egyszerre
kerllnek frissitésre minden iteracios Iépés végén, vagyis egy kezdbérték készlettel
kiszamoljuk az Osszes U] értéket és utana megyunk tovabb. A Gauss-Seidel
modszernél a mar kiszamolt ismeretlenek még az iteracids I1épésen beldl frissitésre
kertlnek a tovabbi ismeretlenek kiszamolasa soran. Ez azt jelenti, ha egy iteracion
belil pl. mar kiszamoltunk egy uUj xi-et, akkor ezt mar x2, Xs,... szamitasanal
felhasznaljuk. Ez utébbi éppen ezért altalaban gyorsabban konvergal.

Az iteracidés képletet elballithatjuk matrixos alakban is, amivel a késdbbiekben
kénnyebben tudunk dolgozni. Alakitsuk at az A-x = b egyenletrendszert iteracios
formulava! Adjunk hozza, majd vonjunk is ki a baloldalbdl B - x-et, ahol B matrix
megvalasztasatél fligg majd az iteracié tipusa (Jacobi vagy Gauss-Seidel).

A-x=b
B-x+A-x—B-x=b
B-x+(A—B)-x=0b
Rendezzik at ugy, hogy mindkét oldalon legyen x:
B-x=—(A—B)-x+b
Szorozzuk meg balrél B~ matrixxal:
x=—BYA-B)x+B b= —-B'Ax+B 'Bx+B7b
Emeljuk ki x-et a jobb oldalon:
x=({—-B '4A)x+B b
A fentiek alapjan irhatjuk fel az iteracios képletet a (k+1). iteraciéra:

x®+) = (] =B~ 'A)x + B™'b

11 Laky Piroska, 2020



Numerikus modszerek épitémérndkoknek 6. Linearis egyenletrendszerek 2

legyen AI = (I — B~1A) és bi = B~1b, ekkor az iteracio képlete felirhatd a kdvetkez6
alakban:

xE+D = AT - x® 4 pi

Ebben az altalanos alakban egységesen megadhat6 a Jacobi modszer és a Gauss-
Seidel mddszer is. Eltérés csak a B matrixban lesz, amivel Al-t és bi-t szamoljuk.
Jacobi médszer esetében B matrix az A matrix féatldja - diag(diag(A)) (kifejtve az
iteracid képletét igy ugyanazt kapjuk, mint az explicit alakbdl meghatarozott képlet,
ahol mindig a f6atl6 elemeivel (a;;) kellett osztani), Gauss-Seidel modszer esetében
pedig B matrix az A matrix als6 haromszdégmatrixa - tril(A).

Az iteraciés megoldast els6sorban a diagonalisan dominans esetekben lehet
hatékonyan alkalmazni, ez azt jelenti, hogy a f6atloban lévo elem abszolut értéke
nagyobb, mint az abban a sorban Iév6 0sszes tobbi elem abszolut értékének az
O0sszege (a féatldban lévé elemek dominalnak). A diagonalis dominancia elégséges,
de nem szukséges feltétele a konvergencianak. Nézzuk meg, hogyan valosithatjuk
meg a Jacobi és a Gauss-Seidel iteraciot Matlabban!

ITERACIOS MODSZEREK MATLABBAN

Nézzik meg, hogyan lehet a kétféle iteracios modszert egységesen leprogramozni
Matlabban, az alapértelmezett modszer legyen a Jacobi modszer! Nézzuk meg az
iterativ.m fajlt!

function [x,1,X]=1terativ(A,b,e,imax,method)

% A*x=b Linedris egyenletrendszer megoldasa iterativ médon,

% Jacobi vagy Gauss-Seidel modszerrel (alapértelmezett: Jacobi).
% Bemenet: A, b, e-hibahatar, imax - maximalis iteracié szam

% method - 'Jacobi' vagy 'GaussSeidel' (nem kotelez6 megadni)

% Kimenet: x-megoldas, i -iteracidé szam, X-iteraciods 1épések

% MOodszer meghatdrozasa
if nargin==4; method='Jacobi'; end % ha csak 4 bemenet van
switch method
case 'Jacobi'
B = diag(diag(A)); % Az A matrix féatldéja matrixban
case 'GaussSeidel'
B=tril(A); % Az A matrix also haromszog
otherwise % Jacobi
B = diag(diag(A)); % Az A matrix féatloja matrixban
end
% E1s6 iteracids lépés
n = size(A,1l);
Ai=eye(n)-inv(B)*A;
bi = inv(B)*b;
x0=ones(size(b)); % kiindulo érték
i=1l; x1=Ai*x0+bi; % Els6 iteracio
X=[x0,x1];
% Iterdcios ciklus
while i<=imax && norm(x1-x0)>e
x0=x1;
x1=A1*Xx0+bi;
X=[X x1];
i=1+1;

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVYVVVVYVYVYV
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> end
> x=X(:,end); % megoldas
> end

Bemenet az A matrix, a b vektor, e a megengedett eltérés két egymast kdveté iteracio
kozott, a maximalis iteracio szam (imax) és a mdédszer (method), ami vagy ’'Jacobi’
vagy ’'Gaussseidel’ lehet. Alapértelmezett modszer a Jacobi modszer, azaz nem
kételez6 megadni az utols6 bemenetet. Ezt vizsgalja a nargin valtozé (Number of
function input arguments), a megadott bemend paraméterek szamat. Ha csak 4
valtozét adott meg valaki, akkor a médszer alapértelmezetten Jacobi médszer lesz. A
B matrix Jacobi modszer esetében az A matrix féatldja, Gauss-Seidel modszer
esetében pedig az A matrix als6 haromszdgmatrixa lesz!

A megoldashoz el6 kell allitani az Al matrixot, a bi vektort és meg kell adni a kezd6 xo
vektort, ami most egységvektor lesz. Az elsd iteracio utan addig folytatja a program az
iteraciokat, amig két egymast kovetd iteracid kozott az eltérés egy megadott
tolerancianal kisebb, vagy el nem értuk a maximalis iteraci6 szamot. Harom
kimenetunk van, a megoldas — x, az iteraciok szama — i, és az 0sszes iteracios lépés
soran kapott megoldas vektorok 6sszessége az X matrixban, ahol egymas melletti
oszlopokban vannak az egymast kovetd iteracios lépések elemei.

El6sz6r Jacobi mdédszerrel oldjuk meg a feladatot!

> %% Jacobi modszer
> [x,1,X] = iterativ(A,b,le-6,100, 'Jacobi")
> % Ellen6rzés (relativ hiba)
> hl = norm(A*x-b);
> fprintf('Az iteracidk szama: %d, relativ hiba: %g \n',i,hl)
> %Az iteraciok szama: 15, relativ hiba: o -
2 . 10 7 6 3 e- 0 6 20 i :Jacobl rynodszer' konver'genma]g .
> 18 1
> % Grafikus megjelenités o S
> figure(l); plot(x','*-") b *//k
> title('Jacobi moédszer konvergenciaja') ol

Utana oldjuk meg Gauss-Seidel médszerrel is!

> %% Gauss-Seidel médszer

> [x,i,X] = iterativ(A,b,le-
6,100, 'GaussSeidel")
> % Ellenérzés (relativ hiba)
> hl = norm(A*x-b);
> fprintf('Az iteracidk szama: %d, relativ hiba: %g \n',i,hl)
> % Az iterdciodok szama: 7, relativ hiba: 1.28853e-08
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vV V. V V

% Grafikus megjelenités
figure(2);plot(X', '*-");
title('Gauss-Seidel mdédszer
konvergenciaja')

. Linearis egyenletrendszerek 2

Gauss-Seidel médszer konvergenciaja
T T T T T

A megoldasbdl latjuk, hogy mig a Jacobi moédszernek | A

15 iteraciéra volt szuksége, addig a Gauss-Seidel
modszernek elegendd volt 7.

A Matlab-nak egyébként van egy sajat flggvénye
iterativ megoldasra, ez a gmres parancs. Lasd:

> [x, flags, relres, iter, resvec] =

gmres(A,b)

> figure(3); plot(resvec, 'b*-') % hibak kirajzoldsa az iteracid soran

llletve ritka matrixok tarolasara van egy sajat formatuma, amit nagyméreti ritka
matrixoknal érdemes hasznalni:

> AS=sparse(A)

A FEJEZETBEN HASZNALT UJ FUGGVENYEK

Linearis egyenletrendszer megoldasa kiegészité opciokkal
(pl. alsd/fels6 haromszogmatrix, szimmetrikus, pozitiv definit).
Altalanos négyzetes matrix esetén LU felbontast hasznal.

binomialis  egyltthatékat tartalmazo

Kivehetjuk egy matrix féatléjabol az elemeket vagy egy
vektorbdl csinalhatunk vele diagonalis matrixot

Vektor/matrix normaja ('hossza’)

Altalanos linearis egyenletrendszer megoldasa (négyzetes
matrix esetén LU vagy Cholesky felbontassal)

Pszeudoinverz szamitas SVD felbontassal

Szoveges fajl tartalmanak képernyére irasa

Egy matrix alsé haromszdgmatrixa

Flggvény megadott bemend paramétereinek a szama
Linearis egyenletrendszer iterativ megoldasa

rank - Matrix rangja
lu - LU felbontas
linsolve -
ascal _ Eléallithatjuk  a
b szimmetrikus Pascal matrixot
diag -
min - Egy vektor legkisebb eleme
max - Egy vektor legnagyobb eleme
chol - Cholesky felbontas
norm -
tic, toc - ldémérés kezdete, vége
\ vagy mldivide -
qr - QR felbontas
svd - SVD felbontas
pinv -
type -
tril -
nargin -
gmres -
sparse - Ritka matrixok tarolasa
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