Numerikus modszerek épitémérnokoknek 7. Nemlinearis egyenletrendszerek

7. NEMLINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA

Az épitbmérnoki problémak gyakran igénylik nemlinearis egyenletek megoldasat,
példaul amikor tébb nemlinearis egyenlet metszéspontjat keressuk. llyen példak
jellemzéen a kilénb6z6 geodéziai pontmeghatarozasi feladatok (ivmetszés,
elémetszés, hatrametszés stb.), de a rudszerkezetek egyensulyi egyenletei és a
sulytamfalak tervezése soran is nemlinearis egyenletrendszereket kell megoldanunk.
Most nézziink meg egy mobiltelefonnal t6rténd pozici6 meghatarozasi feladatot fix
mobil adotornyokhoz képest, amikor megmeérjuk a telefon és a kdrnyez6 adétornyok
tavolsagait. Ez tulajdonképpen egy ivmetszési feladat.

A mobiltelefonok poziciéjanak meghatarozasakor
rendelkezésre all az eszk6z és a bazisallomasok meért
tavolsaga. A tavolsagok egy-egy kort hataroznak meg a
bazisallomasok korul (lasd abra). A korék masodfoku
egyenletek, és két mért tavolsag esetén ezek
metszéspontja adja a mobiltelefon lehetséges
poziciojat. Az egyenleteket a kovetkez6 implicit alakban
adhatjuk meg, két ismert bazis esetén: L.

(x—x)*+ (@ —y)? =1f \

(x—x2)*+ (v —y2)? =17
Amennyiben legaldbb 3 tavolsag, valamint a mobil tornyok koordinatai ismertek, az
ismeretlen hely x,y koordinatai meghatarozhatdak, de ez mar egy tulhatarozott feladat
lesz 3 egyenlettel 2 ismeretlenre. 2 mért tavolsag esetében 2 lehetséges megoldast

kapunk a poziciora (a két metszéspontot). Most ez utdbbi esettel fogunk foglalkozni,
amikor 2 egyenletunk és 2 ismeretlenunk van.

2-es mobiltorony
X2:¥2

1-es mobiltorony
XpY1

Istherdlen pozicio (x,y)

A két masodfoku algebrai polinombdl allé kétvaltozos egyenletrendszer megoldasa
visszavezethetd egy 4. foku polinom gyokeinek megtalalasara is, de most az altalanos
nemlinearis egyenletrendszer megoldasaval fogunk foglalkozni.

EGYENLETRENDSZER VEKTOROS JELOLESMODJA

A nemlinearis egyenletrendszerek altalanos megoldasahoz vezessik be a vektoros
jeldlésmaodot, igy egyszerlbb lesz dolgozni az egyenletekkel és a Matlab beépitett
fliggvényei is ilyen alakban igénylik a megadast.

Altalaban akkor tudjuk megtaldini egy egyenletrendszer megoldasat, amikor az
ismeretlenek szama megegyezik az egyenletek szamaval. Az egyenletrendszereket a
kovetkez6 alakban szokas megadni:

fl(xlﬁxz,xg, v Xn ) =0
fZ(xlyxz;xg,...,xn ) =0

f3(X1,X2,X3,...,xn ) =0

fn(xlﬁx2!x3; ---,xn ) - 0
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A vektoros jeldlésmodban a kulonb6z6 valtozok megoldasait egy vektorban taroljuk.
Legyen ez az x vektor, amelynek elemei: x = (xq,x5,%3,...,x, ) . A kilénb6z8
egyenleteket is egy vektorban taroljuk (f), amelynek az elemei: f = (fi, f2, fz, r fn )-
Ezzel a jelOléssel az egyenletrendszert egyszerien le tudjuk irni.

fx)=0
Egyvaltozos esetben egy x, kezdeti értéket kell felvennink. Tobbvaltozos esetben egy
xo vektorban adjuk meg az 6sszes valtozo kezdeti értékeit. Minél tobb valtozonk van,
annal tobb j6 kezdeti értéket szUkséges meghataroznunk, ami nem mindig konny
feladat. Gyakorlatban azonban kihasznalhatjuk az adott probléma mérndki ismereteit
és ezek alapjan gyakran tudunk adni j6 kozelitd ertékeket akar tobbvaltozds esetre is.
Ha tudjuk abrazolni az egyenleteket (példaul kétvaltozés esetben), akkor az abra
alapjan is meghatarozhatunk kiindulé adatokat.

PELDA NEMLINEARIS EGYENLETRENDSZERRE

A feladatunk pozici6 meghatarozas lesz mobiltelefonnal. A példaban tegyuk fel, hogy
csak 2 mobil adétoronytdl ismerjuk a tavolsagot, igy a poziciora két lehetséges helyet
fogunk kapni. Az egyes bazisallomasok koordinatait és a tavolsagméréseket az alabbi
tablazat foglalja 6ssze (kilométer mértékegységben).

Bazis sorszam

X koordinata

()

Y koordinata

(v,)

Bazis-terminal
tavolsag (I’i )

1

1

1

5

2

10

8

8

Az egyenleteket a kdvetkez6 implicit alakban adhatjuk meg, ahol az x,y koordinatakat
keressuk:
(x—1?+(@—-12=5
(x —10)2 + (y —8)%2 = 82
Elsé lepésként rendezzik nullara az egyenleteket:
(x—1D2+(y—-12-5%2=0
(x—10)2+(y—8)2—-82=0
Ezek az egyenletek nem a szokasos explicit formaban megadott fuggvények: y =
f(x), hanem implicit formaban megadott gorbék: f(x,y) = 0. Kuldonb6zé Matlab
parancsok hasznalhatéak ezek megjelenitésére. Az explicit fuggvények
megjelenitésére az fplot és az ezplot, az implicit formaban adott gérbékre pedig az
fimplicit és ezplot hasznalhatd. Az fplot parancs csak y = f(x) alaku egyvaltozos

fuggvények abrazolasara szolgal, implicit alakban megadott gorbéket nem lehet vele
megjeleniteni.

egyenlet alak ajanlott Matlab egyeb Matlab parancs (régebbi Matlab
parancs verziok és Octave esetén is hasznalhato)
y = f(x) explicit fplot ezplot
f(x,y) =0 | implicit fimplicit ezplot
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7. Nemlinearis egyenletrendszerek

El6szor abrazoljuk a két implicit alakban adott fliggvényt az fimp1icit paranccsal.
A szinek, vonaltipus stb. megadasa a plot parancshoz hasonldan torténhet.

V V. V V V V

\

20

clear all; clc; close all;

fl =@(x,y) (x-1).A2 + (y-1).A2 - 5A2; sy

2 =@(x,y) (x-10).A2 + (y-8).A2 - 8A2;

figure(l); or

gl=fimplicit(fl,[-5 20 -5 20]); hold on;

fimplicit(f2,[-5 20 -5 20], st

'—--r','Linewidth',2);
axis equal;

legend('1. torony','2.
torony', 'Location','SE")

Poziciémeghatarozas mobiltelefonnal

(x-1)% + (y-1)% - 52

)2 - 82

= T T(x10)

> title('Pozicidémeghatarozas s '
mobiltelefonnal')

Hogyan tudjuk megtalalni a két implicit formaban (f(x,y) = 0) megadott egyenlet

metszéspontjait? Ezeket a gdrbéket tobbvaltozdés flggvényként definiadltuk az

abrazolashoz. Egyvaltozos esetben (f(x) =0) a nemlinearis fliggvény

zérushelyeinek meghatarozasahoz hasznaltuk a Newton-mddszert is. Tébbvaltozos

esetben is alkalmazhato a Newton-modszer, némi atalakitassal. Nézzuk ezt meg!

TOBBVALTOZOS NEWTON MODSZER

Nézzik meg részletesen az egyik legismertebb médszert, a tobbvaltozés Newton-
modszert, a nemlinearis egyenletrendszerek megoldasara, hogy konnyebben
megértsik a megoldas egy lehetséges maodjat. Ez az egyvaltozds eset megoldasabal
altalanosithat6. Egyvaltozos esetben a Newton mddszer a fuggvény linearizalasabdl
volt levezethetd:

fxiv) = fOe) + f1(x) - (g —x) =0
Ebbdl adddott a Newton modszer iteracios képlete:
f'(x)
Tdbbvaltozds esetben az iteracios képlet nagyon hasonlo:
Xip1 = X — J(x) 7" f(xy)
ahol f(x;) az egyenletrendszer egy oszlopvektorban, x; a valtozok értékei egy

vektorban, az 1/f'(x;) helyett szerepl6 J(x;)~! pedig az nxn-es Jacobi matrix inverze
az x; helyen. A Jacobi matrix elemei az egyenletek parcialis derivaltjai:

Xi+1 = X;

of, i Ofi  Ofi
(axl dx, 0x; axn\
i, df; 0f afa
]':I 0x; 0x, 0x3 ax,
ofn O 0fr  Ofa
dx; Ox, 0x3 dx,
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Pl. az alabbi egyenletrendszer Jacobi matrixa:

3x24+2y+1=0

_ [ 6x 2
—x>=5y+2=0 = )= —3x? —5]

A tobbvaltozés iteracidés formula szamitasahoz reciprok helyett inverze szamitas
szukséges, amit tobbnyire igyekszunk kerulni, mert lassu és numerikusan instabil,
pontatlan. Hogyan tudjuk az x;, -t inverz szamitas nélkil meghatarozni? Keressink
olyan alakot, ahol a linearis egyenletrendszereknél tanult matrix felbontasokat tudjuk
hasznalni! Rendezzuk at az iteracids egyenletet!

Xipgr — X = —J(x) 7" f(xp)
Vezessiik be a Ax = x;,1 — x; jeldlést és szorozzuk be mindkét oldalt J(x,)-vel! igy egy
linearis egyenletrendszert kapunk, amit meg tudunk oldani a matrix felbontasokkal is!

J(x;) - Ax = — f(x;)
ahol J(x;) egy nxn-es ismert matrix, a Jacobi matrix x; helyen, — f(x;) egy ismert nx1-
es vektor. A linearis egyenletrendszerek megoldasara hasznaljuk most az x = A\b
alaku megoldast, ami négyzetes esetben LU felbontast alkalmaz. Miutan Ax értékét
megkaptuk, masodik I[épésben szamithatd Xi+1 is.

Az egyes iteraciokban a megoldandé feladat tehat:
o J(x;) Ax; = — f(x;) linearis egyenletrendszer megoldasa Ax;-re

e Xx;,1=x;+Ax; szamitasa addig, amig f(x) = 0 vagy Ax =~ 0 (amig kisebb
nem lesz egy megadott tolerancia értéknél).

TOBBVALTOZOS NEWTON-MODSZER MATLAB-BAN

irjunk fiiggvényt, ami megvaldsitja a tdbbvaltozés Newton médszert a fentiek alapjan!
Legyen a fuggvény neve newtonsys. (Mentslk a fajlt a newtonsys.m fajlba!) A leallasi
feltétel legyen most az, hogy az egymast kdvetd iteraciés megoldasok egy megadott
tolerancianal kevésbé térjenek el egymastal. llletve a ciklus alljon le akkor is, ha elértuk
a maximalis iteracié szamot. Bemenet lesz az egyenlet rendszer (f), a Jacobi matrix
(J), a kezdbértékek (xo), a tolerancia (g) és a leallasi feltételt meghatarozé maximalis
iteracioszam. Két kimenete lesz a fluggvénynek, a megoldas és az iteracié szam.

> function [x1, n] = newtonsys (f, 3, x0, eps, nmax)
> dx = I(xX0\-f(x0)); % els6 1iteracio
> x1 = x0 + dx; % elsé iteraciod
> n=1;

> whiTle norm(x1-x0)>eps && n<=nmax

> x0 = x1;

> dx = I(xX0)\-f(x0);

> x1 = x0 + dx;

> n=n+ 1;

> end;

> end
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MEGOLDAS NEWTON-MODSZERREL

a) Jacobi matrix eléallitasa

A tobbvaltozés Newton mddszerhez, mint lattuk szUkség lesz az eredeti egyenletek és
a kezdéértékek mellett az egyenletek parcialis derivaltjaira is a Jacobi matrixnoz. Ezt
szimbolikus szamitasokkal tudjuk eléallitani. Lehet kildon-kalon a parcialis derivaltakat
is szamitani a diff paranccsal, és abbdl dsszeallitani a Jacobi matrixot, de a Matlab-
ban van egy parancs a Jacobi matrix kdzvetlen eléallitasara (jacobian). A jacobian
parancs hasznalatahoz definialjuk most szimbolikusan az egyenletrendszert!

%% Megoldas tobbvaltozos Newton-médszerrel
syms X y
fsl = (x-1).A2 + (y-1).A2 - 5A2
fs2 = (x-10).A2 + (y-8).A2 - 8A2
disp('Jacobi matrix")
js = jacobian([fsl; fs2])
% [ 2%x - 2, 2%y - 2]
% [ 2%*x - 20, 2*y - 16]
Definialjuk fuggvényként a Jacobi matrixot, szimbolikus kifejezés helyett! Ezt
megtehetjuk ugy, hogy bemasoljuk az egyes elemeket a megfeleld helyekre
CTRL+C/CTRL+V hasznalataval, vagy hasznalhatjuk itt is a matlabFunction
parancsot, ami szimbolikus kifejezésbdl fuggvényt allit el (lehetnek olyan esetek,
amikor ez nem mikodik).

> J=@(x,y) [2%x - 2, 2%y - 2; 2*x - 20, 2*y - 16] % vagy:

> ] = matlabFunction(js)

V V.V V V V VYV

b) Az egyenletrendszer és a Jacobi matrix vektorizalasa

A megoldashoz x,y valtozok helyett vektorvaltozdkat kell alkalmazzunk, ahol az
ismeretlenek az x vektorban (xi=x és xo=y), az egyenletek pedig az f vektorban

_(*\. ¢ _ fi)
legyenek. x = (y) f = <f2
A Jacobi matrix esetében ugyanez szukséges! Vektorizaljuk az egyenleteinket és a
Jacobi matrixot is!

> % definidljuk f, et és J-t is vektorvaltozodkkal
> f =@ [f1(x(D),x(2)); f2(x(1),x(2))1];
> 3 = @) I(x(1),x(2));

c) Megoldas Newton-modszerrel

Oldjuk meg a problémat az altalunk definialt newtonsys fiiggvénnyel. Ehhez a
newtonsys.m fajlnak ugyanabban a konyvtarban kell lennie ahova mentjuk az aktualis
script fajlt is. A numerikus megoldasokhoz, mint arrél korabban mar sz6 volt sziikséges
kezdbérték megadasa. Minél kozelebb van a kezdéérték a tenyleges megoldashoz
annal gyorsabban meg tudjuk oldani a feladatot, annal ¥
valészindbb, hogy konvergal a modszer. Az abrabdl ./
vegyunk kezd6értékeket, azokat az x és y koordinatakat,

ahol a két gorbe kozelitéleg metszi egymast! \ x~(5:0]

Xp1=[2:5]

% 0ldjuk meg a problémat Newton médszerrel " EoSDE
% kezdbértékek megadasa az abra alapjan
x01 [2; 5] % egyik metszésponthozhoz
x02 [5; 0] % masik metszésponthoz Vg = = =

vV V. V V
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>  [x1 i1]

> [x2 i2]
Az eredményeket irassuk ki formazva, és rajzoljuk is be az abraba 6ket! Ellenérzésnek
helyettesitsik be a kapott eredményeket az implicit egyenletekbe, hogy tényleg 0-t
kapunk-e (tébbvaltozds esetben az eltérésvektor normajat szokas megadni, azaz az
eltérésvektor hosszat)!

newtonsys (f, J, x01, le-6, 100); % Az 1. megoldas
newtonsys (f, J, x02, le-6, 100); % A 2. megoldas

> disp('Lehetséges pozicidk Newton médszerrel:')

> fprintf('1l. megoldas: %.4f,%.4f, iteraciodk: %d\n',x1, il)
> fprintf('2. megoldas: %.4f,%.4f, iteracidk: %d\n',x2, i2)
> % ellen6rzés

> norm(f(x1)) % 1.4648e-14

> norm(f(x2)) % 0O

> plot(x1(1),x1(2), 'ko")

> plot(x2(1),x2(2), "k*")

> Tegend('l. torony','2. torony',...

> 'l. megoldas','2. megoldas', 'Location', 'best")

A hiba a numerikus pontossagon beldl 0-nak tekinthetd.

Az ered mények: - Poziciomeghatarozas mobiltelefonnal
Lehetséges pozicidk Newton moédszerrel: z I“thﬂyg
1. megoldas: 2.3005,5.8279, +iterdciodk: 5 - = (102 + (y-8)2- 82 A R
2. megoldas: 5.9995,1.0721, iteraciok: 5 . ;:gx: e i
Nézzik meg a megoldast egy masik (x=1 és y=1) b, \\‘
Py 10 I
kezddoértekkel! : /
> % masik kezdéérték valasztasa Gl TN X
> disp('Adjunk meg masik kezdGértéket!"') 4 %% "
> x0 = [1; 1] ﬂ \%~. ’_,,’
> [x3 i3] = newtonsys (f, 3, x0, le-6, [l o
100); e ,//
> fprintf('3. megoldas: %.4f,%.4f, = e
iteraciok: %d\n',x3, 1i3) 5 0 5 10 15

Az eredmeény:

warning: Matrix 1is singular to working precision.
> In newtonsys at 2
In mobiltornyok at 55
warning: Matrix is singular, close to singular or badly scaled. Results may
be inaccurate. RCOND = NaN.
> In newtonsys at 7
In mobiltornyok at 55

3. megoldas: NaN,NaN, iterdciok: 2
Mi tértént? Miért nincs megoldasunk? (NaN = Not a Number)

Azért, mert a Jacobi matrix szingularis. A geometriai ok, hogy a kezdeti érték egybe
esik az egyik allomas koordinatajaval, a kor kdzéppontjaval. Nem mindegy hogyan
valasztjuk meg a kezd6értéket, ahogy az sem, milyen mddszerrel oldjuk meg a
feladatot, nem biztos, hogy konvergalni fog a megoldas.

MEGOLDAS NUMERIKUSAN FSOLVE SEGITSEGEVEL

Természetesen a Matlab-nak is vannak beépitett fuggvényei a nemlinearis
egyenletrendszerek megoldasahoz. Nézzuk meg el6szor a numerikus eljarast
hasznalé fsolve parancsot! Az fsolve-ba tdbb algoritmus is be van épitve, ezek
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alapjan prébalja meg az optimalis megoldast megtalalni a program minimalizalva a
maradék eltérések négyzetdsszegeit (egyvaltozds esetben a lényegesen gyorsabb
fzero is hasznalhato). Az fsolve esetében tobb opcio is megadhato, amivel gyorsitani
lehet az eljarast, példaul megadhatunk Jacobi matrixot, ami a tobbvaltozés Newton
modszerhez is kell. A kezddértékek maradjanak a korabbiak. Az egyenletrendszert itt
is vektoros formaban kell megadni, viszont a Jacobi matrix megadasa nem
kovetelmény. A két killonbdz6 megoldas megtalalasahoz itt is kétszer kell lefuttatnunk
az fsolve parancsot, egyszer az egyik megoldashoz kdzeli kezd6értékekkel, egyszer
a masik megoldashoz kozeli kezd6értékekkel.

> % numerikus megoldas - fsolve

> x1 = fsolve(f,x01) % x1 [2.3005; 5.8279]
> X2 fsolve(f,x02) % x2 [5.9995; 1.0721]

Természetesen ugyanazokat ez eredményeket kaptuk mint korabban. Numerikus
ellen6rzés végett helyettesitsik vissza a kapott eredményeket az eredeti
egyenletrendszerbe és nézzuk meg a 0-t6l valo eltéréseket.

> % ellenbrzés
> norm(f(x1)) % 7.4621le-12
> norm(f(x2)) % 7.0300e-08

A hiba a numerikus pontossagon belul itt is 0-nak tekinthet6. Az fsolve alkalmazasakor
megadhaté a kivant pontossag az optimset valtozé hasznalataval, hasonléan az
fzero-hoz, a 'TolFun' illetve a 'TolX' valtozokkal. A 'TolFun' hasznalataval a
fuggvényértékhez adhaté meg tolerancia, a 'TolX' hasznalataval pedig az egymast
koveté megoldasok eltéréseire. Az alapérték mindketténél 10-6. Ha a feladatot 10°-en
pontossaggal akarjuk megoldani, akkor igy tehetjik meg:

> x1 = fsolve(f,x01,optimset('TolFun',1le-9))

Az fsolve-t tdbb kimenettel is meghivhatjuk, igy olyan médon is, hogy rogton megadija
a flggvényértékeket is, anélkul, hogy vissza kellene helyettesiteni az ellenérzéshez,
illetve az optimset hasznalataval az egyes iteracios lépések is kiirathatok:

> opt = optimset('TolFun',le-9, 'Display', ' 'iter');
> [X,FVAL] = fsolve(f,x01,o0pt)

Az eredménye:

X = 2.3005
5.8279

FVAL = 1.0e-11 *
0.5059
0.5485

Természetesen az fsolve parancs is hasznalhatd egyvaltozos nemlineéris egyenlet
gyokeinek a megkeresésére is, mint az fzero, viszont ez utdbbi sokkal hatékonyabban
mikodik egyvaltozds esetben (de tobbvaltozos esetben nem alkalmazhatd). Hasonlé
modon megoldhatunk fsolve segitségével nem csak algebrai polinomokat, hanem
egyéb trigonometriai, logaritmus, exponencialis stb. fuggvényeket tartalmazoé egyenlet
rendszereket is.

MEGOLDAS SZIMBOLIKUSAN SOLVE SEGITSEGEVEL

A példa, amit megoldottunk egy algebrai polinom. Az algebrai polinomoknak altalaban
létezik szimbolikus megoldasa is. llyenkor egyszerre az &sszes megoldast
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megkaphatjuk kezd6értekek megadasara nélkul, éppugy, mint az egyvaltozos
esetben. Itt most a parancs is megegyezik az egyvaltozds esetben megismerttel, ez a
solve parancs. A solve, szemben az fsolve-val, csak algebrai polinomok esetében
hasznalhato.

A solve hasznalatahoz szimbolikusan kell megadni az egyenleteket, ezt mar
megtettik a Jacobi matrix el6allitasa soran (fs1 és fs2), hasznaljuk most ezeket itt is!
Az eredmény tartalmazza mindkét megoldast egyszerre, egzakt alakban, szimbolikus
struktura formaban (xs). A tényleges valtozok értékeit a struktura neve (xs) utan ponttal
megadva lehet lekérdezni. Célszerli ezeket utana szamma alakitani a double
paranccsal.

> Xs = solve(fsl, fs2)

> % x: [2x1 sym]

> % y: [2x1 sym]

> XS.X, XS.Y % X,y valtozok értékei szimboTlikusan

> % (77*39A(1/2))/260 + 83/20 69/20 - (99*%39A(1/2))/260

> % 83/20 - (77%39A(1/2))/260 (99%39A(1/2))/260 + 69/20

> XS = [double(xs.x) double(xs.y)] % x,y valtozék értékei numerikusan
> % 5.9995 1.0721

> % 2.3005 5.8279

Mind a solve, mind az fsolve parancs ugyanazt a megoldast adta. Az fsolve
esetében a vektorvaltozés nullara rendezett egyenletrendszert kellett megadni
bemenetként, és annyiszor kellett meghivni kulonb6z6 kezdbéértékkel, ahany
megoldasunk van. A solve esetében a szimbolikusan definialt nullara rendezett
egyenleteket kellett megadni. Ez utdbbi kezd&érték nélkil egy lépésben megadta az
0sszes megoldast, viszont csak algebrai polinomoknal hasznalhaté.

PARAMETERESEN MEGADOTT GORBEK ES FUGGVENYEK METSZESPONTJA

Paraméteres alakban vagy polaris koordinatakkal megadott gorbékkel eddig még nem
foglalkoztunk, pedig sok gorbe nem irhaté fel a hagyomanyos derékszogi (x,y)
koordinatakkal, csak polaris koordinatakkal vagy paraméteres alakban (példaul spiral).
Vannak olyan gorbék is, amelyek hagyomanyos derékszdgl koordinatakkal (x,y) és
paraméteres alakban is felirhatéak (pl. kor).

Kor egyenlete derékszogl koordinatakkal:
x2 +y%=a?
Kor paraméteres egyenlete:
x = a- cos(t)
y = a-sin(t)
Kor egyenlete polaris koordinatakkal:
r=a

Sok érdekes goOrbét talalunk Osszegyljtve példaul a kovetkez6 oldalon:
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Curves/

Oldjunk most meg Matlab-ban egy olyan feladatot, amikor egy paraméteresen
megadott gorbe metszéspontjat keressuk egy fuggvénnyel.
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Adott az alabbi paraméteres gorbe:
X(t)=t-cos(2-m-t)
Y()=t-sin(2-m-t)
t €[0,2]
€s egy parabola egyenlete:
y =x2-1

KeressUk meg az 6sszes metszéspontjukat! Ehhez el6szor abrazoljuk a gorbéket.
Matlabban paraméteres gorbét a kovetkez6 modon abrazolhatunk:

— fplot(X_fuggveny,Y_fuggvény,t_intervallum)

% Abrazolas

clc; clear all; close all;

% Paraméteres gorbe definialasa

xp = @(t) t.*cos(2*pi*t)

yp = @(t) t.*sin(2*pi*t)

XY = @(t) [xp(t),yp(td)] % spiral pontjainak koordinatai a paraméter
flggvényében

figure(l); fplot(xp,yp,[0,2])

% parabola megadasa

f =@a(x) x.A2-1

hold on; fplot(f,[-2,2])

grid on; title('Metszéspont keresés')

vV V V V V V

vV V. V V V

5 Metszéspont keresés

A megoldast tobbféleképpen is megkaphatjuk. Az egyik megoldas, hogy
behelyettesitjuk a paraméteres egyenletekkel megadott XY értékeket a parabola
egyenletébe és ezzel visszavezetjuk a feladatot egy egyvaltozés nemlinearis egyenlet
megoldasara. Elészor rendezzik nullara a parabola egyenletét:

x2—1-y=0
Behelyettesitve a paraméteres egyenleteket:
(t-cos(2-m-t))2—1—(t-sin(2-m-t)) =0
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7. Nemlinearis egyenletrendszerek

Ezzel a feladatot visszavezettik egy egyvaltozés nemlinearis egyenlet gyokeinek
megkeresésére. Az Uj egyenletet felrajzoljuk egy masik abraba és ebbdl tudunk

kezdbértékeket venni a gyokok megkereséséhez.

V V.V V V VYV

VVVVVVVVVVYVYVYVYV

% Metszéspont keresés

% parabola egyenlete 0-ra rendezve: xA2-1-y=0, behelyettesitve

g = @(t) (t.*cos@*pi*t)).A2-1-t.*sin(2*pi*t)

% vagy egyszerlen hasznalhatjuk a kordbban definialt filiggvényeket:

g = @(t) (xp(t)).A2-1-yp(t)
figure(2); fplot(g,[0,2]);

hold on; plot(x1im,[0,0]); grid on;

25

1.5

0.5

-0.5F /
-1 \

151

% kezdbértékek az abrabol, megoldas

tl =0.9; t2 = 1.1; t3 = 1.4;

soll = fzero(g,tl) % 0.8744
sol2 = fzero(g,t2) % 1
sol3 = fzero(g,t3) % 1.4267

% Metszespontok koordinatai és berajzolasa

M1 = XY(sol1l) % 0.6159 -0.6207
M2 = XY(sol12) % 1.0000 -0.0000
M3 = XY(sol3) % -1.2782 0.6338
figure(1)

plot(M1(1),M1(2), 'mo")
plot(M2(1),M2(2), " 'rd")
plot(M3(1),M3(2), 'kp')
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Metszéspont keresés
T T T

A feladat egy masik lehetsége megoldasa, hogy egy 3 valtozés egyenletrendszerként
oldjuk meg, ahol a harom valtozo6 x,y,t. Az egyenletrendszer felirasakor figyeljink oda,
hogy O-ra rendezett alakot kell megadnunk! Ebben az esetben mind a harom
valtozohoz kell kezd6értéket valasztanunk, ezt megtehetjuk ugy, hogy az elsé abran a
kurzort a keresett metszéspont kdzelében a spiral folé visszik és a Matlab altal ott
megjelenitett korulbellli értéket hasznaljuk.

A nullara rendezett egyenletrendszer:
x—t-cos(2-m-t)=0
y—t-sin(Q-mw-t)=0

y—x2+1=0

Az egyik metszéspont megkeresése ezzel a modszerrel Matlab-ban (kezd6értékek az
elsé abrabdl felvéve):

> % megoldas 3 ismeretlenes egy. rsz.-ként
> F = @(x,y,t) [x-t.*cos(2*pi*t);

> y-t.*sin(2*pi*t);
> y-X.A2+1]

> % mas megoldas lehet:

> % F = 0(x,y,t) [x-xp(t); y-yp(t); y-f(x)]
> F =) FCv(),v(@),v(3))

> v0l = [-1; 1; 1.5] % kezd6ért. abrarol
> soll = fsolve(F,v01l)

> % -1.2782

> % 0.63383

> % 1.4267

>

plot(so11(1),s011(2), " 'b*")
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GYAKORLO FELADATOK

1) Tamfal méretezése kicsuszas és felborulas ellen

Adott az abran lathato sulytamfal, ahol a
tervezés soran szeretnénk az x és y méreteket
ugy meghatarozni, hogy a tamfal mind az
elcsuszas, mind a felborulas ellen biztositva
legyen. A tamfal magassaga 2.6 méter, a
talajnyomas megoszlo6 terhe pedig 1.6 kN/m2-tdl
5.4 kN/m?-ig véltozik. Az egyenletek felirasahoz
szUkség van az oOnsuly parcialis tényezdjére
(0.9), a talajnyomaséra (1.4), a talaj és a beton
kozotti csuszd surlédas egyutthatéra (0.3), és
feltételezzlk, hogy az elfordulas a tamfal alsé
élének 1/10-e kordl jon létre. Kiszamithato, hogy
a tamfal az elcsuszas és felborulas ellen akkor
meég éppen biztositott, ha teljestlnek az alabbi
egyenletek:

2x2— (26 —x)(x +y) =4.29
6.24x% — (2.6 —x)(x — y)(7x — y) = 4.111

Abrazoljuk az egyenleteket a [0,2]x[0,2] tartomanyon! Hatarozzuk meg az
egyenletrendszer megoldasat numerikusan és szimbolikusan is! A megoldast rajzoljuk
be az 4braba, és ellendrizzik az egyenletekbe behelyettesitve 6ket!

% sulytamfal méretezése elcslszas és kifordulas ellen

clc; clear all; close all
%% A fluggvények abrazolasa

fl = @(x,y) 2*x.A2-(2.6-X).*(x+y)-4.29

f2 = @(x,y) 6.24*x.A2-(2.6-x).*(x-y).*(7*x-y)-4.111
figure(l);

fimplicit(f1,[0,2,0,2]1); hold on; = T
fimplicit(f2,[0,2,0,2]); 18f {

%% numerikus megoldas 161

% a fuggvények vektorizalasa A I
f=@0) [f1(x(1),x(2));f2(x(1),x(2))] | \

% berajzoljuk az abraba
%% szimbolikus megoldas
plot(x(1),x(2),"'ro")
syms X vy

fsl

fs2
XS
%

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVYVVYVVYV

2%X . A2-(2.6-X) . *(x+y)-4.29
6.24%*x.A2-(2.6-X).*(x-y) . *(7*x-y)-4.111

solve(fsl, fs2)

[4x1 sym]

13

% kezdbértékek az abrabdl ' \

x0=[1.8; 0.3]; Ly \\\

[x, fval]l = fsolve(f,x0) 08l e S

% X = 06 Ty

% 1.7383 N

% 0.2969 “

% fval = 1.0e-10 * =y 1

fﬁ 8 : 82?_; . 0‘2 Oi4 0.‘6 OTB 1 4.2 14 1,‘6 1‘8\ 2
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% y: [4x1 sym]

xs = [doubTe(xs.x) double(xs.y)] % x,y valtozék értékei numerikusan
% -0.4219 + 0.0407i -0.8806 - 0.08101

% -0.4219 - 0.0407i -0.8806 + 0.08101

% 1.7383 + 0.0000i1 0.2969 + 0.00001

% 2.3294 + 0.00007i 21.9170 + 0.00001

xsl = real(xs(3,:))

% xs1l = 1.7383 0.2969

VV V V V VYV YV

A szimbolikus megoldasnal 4 megoldast is kaptunk, azonban ebbdl ketté komplex
megoldas, egy pedig kivul esik a megadott tartomanyon. Marad a harmadik sorban
lévé megoldas (a 0 komplex rész elhagyhaté a real parancs hasznalataval).

2) Gyakorlasképp oldjunk meg egy nem algebrai polinomokbdl allé
egyenletrendszert is a Matlab beépitett numerikus médszerével és a Newton
modszerrel is!

1.2sin(x)-y=1
0.8sin(y)-x =1
Abrazoljuk az egyenletrendszert az x =0...2m , y = 0...2r tartomanyon, majd

hatarozzuk meg az egyenletrendszer megoldasait! Ellenérizzik a megoldasokat
visszahelyettesitéssel, és az abraba is rajzoljuk be a megoldasokat!

> clc; clear all; close all; 0.8 sinfy) x-1=0
> fl = @(x,y) 1.2*sin(x).*y-1 BF ' ' '
> f2 = @(x,y) 0.8*sin(y).*x-1
> f=0ex) [fi1(x(@), x(2)); 5f
f2(x(1), x(2))1;
> hl = fimpTicit(fl, [0 2*pil); 4r
> hold on;
> h2 = fimplicit(f2, [0 2*pil); =9y
> set(hl, 'color','b");
set(h2, 'color','r") 2r
> %% Megoldas fsolve segitségével
> % els6 megoldas g
> opt = optimset('Display’, ; ; . : :
"iter'); % 1 2 3 4 5 5
> x01 = [1.6; 0.8] X
> x1 = fsolve(f, x01, opt) % x1 = 1.6810 0.8384
> norm(f(x1)) % 8.0708e-11
> plot(x1(1), x1(2), 'ko")
>
> % masodik megoldas
> x02 = [2.8; 2.7]
> x2 = fsolve(f, [2.8 2.7], opt) % x2 = 2.8258 2.6834
> norm(f(x2)) % 1.1585e-08
> plot(x2(1), x2(2), 'k*')
>
> %% Megoldas Newton médszerrel
> syms X y
> fls = 1.2%sin(x)*y-1
> f2s = 0.8*sin(y)*x-1
>
> js = jacobian([fls; f2s])
> % [ 1.2%y*cos(x), 1.2*sin(x)]
> % [ 0.8*sin(y), 0.8*x*cos(y)]
>
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> J=@(x,y) [1l.2*y*cos(x), 1.2*sin(x); 0.8*sin(y), 0.8*x*cos(y)]
> 3 =0@0x) I(x(1),x(2));
>
> [x1 il1] = newtonsys (f, 3, x01, le-6, 100) % Az 1. megoldas
> [x2 i2] = newtonsys (f, 31, x02, le-6, 100) % A 2. megoldas
>
> % x1 = [1.6810 0.8384], il = 4
> % x2 = [2.8258 2.6834], i2 = 3
> norm(f(x1)) % 1.1102e-16
> norm(f(x2)) % 3.1402e-16
A FEJEZETBEN HASZNALT U] FUGGVENYEK
fimplicit - f(x,y)=0 implicit alakban megadott figgvények abrazolasa
axis equal - Egyenld beosztas a tengelyeken
jacobian - Jacobi matrix kiszamitasa (egyenletet parcialis derivaltjai)
fsolve - Nemlinearis egyenletrendszerek megoldasa numerikusan
Algebrai polinomokbdl all6 egyenletrendszer megoldasa
solve - s )
szimbolikusan
set - Grafikus elem tulajdonsagainak beallitasa (pl. Color, LineWidth)
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