Numerikus médszerek épitémeérnokoknek Matlab-bal 9. Interpolacio

INTERPOLACIO

A korabbi gyakorlaton regresszioval, fluggvényillesztéssel foglalkoztunk, amikor
meghataroztuk az adott pontokra legjobban illeszkedd egyenest, parabolat,
exponencialis fuggvényt stb. Az illesztett flUggvény tobbnyire nem megy at a mért
pontokon, de idealis esetben kozel halad hozzajuk.

Az interpolacié egy olyan matematikai Osszefliggés, ami a megadott pontokat
tOkéletesen reprezentdlja, visszaadja ezekben a pontokban a mérési értékeket, a
pontok ko6zott pedig becslésre hasznalhatd. Grafikusan abrazolva a fuggvény atmegy
a mérési pontokon.

Regresszid Interpolacid

INTERPOLACIO GLOBALISAN EGYETLEN POLINOMMAL

Egy polinom altalanos alakja:
fx)=apx™+ap_1x" 1+ -4+ a,x+a,

Az a,,a,_1,*,aq,a, €gyutthatdk valés szamok, n pedig egy nem negativ egész szam,
a polinom fokszama. Az elséfoku polinom egy linearis flggvénykapcsolat, képe
egyenes. A masodfoku polinom képe parabola, a magasabb foku polinomok képei
pedig valamilyen gorbék, minél magasabb a fokszam, annal tébb 'kanyar', inflexids
pont lehet benne, annal bonyolultabb Iehet a képe.

Ha n pontbdl allé adatallomanyunk van, akkor ezt kiilénb6z6 fokszamu polinomokkal
lehet kdzeliteni, egészen (n-1) fokszamig. Alacsonyabb fokszamu polinom illesztése
esetén regressziorol beszélhetink, (n-1) foku polinommal pedig interpolaciét kapunk,
ekkor a polinom minden ponton keresztul halad. Ez lesz a polinomialis interpolacio
esete. Ez egy globalis interpolacié, mivel az 6sszes adatra egyetlen flggvényt
illesztunk. Nézzunk egy példat ra!
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A szélerémivek teljesitménye a szélsebességgel valtozik. Egy kisérletben a
kovetkez6 5 mérési eredmeényt kaptuk erre vonatkozoan:

Szélsebesség [km/h] |22 |35 (48 |61 |74

Teljesitmény [W] 320 | 490 | 540 | 500 | 480

A kovetkez6 kérdésekre keressik a valaszt:

1) Mekkora a széler6md teljesitménye 42 és 68 km/h-s szél esetén?
2) Mekkora szélsebességnél lesz a teljesitmény 400 W?

A kérdésekre interpolacié  vagy o | | |
regresszid segitségével valaszolhatunk. ¥

Az 5 mérési eredményre negyedfoku il .
interpolacios polinom illeszthetd. Toltsuk & +
be a szeleromu.txt allomanyt! -

% szélerdml adatai
clear all; close all; clc; 400
data = Toad('szeleromu.txt")
v = data(:,1) % szélsebesség 5.
p = data(:,2) % teljesitmény
figure(l)

plot(v,p,'r*") Mg g 0 & & 70 80

VV VYV VYVYV

A negyedfoku interpolaciés polinom

f(x) = apx* + azx® + a,x? + a;x + a, egyltthatdit kiszamolhatjuk egy linearis
egyenletrendszert megoldva, a regresszional mar megismert médon, 5 egyenletet
felirva az 6t pontra. A regresszioval ellentéteben itt pont annyi mérésink van, mint
ismeretlenlink, igy az egyutthatok matrixa négyzetes lesz. Ezt az A egyutthaté matrixot
Vandermonde matrixnak is nevezik.

Vi = agx{ + azxd + ayx? + ax; + aq x*t x® x? ox; 1 V4
_ 4 3 2

Y2 = QaX; + azx; + aX; + a1x; + 4 Xt x3 x,% x, 1 V2
_ 4 3 2 ! i

Y3 = a4xi + asx% + azx% tax;+ta, -5 A= | x3* x3° x3° x3 1|;b= | vs |

y4_ = a4_X3 + a3x3 + a2x3 + a1x3 + ao x44 x43 x42 x4 1 y4,

4 3 2

= auX, + as;x; +a,x; +a,x,+a

Vs 4%4 3%X4 2%X4 1%X4 0 xst x® xg? xg 1 Vs

Természetesen hasznalhatjuk itt is a polyfit, polyval beépitett Matlab fliggvényeket.
Most az egyszeriiség kedveéert hasznaljuk ez utdbbiakat!

> a = polyfit(v,p,4) % 0.0001 -0.0171 0.5627 12.0190 -62.0517

A polyfit-et hasznalva megadhatjuk az illeszteni kivant polinom fokszamat, és
megkapjuk a polinom egyutthatéit a legmagasabb foku tagtdl visszafelé a konstans
tagig: a, = 0.0001; a; = —0.0171; a, = 0.5627; a; = 12.0190; a, = —62.0517.

Az els6 kérdésre ezek utan koénnyen valaszolhatunk, felhasznalva az illesztett
polinomot. A polyval parancs a megadott egyutthatokbdl ki tudja szamolni egy
tetsz6leges helyen a polinom értékét, pl. a kérdéses 42 km/h-nal:

> polyval(a,42) % 531.7853
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Vagy definialhatjuk az egyutthatokkal a polinom fuggvényét is, és akkor abrazolni is
konnyen tudjuk:

polyval(a,x)

550F T

fp = @(x) polyval(a,x)

fp(68) % 476.5008

hold on;

fplot(fp, [min(v) max(v)])

Ahhoz azonban, hogy valaszoljunk a masodik
kérdésre, hogy mekkora szélsebességnél lesz a
teljesitmény 400 W, egy nemlinearis egyenletet
kell megoldanunk! A megoldand6é nemlinearis

VvV V V

\Y

egyenletlnk, nullara rendezve: S
a4x4 + a3x3 + (12X2 + a;x + ap — 400 =0 ) 2% 3 3B 4 45 Xsu 55 60 B85 70
Rajzoljuk be az abraba az y=400 vonalat is a
kezddérték valasztasahoz az abrabol! sor ' ——

> plot(x1im, [400,400]) .

> h =@ fp(x)-400 V4 N

> x400 = fzero(h,30) % 27.1296
Tehat 42 km/h-s szélnél 532 W a teljesitmény, 68

450 -

km/h-nal pedig 477 W. 400 W-os teljesitményt 0
pedig 27 km/h-s szélnél kapunk. Nézzik meg az
eredményt akkor is ha nem interpolaciét, hanem
regressziét hasznalunk, irjuk at a polinom w00

350

fokszamat a polyfit parancsban 4-rél 3-ra, 2-re, 1- oo
re, és nézzik meg az eredményét!

A sztenderd alakba irt n-ed fokd polinom f(x) = a,x™ + a,_x™ 1 + -+ a;x + a,
illesztéséhez (n+1) linearis egyenletbdl allé egyenletrendszert kell megoldani. Az
egyenletekhez az 0sszes rendelkezésre allé pont koordinatait be kell helyettesiteni az
altalanos alakba. Magasabb foku polinomok esetében tobbnyire rosszul kondicionalt
lesz az egyutthaté matrixunk, mivel nagyon nagy és kicsi szamokat is tartalmazni fog,
ezért a megoldas numerikusan instabil lesz. NézzUik meg az el6z6 példank egyutthato
matrixanak kondiciészamat! Ehhez irjuk fel az egyitthatd matrixot, ami a linearis
egyenletrendszer megoldasahoz kellene. A felirast megtehetjik a regressziénal
megismert modon is, de a Matlabnak van egy kuldon parancsa a Vandermonde matrix
elballitasara, azt is hasznalhatjuk, ugyanaz lesz az eredmeény:
> A [V.Ad v.A3 v.A2 v.Al v.AQ0] % hagyomanyos feliras

> A = vander(v) % masik megoldas: vandermonde matrixként
> cond(A) % 1.5378e+09

Ez a szam mar most is nagyon nagy (10° nagysagrend), pedig csak 4-ed foku, vagyis
nem is nagyon magas fokszamu polinomot illesztettink. Ellenérzésképp
megnézhetjuk, a linearis egyenletrendszer megoldasat, hogy ugyanazt adja-e, mint a
polyfit!

> X = A\p % 0.0001; -0.0171; 0.5627; 12.0190; -62.0517
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LAGRANGE ES NEWTON INTERPOLACIOS POLINOMOK

Adott pontokon keresztul egy interpolaciés polinom irhatd fel, ez viszont tobbféle
alakban is megadhatd, nézzink meg az altalanos alak mellett roviden két masikat,
amit gyakran célszer(bb hasznalni, kbnnyebb felirni €s nem lesz rosszul kondicionalt
a feladat. Az egyik ilyen alak a Lagrange interpolaciés polinom, a masik a Newton.

LAGRANGE INTERPOLACIOS POLINOM

Ez a fajta polinom mindenféle szamitas, egyenletrendszer megoldas nélkul, a pontok
koordinataibadl felirhatd, a kovetkez6 alakban n pontra:

(x — xj
fG) = ZylL () = Zyl Je=

]il

-1 ((;C__);’)) -t Lagrange fuggvényeknek hivjuk. Két pontra felirva:
iTXj

JES

ahol L;(x) =

(x xz) (x —x1)
@) —x)

flx) =

Harom pontra felirva:

Flx) = (x — x2) (x — x3) (x —x)(x — x3) (x—x1)(x—x3)
(% — x2) (%1 — x3) ! (%2 — x1) (2 — x3) 2 (3 — x1) (x5 — x2) :

e Latszik, hogy a pontok koordinatait hasznalva, elézetes szamitasok nélkul is
felirhatd az interpolacios polinom.

¢ Nehézkes vele dolgozni, minden egyes interpolalandd pontnal fel kell irjuk Ujra
az adott pontra az egész egyenletet, nem elég csak az egyutthatokat
behelyettesiteni, mint az altalanos alaknal, mivel a szamlalokban minden
szorzotényez6ben szerepel x.

e Ha a ponthalmazunk uj ponttal bévl, akkor az 6sszes Lagrange fuggvényt Ujra
kell szamolni, ebben kilénbdzik a Newton formatdél, ahol Uj pontok esetén csak
az uj tagokat kell kiszamolni.

NEWTON-FELE INTERPOLACIOS POLINOM!

A Newton-féle polinom az un. osztott differenciak segitségével irhaté fel, rekurziv uton.
Altalanos alakja a polinomnak:

fO)=a; +a(x —x1) +az(x —x)(x —x3) + -+ an(x —x)(x —x3) -+ (x — xp1)
Két pontra felirva az egyutthatok:

Definialjuk az els6rendii osztott differenciakat a kdvetkez6képpen:

! Kiegészité anyag
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YVi+1r — Vi

flrixl =2

Ez tulajdonképpen az egyenes meredeksége, és két pontra megegyezik a,
egyutthatoval.

Harom pontra felirhatdé a masodrendi osztott differencia f[xs, x,,x1], ami két
elsérendl osztott differencia kulonbsége osztva (x; —x;) -gyel, ez lesz az a;
egyutthato (az elsé kettd egyutthatdé megegyezik a korabbiakkal).
Va— V2 Y2— N
flxs, x2] = flxg, %] _X3— Xy Xy —Xq
X3 — X1 - X3 — Xq

as = flxs, x5, 1] =
Hasonléképp négy pontra felirhaté a harmadrendi osztott differencia két masodrendi
osztott differencia kulonbségét elosztva (x, — x,)-gyel, és igy tovabb.

Altalanosan a k-adrend( osztott differencia:

x. '-.-,x. — x _ ,.-.,x.
f[xi+k:"';xi] — f[ i+k l+1] f[ i+k—1 l], (k — 1,2,---,n)és (i _ 0,---,n _ k)
Xitk — Xi

e Latszik, hogy ebben az esetben is a pontok koordinatait hasznalva, el6zetes
szamitasok nélkul is felirhat6é az interpolaciés polinom.

e Ezzel mar nem olyan nehézkes dolgozni, ha egyszer mar meghataroztuk
a, ---a, egyutthatokat, akkor ezeket felhasznalhatjuk barmelyik pont
interpolaciojanal.

e Ha a ponthalmazunk uj ponttal bévdl, akkor nem kell mindent Ujraszamolni, csak
az uj egyutthatot. Ezaltal kbnnyen bévithetd uj ponttal a halmaz, és a pontoknak
nem kell sorrendben lennie.

LOKALIS INTERPOLACIO

Nézzink interpolaciora egy vizépité mérndki feladatot. A tarozoméretezések egyik
elengedhetetlen alapadata a tarozé morfologiai jelleggérbéje, ami megadja, hogy egy
adott vizallashoz mekkora viztérfogat és felllet tartozik. Adottak a kdvetkez6 adatok:

Vizallas | Térfogat | Felllet
H[cm] | V[10® m3] | F [km?]
336 0.16 0.05
504 0.36 0.09
714 0.79 0.19
976 1.73 0.37
1302 3.31 0.62
1628 5.83 0.90
1812 7.72 1.05
1932 8.98 1.16
2142 11.50 1.27

Valaszoljunk a kovetkez6 kérdésekre

1) Mekkora viztérfogat tartozik 15 m-es vizszinthez?
2) Mekkora vizszint tartozik 11 millio m? térfogathoz?

5 Laky Piroska, 2024.
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Interpolacié segitségével adhatunk valaszt a kérdésekre. Abrazoljuk a térfogatot leird
jelleggorbét, szokas szerint, ugy, hogy a vizszintes tengelyen a térfogat, a fuggbleges
tengelyen pedig a vizallas legyen. Toltsuk be a jelleggorbékhez tartozé adatokat a

tarozas.txt allomanybal!

clc; clear all; close all;
adat = load('tarozas.txt')

H = adat(:,1); % cm

V = adat(:,2); % millié mA3
F = adat(:,3); % kmA2
figure(1)

plot(Vv,H,"'*"); hold on;
ylabel('vizallas [cm]")
xlabel('viztérfogat [10A6 mA3]")

VVVVVVVYVVYV

Interpolacié esetén n pontra, (n-1)-ed foku
polinomot illeszthetink. Nézzuk meg, ez mit
jelent a mostani esetben. Most 9 adatunk van,
erre 8-ad foku globalis polinomot illeszthetunk!

n = length(v) % 9

2200

2000 F

1800

1600 -

vizallas [cm]

800 -
600
400+

[*

200
]

B
=}
=]

1200

1000

Viztérfogat [10° m?]

polyval(a1 X)

al = polyfit(V,H,n-1) 3500 ' ‘ ' ‘ \]
pl = @(x) polyval(al,x) ol /L
fplot(pl, [0,max(V)]1) /o

2800} / \

vV V. V V

Mi tortént? J6 lehet a fenti gorbe interpolaciora?
Nyilvanval6 hogy nem. Ha ezt a gorbet = | -

hasznalnank a 9-12 millio m? kdzotti szakaszra, ol s
akkor hibas valaszt kapnank. L

500+ #

2000 F A

vizéllas [cm)]
\

Ez a tulzott illeszkedés esete, amikor a magas . ‘
fokszamu polinom tdkéletesen visszaadja a »

ismert pontok értékeit, de kdztlik (kuldéndsen a

széleken) oszcillalni kezd, jelentésen eltér az adatok trendjétél, ezért nem
alkalmazhatd megbizhatéan interpolaciéra, extrapolaciora. Ezt a hullamzast,
oszcillacios jelenséget Runge jelenségnek hivjak. Kevés pont estén, amikor a
polinom fokszama alacsony, tdbbnyire jol hasznalhatéak az interpolaciés polinomok,
sok pont, magas fokszamu polinom esetén azonban mas megoldast kell keresni!

Ha lekérdezzik a Vandermonde matrix kondicié szamat, akkor egy nagyon nagy
szamot kapunk (10° nagysagrend), ami rosszul kondicionalt matrixot jelent.

> A = vander(V);

> cond(A) % 2.7260e+10
Ez az az eset, amikor egy globalis polinom illesztése nem ad j6 eredményt. Altaldban

sok adat esetében csak regresszio vagy lokalis interpolacio, példaul spline interpolacio
hasznalhato.

SPLINE INTERPOLACIO

Ha sok pont k6zo6tt szeretnénk interpolaciot vegezni, akkor jobb eredmeényt lehet elérni
tobb, alacsony fokszamu polinom alkalmazasaval, mint egy magas fokuval. Minden
egyes alacsony fokszamu polinom csak egy adott szakaszra, intervallumra érvényes,
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két vagy tébb pont kzétt. Altalaban minden polinomnak megegyezik a fokszama, csak
az egyutthatokban térnek el egymastol. Amikor els6foku polinomokat, vagyis
tortvonalat hasznalunk, akkor a pontokat egyenes vonalak kotik 0ssze, masodfoku
(négyzetes) vagy harmadfoku (kdbos) esetben a pontok gorbékkel vannak dsszekotve.
Ez a szakaszonként eltér6 paraméteri polinomialis interpolacié, amit spline
interpolacionak neveznek. Ez tulajdonképpen egy fajta lokalis interpolacio, mivel egy-
egy szakaszra csak a kornyezd pontokat vesszik figyelembe.

Az n-edfoku spline-ban legfeljebb n-edfoku polinom szakaszok csatlakoznak
egymashoz. A legegyszeriibb eset, ha az adott pontok kézé linearis fuggvényeket
(els6foku polinomokat) illesztink. Ez az Euler-féle torottvonalak modszere. Ez
folytonos gorbét eredményez, nem folytonos derivalttal (altalanos esetben). Gyakran
szukséges azonban, hogy a csatlakozasi pontokban ne csak az illesztett fUggveny
legyen folytonos, hanem a derivaltja is. Erre megoldas lehet egy masodfoku spline
alkalmazasa, ahol eléirjuk, hogy a csatlakozasi pontokban a fiuggvénynek jobbrdl és
balrdl is megegyezzenek a derivaltjai is. Ez a négyzetes (kvadratikus) spline.

Altalanosan k-ad foki és m-ed rendii spline az, ahol szakaszonként k-ad foku
polinomokat illesztink, és a kozbllsé pontokban m-ed rendig megegyeznek a
derivaltak. Az egyik leggyakrabban hasznalt spline a kdbds, masodrendl spline
interpolacio, amikor is az adott pontok k6zé harmadfoku polinomokat illesztink ugy,
hogy a csatlakozasi pontokban a figgvénynek megegyeznek a derivaltjai és masodik
derivaltjai is. Létezik kobos els6rendi spline interpolacio is, amikor szintén harmadfoku
polinomokat illesztiink a pontokra, de csak az elsé derivaltak egyezését irjuk el6 (pl.
Hermite interpolacids polinomok).

LINEARIS SPLINE INTERPOLACIO

lllesszlnk linearis fliggvényeket a pontok k6zé! Adott n pont esetén (n-1) szakasz van,
amire (n-1) egyenest kell meghataroznunk. Ezt a legegyszeriibben a két pontra felirt
Lagrange-polinom segitségével tehetjuok meg (ez a két pontra felirhaté egyenes
egyenlete):

£i(x) = (X — Xi41) (x —x;) y
L (= X)) (g — %)
Matlab-ban az interpl fuggvényt interp (V.Ho0)
hasznalhatjuk altalanosan spline 2n0f ' ‘ '
interpolaciéra. Ennél egy paraméterben 2000
megadhatjuk, hogy milyen spline interpolaciot teony

1600

szeretnénk hasznalni, ha nem adunk meg
semmit, akkor az alapértelmezett a linearis
interpolacio. Lehetséges interpolacids

[ R

o o

e o
T T

vizallas [cm]

1000

modszerek az interpl-nél: 'linear' - ool
alapértelmezett, 'nearest' - legkozelebbi soal
szomszéd, 'pchip' - kdbos els6érendi spline, ool

'spline’ - kobos masodrend spline.

> figure(2);
> plot(V,H, 'r*');hold on;
> ylabel('vizallas [cm]');

7 Laky Piroska, 2024.
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> xlabel('viztérfogat [10A6 mA3]");

> sp = @(x) interpl(V,H,x)

> fplot(sp, [0,max(V)])
Linearis fuggveényillesztésnél folytonos lesz ugyan a fuggvényunk, de a
meredekségekben torések lesznek. Ha simabb flggvényt szeretnénk kapni, akkor
magasabb foku spline-t kell hasznalni.

NEGYZETES SPLINE INTERPOLACIO?

Négyzetes (kvadratikus, masodfoku) spline esetében az adott pontok k6zé masodfoku
polinomokat (y = a-x% + b - x + ¢) illesztink gy, hogy a csatlakozasi pontokban a
fuggvénynek jobbrdl és balrdl megegyeznek az elsé derivaltjai is.

Egy masodfoku polinomnak 3 ismeretlen egyutthatéja van, és n pont esetén (n-1)
szakaszra kell ezeket meghatarozzuk, vagyis 3*(n-1)=3n-3 ismeretlenunk van, ezekre
kell egyenleteket felirnunk, feltételeket megadnunk.

e Minden polinomnak at kell mennie a szakasz végpontjain, ebbél szakaszonként
két egyenlet irhato fel a kovetkez6 alakban: f;(x) = a; - x? + b; - x + ¢;, vagyis
0sszesen 2*(n-1)=2n-2 egyenlet.

e A Kkozbllsé (n-2) pontban a derivaltak (f'(x) = 2a;x + b;) is megegyeznek, erre
(n-2) egyenletet lehet felirni a kdvetkez6 alakban: 2 a;_;x; + by = 2 a;x; + b;

Mivel a fenti két feltétel még csak (3n-4) egyenletet jelent (3n-3) ismeretlen
meghatarozasara, még egy feltételt meg kell adni. Itt tébb lehetdség is van, lehet ez
példaul az, hogy a masodik derivalt értéke legyen 0 az elsé (vagy az utolsd) pontnal:
fr" (x) = 2a4, vagyis a; = 0. Ez tulajdonképpen azt jelenti, hogy az elsé két pontot
(vagy az utolso két pontot) egyenessel kotjuk 6ssze.

A négyzetes spline-k illesztéséhez (3n-4) egyenletet kell felirjuk. A kdbos, masodrendi
spline-k hasznalata elterjedtebb, részben mivel a masodik derivaltak (gorbuletek) is
megegyeznek és emiatt simabb a fliggvény, részben pedig amiatt, hogy levezethetd
egy olyan alakja is, ahol csak (n-2) egyenletet kell megoldani. A Matlab beépitett
fliggvényei kozott is csak kdbos spline szerepel, négyzetes nem.

KOBOS MASODRENDU SPLINE INTERPOLACIO

Nézzuk most az egyik leggyakrabban hasznalt spline a kdbos, masodrendi spline
interpolacio levezetését az altalanos harmadfoku polinom képlete alapjan!

Ebben az esetben az adott pontok kozé ugy illesztink harmadfoku polinomokat
(y=a-x®*+b-x>*+c-x+d), hogy a csatlakozasi pontokban a fliggvénynek
megegyeznek az elsé és a masodik derivaltjai is. Adott n pont esetén (n-1) szakaszunk
van, ezekre kell meghataroznunk harmadfoku polinomokat. Minden egyes harmadfoku
polinomnak 4 ismeretlen egyutthatéja van, vagyis 4*(n-1)=4n-4 ismeretlenlink van,
ezekre kell egyenleteket felirnunk, feltételeket megadnunk.

2 Kiegészitd anyag
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e Minden polinomnak at kell mennie a szakasz végpontjain, ebbdl szakaszonként
két egyenlet irhato fel a kovetkez6 alakban: y; = a; - x3+ b; - x?> + ¢;* x + d;,
vagyis 0sszesen 2*(n-1)=2n-2 egyenlet.

e A kOzbiilsé (n-2) pontban megegyeznek a derivaltak (f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢)
is, erre (n-2) egyenletet lehet felirni a kdvetkezd alakban: 3 a;_;x;2 + 2b;_1x; +
Cio1 = 3 apx;? + 2bix; + ¢

e A Kkozbillsé (n-2) pontban a masodik derivaltak ( f"”(x) = 6ax+2b) is
megegyeznek, erre is (n-2) egyenletet lehet feliri a kodvetkez6 alakban:

6 aj_1x; + 2bi—1 =6 aix; + Zbl

Osszesen eddig (4n-6) egyenletet irtunk fel (4n-4) ismeretlenre, tehat még két feltételt
meg kell adni, amit tdbbféleképpen lehet. Az egyik lehet6ség, hogy a végpontokban a
masodik derivaltak legyenek 0-k (vagyis az elsd és utols6 szakasz egyenes), ezt a
fajta spline-t hivjak természetes kobos spline-nak. Egy masik modszer, amit a Matlab
beépitett fUggveénye is hasznal, a ,not-a-knot” feltétel. Ezt azt jelenti, hogy a masodik
és az utolso elétti pontban a harmadik derivaltak is megegyeznek, vagyis az elsé 3 és
az utolsé 3 pontra egy-egy polinomot illesztink (eldlrél és hatulrdl a masodik pont nem
igazi csomopont).

Megjegyzés: levezethetd egy masik alakja is ennek a kdbds spline-nak, ahol nem
(4n-4) egyenletet kell megoldani, hanem elég egy (n-2) linearis egyenletbdl allé
rendszert megoldani. Ez a levezetés a masodik derivaltakbdl indul ki és a Lagrange
alakot hasznalja. Lasd pl.: Amos Gilat, Vish Subramaniam (2011): Numerical Methods,
An Introduction with Applications Using MATLAB, John Wiley & Sons

lllessziink harmadfoku kdbds spline-t Matlab-ban a tarézé jelleggorbéjére! Ehhez
hasznaljuk ismét az interpl parancsot, csak most adjunk meg neki egy médszert is,
az alapértelmezett 'linear' helyett legyen 'spline’!

> sp2 = @(x) interpl(V,H,x, 'spline')
> fplot(sp2,[0,max(V)])

interp, (v,H,x,'spline’)

2000 f ' ' ’ 1
2000 /
1800 | '
1600 |
1400 f
1200 f

vizallas [cm]

1000 F
500
GO0 |
400

200 f
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Latjuk, hogy ez egy simabb lefutasu figgvényt eredményezett. Mint korabban sz6 volt
réla, ez nem a természetes spline-t hasznalja, hanem a not-a-knot”, vagyis 'nem
csomopont' feltételt. Ezt azt jelenti, hogy a masodik és az utolsé el6tti pontban a
harmadik derivaltak is megegyeznek. Mivel itt harmadfoku polinomokrdél van szo, ezért
az els6 kettd és az utolsd kettd szakaszon is teljesen megegyeznek a paraméterek,
tehat tulajdonképpen az els6é 3 és az utolsé 3 pontra egy-egy polinomot illesztink.
Innen szarmazik a neve, hogy a masodik és az utolsé elétti pont nem igazi csomopont.

Mivel a leggyakrabban ezt a kdbds, masodrendl spline interpolaciét alkalmazzak,
ezért erre van egy kulon parancs is, spline parancsként, aminek a mikoddése
egyenértékl az interpl 'spline' mddszerével:

> sp2 = @(x) spline(V,H,x)

Térjunk vissza az eredeti kérdésre és az illesztett spline alapjan hatarozzuk, hogy
mekkora vizszint tartozik 11 millio m? térfogathoz, illetve mekkora viztérfogat tartozik
15 m-es (1500 cm-es) vizszinthez!

% Mekkora vizallas tartozik 11 mil1ié mA3 vizhez?
H15 = sp2(11) % 2106 cm

% 1500 cm-es vizallas mekkora viztérfogatot jelent?
f = @(x) sp2(x)-1500

v1500 = fzero(f,5) % 4.6699 millio mA3

vV V. V V V

KOBOS ELSORENDU SPLINE INTERPOLACIO

Matlab-ban van egy masik kobds spline interpolacid is. Az interpl parancsot
meghivhatjuk 'pchip' modszerrel is (piecewise hermite interpolation). Ez egy kdbds
els6rendl interpolacié, ahol ugyan harmadfoku polinomokat illesztink az egyes
szakaszokra, de csak az elsé derivaltak folytonossagat kotjik ki, a masodikét nem. Ez
a kobos Hermite interpolacid, ahol a hianyzé feltételek kiegészitésére a Matlab
numerikus differencialasbdl meghatarozza a csomépontokban a derivaltakat. Nézzuk
meg mikor lehet hasznos ez a mdédszer!

Vegylnk most egy fels6geodéziahoz kothetd példat. A Fold gravitacios eréterének
szamitasaihoz szlikséges ismerni a Fold slrliségének valtozasait. A Fold slrlisége (p)
a sugaraval (R) egyutt valtozik, megkdzelitéen az alabbiak szerint:

?;ni?r 0 800 | 1200 | 1400 | 2000 | 3000 | 3400 | 3600 | 4000 | 5000 | 5500 | 6370
Slrlség
g/me] | 13000 | 12900 | 12700 | 12000 | 11650 | 10600 | 9900 | 5500 | 5300 | 4750 | 4500 | 3300

1) lllesszink spline gorbét a sugar-s(irliség értékekre, majd az interpolaciés gorbe
alapjan szamitsuk ki mekkora lesz a Fold strisége 3200 km-es sugarnal!
2) Mekkora sugarndl lesz a slirliség értéke pont 4000 kg/m3?

A megoldashoz tdltsiik be a fold_surusege.txt fajlt, majd illesszlink a pontokra kdbos
masodrend( és kobos elsérendi spline-t is! Nézzik meg melyik illeszkedik jobban!

data = Toad('fold_surusege.txt"')

r = data(:,1) % kilométerben a sugar
ro = data(:,2) % slrlség kg/mA3
format shortG

vV V. V V V
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% kobos elsbérendl Hermite interpolacié

fspl = @(x) interpl(r,ro,x, "pchip')
fspl1(3200) % 10361

figure(3);subplot(1,2,1);

plot(r,ro, 'r*"'); hold on;

fplot(fspl, [0,max(r)], 'b');

title('KObos elsbérendld Hermite interpolacid')

% kobos masodrend(i spline interpolacid

fsp2 = @(x) spline(r,ro,x)

fsp2(3200) % 11350

subplot(1,2,2)

plot(r,ro, 'r*'); hold on;
fplot(fsp2,[0,max(r)], 'b');

title('KObos masodrendld spline interpolacidé')

VVVVVVVYVVYVYVYVYVVYV

Kabds elsdrendd Hermite interpolacid Kébds masodrendd spline interpolacid

14000

14000

S

12000 | 12000 |

10000 | 10000 |

8000 8000 |

6000 6000 |

4000 4000 ¢

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
X X

A két modszer elég nagy eltéréseket adott a 3200 km-nél Iévé sirlség értékekre, az
elsé esetben 10361 kg/m? lett az eredmény, a masodikban pedig 11350 kg/m?.

Az abra alapjan egyértelmi, hogy most a kodbds elsérendl spline (‘pchip') jobb
illeszkedés adott, mint a kdbés masodrendl spline (‘spline’), ez utdbbibaban nagy
hullamzast tapasztalunk. Azért jobb most az el6bbi mddszer, mivel az adatokban erés
torések, ugrasok vannak. Sima flggvények esetén a masodrendil 'spline' ad jobb
kozelitést.

Most mar valaszolhatunk a masodik kérdésre is a kobos elsérendl spline illesztést
felhasznalva! Mekkora sugarnal lesz a siirliség értéke pont 4000 kg/m?3?

> % Mekkora sugarhoz tartozik 4000 kg/mA3 slrliség?
> f = @(x) fspl(x)-4000
> R4000 = fzero(f,5500) % 5958.9 km

Tehat kb. 6000 km-es sugarnal lesz a siirliség értéke 4000 kg/m?.

TOBBERTEKU GORBEK INTERPOLACIOJA

A spline interpolacio jol alkalmazhaté olyan gorbék kozelitésére is, amelyeknél a
fliggvény egy adott x pontban tobb y értéket is felvehet (pl. kdrvonal esetén). llyen
esetben a gorbe paraméteres alakjat hasznaljuk. Paraméter lehet példaul a pont
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sorszama, vagy a gorbe ivhossza is a kezd6ponttdl szamitva. Nézzink most ez
utobbira egy példat!

GPS-szel felmértuk a Visegradi varba vezetd szerpentinut kdzel egy kilométeres
szakaszan a tengelyvonalat. A GPS meghatarozott id6kozonként mérte és mentette
az ut pontjait. Az eredmény egy matrix lett, ami a pontok X,y koordinatait tartalmazza.

e Abrazoljuk a felmérés eredményeit, majd illessziink spline gérbét a pontokra és
hatarozzuk meg a kezd6ponttdl szamitott 500 m-es utszelvény EOV
koordinatait!

Az interpolaciohoz valasszuk paraméternek a gorbe pontjainak a tavolsagat
(ivhosszat). Az adatokat toltsik be a visegrad.txt fajlbol. Ebben EOV vetuletben
vannak a felmért pontok Y,X koordinatai.

% TObbértékl gorbék interpolaciodja

clc; close all; clear all;

adat = load('visegrad.txt')

x = adat(:,1); y = adat(:,2);

figure(1)

plot(x,y)

Az abran lathatjuk, hogy vannak olyan helyek, ahol ;7"
egy adott x koordinatdhoz tdébb y érték is tartozik, il
hagyomanyos flggvény interpolacioval nem tudnank
ra gorbét illeszteni. Paraméteres alakban viszont
megoldhatd a feladat. Olyan paramétert kell
valasztanunk, ami minden pont esetében egyértelmi
megoldast ad. Legyen most ez a paraméter a gorbe
ivhossza, amit a felmért pontok kdzotti tavolsaggal
fogunk kozeliteni. Mivel az utvonal x fliggvényében
nem modellezheté egyértelmlen, két kilonbozdé ™
spline-t kell illesztenunk az x és y koordinatakra a 272y
parameter nggVényében- Egy-egy szakaszra 7 b4 bdb 64 64 6 6B 66 BIEIS
alkalmazott kdbds spline igy fog kinézni: x10°

V V.V V VYV

27235}

2723t

27251

272¢

27215}

2711}

x(t)=a,+a, t+az-t>+a,-t3
y(t) =by + by t+ by -t?+ b, -t3

Szamitsuk ki el6szo6r a pontok X,y irAnyu koordinata kildnbségeit (Ax,Ay)! Ezt
egyszerlien megtehetjlk a numerikus diff parancsot hasznalva. Ez egy vektor
esetében a szomszédos elemek klldnbségeit adja vissza (értelemszeriien n elem
esetén n-1 értéket). Ebbél mar szamithatunk tavolsagokat Pitagorasz-tétellel (a
kezddpontnak sajat magatol mért tavolsaga 0), majd ezeket folyamatosan 6sszegezve
a cumsum paranccsal megkapjuk a kezd6ponttol mért tavolsagokat.

% Paraméter: a gorbe ivhossza, tavolsagokkal kozelitve
% X,y iranyl koordindta kilonbségek a pontok kozott:

dx = diff(x)

dy = diff(y)

% tavolsagok:

t0 = [0; sqrt(dx.A2+dy.A2)]
% folyamatosan Osszegezve:
t = cumsum(t0)

vV V.V V V V VYV
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lllesszink spline gorbét az x és y értékekre, az ivhossz legyen a fuggetlen valtozonk!

% Az interpolacios fliggvények x-re és y-ra
xt=@(u) spline(t,x,u);

yt=@(u) spline(t,y,u);

% Abrazoljuk az eredményt

% tavolsag flggvényében x és y koordinata
figure(2); fplot(xt,[0,1000]);

figure(3); fplot(yt,[0,1000]);

% x fluggvényében y (paraméteresen)
figure(1l); hold on;

hold on;

fplot(xt,yt,[0,t(end)], r’);

Mi lesz az EOV koordinataja az 500-as szelvény tengelypontjanak?

VVVVVYVVYVVYVYV

% Milyen koordinata tartozik az 500 m-es szelvényhez?
format TongG

x500 = xt(500) % 645989.003262212

y500 = yt(500) % 272114.837059394

format short;
plot(x500,y500, 'ko', '"MarkerFacecolor','r")

V V.V V VYV

Tehat a felmérés kezddpontjatél az 500-as szelvény EOV Y Kkoordinataja
645 989.00 m, az EOV X koordinataja pedig 272 114.84 m.

w10° % = spline(t,x,u), y = spline(t,y,u)
272‘1 T T T T T T T T T T

27235

2723 .

27225
2722 .

=
27215 4
2721 .
27205 .
2721 \\/| .

6. 457 6.45756.458 6. 45858 459 B. 4595 6.46 6.46056. 481 B. 48158 462
% 10

A FEJEZETBEN HASZNALT UJ FUGGVENYEK

vander - Vandermonde matrix

interpl (method: Egydimenzids interpolacié (moédszer: linearis, legkdzelebbi
linear, nearest, - szomszed, kobos masodrendl, kobos els6rendld Hermite
spline, pchip) interpolacio)

spline - Egydimenzids, kobos masodrendl spline interpolacio
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