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11. KETVALTOZOS INTERPOLACIO, REGRESSZIO

KETVALTOZOS INTERPOLACIO SZABALYOS RACS ALAPJAN1

Kétvaltozds esetben a legegyszerlbb interpolacios mddszer a szabalyos racshaléban
adott pontoknal alkalmazhaté bilinearis interpolacié. Az interpolacio harom
egyvaltozos interpolacids l1épésbdl allhat:

il z[x, J";’-rl] Ziyl, j+l

1) Interpolacié az y = y;mentén vizszintesen: z(x, y;), )
i+t —r—

2) interpolacio az y=y;,; mentén vizszintesen:

z(x, ¥j+1), ,
3) végul a harmadik interpolacio az x = allandémentén i o -
fuggblegesen, felhasznalva az el6bbi két % )|

interpolacié eredményét: z(x, y).

Megjegyzes: A fentiek csak a bilinearis interpolacié Iépései,
azonban a j-1, j+2 stb. pontok bevonasaval magasabb foku  »;
interpolacio is lehetséges. X Xigl

Zitl, g

Nézzunk egy tereprendezési példat a fentiekre! A terep magassagait egy szabalyos
racs pontjaiban mérésekkel hataroztak meg. A mérési pontok koordinatai és a mért
magassagok az alabbiak (a magassagok a terep.txt fajlbol beolvashatok):
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Valaszoljunk a kovetkezd kérdésekre!

1) Mekkora a terep magassaga a (100,100) pontban?

2) Abrazoljuk ebben a pontban a Ny-K iranyu metszetet!

3) Mennyi foldet kell hozni vagy elvinni, ha a fenti mérési eredményekkel
rendelkez6 domborzatot 135 m magassagu sik tereppé szeretnénk atalakitani?

A megoldashoz el6 kell allitanunk a racspontok x,y koordinatait is és beolvasni a
hozzajuk tartozo z értékeket. Figyeljunk arra, hogy a matematikai koordinata rendszer
kezddpontja a bal alsé sarokba esik, a matrixok kezddpontja (elsé sor, elsé oszlop)
pedig a bal felsd sarokba! A koordinata rendszerek eltérése miatt itt az y koordinatakat
fentrdl lefelé kell megadjuk!

1 Felhasznalva: Palancz Béla (2012): Numerikus modszerek példatar + eléadas foliak
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% Tereprendezes

clc; clear all; close all;

% A magassag értékek beolvasasa

Z = load('terep.txt"')

% A racspontok koordinatdai (figyeljlink az adatok sorrendjére!)
x=[0 60 140 200 300];
y=[190 120 50 10 0];

% Racshalo eléallitasa
[X,Y]=meshgrid(x,y) 5 © o
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Ezzel elBallt egy racshald x.y,z koordinatakkal. .. S
Jelenitsik meg a mert pontokat 3 dimenziéban s -
(p|0t3)' “ 150\\\\‘\\ ’ V//(,/‘aoo

50 100

> figure(l) 07
> plot3(X,Y,z,'ro', '"MarkerFaceColor','r")

Szemléletesebben is meg lehet jeleniteni a domborzatot racshaldéként (mesh), vagy
feluletként (surf). Nézzuk meg ezeket is!

> hold on; mesh(X,Y,Z)
> surf(X,vY,z)
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Masik gyakran hasznalt lehet6ség a szintvonalas

abran torténé megjelenités (contour), ahol g - T
opcidként megadhatjuk azt is, hogy melyik - 3§ i |7
szintvonalak jelenjenek meg (pl. most allitsuk be, o g Jayes “ g
hogy 120 és 140 méter kozott 2 méterenként l gEIFTIELS
legyenek szintvonalak), illetve bekapcsolhatjuk a 100 ez 4
szintvonalak feliratozasat is a set paranccsal, ha L L
két kimenettel hivjuk meg a contour-t, és a Wl? 5T
masodik kimenet tulajdonsagait modositjuk. & i $388883q
> figure(2) A

> [C,h] = contour(X,Y,z,118:2:144)
> set(h, 'showText','on")

A fenti parancsok csak megjelenitésre szolgalnak, ebb8l még nem tudjuk
meghatarozni egy tetsz6leges pontban a terep magassagat, ahhoz interpolaciéra
(vagy regressziora) lesz szukség.

1) Mekkora a terep magassaga a (100,100) pontban?

lllesszlink a pontokra interpolacios fellletet! Az interpolacidhoz egy fliggetlen valtozo
esetén eddig az interpl parancsot hasznaltuk, most 2 fuggetlen valtozo esetén az

2 Dr Laky Piroska, 2020.
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interp2 parancs hasznalhatd. Az interp2 csak racshaléban megadott pontok/adatok
esetén alkalmazhaté (a racspontok egyenlé tavolsaga nem kdvetelmény, csak a ’cubic’
modszer alkalmazasakor). Tobb kulonb6zé modszerrel is meghivhatoé:

— nearest - legkozelebbi szomszéd,

— linear - bilinearis interpolacio,

— spline - spline interpolacio,

— cubic - 2D kobos spline interpolacié (bicubic), csak egyenletes racstavolsag
esetén alkalmazhato, ellenkezd esetben spline interpolacid kerul helyette
alkalmazasra.

Rajzoljuk fel az interpolacios fellletet az illesztett fUggvényt felhasznalva (fsurf vagy
ezsurf)!

% spline interpolacié

F=@(Cu,v) interp2(X,Y,Z,u,v,'spline');

% A terep megjelenitése

figure(3);

fsurf(F,[0,300,0,190] , 'ShowContours', 'on')
% Ellenbrzés

F(0,0) % 133.2000

F(300,190) % 119.8000

% Terep magassaga a 100,100 pontban?
F(100,100) % 137.8079
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A (0,0) pontban a magassag 133.2 volt, a (300,190)-ben pedig 119.8, az interpolacio
eredményeképpen visszakaptuk ezeket az értekeket. Az els6 kérdésre a valasz, a
(100,100) pont magassaga spline interpolacioval 137.8 m-re adoédott. Prébaképp
cseréljuk le a ’spline’ modszert a ’'nearest’-re, ’linear’-ra, hogy lassuk, mi torténik
ezekben az esetekben!

2) Abrazoljuk ebben a pontban a Ny-K iranyu metszetet!

A masodik feladat, hogy rajzoljuk fel a Ny-K iranya metszetet ebben a pontban. Ehhez
vegyunk fel 50 pontot az y=100 keresztmetszetben a P1(0,100) és a P2(300,100)
pontok kozo6tt! Hasznaljuk az elébb meghatarozott fliggvényt a magassagok
kiszamitasara!

3 Dr Laky Piroska, 2020.



Numerikus modszerek épitémérnokdknek Matlab-bal 11. 2D interpolacid, regresszio

% Ny-K iranyl terepmetszet

>

> x0 = Tinspace(0,300,50)
> y0 = ones(size(x0))*100
> z0 = F(x0,y0)

>

figure(4); plot(x0,z0);
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3) Mennyi foldet kell hozni vagy elvinni, ha a fenti mérési eredményekkel
rendelkez6 domborzatot 135 m magassagu sik tereppé szeretnénk atalakitani?

Oldjuk meg a feladat utolso részét is, hogy mennyi féldet kell hozni vagy elvinni, ha a
fenti mérési eredményekkel rendelkez6 domborzatot 135 m magassagu sik tereppé
szeretnénk atalakitani. Ehhez szamitsuk ki a terep és a tengerszint altal hatarolt
foldtdbmeg mennyiségét és a 135 méteres vizszintes sik és a tengerszint altal hatarolt
foldtdbmeg mennyiségét a megadott téglalapra. A kettdé kulonbsége fogja megadni a
tereprendezéshez sziikséges fold mennyiségét. A terep altal hatarolt féldtomeg
mennyiségét az alabbi kettés integrallal (integral2) szamithatjuk:

190 300

Vt:f f F(x,y) dx dy
0 0

A vizszintes z=all. sik altal hatarolt féldtomeg mennyisége egy téglatest térfogata:
Ve, = z+-300-190.

% Terep alatti foldtérfogat téglalap tartomanyon kettds integrallal
Vt=integral2(F,0,300,0,190) % 7.6140e+06

% Vizszintes sik altal hatarol foldtérfogat

Vvs=135%300%190 % 7695000

% A tereprendezéshez sziikséges foldtérfogat

Vr=vs-vt % 8.0983e+04

V V V V VYV

Mivel a tervezett vizszintes sik altal hatarol térfogat nagyobb volt, mint a terep alatti,
ezért feltoltésre van szilkség, méghozza 80983 m? foldre.

4 Dr Laky Piroska, 2020.
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KETVALTOZOS REGRESSZI02

Szabalytalan elrendezésl pontok esetében jéval bonyolultabb interpolaciot végezni.
Ellenben a polinomiadlis regresszionak nem kovetelménye a pontok szabalyos
elhelyezkedése. Ez utébbi esetben viszont tgyelni kell, hogy nagyon magas fokszamu
polinomot nem szabad alkalmazni a tultanulas miatt. Az illesztd pontokban a
hibadsszeg csokkenése ugyanis nem jelent feltétlenul megbizhatobb modellt, sokszor
a pontok kozoétt a feliletben nagyfoku hullamzas, oszcillacio lép fel.

Nézzunk egy példat kétvaltozds regressziora, interpolacioral A magyar Duna
vizgyUjtdjének terlletei Ausztriaban és Bajororszagban talalhaték. Ha itt jelent6s
mennyiségl csapadék esik, akkor a Dunan arhullam vonul le. Feladatunk a budapesti
tet6zb vizallas elbrejelzése a kdvetkez6 két adat alapjan:

x: az arhullamot kivaltd csapadék, amely 15 bajor illetve osztrak csapadékjelzb
allomas adatainak kozépértéke [mm];

y: a Duna vizalladsa Budapestnél az arhullamot kivalté es6zések kezdetekor [cm];

z: abecsulend6 érték Budapestnél, az arhullam tetézéséhez tartozé vizszint [cm].

Az eddig mért adatokat az alabbi tablazat tartalmazza (az adatok az arhullam.txt file-
ban elérhet6ek), ebben egy sor egy adott idéponthoz tartozé x, y, z értékeket jelenti:

58 405 590
52 450 660
133 350 780
179 285 770
98 330 710

800 ..

72 400 640 T § 5 P Be P,

72 550 670 2004l " '

43 480 520 BT et ;o
& L 5 TR

62 450 660 BOD .o P .

67 | 610 | 690 [

64 380 500 e '0

33 460 460 P e

57 425 610
62 560 710
54 420 620
48 620 660
68 390 620
74 350 590
95 570 740

Kérdés:

200

200 o

e Ha az osztrak és bajor vizgyljtd tertleten atlagosan 100 mm csapadék esett,
ugyanekkor a Duna vizszintje Budapesten 400 cm-nél volt, akkor mekkorara
varhaté az arhullam tet6zése Budapesten?

2 Felhasznalva: Palancz Béla (2012): Numerikus modszerek példatar + el6adas foliak
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llesszink egy masodfoku regresszids polinomot a pontokra, és ennek
felhasznalasaval adjunk becslést a varhato tet6zési magassagra! lllesszlnk fellletet a
pontokra interpolacioval is, linearis és spline interpolaciot alkalmazva és ezek alapjan
is becsuljuk meg az arhullam varhato tet6zését!

El6szor olvassuk be és abrazoljuk az adatokat! 3D szort pontokat a plot3 vagy a
scatter3 paranccsal tudunk megjeleniteni.

clc; clear all; close all;

xyz=load('arhullam.txt")

x=xyz(:,1); % arhullamot kivaltod csapadék [mm]

y=xyz(:,2); % Duna vizallasa Budapestnél az esdzés kezdetekor [cm]
z=xyz(:,3); % a becsllendé érték, arhullam tetézése Budapestnél [cm]
% Abrazolas

figure(l);clf;

scatter3(x,y,z, 'filled")

VV VYV VYVVYV

Kétvaltozds esetben regresszios sikot a kovetkezd modon irhatunk fel:
z=f(xy) =c1+cx+c3y
A masodfoku regresszids polinom altalanos felirasa pedig a kovetkez6:
z=f(x,7) = c; + C3x + c3y + c4x? + csxy + cgy?
Harmadfoku regresszioés polinom:
z=f(x,y) = ¢ + C3x + 3y + €4x? + csxy + cgV? + c7x3 + cgx2y + coxy? + c10y3

Hasonloképp negyed-, 6tod- stb. foku polinomokat is felirhatnank, de a tultanulas
jelensége miatt 5. fokunal magasabbat nem szoktak alkalmazni.

Most a feladatban masodfoku polinomialis fellletet kell illesztenlnk. n pont esetén n
darab linearis egyenletet irhatunk fel, és 6 meghatarozandod paraméterink van. A folos
mérések szama: n-6. Az egyenletrendszer matrixos alakban (4 - ¢ = b):

2 2

1 % y1 x° xiy1 »n €1 Z1

1 x X% x 2 C2 Z

A= T2 Y2 X Xe Ve e h=|
2 2

1 x, vy xp XnYn Yn Ce Zn

Mivel a feladatban joval tobb, mint 6 adatunk van, ezért egy tulhatarozott linearis
egyenletrendszert kell megoldanunk, a legkisebb négyzetek mddszerével
minimalizalva a maradék ellentmondasokat. A feladat megoldasa lényegében
ugyanugy megy, mint egyvaltozés esetben.

> n = length(x) % 19
> A = [ones(n,l) X y X.A2 X.*y y.A2]
> C = A\z

A megoldast megkaphatjuk a matlab egy masik beépitett fliggvényét, a regress-t
hasznalva is, ekkor az egyutthatok mellett megkaphatjuk a 95 szazalékos konfidencia
intervallumukat és a maradék ellentmondasokat is

> [c int95 err]=regress(z,A)

Definiélju'k a regresszios fellletet fuggvényként, és rajzoljuk be az illesztett felllet az
abraba! Abrazoljuk szintvonalakkal is a fellletet! Becsuljik meg a varhaté arhullam
tet6zését 100 mm csapadék és 400 cm-es vizszint esetén!

6 Dr Laky Piroska, 2020.
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> f=0(x,y) c(D+c(2)*x+c(3)*y+c(4)*x.A2+c(5)*x.*y+c(6)*y.A2
> hold on;
>  fsurf(f, [min(x),max(x),minCy),max(y)])

Forgassuk el kicsit az abrat a Rotate 3D paranccsal a grafikus ablakban, hogy jobban
latszddjon az illeszkedés. Abrazoljuk az illesztett f fiiggvényt szintvonalas abran is!
Flggvény esetében a contour parancs nem hasznalhatd, hanem vagy az ezcontour
vagy az fcontour. A Matlab 2017-es verzidjatdl az ezcontour hasznélata nem
javasolt, hanem helyette az fcontour, viszont ez utdbbi esetében egyelére nem
muikodik a szintvonalak feliratozasa, ugyhogy egyelére maradjunk az el6bbinél. Ha a
feliratokat be szeretnénk kapcsolni, akkor a szintvonalas abrat el kell mentin egy
valtozéba, és utdana a set parancs segitségével allithatjuk be a feliratozast
(‘'Show','on"), illetve itt adhatjuk meg, hogy melyik szintvonalak jelenjenek meg
(LevelList',450:50:800). Figyeljink, hogy a sima contour parancs esetében a
(‘ShowText','on’) kapcsolot kellett beallitani, itt ez eltér ettdl.

> figure(2); hold on;

> h = ezcontour(f, [min(x) max(x) minCy) max(y)]1)

> set(h,'show','on', "LevelList',450:50:800)
Az utolsé paranccsal beallitottuk, hogy a szintvonal feliratai is jelenjenek meg, és, hogy
az alap 100 m helyett 50 m-ként rajzoljon szintvonalakat.

Ugyanez fcontour hasznalataval is megoldhatd, szintvonal feliratozas nélkal (mivel az
R2018a Matlab verziénal egyel6re nincs lehetéség feliratozasra).

> fcontour(f, [min(x) max(x) min(y) max(y)], 'LevelList',450:50:800)

Az arhullam varhaté tet6zése 100 mm csapadék és 400 cm-es vizszint esetén a
regresszios polinommal végzett becslés alapjan 738 cm lesz:

> % El6rejelzés
> zpol = f(100,400) % 737.8771

Az els6 abrankba, ahol az adatokat megjelenitettiik rajzoljuk be az illesztett fellletet
3D-ben és az elbre jelzett értéket is. Forgassuk el kicsit az abrat a Rotate 3D
paranccsal a grafikus ablakban, hogy jobban latszédjon az illeszkedés.
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KETVALTOZOS INTERPOLACIO SZABALYTALAN ELRENDEZES(U PONTOK
ESETEN

Szabalytalan elrendezésl pontok esetében tobbféle interpolacios modszert szoktak
alkalmazni. Lehet ez pl.

— a legkozelebbi szomszéd modszere, amikor a pont a hozza legkdzelebb es6
pont értékét kapja

— krigelés, amikor tavolsagot is figyelembe vesszik valamilyen sulyozassal

— radial-bazis fliggvények, amikor tobb bazisfuggvényt illesztiink a pontokhoz

— szabalyos geometriai elemekre bontas.

A Matlab beépitett fliggvényei k6zott a szabalyos geometriai elemekre bontast talaljuk
meg, a legkdzelebbi szomszéd mellett. A griddata flggvény esetében is tobb
interpolaciés modszert lehet alkalmazni:

— nearest: legkdzelebbi szomszéd interpolacid

— linear: haromszog alapu linearis interpolacid, ekkor minden haromszogre egy
sikot illesztink (TIN model, triangular irregular network)

— cubic: haromszdg alapu kébos interpolacio ('bicubic spline' interpolacio).

— v4 - biharmonikus spline interpolacioé (ez nem haromszogelésen alapul)

A szabalyos geometriai elemekre bontas alapja a Delaunay haromszogelés, ahol ugy
veszik fel a szort pontok alapjan a haromszdgeket, hogy egy haromszog koré irt korbe
ne keruljon masik pont. EIénye ennek a haromszogelésnek, hogy mivel maximalizalja
a haromszog legkisebb szogét, ezaltal kerlli a keskeny haromszogeket. Néhany
alkalmazasi terulete: domborzatmodellezés (segitségével kdnnyen szamithaték az
esés-, kitettség viszonyok, meghatarozhatéak a szintvonalak), illetve a végeselem-
modszerben is gyakran hasznaljak, mivel konnyen eldallithato.

A kovetkez6 abrak a Delaunay haromszogelését mutatjak az el6z6 példa pontjait
hasznalva.

> % delaunay haromszogelés

> tri = delaunay(x,y) % Delaunay haromszogek Tétrehozasa a pontok x,y
koord. alapjan

> figureQ;
> triplot(tri,x,y) % Delaunay haromszoégek kirajzolasa
> hold on; plot(x,y,'ro");
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figure(Q;

trisurf(tri,x,y,z); % 3D abrazolasa a haromszogeknek
hold on;

scatter3(x,y,z,'ro', 'filled");

plot(x,y,'ro");

triplot(tri,x,y);

V V V V VYV
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e Mekkora lesz az arhullam varhatoé tet6zése Budapesten haromszog alapu
linearis és kobos interpolacidéval, ha a lehullott csapadék 100 mm és az aktualis
vizallas Budapestnél 400 cm?

Ahhoz, hogy valaszolni tudjunk a fenti kérdésekre, el6szor definialni kell az
interpolaciés fuggvényeket!

griddata(x,y,z,100,400, 'Tinear') % 724.7377
griddata(x,y,z,100,400, 'cubic') % 735.3939

A polinom illesztéssel végzett elérejelzés alapjan a tetézés 738 cm-en varhato, a
linearis interpolacié alapjan 725 cm-en, a kobods alapjan pedig 735 cm-en.
Fuggvényként is definialhatjuk a fentieket, és akkor tetszéleges pontra kdnnyen
meghivhatjuk, pl. a kdbos interpolaciéra:

> zlin
> zkob

> % Interpolacidés fliggvény definidlasa

flin = @Cu,v) griddata(x,y,z,u,v, " 'linear")
fkob = @(u,v) griddata(x,y,z,u,v, 'cubic")
f1in(100,400) % 724.7377

fkob(100,400) % 735.3939

Abrazoljuk a fliggvényeket térben. Sajnos az fsurf a Matlab R2018a verzidjaban nem
jelenitette meg a fliggvényeket, csak a korabbi verziokbdl itt még megmaradt ezsurf
fuggvény.

> figure(); subplot(1,2,1)

> scatter3(x,y,z,'filled'); hold on;
> ezsurf(flin, [min(x),max(x) ,min(y),max(y)]1)

vV V. V V
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> subplot(1,2,2)
> scatter3(x,y,z,'filled"'); hold on;
> ezsurf(fkob, [min(x),max(x),minCy),max(y)])

griddata(x,y,z,u,v,'linear’) griddata(x,y,z,u,v,'cubic’)
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Egy masik térbeli abrazolasi mod slri racshaldval illetve szintvonalakkal torténhet.
Ehhez el6szor egy slirl racsot kell definialnunk és kiszamolni a racspontokban az
interpolalt figgvény értékeket.

% 1000x1000-as racs eldallitasa
xX = Tinspace(min(x),max(x),1000);
= Tinspace(min(y),max(y),1000);
[X, Y] = meshgrid(xx,yy);
= flin(X,Y);
zC = fkob(X,Y);

Az abrazolashoz hasznalhatjuk a mesh parancsot, ami racshaléban megadott fellletet

jelenit meg, vagy a meshc parancsot, ami a szintvonalakat is alarajzolja. hasznaljuk
most ez utobbit!

figure(); hold on;

scatter3(x,y,z,'ro', 'filled");

meshc(X,Y,ZL)
plot3(100,400,zT11in, 'bo', "MarkerFacecColor', k")

V V V V VYV

figure(); hold on;
scatter3(x,y,z,'ro','filled");

meshc(X,Y,zC)
plot3(100,400,zkob, 'bo', "MarkerFaceColor', k")

A kovetkezd két abran latszik, hogy a masodik, a kdbds interpolacid, simabb fellletet
eredményezett, a szintvonalak sem olyan szdgletesek.

VVVVVYVVYVYV
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A FEJEZETBEN HASZNALT UJ FUGGVENYEK

diff
cumsum
meshgrid
plot3

mesh, meshc

surf

contour

vektor elemeinek kuldnbsége, kozelit6 numerikus derivalt,
szimbolikus derivalt szamitasa

vektor elemeinek folyamatos 6sszegzése

2-3 dimenziés racs elbdllitasa vektorban tarolt x,y(,z)
koordinatakbol

Pontok 3D megjelenitése

Racshaléban adott 3D pontok megjelenitése térbeli racsként, a
parancsot c-vel kiegészitve a szintvonalakat is alarajzolja

Racshaléban adott 3D pontok megjelenitése szinezett
fellletként (kitoltott térbeli racs)

Racshaloban adott 3D pontok alapjan szintvonalak rajzolasa
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set

interp2

integral2
scatter3
regress

fsurf, ezsurf
fcontour, ezcontour

griddata

grafikus objektum (pl. h) megadott tulajdonsagainak beallitasa,
pl. szintvonalak feliratozasa (set(h,'ShowText’,’on’) contour
parancs esetén, vagy set(h,’Show’,on) ezcontour esetén)

2D interpolacio racshaléban adott pontokbdl tetszdleges pontra
(mddszer: linearis — ’linear’, legkodzelebbi szomszéd - 'nearest’,
spline inetrpolacio —’spline’, 2D kobos spline (bicubic) —’cubic’)
Kett6s integral szamitasa numerikusan, szabalyos téglalap
tartomanyon

Szort pontok 3D megjelenitése

Tobbvaltozés  linearis  regresszio  legkisebb  négyzetek
modszerével

3D fellletek kirajzolasa megadott fuggvény alapjan
Szintvonalak kirajzolasa fuggveény alapjan

Interpolacio szort pontok alapjan tetszdleges pontra vagy racsra
(mddszer: haromszdog alapu linearis interpolacié (TIN modell) —
'linear’, legkdzelebbi szomszéd - 'nearest’, haromszog alapu
kodbds interpolacio — 'cubic’, biharmonikus spline inetrpolacié —
’V4l)
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