Numerikus médszerek épitémernokoknek Matlab-bal 12. Numerikus derivalas

12. NUMERIKUS DERIVALAS

A derivalttal (vagy differencidlhnanyadossal) egy mennyiség megvaltozasanak az
utemét tudjuk jellemezni. Nagyon sok helyen talalkozhatunk vele a mérnoki
gyakorlatban, tudomanyokban. Talan a legismertebb fizikai példa az ut, sebesség
gyorsulas 0sszefuggése. Ha a megtett utat, poziciét (x) idé figgvényeben (t) irjuk fel:
x = f(t), akkor a targy sebessége v(t) az ut id6 szerinti elsé derivaltja lesz (az id6-ut
ar(t)
Tat
derivaltja, vagy a sebesség els6é derivaltja: a =

grafikon meredeksége): v = , a gyorsulas pedig az ut id6 szerinti masodik
w(®)
dt

hasznalhatjuk egy fuggvény minimumanak vagy maximumanak megkeresésére, mint

azt latni fogjuk késébb.

Ugyancsak a derivaltat

A derivalando fuggvény lehet analitikus kifejezés vagy diszkrét pontokban megadott
értékek. Egyszerl matematikai kifejezéssel megadott fliggvény derivaltja szamithatd
analitikusan. Bonyolult matematikai kifejezések, vagy diszkrét pontok esetében
azonban numerikus derivalast szoktak alkalmazni. Ugyancsak fontos szerepe van a
numerikus derivalasnak a differencial egyenletek megoldasakor.

A numerikus differencidlas egyik fontos moddszere a derivalt kozelitése véges
differencia hanyadossal. Egy masik megkdzelités, amikor a pontokat kozelitjuk
valamilyen analitikusan felirhaté fliggvénnyel (pl. polinomialis regresszio, interpolacio)
és az analitikus fuggvényt derivaljuk.

Numerikus derivalas véges differencia kozelitéssel Numerikus derivalas figgveny illesztéssel
. . . . T T T T T T

VEGES DIFFERENCIA KOZELITES

Tegyuk fel, hogy csak diszkrét pontokban ismerjuk a derivalando fliggvény értékeit. A
derivaltat kozelithetjuk a szomszédos pontokat 0sszekotdé egyenes meredekségevel.
Erre tobb lehetbség is adodik. Az egyik a jobb oldali vagy eléremutaté differencia:

, . _,NYi+1_Yi
f(xl)_yl le_+1_xl_

Egy masik lehetéség a baloldali vagy hatramutaté differencia:
, y Vi~ Yi-
fla) =y’ = 7=

Xi — Xj-1
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Miutan a jobb és baloldali differenciak hibainak el6jele gyakran ellentétes, jobb
megoldast adhat a kett6 atlaga. Amennyiben a pontok felosztasa egyenletes (x;,; —
x; = x; — x;_, = h) ez a centralis differencia formulahoz vezet:
/ oYt T Yicr  Yier — Vi
f (xl) - :VL xi+1 _ xl’_1 Zh

Altalaban a centralis differencia formula pontosabb kdzelitését adja a derivaltnak, mint
a jobb vagy baloldali differencia. A pontok kozo6tti tavolsag csdkkenése is pontosabb
eredményhez vezet.

Numerikus derivalas véges differencia kozelitéssel

Centralis differencia
--------- bal oldali differencia
— — —jobb oldali differencia

x 1 1 I J
55 B 6.5 7 75

A VEGES DIFFERENCIA KOZELITESEK HIBAI

A Taylor sorokat hasznalhatjuk a jobb, bal és centralis differenciak csonkitasi
hibabecsléséhez.

2
fx+h)=fx)+hf'(x) +h7f"(c)

ahol c egy ismeretlen szam x és x+h kézott. Legyen x = x;, x + h = x;,, és fejezzik
ki f'-t az egyenletbdl!

, fQe) = f(x) R,
fro) =——"""—"—""=2 f"©
A fenti formula a jobboldali (eléremutatd) differencia képlete, amelynek a hibaja
— %f"(c), vagyis a csonkitasi hiba nagysagrendje 0(h) (nagy ordé h). A fenti képletben

h-t (—h)-ra cserélve megkapjuk a baloldali differencia képletét. A centralis differencia
formula hiba becslését a harmadrend( Taylor sorbdl kaphatjuk meg:

h? h3
Fienn) = FO+ ) = FO) + h f/Ge) = £ () + 37 £ (1)

3

h? h
Frn) = Fr =) = F) = b /G + = G = 5 ()

ahol x; < ¢; < xj41 €s x;_1 < ¢, < x;. Vonjuk ki egymasbdl a két egyenletet!
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h3
fCisa) = fQximn) = 2h ') + o0 (F"(e) = £ (c2))
és fejezzuk ki f'-t!

, ~ fC) = flaz)  h? (e + £(c2)
fr) = 2h Y 2

A fentiek alapjan a centrélis differencia formula 0(h?) nagysagrend(i, ami sokkal jobb
kozelitést eredményez, igy amikor csak lehet célszerl ezt hasznalni.

Tobb pontra is felirhatjuk a derivaltat a pontosabb kozelités érdekében, példaul 5 pont
bevonasaval a centralis differencia formula hibaja 0(h*) lesz.

, L, YVi2—=8Yi 1+ 8Vt — Vigo
[ =i = 12h

A jobb és baloldali differencia hibaja is csokkenthet6 tobb pont bevonasaval. Az elsé
derivalt esetén a jobb és bal oldali differencia 3 pontra felirva:

=3yi + 4 Yis1 — Vis2

+ 0(h*)

1) =yl > + 0(h?)
o — 4y, + 3V
frw) =y~ AT o)

DIFFERENCIA HANYADOSOK OSSZEFOGLALASA

Magasabb rend( derivaltakra is hasonldképp felirhaték mind centralis, mind jobb és
bal oldali differenciak. Néhany differencia hanyados a kdvetkezd tablazatban talalhato
Osszefoglalva.

Derivalt | Médszer Formula Hiba Poptok
szama
, Yitr — Vi
Elsd Jobb i~ —— o) | 2
Xi+1 — Xi
r U Yi T Vi
Bal v o | 2
. v _Yitr —Yi-1 Vi1 — Vi )
Centralis yi ® Xoor — X1 A 0(h?) 3
=3y, +4vy,.1—V;
o — 4y, + 3y;
Bal y! = Y2 zylhl Yy o) ohr?) | 3
. =8V, 1 +8Yy..,—V;
Centrélls yi, — YVi—2 Vi 11;'h YVi+1 YVit+2 O(h4) 5
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. 2y ,
Masodik | Jobb y =2 y;:; T Yita o) | 3
2 v
Bal ylll ~ Yi-2 h:)zll—l + Yi O(h) 3
2y 4y
Centralis yl' ~ Yir1 hjzl‘ T Yic1 0(h?) 3
Jobb Y~ 2Y; =5 Y1 ‘}';24 Yitz = Vi+3 0(h?) 4
Bal Ji —Yi-3 + 4Yi—zhz— S5yi-1 +2y; 0(h?) 4
. . 1
Harmadik | Centralis | ;" ~ s ivz = 2 Yie1 + 2i1 — ¥i2) | O(h?) 4
. (4)~v_1_( =4y .+ 6V, — 4V

Negyedik | Centralis Yir? ®pa Viez = 3 Vier TOYi = Hicq 0(h?) 5

+¥Yi—2)

DIFFERENCIA HANYADOSOK ALKALMAZASA

Adottak egy Ursiklé helyzetének magassag adatai a kilovés utani elsé két percben:

t(s)

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

110

120

h(m)

-8

241

1244

2872

5377

8130

11617

15380

19872

25608

31412

38309

44726

Oldjuk meg a kovetlez6 két feladatot!

Toltsik be az adatokat az ursiklo.txt fajlbol és
abrazoljuk a
fuggvényében!

>

vV V V V VYV

Mekkora lesz az Ursiklé sebessége 30 masodperc mulva jobb/bal ill. centralis

differencia formulat hasznalva?

Hatarozzuk meg az (rsikl6 sebességét az id6 flggvényében! Ahol lehet

hasznaljunk centralis differencia formulat!

ido

IS

magassagi poziciot a

w
o

w

N}
o

clc; close all; clear all;
adat = Toad('ursiklo.txt")

t = adat(:,1);x = adat(:,2);
figure(l); plot(t,h, 'r*-")
xTabel('id6[s]") .
ylabel('magassag [m]") 25
title('Ut-id6é diagram')

magassag [m]

- N

x10*
45

Ut-idé diagram

L L
20 40

. . L
60 &0 100
idds]

120

Valaszoljunk el6szor az els6 kérdésre, hogy mekkora lesz az Ursiklo sebessége 30
masodperc elteltével! A sebesség az id6 szerinti els6 derivalt. Ezt kdzelithetjuk véges
differencia médszerekkel, jobb, bal vagy centralis differencia formulaval. Nézzik meg
melyik mit ad eredményul! Helyettesitslink be a véges differencia kozelités fejezetében
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megadott képletekbe! Az adatokat megvizsgalva azt latjuk, hogy a t=30 masodperces
ertéek a 4. mérési adat (0 s,10 s, 20 s, 30 s). A megadott képletek i=4 esetében a
kovetkezdk lesznek:

Jobb oldali diff. formula | Bal oldali diff. formula | Centralis differencia formula

y,~y5—y4 y,N)’4—Y3 y,~3’5—}’3
4 =~ ~ y X
X5 — X4 Y T x, = xg Xs — X3

% t=30 s esetén mekkora az (rsiklé sebessége
x(4) % 30 s, 4. pont!

% jobb oldali diff. formula

vl = (y(5)-y(4))/(x(5)-x(4)) % 250.5000 m/s
% bal oldali diff. form.

v2 = (y(4)-y(3))/(x(4)-x(3)) % 162.8000 m/s
% centralis diff. form.

v3 = (y(5)-y(3))/(x(5)-x(3)) % 206.6500 m/s

A masodik kérdésben az (rsikl6 sebességét szeretnénk meghatarozni az id6
fuggvényében, ahol lehet centralis differencia formulat hasznalva. Centralis formulat
csak a masodik ponttdl az utolsé el6tti pontig tudunk hasznalni. Az elsé pontban csak
jobboldali (eléremutatd) differencia formulat, az utolsé pontban pedig csak baloldali
(hatramutaté) formulat hasznalhatunk. irjunk egy fiiggvényt, ami kiszamolja minden
pontban az elsé derivaltat, ahol lehet centralis differencia formulat alkalmazva!

V V.V V V V VYV

function dx = derivalt(x,y)
% Numerikus derivalas differencia hanyadosok alkalmazasaval
n = length(x);

>

>

>

> dx(1) = (y2)-y(D))/(x(2)-x(1)); % jobboldali differencia

> for i = 2:n-1

> dx(i) = (YGE+D)-yG-1D))/x(+D-x(i-1)); % centralis diff.
> end

> dx(n) = (y(n)-y(n-1))/(x(n)-x(n-1)); % baloldali differencia
> end

Sebesség-idd diagram
700 T

600

Szamoljuk ki az elsé derivaltat a fenti
fuggvényt hasznalva! so0}

sehesséy [m/s]

> v = derivalt(t,x) 300}
> figure(2); plot(t,v, 'b*-")

> xlabel('id6[s]"); Ay
> ylabel('sebesség [m/s]") .l
>

title('Sebesség-id6é diagram')

1] 2‘E| 4‘0 ‘ﬁ‘? i E::l 1E‘|D 120
A Matlab beépitett figgvénye a diff is hasznalhaté derivalt szamitasara, mind
numerikus, mind szimbolikus esetben. A diff parancsot numerikusan hasznalva
azonban csak egyoldali differenciakat szamolhatunk vele, centralis differenciakat nem,
ugyanis a diff parancs csak annyit tesz, ha egy vektor elemire meghivjuk, hogy
kiszamolja a szomszédos elemek kulonbségét. Az eredménynek eggyel kevesebb
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eleme lesz, mint a bemenetnek volt. Hatarozzuk meg a sebességeket és
gyorsulasokat jobb és baloldali differencia kulonbségeket hasznalva a diff paranccsal!

> % egyoldali differenciaval beépitett fliggvénnyel (diff)
> dx = diff(x);
> dt = diff(t);
> dxdt = dx./dt

A dx elsé eleme: x, — x;, a dt els6 eleme: t, — t;. A dxdt elsé eleme tehat:

dxdt(1) = ’;2 !

2t
A fenti képletet kapjuk, ha x; pontban meghatarozzuk az eléremutatd, vagyis jobb

oldali differenciat, de ugyancsak a fenti képletet kapjuk, ha x, pontban meghatarozzuk
a hatramutaté vagyis bal oldali differenciat.

figure(2); hold on

plot(t(l:end-1),dxdt, 'ro-"') % jobboldali/eléremutatd differencia

plot(t(2:end),dxdt, 'ms-") % baloldali/hatramutaté differencia

Tegend('centralis differencia', 'jobboldali differencia',...
'baloldali differencia', 'Location', 'best')

vV V.V V V

Az elbremutatd (jobboldali) és a hatramutatd (baloldali) differenciak szamitasa
Iényegében megegyezik, jobboldali differenciakat az elsd ponttdl az utolsé eléttiig
tudunk szamitani, baloldalit pedig a 2. ponttdl az utolsdig. A megjelenitésnél lathatjuk
a kuldonbséget, az értékek megegyeznek, csak eggyel el vannak csusztatva a két
esetben. Az abra alapjan lathatd, hogy a centralis differencidk hasznalata simabb
goOrbét eredményezett, mint az egyoldali differenciaké. Hasonldéképp szamithatnank a
gyorsulasokat is a sebesség derivalasaval!

Sebesség-id6 diagram

700 T
600 -
500
@
£ 400 -
(@)
R0)
n
3
& 300 |
3
—%— centralis differencia
200 —O— jobboldali differencia i
—+&— baloldali differencia
100 a
::; 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120
id6[s]

Az alkalmazott derivalt.m fliggvény a 2. ponttdl az utolso eléttiig alkalmaz 0(h?) hibaju
centralis differencia formulat, a két szélsé pontban pedig O(h) hibaju egyoldali
differencia formulat (az abran latjuk, hogy a két szélsé pontban az értéke megegyezik
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a jobb ill. baloldali formulaéval). Lehetne pontositani a végpontokban is, 0(h?) hibaju
megoldast alkalmazva 3-3 pont bevonasaval, a korabban ismertetett képletek alapjan:

>

>
>
>

% Az elsé és az utolsd pontban is 0(hA2) hibaju kozelitést alkalmazva
n=numel (v)

vl (-3*x(1) + 4*x(2)-x(3))/(t(3)-t(1)) % -12.8000

vn x(n-2) - 4*x(n-1) + 3*x(n))/(t(n)-t(n-2)) % 617.700

DERIVALAS FUGGVENYILLESZTESSEL
(SZIMBOLIKUS DERIVALAS, POLINOM DERIVALASA)

Nézziik meg a masik megkozelitést is, amikor <L N —d
a pontokra egy kozelit6 fuggvényt illesztink. .l
Legyen most ez egy masodfoku polinom!

V V V V V V

4

w
W
T T

]
n

- N
T T T T

% derivalas fliggvény illesztéssel
c = polyfit(t,x,2)

% c = 3.0470 10.1151 -89.3626
p = @(x) polyval(c,x)

figure(1l); hold on;

fplot(p, [min(t) ,max(t)1);

magassag [m]

o
n

L

L L L L L
0 20 40 B0 80 100 120
X

Az abra alapjan latjuk, hogy nagyon jol illeszkedik a pontokra a parabola, igy
hasznalhatjuk ezt a derivalt kiszamitasahoz. Hatarozzuk meg a derivalt fliggvényt ez
alapjan és nézziuk meg ennek az értékét is t=30 s idépontban!

Ha a meghatrozott egyutthatokkal definialjuk szimbolikus alakban a polinomot (syms),
akkor derivalasra hasznalhatjuk a diff parancsot, mint azt mar korabban is lattuk.
Utana t=30 behelyettesitésével megkapjuk a keresett értéket.

>

V V V V V VYV

%_sebesség szimbolikus derivalassal, diff paranccsal, ami nem csak
algebrai polinomoknal hasznalhaté

syms X

ps = c(L)*x.A2 + c(2)*x + c(3)

% (3050*xA2)/1001 + (50626*x)/5005 - 6288336567612965/70368744177664
v2 = diff(ps,x)

% (6100*x)/1001 + 50626/5005

v2 = matlabFunction(v2)

v2(30) % 192.9323 m/s

Algebrai polinomok esetében van egy egyszeriibb megoldas is. A polyder parancsot
hasznalva nincs szlikség szimbolikus formaba alakitani a megoldast. Nézzik meg ezt
a megoldast is!

V V.V VYV VYVYV

% vagy egyszerilbben polinom derivalas beépitett Matlab paranccsal
cl = polyder(c) % cl = 6.0939 10.1151

v2 = @(x) polyval(cl,x)

v2(30) % 192.9323 m/s

figure(2)

fplot(v2, [min(t),max(t)],'g", 'Linewidth',2)

Tegend('centralis differencia', 'jobboldali differencia',...

'baloldali differencia', 'derivalas flggvény
illesztéssel', 'Location', "best')
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A derivalt ebben az esetben még simabb lefutasu lett, egy egyenes! A t=30 s
id6ponthoz kiszamolt sebességhez (v=192.93 m/s) a legkdzelebb a centralis
differencia formulaval kapott sebesség volt (v=206.65 m/s).

Sebesség-id6 diagram
800 T 9 T 9 T

—%— centralis differencia
—~©O— jobboldali differencia
—&— baloldali differencia
derivalas flggvény illesztéssel

700

» a [«2]
o o o
o o

sebesség [m/s]
o

w
o

1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120
id[s]

EPITOMERNOKI PELDA NUMERIKUS DERIVALASRA

Nézzink meg egy jellegzetes épitébmérndki feladatot numerikus derivalasra! Becsuljuk
meg, hogy egy ont6zdviz-tarozénak egy hénap soran hogyan alakultak a parolgasi és
elszivargasi veszteségei (Q,,s:(t)), ha ismert a hozzafolyas (Q;,(t)) és a vizkivétel
(Qouc (1)) vizhozamanak idésora, a vizéllas idésora (z(t)), valamint a tarozo térfogati
jelleggoérbéje. Az alapegyenletet a kdvetkez8: a hozzafolyasbdl kivonva a vizkivételt
€s a parolgasi/elszivargasi veszteséget megkapjuk a térfogat valtozasat:

Qin () — Qout(t) - Qloss(t) = A(z) _Z

d . . .
ahol d—i a vizszint megvaltozasa, A(z)

pedig a taroz6 adott vizszinthez tartozé
felszine, amit a tarozo jelleggorbéjébdl

hatarozhatunk meg. g
-
Az adbran egy minta tarozé 3§
jelleggorbéje lathato, amirél &
leolvashatd, hogy egy adott vizszint £
(tarozasi szint) esetén mekkora lesza 05 1.0 F (km?)
. g . , , . 0 4 ‘, )
ta}r?ltl V|’zterfogat, illetve a tarozd nyilt 0 % 10V (millis m®)
vizfelszine.

A kérdéses tarozé esetén rendelkezéslinkre all a tarozo jelleggérbéje a felszinre
vonatkozoan, hogy adott vizszinthez [m] mekkora tarozo felszin [m?] tartozik.

vizszint
h [m]

17.983

19.812

21.641

23.470

25.298

27.127

28.956

30.785

32.614

34.442

36.271
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E?Eig; 16177 |222431|748178|1694521|3229775|5471806|8723345|12120476|17519486|24815707|36316941

A fenti adatok megtalalhatdak a jelleggorbe.txt fajlban is. Olvassuk be az adatokat,
majd valasszuk szét a valtozokat. Tuntessuk fel egy uj abraban a pontokat és
illesszunk ra egy kdbds masodrendi spline-t, figgvény alakban! Az x tengelyen most
a vizszint értékek legyenek.

. <107 Tarozo jelleggorbéje
T T T

%% Viztarozo | by
clc; clear all; close all; /
% Jelleggorbe I
jelleg = load('jelleggorbe.txt');

h = jelleg(:,1), A = jelleg(:,2),
figure(1l); plot(h,A, ' 'r*-")

F = @x) splineCh,A,x)

hold on; fplot(F, [minCh), maxCh)])
title('Tarozé jelleggorbéje')
xTabeT('vizallas [m]');
ylabel('Tarozo fellulete [mA2]") 0 X

15 20 25 30 35 40
vizallas [m]

A fenti spline illesztést felhasznalva meg tudjuk mondani, hogy adott vizszinthez
mekkora tarozé felszin tartozik. Ezen kivul rendelkezéstnkre allnak mérési adatok is
30 napra vizallasra (z(t) ), a hozzafolyas (Q;,(t) ) és a vizkivétel ( Q,u:(t))
mennyiségére. Ezek az idosor.txt fajlban talalhatéak, ahol négy oszlopban a
kovetkez6 adatok vannak: idépont - [nap], Qin- [M®/s], vizallas - [m], Qout - [M¥/s].

Tarozo felilete [m?]
- N w
N 13 N 3 w o

o
3

VVVVVYVVYVVYVYV

idépont -|hozzafolyas -|vizallas -|vizkivétel -
t[nap] | Qin [M%/s] z[m] | Qout [M3/s]

1. 0.08 27.630 0.70
2. 0.08 27.616 0.70

Valasszuk szét az adatokat és a subplot parancsot hasznalva készitsunk egy abrat ket
egymas alatti grafikonnal, a felsében feltlintetve a hozzafolyas és a vizkivétel idésorat,
az alson pedig a vizszint megvaltozasat!

% Idoésor adatok

idosor = load('idosor.txt');

t=idosor(:,1), Qin=idosor(:,2),z=idosor(:,3), Qout=idosor(:,4)
figure(2); subplot(2,1,1);

plot(t,Qin,t,Qout); legend('hozzafolyas', 'vizkivétel')
subplot(2,1,2); plot(t,z); Tegend('vizallas')

V V VYV VYV
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400 T T T T T
hozzafolyas
300 vizkivétel | 7
200 h
100 b
O 1 1
0 5 10 15 20 25 30
34 T T T T T
32
30 b
28 b
26 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

A jelleggorbe alapjan szamoljuk ki az egyes vizallasokhoz tartoz6 felszin adatok
idésorat A(z)!

> % Az adott id6sorhoz tartozdé tarozé felszinek kiszamitasa

> A= F(2)

Az alapegyenletlink a kovetkezd:

d
Qin () — Qout(t) - Qloss(t) = A(z) d_i

Ebbdl ismerjik a Q;,(t), Qyy:(t), A(z) idésorokat és a vizszint idésorat is (z(t)).
Ahhoz, hogy ki tudjuk szamolni a parolgasi/elszivargasi veszteség idésorat (Q,,s, (t)),

a vizszint id6 szerint valtozasat vagyis az els6 derivaltat kellene meghatarozzuk (%).

Egy adott napon mért hozzafolyas, vizkivétel hatasa mindig a masnap reggel mért
vizszintekben fog csak megjelenni, ezért itt eléremutatd, vagy jobboldali differenciakra
lesz szUksegunk!

Hatarozzuk meg a vizallas id6 szerinti elsé derivaltjat (j—j), jobboldali (eléremutatd)

differencia formulat hasznalva ahol lehet (az utolsé pontnal baloldali differencia
formulaval)! Ehhez modosithatjuk a korabban a centralis differencia formulara megirt
derivalt.m figgvénylnket, vagy megoldhatjuk a Matlab numerikus derivalas parancsat
alkalmazva is. Figyeljunk oda, hogy az id6 meértékegyseégek megegyezzenek! A
végeredmény a tovabbi szamitasok érdekében oszlopvektor legyen!

A jobb oldali vagy eléremutaté differencia képlete: f'(x;) = y;' ~ 222t

Xi+1—Xi

A baloldali vagy hatramutaté differencia: f'(x;) = v, = %
i—Ai-1

A modositott fliggvény neve legyen jobbderivalt.m!

> function dx = jobbderivalt(x,y)
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% Numerikus derivalas differencia hanyadosok alkalmazasaval

>

> % Utolsé elétti pontig jobb, utolséd pontban baloldali differencia
formuTaval

> n = length(x);

> for i = 1:n-1

> dx(i) = (yG+D-y(i))/(xG+1)-x(i));

> end

> dx(n) = (y(n)-y(n-1))/(x(n)-x(n-1));

> end

Szamitsuk ki a vizallas valtozasat a fenti fuggvénnyel! Ne felejtsik el a napokban
megadott idbket atvaltani masodpercekre!
> % vizallas valtozas
ts = t*24%3600;
dz = jobbderivalt(ts,z);
dz=dz'
% vagy beépitett diff flggvényt hasznalva
dz2 = diff(2)./diff(ts); dz2 = [dz2; dz2(end)]

Szamoljuk ki a tarolt viz térfogat valtozasanak *

Ca AV d :

idésorat is: — = A(z)d—i, majd az alapegyenletet s: A

hasznalva szamolja ki a parolgasi/szivargasi .| !

veszteség idésorat m?3/s]-ban! | . A
g (QZOSS) [ ] 05l \ | \ \7/\/ \/\// \\ /

vV V.V V V

ol

> % Térfogat valtozds, parolgasi, \
szivargasi veszteség [mA3/s] 05f | |
> dv = A.*dz |/
> Qloss = Qin - Qout - dv; I \/
> figure(3); plot(ts,Qloss) s L , , ‘
2 25 3

0 0.5 1 1.5

%108

A parolgas a vizfelszinnel aranyos (hy), értékét mm/nap mennyiségben szoktak
megadni. Szamoljuk at a [m3/s]-ban megkapott értékeket mm/nap mennyiségre az
alabbi képletet hasznalva:
Qioss * 86400 - 1000
v A

ahol Qioss [M®/s]-ban adott, 86400 a masodpercek szama egy napban, A pedig az adott
idéponthoz tartozé vizfelszin [m?]. Az 1000-es szorzé azért van benne, mert a
végeredményt nem méterben, hanem mm-ben kapjuk (/nap). A kapott értékeket
abrazoljuk is! (Megj: A parolgasi veszteség max. napi 10 mm szokott lenni, értéke lehet
negativ is, csapadék esetén)

% Parolgasi, szivargasi veszteségek mm-ben
veszt_mm = Qloss*86400%1000./A

figure(3); plot(t,veszt_mm);

title('Parolgasi, szivargasi veszteség [mm/nap]l')

vV V V V
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Parolgasi, szivargasi veszteség [mm/nap]

5F /77771\ \“ri\

\ A 1
I\ — /\
\“ \/\_A/ /\/ \\ //

20k ‘ !

Mi tortént volna, ha nem el6remutaté differencia formuldkat hasznalunk (aminek itt
fizikai tartalma van), hanem itt is centralis differencia formuldkat alkalmazzuk,
mondvan, hogy pontosabb? Cseréljiuk ki a

> dz = jobbderivalt(ts,z);
parancsot a kdvetkez6re (ami centralis differencia formulat hasznal):
> dz = derivalt(ts,z);

Az eredmény szemmel lathatéan képtelenség, hiszen egy nap alatt nem szokott 2.3 m
magassagu vizoszlop elparologni, se 1.8 m csapadék esni.

2500 Parolgasi, szivargasi veszteség [mm/nap]
5 T T T : T

2000 | I 1
1500 | [ .
1000 | [

500 f [ 1

P | .
|

-500 \‘
|

-1000 - |/ 1

-1500 I/ ,

2000 1 . . L L
0
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DERIVALAS TOBBVALTOZOS ESETBEN

A gradiens a derivalas altalanositasa tobbvaltozos esetre. Egy fuggveény derivaltjanak
ertékét egyvaltozos esetben szamithatjuk, értéke egy skalar lesz. Tébb valtozé esetén
a gradiens veszi at a helyét, mely ellentétben a derivalttal, mar vektort ad vissza, nem
skalart, eredménye egy vektormez6 lesz. Kétvaltozos esetben egy f fuggvény gradiens
vektora a kovetkez6:

[97]

Vf(x,y)—igjﬁi

layJ

Ugyanugy, ahogy a derivalt az érinté meredekségét adja meg, a gradiens a felulet
legnagyobb meredekségl iranyaba mutat, megadja az adott pontban a fliggvény
legnagyobb megvaltozasanak iranyat, értékét.

Hatarozzuk meg a kovetkez6 kétvaltozos flggvény gradiensét, és abrazoljuk a
vektormezé6t az x € [-2,2] és y € [—2,2] tartomanyon!

f(x, y) =x e—(x2+y2)

> %% Kétvaltozos felilet definidlasa

> clc; clear all; close all;

> f =0(x,y) x .* exp(-(X.A2 + y.A2));

> figure(l)

> fsurf(f,[-2,2,-2,2], 'ShowContours', 'on")
> figure(Q

>

h = ezcontour(f,[-2,2,-2,2])
> set(h, 'showText','on")

Ha feliratozni is szeretnénk a szintvonalakat, akkor a Matlab R21018a verzidéjaban az
fcontour nem hasznalhato erre csak az ezcontour.
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>

051

of
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x exp(-(x2+y?)

12. Numerikus derivalas
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Szamitsuk ki a gradiensvektor elemeit, vagyis az x és y szerinti parcialis derivaltakat
szimbolikusan! Ehhez hasznalhatnank szimbolikusan a diff parancsot is, vagy egy
Iépésben a gradient parancsot.

vV V.V V V V

%% Gradiens szamitas szimbolikusan
syms X y

fs = x

[x, yD

oexp(-(X.A2 + y.A2));
G = gradient(fs,

% exp(- xA2 - yA2) - 2%xA2%exp(- XxA2 - yA2)
=2*x*y*exp (- XA2 - yA2)

%

Abrazoljuk a vektormez6t a szintvonalas abran, Ugy, hogy kiszamoljuk egy racshalé
pontjaiban a gradiens értékeit! Vektormez6t a quiver paranccsal jelenithetiink meg. A
guiver parancs elsé két bemené paramétere a vektorok kezdépontjainak koordinatai
(x,y) a masodik két paraméter pedig a vektorok nagysaga x,y iranyban.

>

vV V.V V V

[X! Y] =

gx
gy
GX

quiver(X,Y,GX,GY)

meshgrid(-2:0.2:2,-2:0.2:2); % racshalo pontjai

matTabFunction(G(1)) % x 1iranyu gradiens fliggvényként
matTabFunction(G(2)) % y 1iranyu gradiens fliggvényként
gx(X,Y); GY = gy(X,Y); % gradiens vektorok a racspontokban
hold on;

1 1
-0.5 0 0.5
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A gradient parancsot hasznalhatjuk numerikusan is a gradiensvektor értékeinek
kiszamitasara.
%% Gradiens szamitds numerikusan
= f(X,Y);
[px,py] = gradient(z);
figure(3); hold on;
fcontour(f,[-2,2,-2,2])
quiver(X,Y,px,py)

V V V VYV YV

Itt el6szor kiszamitottuk az XY racspontokban a fuggvény értékét (Z), majd
egyenletesnek feltételezve a racshald osztasat, a gradiens vektor értékeit (px,py). Az
igy kapott abra megegyezik az el6zével.

A masodik parcialis derivaltakat tartalmazza a Hesse matrix, ami kétvaltozos esetben
igy irhato fel:

21 2
HGen) = ol ax?f |
layax J

Egy f fUggvény x valtozo szerinti masodik parcialis derlvaltjét szamithatjuk a
diff(f,x,2) paranccsal, vagy az egész Hesse matrixot is megadhatjuk egyben
szimbolikusan a hessian parancs alkalmazasaval. Hatarozzuk meg az el6z6
fuggvény Hesse matrixat és szamoljuk ki a masodik derivaltak értékét az x=0.5 és y
= 0.7 helyen!

> % X szerinti masodik derivalt

> d2x = diff(fs,x,2)

> % 4%*xA3%exp(- xA2 - yA2) - 6%x¥exp(- XA2 - yA2)

>

> % Hesse matrix

> H = hessian(fs)

> % [ 4*xA3%exp(- XA2 - yA2) - 6%x¥exp(- XA2 - yA2), 4*xA2*y*exp(-

XA2 - yA2) - 2%y*exp(- xA2 - yA2)]
> % [ 4%xA2*y*exp(- XA2 - yA2) - 2*y¥*exp(- XA2 - yA2), 4*x*yA2%*exp(-
XA2 - yA2) - 2%x%exp(- xA2 - yA2)]

> Hfv = matlabFunction(H)

> Hfv(0.5,0.7)

> % -1.1928 -0.3340

> % -0.3340 -0.0095

A FEJEZETBEN HASZNALT UJ FUGGVENYEK
polyder - Algebrai polinom derivaltjanak szamitasa
diff(f,x,2) - f szimbolikus kifejezés 2. derivaltja x szerint
gradient - Gradiensek szamitasa numerikusan, szimbolikusan
quiver - vektormezd megjelenitése
. Hesse-matrix, az f(x) figgvény masodik parcialis derivaltjainak
hessian - e
a matrixa
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